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Resumo

Neste trabalho revisamos condi¢des para que um quadrildtero convexo seja inscrito ou circunscrito
em um circulo, ou seja, os teoremas de Ptolomeu e Pitot, além de algumas férmulas sobre suas dreas
fornecidas por Brahmagupta e Bretschneider. Apresentamos também condi¢des para a inscricdo de
um quadrilatero circunscrito. Um quadrildtero que pode ser inscrito e circunscrito em algum par de
circulos € conhecido como quadrildtero bicéntrico. Por fim, destacamos algumas propriedades do
quadrilatero pipa, as condi¢des para que um quadrildtero circunscrito seja um quadrilatero pipa.

Palavras-chave: Quadrilétero, Area, Quadrilitero Bicéntrico, Quadrildtero Pipa.



Abstract

In this work we review conditions for a convex quadrilateral to be inscribed or circumscribed in a
circle, that is, the theorems of Ptolemy and Pitot, in addition to some formulas about their areas given
by Brahmagupta and Bretschneider. We also present conditions for the inscription of a circumscribed
quadrilateral. A quadrilateral that can be both inscribed and circumscribed on some pair of circles is
known bicentric quadrilateral. Finally, we highlight some properties of a kite quadrilateral and the
conditions for a circumscribed quadrilateral to be a kite one.

Keywords: Quadrilateral, Area, Bicentric Quadrilateral, Kite Quadrilateral.
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Introducao

O ensino da matemaética no ensino médio deve proporcionar aos estudantes as condi¢Oes efetivas
para comunicacao, argumentacdo, confronto e compreensao de situacdes-problema, escolhas e propo-
si¢des; enfim, para que tomem gosto pelo conhecimento e aprendam a aprender e aplicar a matematica
no seu cotidiano contribuindo para o seu contexto social, cultural e econdmico.

O perfil do aluno que estd inserido no Ensino Médio sofreu muitas modifica¢des nos dltimos anos,
principalmente por influéncia de mudancas sociais e culturais vivenciadas pela sociedade, motivadas
tanto pelas evolugdes tecnoldgicas ocorridas nos ultimos tempos quanto pela expansdao do acesso
dos alunos a essa etapa de ensino em todo Brasil. No entanto, ainda que as tecnologias e outras
inovagdes estejam presentes na vida de muitos jovens, considerando a extensdo territorial do pais e
sua diversidade cultural, ndo é possivel tragcar um perfil inico para o jovem matriculado no Ensino
Médio devido a pluralidade de individuos, com diferentes caracteristicas e interesses. Por esse motivo,
na atualidade, € esperado que o ensino seja organizado de modo que o aluno passe a ter participagcdo
ativa no processo de aprendizado, ou seja, torne-se agente da constru¢io do proprio conhecimento.
Nesse sentido, o professor deve se posicionar como um mediador e como avaliador de processos, isto
é, aquele que ajuda a fornecer as informacdes necessdrias e faz intervengdes que auxiliam, o aluno a
ter condicdes de construir seu conhecimento, restruturando o processo quando necessario.

Trabalhos recentes na drea da Educacdo Matematica, com enfoque nos processos de formagao
conceitual e de resolugdo de problemas, envolvendo a geometria, t€ém sido desenvolvidos por varios
pesquisadores (VIANA2000, REZI2001, MORACO2006, PROENCA2008) , os quais mostraram que
o ensino de geometria ainda continua sendo deixado de lado ou realizado de forma distante da pre-
tendida nas escolas.

O ensino geralmente é baseado em uma concep¢do que visa somente a pratica de reproducio de
exercicios e a memorizacdo de férmulas prontas e acabadas, e sabe-se que os alunos ao receberem

o conteido matemadtico de forma pronta e acabada podem apresentar uma dificuldade maior para



realizar abstracdes e aplicar os conceitos em outras situagdes.

Isso pode estar relacionado a formacao do professor de matematica, pois alguns estudos (PAVA-
NELLO1993, PASSOS2000, ALMOULOUD2004, CRESCENTI2005) tém evidenciado a falta de
dominio dos professores para conduzir um ensino de qualidade em geometria, baseado, entre outras
situacdes, no dominio do contetido e de formas diversificadas de ensino. Sabemos que o professor
quando vai ensinar geometria, além de investigar o que o aluno sabe sobre determinado conceito, ele
tem que ter dominio sobre 0s conceitos, ou seja, saber o que ensina.

Visando contribuir com o objetivo do Profmat, produzimos este trabalho, deixando claro que nossa
ambic¢do ndo é de mostrar ao professor como ensinar, mas sim produzir um material de pesquisa que
auxilie o profissional na busca pelo seu aprimoramento profissional.

Entre os intimeros contetdos de geometria presentes no curriculo de matematica, destacamos 0s
quadrilateros inscritos e circunscritos, dando um foco especial ao quadrilatero pipa. Falamos sobre
as condi¢des de inscri¢do e circunscricdo de quadrildteros convexos na circunferéncia, citamos as
propriedades de um quadrilatero pipa e as condi¢des para que um quadrilatero circunscrito seja pipa
e também falamos sobre o quadrildtero bicéntrico.

Durante a pesquisa notamos o tratamento inexpressivo dado aos quadrilateros inscritos e circuns-
critos nos livros da educacdo bésica e a dificuldade em encontrar material sobre o quadrilatero pipa,
figura presente na vida de muitos alunos. Outra realidade encontrada foi a exclusio de determinados
teoremas e mesmo quando presentes, eram simplesmente apresentados aos estudantes sem demons-
tracoes.

Por isso, nesse trabalho apresentamos demonstragdes de teoremas, como: Pitot, Ptolomeu, Hi-
parco, Stewart, Bretscheneider e Brahmagupta, possibilitando a compreensdo da natureza da mate-
matica, ciéncias cujas teorias sdo comprovadas, nao pela experimentaciao, mas sim pela demonstragao.

O trabalho estd organizado da seguinte maneira. No primeiro capitulo descrevemos alguns resul-
tados preliminares. Tais resultados irdo nos auxiliar nas demonstracdes dos capitulos seguintes. Os
conceitos e demonstra¢des sobre quadrildteros inscritos e circunscritos, bem como alguns teoremas
ligados a eles estdo no capitulo 2. No capitulo 3 apresentamos a definicdo de quadrildtero bicéntrico
e uma condi¢d@o para que um quadrilatero circunscrito seja inscrito, ou seja, bicéntrico. Além disso,
algumas férmulas que nos permitem calcular as dreas desses quadrildteros finalizam o capitulo. O
capitulo 4 aborda o conceito de quadrildtero pipa e as condi¢des necessdrias para que um quadrilatero

circunscrito seja pipa.



Diante de tudo que foi exposto inicialmente sobre o ensino da geometria, a escolha do tema

contribui com a producdo em geometria.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Iniciamos a constru¢do do nosso trabalho apresentando resultados da geometria euclidiana, de
modo a tornar a leitura do trabalho agradavel e atingir o0 maior nimero de leitores. Para tanto, fa-
laremos sobre o teorema de Stewart e, em seguida, sobre a drea de um tridngulo inscrito que nos
auxiliard na demonstracdo de uma férmula para a drea de um quadrildtero inscrito apresentada no
Capitulo |3} Por fim, apresentaremos duas férmulas para o calculo da area de quadrilateros quaisquer.

Aqui destacamos o Teorema[I.4|que implicard na férmula de Brahmagupta dada no Capitulo [3]

Teorema 1.1. Seja ABC um tridngulo de lados AB = ¢, AC = b, BC = a. Se P é um ponto sobre o lado
BC, tal que BP =x,CP =y e AP = z, entdo:

b’x+c’y=alxy+z?)

Figura 1.1: Tridngulo ABC e um ponto P sobre o lado BC

a

Fonte: Elaborada pelo autor.

Demonstracdo. Se ZAPC =0, entao ZAPB = 180° — 6. Aplicando a lei dos cossenos ao tridngulo

APC e APB para calcular AC = b, e AB = ¢, respectivamente, obtemos:
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b? = z2% + y* —2yzcos(6) (1.1
c? = z% + x* —2xzcos(180° — 0) (1.2)

onde usamos que cos (180° — ) = —cos (0). Multiplicamos a equagdo [1.1| por x e a[1.2] por y,

temos,
b’x=2zx+y*x—2yzxcos(0) (1.3)
e
2., _ 2 2
cy=z"y+x“y+2xzycos(9) (1.4)

Somamos as equagdes [1.3|e[[.4] para eliminar os termos que contém cos(f) e obtemos
Px+cy=y*x+x*y+22x+2°Y
=xy(x+y+ Z2(x+ ¥)
Substituindo x + y = a chegamos ao resultado desejado:
bx + czy =alxy+ z2).

]

A

Teorema 1.2. Se ABC é um tridngulo de lados AB = ¢, AC = b, BC = a, de dngulos internos A,B ,C

e inscrito no circulo de raio R, entdo:

(ABC) = a_bc
4R

Figura 1.2: Tridngulo ABC inscrito na circunferéncia de raio R

c




Demonstragdo. Recordemos a féormula em (1.3) que fornece a drea de um tridngulo em fungéo do

seno de um dos seus angulos internos e dos lados adjacentes a ele,

b-c-senA
(ABC) = ———— (1.5)
~ a
De acordo com a lei dos senos, temos senA = >R Substituindo em (I.5)) segue o resultado. O

Teorema 1.3. Seja ABCD um quadrildtero convexo de diagonais AC = p e BD = q que formam entre

si um angulo a. Entdo,
(ABCD)=1p-g-sen(a)

Demonstragdo. Seja M o ponto de encontro das diagonais de ABCD. Tendo em vista a Figura [I.3]

podemos calcular a drea do quadrilatero da seguinte forma

(ABCD) = (ABM)+ (BCM) + (CDM) + (DAM) (1.6)

Figura 1.3: Quadrilatero convexo de diagonais AC e BD.

B

Aplicando a férmula (I.5)) para cada um dos quatro tridngulos do segundo membro da equagdo

[T.6] obtemos:

1
(ABCD) = Esen(a) (AM-BM+BM-CM+CM-DM+ DM - AM)
1
= Esen(a) [BM(AM+CM)+ DM(AM + CM)]
1
= Esen(a) (AM+CM)(BM + DM)

:%p-q-sen(a)



1.0.1 Formula para a area de um quadrilatero qualquer

A férmula publicada em 1939 pelo matematico americano Julian Lowell Collidge expressa a area

de um quadrildtero (convexo) qualquer em funcdo dos comprimentos de seus lados e diagonais [2,/6].

Teorema 1.4 (Férmula de Coolidge). Seja ABCD um quadrildtero (convexo) cujas medidas dos lados
sdo AB =a,BC=b,CD=ce DA=d. Sejam AC = p e BD = q suas diagonais. Entdo, a drea do

quadrildatero ABCD, é igual :

1
(ABCD) = Z\/4p2q2 — (B2 +d2— a2 — c?)2

Figura 1.4: Quadrilétero de lados a, b, ¢, d.

B

Demonstragdo. Conforme vimos, Teorema|I.3] a drea do quadrildtero pode ser obtida pela formula:
1
(ABCD) = qusen(H)
Elevamos ao quadrado ambos os lados para obtermos
1

(ABCD)? = Z[pzqz— (pgcos())?] (1.7)
Na figura[I.4|no quadrildtero ABCD as diagonais interceptam-se em um ponto M, desse modo:

AM=x,BM=2z,CM=y, DM =w

Além disso,

/AMB=/DMC=60 e /AMD=/BMC=180°-0



A lei dos cossenos aplicada aos triangulos AAMB, ABMC,ACMD, ADM A e aigualdade cos(180°—

0) = —cos(0), implicam:

a’ = z* + x* — 2zx cos(0)
b? = 22 + y* + 2zycos()
c? = w?+y*—2wycos(d)

d?> = w? + x* + 2wxcos(0)
Entao,

a’ +c® = 22 + x* = 2zxcos(0) + w? + y* — 2wycos()

=22+ x> + w? + y* = 2(zx + wy) cos(0)

b +d*>=7*+ y2 +2zycos(0) + w? + x> + 2wx cos(0)

=z°+ y* + w? + x* + 2(zy + wx) cos(0)

Fazendo b? + d? — (a? + ¢?), temos:

b?+d? - (a®+c) = 2(zy + wx)cos(0) +2(zx+ wy) cos(0)
=2(zy+ wx+zx+ wy)cos(0)
=2[z(y+x)+ w(y+x)]cos(0)

=2[(z+ w).(y + x)] cos(0)

=2pgcos(0)
Assim,
bZ + d2 22
5 a-c._ pqcos(0) (1.8)
Ap6s substituicao de (1.8]) em (1.7)) concluimos a demonstracao. 0



Capitulo 2

Quadrilateros

Nesse capitulo reproduziremos as demonstracdes dos teoremas de Pitot, Ptolomeu e Hiparco [5].
O Teorema de Pitot fornece condi¢cdes necessdrias e suficientes para que um quadrilatero seja cir-
cunscritivel. Relagdes entre os lados e as diagonais de um quadrildtero inscritivel fazem parte dos
teoremas de Ptolomeu e Hiparco, esses dois dltimos serdo utilizados no Capitulo [3] para demonstrar a
area de um quadrilatero inscrito. O Teorema 2.2 fornece uma interessante formula para a drea de um

quadrildtero circunscritivel, este serd aplicado no Capitulo 4]

2.1 Quadrilatero Circunscritivel

Definicao 2.1. Um quadrildtero (convexo) é circunscritivel (ou tangente) se existe um circulo tangente

aos seus quatro lados.

Proposicao 2.1. Sejam T um circulo de centro O e P um ponto exterior ao mesmo. Se A, B pertencem

a I sdo tais que PA e PB sdo tangentes a I, entdo, PA= PB.

Demonstracdo. Considere o triangulo APB como PA € tangente a circunferéncia em A e AB é uma

corda da circunferéncia, temos que ZBAP € um angulo de segmento e, portanto,

. AOB

BAP 2.1
5 (2.1)

Analogamente, BP ¢é tangente a circunferéncia no ponto B e AB € uma corda da circunferéncia, temos

também que ZABP € um angulo de segmento e, portanto,

. AOB

ABP=— (2.2)



De (2.1) e (2.2)) temos,

Figura 2.1: Circulo de centro O e ponto externo P.

BAP = ABP

Assim, o tridngulo APB é isdsceles de base AB, portanto AP = BP.

2.2 Pitot

Henri Pitot (nascimento, Franca em 3 de maio de 1695. Morte, Aramon em 27 de dezembro de
1771) foi um engenheiro francés especializado em hidraulica. Comecou os seus estudos em matema-
tica e astronomia em Paris, se tornando assistente do fisico Reaumur em 1723. Utilizou o rio Sena
para testar vdarias das suas teorias e instrumentos. Pitot comecou a se interessar pelos problemas dos
fluidos tendo efetuado andlises criticas de vérias teorias da época que considerava infundadas, inven-

tou um instrumento para medir a velocidade dos fluidos e que € conhecido hoje pelo seu nome, o tubo

de Pitot. (fonte: wikpédia)

Existe uma condi¢do para que o quadrilatero seja circunscritivel, a qual serd apresentada e de-

monstrada no teorema a seguir.

Teorema 2.1 (Pitot). Seja ABCD um quadrildtero convexo cujas medidas dos lados sdo AB = a,BC =

b,CD=ce DA=d. ABCD é circunscritivel se, e s se, a+c=b+d.

Demonstragdo. Inicialmente supomos que o quadrilitero ABCD ¢é circunscritivel, sendo assim o

circulo inscrito tangencia os lados AB, BC,CD e DA nos pontos M, N, P e Q, respectivamente.

10



Figura 2.2: Quadrildtero circunscrito e pontos de tangencia.

Entdo, aplicando a proposigdo [2.1], obtemos:
AM=AQ, DQ=DP CP=CN e BN=BM
Assim:

AB+CD=(AM + MB) + (CP + PD)

=AQ+BN+CN+DQ

=(AQ+DQ)+(BN+CN)

=AD+B

Agora supomos AB+CD = AD + BC e ABCD nio circunscritivel. As bissetrizes dos angulos
internos ZDAB e ZABC de ABCD se intersectam em um ponto O, logo O € o centro de um circulo
que tangencia os lados AD, AB e BC de ABCD, mas ndo tangencia o lado CD ja que por hipdtese o

quadrildtero ABCD nao € circunscritivel.

Figura 2.3: Quadrilidtero ABCD nao circunscrito.

A

11



Seja CE a semirreta que tangencia o circulo. Suponhamos E pertencente a semirreta AD e en-
tre A e D os demais casos sdo andlogos. Por construcdo, na figura 2.3 ABCE é um quadrildtero

circunscritivel e pelo que foi provado na primeira parte,
AB+CE=AE+BC= AB=AE+BC-CE
Mas, como AB + CD = AD + BC por hipétese, substituindo AB obtemos
AE-CE=AD-CD=CD-CE=AD-AE=DE
ou ainda
CD-CE=DE=CD=CE+DE.
Impossivel, pois tal igualdade contradiz a desigualdade triangular no tridngulo CDE. Portanto, se

temos AB+ CD = AD + BC o quadrilitero ABCD é circunscritivel. 0

E imediato, do Teorema de Pitot, que todo quadrildtero ABCD que tem dois pares de lados adja-
centes congruentes € circunscritivel. Doravante, tal quadrildtero serd chamado de Pipa. A pergunta
que surge é, quando a reciproca € verdadeira? Isto é, sob que condi¢cdes um quadrildtero circunscriti-
vel é uma Pipa? Responderemos essa pergunta no Capitulo e, para isso, precisaremos do préximo

resultado [10].

Teorema 2.2 (Area de quadrildtero circunscritivel). Seja ABCD um quadrildtero circunscritivel cujas
medidas dos lados sdGo AB = a,BC=b,CD =ce DA=d. Sejam AC = p e BD = q suas diagonais.

Entdo, a drea do quadrildtero ABCD, ¢é igual

1
(ABCD) = 5\/(pq)Z — (ac—bd)?

Demonstragdo. Por hipdtese ABCD ¢€ circunscritivel entdo, de Pitot, a+ ¢ = b+ d. Elevando ao

quadrado ambos os lados

2(ac-bd) = b* +d* - a* - ¢* (2.3)

Da férmula de Coolidge[I.4]e (2.3) segue que

12



Figura 2.4: Quadrildtero circunscritivel

B b C

1
(ABCD) = Z\/4(,967)2 — [2(ac - bd)]?

1
= E\/(pq)2 —(ac—bd)?

2.3 Quadrilatero inscritivel

Definicao 2.2. Dizemos que um quadrildtero é inscritivel (ou ciclico) se existir um circulo passando

por seus vértices.
A seguir apresentamos duas condi¢des para que um quadrildtero seja inscritivel [3].

Teorema 2.3. Um quadrildtero convexo ABCD, de lados AB,BC,CD e DA, ¢ inscritivel se, e so se,

uma das condi¢oes a seguir for satisfeita:
(a) A+C=180°

(b) /BAC = /BDC

13



Figura 2.5: Quadrildtero inscritivel

Demonstragcdo. Provaremos primeiro o item (a). Suponha que ABCD seja um quadrilétero inscritivel.

Pelo teorema do angulo inscrito

~ ~ BCD BAD 360° o
A+C= + = =180
2 2 2
De modo andlogo, B + D = 180°. Portanto, os angulos opostos do quadrildtero sdo suplementares.
Suponha A+ C = B+ D =180°. Consideremos a circunferéncia que passa pelos pontos A, B e D.
Queremos provar que o ponto C também pertence a esta circunferéncia. Por absurdo, suponha que
isso ndo acontece, o que nos leva a considerar dois casos:

1° Caso: C é interior a circunferéncia, conforme a figura 2.6

Figura 2.6: Quadrilatero ABCD nao inscritivel

Prolongando o lado CD, este intercepta a circunferéncia no ponto P, logo ABPD ¢ inscritivel, ou

seja, A+ P =180°. Note que o ZDCB é externo ao tridngulo CPB. Entio, pelo teorema do angulo

14



externo /DCB = /CPB+/PBC. Dessa forma /DCB > /CPB e A+C =180°. Como A+ P =180°,
concluimos que C = P absurdo. Portanto, o ponto C nio é interior a circunferéncia.

2° Caso: C € exterior a circunferéncia.

Figura 2.7: Quadrilatero ABCD com vértice C exterior a circunferéncia.

Neste caso, CD intersepta a circunferéncia no ponto Q. Dessa forma, o quadrilatero ABQD ¢é
inscritivel, ou seja, A+ Q = 180°. Sendo Z/BQD angulo externo ao tridngulo BCQ, pelo teorema do
angulo externo, /BQD = /CBQ + /BCQ. Ou seja, /BQD > /BCQ. Por outro lado , A+ C = 180°.
Logo, C = Q, o que é absurdo. Portanto, o ponto C nio é externo a circunferéncia. Se C nio € interior
e nem exterior a circunferéncia, concluimos que C pertence a circunferéncia, ou seja, o quadrildtero
ABCD ¢ inscritivel.

Provaremos agora o item (b). Considere ABCD um quadrildtero inscritivel como indica a figura

Entdo pelo teorema do angulo inscrito temos, ZCDB = ZCAB = CZE

Figura 2.8: Quadrildtero inscritivel de diagonais AC e BD

A

Reciprocamente, seja ABCD um quadrilatero tal que ZCDB = ZCAB. Suponha, por absurdo que

15



ABCD nio € inscritivel. Seja E a intersecc@o do prolongamento do segmento CD com a circunferén-

cia circunscrita ao tridngulo ABC, como indica a figura[2.9}

Figura 2.9: Quadrilatero ABCD nao inscritivel com D interior a circunferéncia

Assim, ZCDB = ZCAB = ZCEB, o que ¢ absurdo pelo teorema de medida de angulo inscrito
e angulo excéntrico interno. De maneira andloga podemos demonstrar que o ponto D ndo pode ser

externo. Logo o quadrildtero ABCD ¢ inscritivel.

2.3.1 Ptolomeu

Claudio Ptolomeu viveu em torno de E.C. Seu principal trabalho, o Almagesto, permite datar
aproximadamente sua vida, pois nele Ptolomeu se refere a observacdes que fez de efemérides as-
tronOmicas, cujas datas conhecemos. O nome grego original desta obra é A colecdo matemdtica, ou
seja, A sintaxe matemdtica, que foi traduzido pelos drabes como Megale sintaxis, Megisto e por fim
Almagesto. O Almagesto tem por objetivo descrever matematicamente o funcionamento do Sistema
Solar, supondo que a Terra estd em seu centro. Ptolomeu desenvolveu a trigonometria nos capitulos
10 e 11 do primeiro livro de sua obra. O capitulo 11 consiste em uma tabela de cordas (ou seja,
de senos). Ptolomeu usou sua tabela de cordas para desenvolver varios problemas, como calcular o
comprimento de uma sombra, bem como para tratar varios outros problemas de astronomia. Com
as técnicas expostas em seu livro, Ptolomeu resolve qualquer triangulo, decompondo-o conveniente-
mente em triangulos retangulos. A exposicao da trigonometria contida no Almagesto foi padrao, até

ao renascimento. [12].
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Teorema 2.4 (Ptolomeu). Seja ABCD um quadrildtero inscritivel de lados AB=a,BC=b,CD=ce
DA=d, e diagonais AC = p e BD = q. Entdo,

AC-BD=AB-CD+AD-BC

Isto é, o produto dos comprimentos das diagonais é igual a soma dos produtos dos comprimentos dos

lados opostos.

Demonstragdo. Vamos olhar ZBAC, agora tracamos uma reta suporte ao lado DC e tomamos um
ponto E nesta reta, de forma que Z/BAC = ZDAE. Ja que o ABCD ¢ inscritivel, ZCBA = ZADE
entdo pelo caso de semelhanca A.A,

AABC ~AADE

Desse modo:

Figura 2.10: Quadrildtero inscrito com reta suporte ao lado DC.

AB AC BC
—=—=—=AB-DE=AD-BC 2.4)
AD AE DE
Veja que ZABD = ZACD, pois ambos subtendem o mesmo arco AD. Podemos ver que /BAD =
. AB BD AD
ZCAE. Logo AABD ~ AACE, assim: — = — = —, portanto, AC-BD = AB-CE. Temos que
AC CE AE
CE =CD + DE, substituindo CE temos:
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AC-BD=AB-(CD+ DE)

AC-BD=AB-CD+ AB-DE

Como temos de (2.4) que AB-DE = AD-BC. Logo,

AC-BD=AB-CD+ AD-BC

2.3.2 Hiparco

Hiparco de Nicéia, que viveu em torno de 120 a.E.C. Como no caso de muitos matematicos gregos,
pouco sabemos sobre sua vida. A maior parte que conhecemos sobre ela € devida a Ptolomeu, o qual
cita vérios resultados de Hiparco sobre trigonometria e astronomia, e a fragmentos de descricdes de
seus trabalhos contidos nas obras de outros autores gregos. Hiparco tem sido considerado como o
primeiro a determinar com precisao o nascer e o ocaso de varias estrelas, usando para isso uma tabela
de cordas. Temos noticia da tabela de Hiparco devido a fontes indiretas, sobretudo ao Almagesto de
Ptolomeu. € provavel que a divisdo do circulo em 360 partes tenha se originado com a tabela de cordas
de Hiparco. Ele provavelmente seguiu a ideia do matemético grego Hipsiclo, o qual por sua vez tinha
dividido o dia em 360 partes, uma divisao possivelmente inspirada na astronomia babilonia. [[12].

A seguir apresentamos o Teorema de Hiparco, para que nos préximos capitulos possamos utiliz4-

los em algumas demonstracdes.

Teorema 2.5 (Hiparco). Seja ABCD um quadrildtero inscritivel de lados AB = a,BC=b,CD=ce
DA=d, e diagonais AC =p e BD = q. Entdo,

p _ad+bc

q ab+cd

Demonstragdo. Como o quadrilatero € inscritivel, ZDAB+/BCD = 180° e ZBAC = ZBDC = 0.

Sejam a=/BAD e pf=/ABC. Primeiramente, vamos utilizar a lei dos senos para provar a razao:

p _sen(f)

q B sen(a)

(2.5)

De acordo com as figuras [2.11|temos, respectivamente:
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Figura 2.11: Quadriléateros de diagonais BD=qge AC=p

((a)) figura
p __b 4 __b
sen(B) sen(f) sen(a) sen(d)
Assim,
p___4 _, p_snp (2.6)
sen(f) sen(a) g sen(a)

Agora utilizamos a férmula do seno para a drea de um tridngulo para determinar a drea do quadrilatero

ABCD de duas maneiras distintas para mostrar a identidade:

(ad + bc) B sen(f)
(ab+cd) sen(a)

A érea do quadrilatero ABCD € dada por:

adsen(a) bcsen(a)

2 2

ou

(ABCD) = (ABC) + (CDA) = “bszn(ﬁ . Cdsezn(ﬁ )
Logo,

(ABD)+ (BCD) =(ABC)+(CDA)
Dai,
ad+bc sen(f)
d+b =(ab+cd = 2.7
(ad + bc)sen(a) = (ab+ cd)sen(f) & abrcd  sen(@ 2.7

As equagdes (2.6) e (2.7) implicam o resultado desejado. [
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Capitulo 3

Quadrilateros Bicéntricos

Quando dizemos que um quadrilatero € bicéntrico, isso quer dizer que € um quadrildtero a um sé
tempo inscritivel e circunscritivel, neste capitulo apresentaremos as condicdes para que um quadri-
latero seja bicéntrico, e demonstraremos algumas férmulas para calcular sua drea. Também iremos

apresentar férmulas para o cdlculo das bimedianas e da corda tangente.

3.1 Condicoes para um quadrilatero circunscrito ser inscrito

Para que seja bicéntrico, o quadrildtero deve ser:
a) Inscritivel, o que significa que seus vértices devem pertencer a uma mesma circunferéncia.
b) Circunscritivel, quando os quatro lados sdo tangentes a uma mesma circunferéncia.

De acordo com o item (a) notamos que paralelogramos genéricos, losangos (com excec¢do dos quadra-
dos) e trapézios (com excecdo dos isdsceles) ndo podem ser bicéntricos, pois esses possuem angulos
suplementares que sdao adjacentes, ndo opostos.

J4 pelo item (b) notamos que paralelogramos genéricos e retangulos (com exce¢do dos quadra-
dos) ndo podem ser bicéntricos, uma vez que possuem somas iguais de pares de lados, mas eles sdo
adjacentes, e ndo opostos. Vamos apresentar entdo, quais as condi¢cdes necessarias para verificar se
um quadrildtero convexo € bicéntrico.

Uma condig¢do necessdria e suficiente para que um quadrildtero circunscrito ABCD seja também
inscrito é dada por uma propor¢do entre os segmentos das tangentes, tracadas ao circulo inscrito a

partir de seus quatro vértices [13]]
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Teorema 3.1. Seja ABCD um quadrildtero circunscrito. Entdo, ABCD ¢é inscrito se, e somente se,

AW DY
WB YC

ou

3.1)

o | =

e
f

Figura 3.1: Quadrilatero circunscrito com comprimentos tangentes e, f, g, h.

€ W f B

Fonte: artigo [14]], pag:50.

Demonstracdo. Dado o quadrilitero convexo ABCD na figura sejam 24, 2B, 2C e 2D seus an-
gulos internos. Isso permite que se escreva A+ B+ C+ D =180° sendo A, B, C e D angulos agudos.

Vamos supor que ABCD seja um quadrildtero inscrito, entao
A+C=B+D=90°
E sendo angulos complementares e agudos temos que:
senA = cosC, senC = cos A, senB = cos D, senD = cos B

Ou seja,

. N N N rr rr e h
tanA-tanC=tanB-tanD=1> - —=—-—=1> — = —
e g f h f g

Por outro lado, se ABCD ndo € ciclico, uma das somas das metades dos angulos opostos de
ABCD, (A+ C) ou (B+ D), é maior que 90° e a outra é menor, pode-se supor que A+ C > 90° e

B+ D <90°. E pelo fato dos pares de angulos (A4, C) e (B, D) serem agudos
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tan A +tanC
1-tanA-tanC

tan B + tan D
1-tanB-tanD

0>tan(A+C) =

0< tan(B +D) =

Assim,

tanA-tanC>1>tanB-tanD

) R R . A e h , - L.
ou seja, tan A-tanC # tan B - tan D. Portanto ? # —. Isso prova que (3.1) € condi¢cdo necessdria e
g

suficiente para que o quadrildtero circunscrito seja também inscrito. [

Existe uma outra propriedade que nos permite verificar se um quadrildtero circunscrito € também

inscrito, ou seja, um quadrildtero bicéntrico [7].

Teorema 3.2. Seja ABCD um quadrildtero circunscrito com diagonais AC = p e BD = q. Sejam
e, f, g h os comprimentos dos segmentos tangentes. O quadrildtero ABCD é inscrito se, e somente

se,
p_etg

q f+nh
Demonstracdo. Suponhamos que ABCD seja também ciclico. Denote por k a proporcao dada em

(3.1), entdo

e=kf e h=kg
De acordo com a figura[3.1]e o Teorema 2.5 (Teorema de Hiparco), temos:

p _ad+bc
5_ ab+cd
_(etf)-(h+te)+(f+g)-(g+h
e+ f)-(f+rg+(g+h)-(h+e)
_(kf+f)-(kg+kf)+(f+8).(g+kg)
S kf+ ) (f+8) +(g+kg)- (kg +kf)
_fkk+D-(f++(f+g-(k+1)-g
kD) (frg)rgk-(k+1)-(f+g)
_(k+D-(f+g-(kf+g)
(kD) (f+8)-(f+kg)
_(kf+g) e+g
C(f+kg)  f+h

Reciprocamente, suponha que ABCD seja um quadrilatero circunscrito, onde seja valido a relacao

_e+g
=
22
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tan(A+ B) + tan(C + D) =0 (3.2)

pois

tan(fl + E‘) + tan(é + f))

tan(A+ B+C+D) = S —
1—tan(A+ B).tan(C + D)

Das expressoes para encontrar a tangente da soma entre arcos e de (3.2)

A tan(A) + tan(B) A tan(C) + tan(D)
tan(A+ B) = ~ — ¢ tan(C+D)= = -
1 —tan(A) + tan(B) 1—tan(C) + tan(D)
obteremos
(tanA+tanB)-(1-tanC-tanD) + (tanC +tanD)- (1 —tan A-tanB) =0 (3.3)
De acordo com a figura e calculando a tangente dos angulos temos:
tanAzz, tanB:L, tanC:L, tanDzz (3.4)
e f g h
Substituindo [3.4]em [3.3] tem-se,
rorrr_ rrr rrr rrr rrr
e f g h e g e h e g h g h
Dai,
.f-o+e-f-h+e-g-h+f-¢g-h
2_ef-gref-hteg-h+f-g (3.5)

e+f+g+h

Vamos aplicar a lei dos cossenos ao triangulo ABD para obtermos g:
g>=(e+f)>+(e+h?>-2+[)-(e+h) cos2A
N
Pela férmula para o cosseno de um arco duplo e desde que tan A = — tem-se
e

. 1-tan?A e%—r?
CO0S2A = — =
l+tan2 A e*>+r?

Logo,
=(e+ +(e+h) -2 + +h) ———
q (e f) (e ) -(e f) -(e ). > 2
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Substituindo (3.5]), teremos:

e?-(e+f+g+h —(e-f-g+e-f-h+e-g-h+f-g-h)

2: 2 h2—2' . h) -
qg-=(e+f)"+(e+h (e+f)-(e+h) e+ f)-(e+8)-(e+h)

_(e+@-(f*+hH)+2-e-g-(f+h)+2-(e-f-g+e-f-h+e-g-h+f-g-h)
B e+g
_(e+8)-(f+h)iP+4(e-f-g+e-g-h)

B e+g

_f+h
= pry [(e+g)(f+h)+4eg]

De maneira andloga podemos encontrar a outra diagonal:

2_e+g
p _—f+h [((e+8)(f+h)+4fh]

Entao,

P’ _(e+g?® (e+®(f+h+4fh
g*> (f+h)? (e+8)(f+h)+4eg

Por hipétese,

p2 _ (e+g)2
q*  (f+h?
entdo a equagio (3.6) implica que
fh=eg

3.2 Cordas e bimedianas

(3.6)

Ja vimos que um quadrildtero circunscrito € um quadrildtero com um circulo inscrito, ou seja,

um circulo tangente aos quatro lados. Chamaremos a distancia dos quatro vértices aos pontos de

tangencia de comprimentos tangentes.

Definicao 3.1. Seja ABCD um quadrildtero circunscritivel.

1) Uma corda é o segmento de reta que liga os pontos em dois lados opostos onde o circulo é

tangente a esses lados de ABCD.
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Figura 3.2: Quadrildtero circunscrito com as cordas tangentes e bimedianas.

E W

2) Uma bimediana de ABCD ¢é o segmento de reta que liga os pontos médios de dois lados opostos.

Para que possamos demonstrar algumas das propriedades (Teorema [4.1| Cap. [)) para que um
quadrilatero circunscritivel seja uma Pipa, iremos nesta secdo, apresentar uma férmula para o com-
primento das cordas tangentes em termos dos comprimentos tangentes e, em seguida, uma férmula

para determinar as bimedianas [§]].

Teorema 3.3. Os comprimentos das cordas de tangéncia em um quadrildtero circunscrito sdo res-

pectivamente:

_ 2(efg+fgh+ghe+hef) e I 2(efg+fgh+ghe+ hef)
Vie+fllg+h(e+g)(f+h Vie+I(f+ge+g(f+h)

Demonstragdo. Seja I o centro da circunferéncia, vamos tomar os angulos f e y definidos na figura

3.3

Figura 3.3: Quadrilatero circunscrito com centro da circunferéncia [

Fonte: artigo [8)], pg:120.
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Aplicando a lei dos cossenos no tridngulo WY I para determinar WY = k obtemos:
k?=2r*-2r? cos(2f+2y) = 2r2[1 - cos(2f +2y)]
Usando a férmula de adi¢ao de arcos tem-se:

2
22 ° 1—cos(2f) - cos(2y) +sen(2p) - sen(2y). 3.7

As formulas de angulo duplo fornecem as identidades:

l_th(ﬁ) _ rz_rzth(ﬁ) B r2_f2

28) = = = 3.8
cos2p) 1+1tg2(p) r2+r2tg>(p) r’>+f? 5-8)
2tg(p) 2rf
2p) = = .
O g T G2
De forma semelhante podemos determinar as férmulas
r2—g? 2rg
cos(2y) = rzng e sen(2y) = rZng (3.10)
a Unica diferenca € que utilizamos g em vez de f.
Substituindo (3.8)), (3.9) e (3.10) em (3.7)), obtemos:
k_z_ _r2—f2 r2—-g>  2rf 2rg  2r*(f+g)?
272 r24+f2 r24g2 24 f2 rz_,_gz_(,.z_,_fz).(rz_,_gz)
ou seja,
(f +8)?
k* = (2r%)?- 3.11
@2r9) ORI D) (3.11)
Trabalhando com (r2 +f2), onde r = cfg+fgh+ghethef temos:
e+f+g+h
E efg+fgh+ghe+hef+f*e+f+g+h)
B e+f+g+h
_ e(fg+fh+gh+f)+f(gh+f*+fg+fh
e+f+g+h
_ (e+ NIg(f+M)+ f(h+ f)]
e+f+g+h
_ e+ N(f+8(f+h)
et+f+g+h

Podemos calcular (2 + g%) da mesma maneira. Assim teremos:
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P24 o2 (e+@)(f+g(g+h
&= e+f+g+h

Substituindo (12 + fz) e (ré+ g2) em lb temos:

K2 = (2r2)2 . (f+8%(e+ f+g+M?
e+ N(f+(f+h(e+g(f+8(g+h
9 et+f+g+h

et NT+hhtgg+e

Usando r = efg+fgh+ghe+hef
e+f+g+h

temos:

_ 2(efgt fgh+ghe+hef)

et N T+hh+gg+e)
De maneira andloga podemos demonstrar a férmula para [. Assim:

_ 2(efg+ fgh+ghe+hef)

e+ (F+e+g)(f+h)

]

Teorema 3.4. Seja ABCD um quadrildtero, em que AB = a,BC = b,CD =c¢,DA=d,AC=p e

DB = q. A medida das bimedianas sdo respectivamente:

1 1
n:E\/p2+q2+a2—b2+cz—d2 e m:E\/p2+q2—az+b2—cz+d2

Demonstragdo. Vamos usar a relagdo de Stewart (Teorema[3.12)), porém, neste caso, como estaremos
utilizando as medianas, a ceviana dividird o lado em segmentos congruentes, ou seja, x = y = g ea

relacdo de Stewart torna-se:
2:192+c2_a_2:2(bz+62)—az 3.12)
2 4 4

Considerando o tridngulo ABHC na figura[3.4]e aplicando a férmula[3.12]

Y4

Figura 3.4: Quadrilatero de bimedianas FH e EG




, 2(HC*+HB%-D*
- 4

n

Considerando o tridngulo AACD na figura[3.4]e aplicando a férmula[3.12] temos:

_2(pP+ A -d*
- 4

HC?

Considerando o tridngulo AABD na figura[3.4]e aplicando a férmula[3.12] temos:

2P+ ad)-d?
B 4

HB?

Substituindo (3.13) e (3.14) em (3.13)), temos:
2 1 [2(2(p2+62+q2+a2)—2d2) —bz]
4
p2+c2+q2+a2—d2)_b2]

4
1

=— |4
4 4

1
:Z(p2+cz+q2+a2—d2—b2)

ou seja,

1
n:E\/p2+Cz+6]2+a2—d2—b2

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Vamos determinar a outra bimediana. Considerando o tridngulo A ABG na figura [3.4{e aplicando

a formula[3.12] temos:

, 2(GB*+GA»)-a*
- 4

m

Considerando o tridngulo ABCD na figura [3.4]e aplicando a férmula [3.12] temos:

_2(b*+q*) - c*
- 4

GB?

Considerando o tridngulo AACD na figura[3.4]e aplicando a férmula[3.12] temos:

_2(pP+d) -t
- 4

GA?

Substituindo (3.18)) e (3.17) em (3.16)), temos:
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2:1[2(2(b2+q2+;;2+d2)—202)_az]
_ [4(b2+q2+}12+d2—02)_a2

(b2+q2+p2+d2—cz—a2)

4
1
4
1
4

ou seja,

1
B2 g2 24 2 — 2 2
m—z\/b +q*+p+d-—cc—a

3.3 Sobre a area de quadrilateros inscritiveis

A férmula para drea de quadrildteros convexos quaisquer (Teorema [3.5)), teve como centralidade
o trabalho de Brahmagupta. O matematico indiano Brahmagupta (628 dC) foi o primeiro matemético
a fornecer a férmula para a drea de um quadrildtero inscritivel. Atribui-se ao matemético alemao Carl
Anton Bretschneider (1808-1878), que publicou em 1842, uma férmula para area de quadrilateros
quaisquer em termos dos comprimentos dos lados, semiperimetro e de um par de angulos opostos [4].
Para uma demonstracio da férmula de Bretschneider de forma mais clara e organizada veja a referén-

cia [2].

Teorema 3.5 (Férmula de Bretschneider). Seja ABCD um quadrildtero qualquer com AB = a, BC =
b, CD = c e DA =d e dois dngulos internos opostos entre si de medidas «a e (3, entdo sua drea pode

ser calculada por

(ABCD) = \/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d)—abcdcos(a;ﬁ
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Figura 3.5: Quadrilatero de diagonal AC

Demonstragdo. Considerando a diagonal AC na figura[3.5|temos (ABCD) = (ABC) + (ACD). Entio,
4(ABCD) =2absen(a) +2cdsen(p) (3.19)

Aplicando a lei dos cossenos aos triangulos ABC e ACD, obteremos
2abcos(a) —2cd cos(B) = a® + b* — ¢* — d* (3.20)

Elevando ao quadrado ambos os lados de (3.19), e tendo em vista (3.20)), produzimos a seguinte
identidade
16(ABCD)? = 4a*b*sen®(a) + 4c®d*sen? (B) +8abcdsen(a)sen(f)
=4a’b* — 4a®b? cos® (@) + 4c?d? — 4c?b? cos? (B) + 8abedsen(a)sen(p)
=4a’b* +4c*d? — (2abcos(a) — 2cbcos(B))? — 8abcd(cos(a) cos(f) —sen(a)sen(p))
=4a’b® +4c%d® — (a@® + b* — ¢* — d*)?> —8abcd cos(a + B)
= (2ab+2cd)?* — (a* + b* - ¢* — d*)* - 8abcd(1 + cos(a + B))

= (2ab+2cd)* - (a® + b* - ¢* — d*)?* - 16abcd cos® (aT-'_’B)

Qab+2cd)? - (@®+b*-c*-d*>?>=G-H
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sendo

G=Q2ab+2cd)+ (@ +b*>—c*—d?) = (a+b)? - (c— d)?

H=Qab+2cd)— (@*+b*-c*—d* =(c+d)? - (a-Db)?

Prosseguindo, ainda temos

2ab+2cd)* - (a® + b* — ¢* — d*)? = [(a+ b)* - (c— d)?*][(c+ D* - (a— b)?]
=[(a+b+c-d)a+b-c+d)|[(a-b+c+d)(-a+b+c+d)]
=(2s—-2d)(2s-2c)2s—-2b)(2s—2a)

=16(s—d)(s—c)(s=b)(s—a)

com § = W semiperimetro do quadrilatero. Finalmente, apds substituicao
2 2[a+P
(ABCD)“=(s—d)(s—c)(s—b)(s—a) —abcd cos —

e a demonstracao estd completa ao aplicarmos a raiz quadrada. 0

Observacao 3.5.1. Usando as notagoes do Teorema|3.5|a desigualdade

(ABCD) < \/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d)

fornece um limitante superior para a drea desse quadrildtero. A pergunta que surge é: sob que
condigoes a igualdade ocorre? Ou ainda, se o comprimento dos lados do quadrildtero sdo dados, em

que condigoes a drea é mdxima?

Considerando a observagao anterior e o Teorema [3.5] respondemos.
Questao 1: Se o comprimento dos lados do quadrilatero sao dados, quando a drea € mdxima? Nas
notagdes do Teorema a drea maxima € obtida quando cos (#) =0, isto é, quando B+ D =180°.
Portanto, a drea ¢ maxima quando o quadrilatero for inscritivel (ciclico)
Questao 2: Suponha que vocé deseja construir um quadrilatero ABCD cujos lados tenham a mesma
medida, isto €, digamos que AB = BC = CD = DA = a, qual quadrilatero construir de sorte a obter a

maior area possivel? A resposta € um quadrado.
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3.3.1 Formula de Brahmagupta

Brahmagupta faleceu na India, em 670. Entre suas descobertas estd a generalizacio natural da for-
mula de Heron para os quadriléteros ciclicos, tdo importante que € considerada como a mais notéavel

descoberta da geometria Hindu.

Teorema 3.6 (Brahmagupta). Seja ABCD um quadrildtero inscritivel tal gue AB=a, BC=b, CD =

ce DA=d. Entdo a drea é dada por:

(ABCD) = \/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d)

sendo s seu semiperimetro.

Figura 3.6: Quadrildtero inscrito de diagonais p e q.

Demonstracdo. Por hipétese ABCD na figura [3.6[¢€ inscritivel, logo pg = ac + bd (Teorema de Pto-
lomeu). Pela férmula de Coolidge (Teorema|I.4)
16(ABCD)? = 4p?q* — (a® — b* + ¢ — d?)?

= 2ac+2bd)* - (a® - b* + ¢* — d*)?
Da prova do Teorema [3.5] vimos a identidade
(2ac+2bd)* - (@* - b* + ¢* —d*)* =16(s — a)(s— b) (s — ¢) (s — d)

substituindo a demonstragdo da férmula estd completa.
Cabe aqui uma demonstrac@o mais simples. Sendo ABCD inscritivel seus pares de angulos opos-
tos sdo suplementares e do Teorema [3.5|teremos cos (“Tw) =0, ou seja, a férmula de Brahmagupta é

um caso particular da Férmula de Bretschneider. [
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As férmulas sdo dadas como exercicios no livro texto do curso de geometria [5] do Profmat. Suas

demonstragdes t€m como objetivo servir de material de apoio para os futuros alunos do curso.

Teorema 3.7. Seja ABCD um quadrildtero inscritivel, se a,b,c, e d denotam os comprimentos dos
lados, p e q os comprimentos das diagonais, R o raio do circulo circunscrito, e (ABCD) a drea do

quadrildtero, entdo:

_ [lac+ bd)(ad + bc) _ [lac+ bd)(ab+ cd)
p= ab+cd S ad + bc

1
(ABCD) = v V/(ab + cd)(ac + bd) (ad + bc)
Demonstragcdo. Primeiramente, vamos provar a férmula para a drea do quadrilétero inscrito.

Figura 3.7: Quadrilateros inscritos.

S P

N N

Fonte: artigo [I|], pg:148.

Pelo Teorema [I.2] e a partir das figuras [3.7] podemos calcular a drea do quadrildtero de duas ma-

neiras distintas

(ABCD) = K + Ky = pab N pcd _ p(ab+cd)

4R 4R 4R
d gb d+b
(ABCD) = Ky + K, = 144, gbe _ a(ad +be)
AR ' 4R AR

Portanto,
plab+cd) q(ad+bc) pqlab+cd)(ad+bc)

(ABCD)? =
4R 4R (4R)?

Substituindo pg = ac+ bd, (ABCD ¢ inscritivel) a demonstracao da drea fica completa.

Vamos determinar as férmulas para as diagonais. Pelos teoremas de Ptolomeu e Hiparco ( veja

Teoremas 2.4} 2.3)
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p ad+bc
=ac+bd —=
pa=ac © q ab+cd

Sendo assim temos:

(ad + bc) _ (ac+ bd)(ad + bc)
(ab+cd) ab+cd

pZ:pq~Z:(ac+bd)-

logo

_ [lac+ bd)(ad + bc)
p= ab+cd

Da mesma forma,

2

(ad+cd) (ac+bd)(ab+cd)
q =pq-: =

= (ac+bd)- (ad +bc) ad + bc

T I

entao

_ [lac+ bd)(ab+ cd)
a= ad+ bc

3.4 Areade quadrilateros bicéntricos

Um quadrildtero bicéntrico ¢ um quadrildtero convexo simultaneamente inscritivel (ciclico) e
circunscritivel (tangente). Para tal quadrildtero propomos apresentar formulas para determinar sua

area [9].
Teorema 3.8. A drea do quadrildtero bicéntrico é igual a raiz quadrada do produto de seus lados.

(ABCD) =V abcd

Demonstragdo. Seja ABCD com lados AB =a, BC=b,CD =ce DA=d. Como o quadrilatero é

inscritivel, podemos usar a férmula de Brahmagupta para calcular sua area, ou seja:

(ABCD)=+/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d) (3.21)
Em que s € seu semiperimetro. No entanto, a+ ¢ = b+ d, pois ABCD também ¢ circunscritivel. Seu
L a+b+c+d )
semiperimetro pode ser calculado por: s = — - a+ c = b+ d. Desta maneira,

s—a=c¢, s-c=a, s—b=d, s—-d=Db
Substituindo em (3.21)) a demonstragdo termina. O
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Figura 3.8: Quadrildtero bicéntrico com circunferéncia inscrita de raio r

D

Fonte: artigo [9], pg:159.

Lema 3.1. A drea do quadrildtero circunscritivel ABCD é dada por (ABCD) = rs, onde r é o raio

da circunferéncia inscrita e s o semiperimetro.

Figura 3.9: Quadrildtero bicéntrico com pontos de tangéncia W, X, Y, Z

Demonstragdo. O quadrildtero pode ser dividido em oito tridngulos, como indica a figura[3.9] logo:

(ABCD) = (AIW)+ (WIB) + (BIX)+ (XIC)+ (CIY)+(YID)+(DI1Z2)

er er
:—+—+ﬂ+ﬁ+£+£+ﬂ+ﬂ
2 2 2 2 2 2 2 2

=er+ fr+gr+hr

=r(e+f+g+h)=rs
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Teorema 3.9. A drea do quadrildtero bicéntrico é dada por

(ABCD)=\/(e+ f+g+h)-(efg+fgh+ghe+hef)

Demonstragdo. Vimos no Lema |3.1| que a drea pode ser obtida utilizando a férmula (ABCD) = rs,

h+ghe+h
Comos:e+f+g+her:\/efg+fg +ghe+ hef
e+f+g+h

, ap0Os substituicdo obteremos:

(ABCD)=\/efg+fgh+ghe+hef-(e+f+g+h)

et+f+g+h

_ |(e+f+g+h?(efg+fgh+ghe+ hef)
B e+f+g+h

= \/(e+ f+g+ M) (efg+fgh+ghe+ hef)

3.5 Exercicios Propostos

Problema 1 Determine o valor maximo da drea de quadrildtero com lados 3,3,5,7.

Resolugdo: A édrea de um quadrilatero qualquer é dada por:

(ABCD) = \/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d) — abcd cos? (a;ﬁ)

3+3+5+7
2

Temos que s = =9, logo,

+
(ABCD) = \/6.6.4.2 —3.3.5.7c0s2 (“ . ‘6)

(ABCD) = \/288 —315.cos? (a ; ﬁ)

z - a+ .
Temos o valor maximo quando cos? (Tﬁ) =0. Assim,

(ABCD) =288 =122
Problema 2 Em um quadrilidtero ABCD de lados 2,4,4,6 e area 8v/3. Demonstre que existe uma

circunferéncia circunscrita no quadrilatero ABCD.

Resolugdo: A area de um quadrilatero qualquer é dada por:

(ABCD) = \/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d) — abcd cos? (azﬁ).
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Assim,

a+
8v3 = \/ 6.4.4.2 — 2.4.4.6.C0S2 ( p )

8v3)* = (\/192— 192 cos? (a;—ﬁ))

a+
192 = 192 — 192 cos? (Tﬁ)

+
192 cos? (aT,B) =0

cos(a;ﬁ):o

a +

P_qp
2

a+p=180°

Logo o quadrilétero € inscritivel, ou seja, possui uma circunferéncia circunscrita.
Problema 3 E dado o tridngulo ABC. Os pontos M e N dos lados AB e AC, respectivamente s3o

tais que o segmento M N € tangente a circunferéncia inscrita em ABC. Demonstre que o perimetro do

triangulo AMN € constante.

Resolugdo: Sejam AB =c¢,BC=a,CA=b,AM = x,MN = y,NA = z. Como BCNM ¢ circuns-

critivel temos,

BC+NM=BM+CN=a+y=c—x+b-z.

Isto significa que x+ y+ z = b+ c— a. O perimetro do tridAngulo AM N ¢é constante.
Problema 4 Sejam ABC um tridngulo equildtero e P um ponto sobre o arco menor AB do circulo

circunscrito a ABC, entdo: PA+ PB = PC.
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Resolugdo Aplicando o Teorema de Ptolomeu ao quadrilatero inscritivel APBC, obtemos:

A
P

B\/C

AB.PC=PA.BC+ AC.PB

Denotando AB = BC = AC = a e substituindo na igualdade acima, segue que:
a.PC=PA.a+a.PB=PC=PA+PB

Problema 5 Sejam ABCD um quadrado e P um ponto sobre o circulo circunscrito a ABCD,

situado sobre o arco menor CD.

A D

B C

Demonstre que o comprimento de pelo menos um dos segmentos AP, BB, CP € um niimero irraci-
onal.

Resolugdo Denotando AB = BC = CD = AD = a, obtemos AC = BD = av/2. Sem perda de gene-
ralidade podemos supor que P # C, D. Aplicando o Teorema de Ptolomeu ao quadrilatero inscritivel

ABCP, obtemos:

AP+ CP

AC.BP = APBC + CPAB = aV2.BP = APa+CPa= V2= =P
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Portanto, se as medidas dos segmentos AP, BP,CP fossem todas dadas por niimeros racionais, entao
v/2 seria um ndmero racional, o que ndo é verdade. Logo, pelo menos uma dessas medidas é um

namero irracional.
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Capitulo 4

Quadrilatero Pipa

Ao ler a revista de matemaética para professor-RPM, me chamou a atencdo um artigo que abordava
o quadrilatero pipa, nele os autores Jahn e Bongiovanni (2013) [3], relatam a pouca utilizacdo do
quadrilatero pipa no ensino, dando exemplos de contetidos mateméticos que poderiam ser explorados
utilizando esse quadrilatero.

Neste capitulo apresentaremos a defini¢do e algumas propriedades deste quadrilatero.

Definicao 4.1. Um quadrildtero ABCD ¢é uma pipa se admite dois pares de lados consecutivos con-

gruentes.

Figura 4.1: Quadrilatero pipa.

B b C

Note que todo losango é uma pipa. Mas, nem toda pipa é um losango. Algumas propriedades

imediatas do quadrilédtero pipa sao:
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1) uma diagonal o divide em dois tridngulos isdsceles; a outra (eixo de simetria) divide em dois

triangulos congruentes.

2) dois dos angulos internos sao iguais.

3) se a e b sao os comprimentos dos lados nao congruentes e 8 € o angulo entre esses lados, entdo

a area € absen(0).

4) € circunscritivel, pois seus lados satisfazem a condi¢ido do Teorema de Pitot.

4.1

Condicoes para um quadrilatero circunscrito ser uma pipa

De acordo com a propriedade 4| citada sobre o quadrildtero pipa, temos que toda pipa é um quadri-

latero circunscrito. Nesta secao iremos apresentar as condi¢des para que um quadrildtero circunscrito

seja um pipa [10].

Teorema 4.1. Para um quadrildtero ABCD circunscrito (a+c=b+d), as seguintes afirmacdes sdo

equivalentes:

@

n

(I11)

av)

(VD

(VID)

(VIII)

(IX)

ABCD é um quadrilétero pipa.

A drea (ABCD) é a metade do produto das medidas das suas diagonais.
As diagonais de ABCD sao perpendiculares.

As cordas tangentes de ABCD sdo congruentes.

Um par de comprimentos tangentes opostos de ABCD s@o congruentes.
As bimedianas de ABCD sao congruentes.

Os produtos das medidas das alturas em relagao aos lados opostos nos tridngulos nao sobrepos-

tos formados pelas diagonais de ABCD sao iguais.
Os produtos das medidas dos lados opostos de ABCD sdo iguais, ou seja, ac = bd.

O incentro de ABCD encontra-se na maior diagonal.
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Demonstragdo. Considerando ABCD circunscrito com lados AB=a,BC = b,CD =c¢,DA=d, sejam
p, g as medidas das diagonais, 6 o angulo entre as diagonais, [ e k o comprimento das cordas.
Usaremos como estratégia para demonstrar o teorema verificar se o item (I) € equivalente ao item
(VIII) em seguida, mostraremos que cada um dos itens (II) a (VII) sdo equivalentes a (VII) e depois
que () e (IX) sdo equivalentes. Dessa forma, teremos (I) = (II) = (III) = (IV) = (V) = (VI) = (VII) =
(VIII) = (XT).

(D=(VIII) Pela definicdo, um quadrildtero convexo que tem dois pares de lados consecutivos
congruentes é chamado de quadrilatero pipa, entdo a = b e ¢ = d, portanto, ac = bd. Logo, se o
quadrilatero circunscrito € um quadrildtero pipa, entdo o produto das medidas dos lados opostos do
quadrilatero € igual.

(VII)=(I) Por hipétese, ac = bd, e sendo um quadrildtero circunscrito, pelo teorema 2.1} temos

a+c=b+d, entio:

ala+c)=alb+d)
a’+ac=ab+ad
bd—ab=ad-a*

b(d-a)=ald-a)

Se d # a entdo temos b = a, sendo assim, de a+ ¢ = b+ d temos ¢ = d e o quadrildtero € pipa. Se
d=ade a+c=b+dtemos b = c e o quadrilatero é pipa. Logo, se o produto das medidas dos lados
opostos de um quadrildtero circunscrito sdo iguais, entdo o quadrildtero circunscrito € um quadrilatero
pipa.

(I) & (VIII) De acordo com o Teorema [2.2] a drea do quadrilatero é dada por:

1
(ABCD) = 7 \/(pq)2 — (ac— bd)?

Assim, para que a drea do quadrilatero seja dada por: (ABCD) = %pq € necessdrio que ac = bd.
Logo, a drea do quadrilatero circunscrito € a metade do produto das suas diagonais se, € somente se,
os produtos das medidas dos lados opostos do quadrilatero sdo iguais.

(IIT) < (VII) Pelo Teorema a drea de um quadrildtero é dada por (ABCD) = % pqgsen(0),

sendo O o angulo entre as diagonais p,q. Como por hipétese as diagonais sdo perpendiculares

(ABCD) = %pq. Pelo Teoremavimos que a drea também € dada por (ABCD) = % Vv (pq)? - (ac—bd)?,
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e como vimos, para que (ABCD) = %pq € necessario que ac = bd. Logo, as diagonais do quadrilé-
tero circunscrito sdo perpendiculares se, e somente se, os produtos das medidas dos lados opostos sdo
iguais.

(IV) © (VIII) Uma corda tangente é o segmento que liga os pontos em dois lados opostos onde o

circulo € tangente a esses lados. Sendo k e [ as cordas tangentes, pelo Teorema [3.3] temos:

k _ 2(efg+fgh+ghe+hef) .\/(e+h)(f+g)(e+g)(f+h):\/ﬁ
I e+flg+h(e+g(f+h 2(efg+fgh+ghe+hef) ac

Logo:

Il ac

(22

N Jac

Sendo K =1 <= ac = bd. Logo, as cordas tangentes do quadrilatero circunscrito sao congruentes

se, e somente se, os produtos das medidas dos lados opostos do quadrilatero sao iguais.

(VIII) (V) O comprimento da tangente € a distancia do vértice ao ponto de tangéncia. No caso
do quadrildtero em questdo vamos tomar os quatro comprimentos como sendo e, f,g,h onde a =

e+f,b=f+g,c=g+h,d=h+e. Temos que:

ac=bd < (e+ f)(g+h)=(f+g)(h+e)

< eg+eh+fg+fh=fh+fe+gh+ge

= eg+eh+fg+fh—fh—ef—gh—eg=0
= eh—ef+fg-gh=o0

— e(h—f)-gh-f)

— (e-g)h-f)=0

A igualdade é verdadeira quando pelo menos um par de comprimentos tangentes opostos sao
congruentes, ou seja e = g ou f = h. Logo, os produtos das medidas dos lados opostos de um
quadrilatero circunscrito sdo iguais se, € somente se, pelo menos um par de comprimento tangentes
opostos é congruente.

(VD)< (VIII) A bimediana € um segmento de linha que liga os pontos médios de dois lados opos-

tos. Verificamos através do Teorema [3.4que o comprimento das bimedianas k, ! sdo:
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1 1
k:E\/p2+q2—a2+b2—cz+d2 e Z:E\/p2+q2+a2—b2+cz—d2

Igualando k = [ obteremos:

a?+c-b-d*=0 4.1)

Pelo Teorema de Pitot (2.1): a+ ¢ = b+ d. Elevando ao quadrado ambos os lados

a’+c?—b*—d?>=2bd-2ac

Sendo assim teremos: a?+c? = b?+d? < 2bd—2ac =0 < ac = bd. Dai e da equagiol4. 1| vale que
ac = bd. Portanto, k = [ © a?+c? = b*+d? © ac = bd. Logo, as bimedianas do quadrildtero circuns-
crito sdo congruentes se, € somente se, os produtos das medidas dos lados opostos do quadrilatero sdo

iguais.

Figura 4.2: Quadrilatero circunscrito de diagonais AC e BD.

B

Fonte: artigo [[10], pdg:168.

(VII)«(VIID) As diagonais sdo segmentos de reta que ligam dois vértices ndo consecutivos. No
caso, as diagonais dividem o quadrildtero em quatro tridngulos. Seja P o ponto de intersec¢do das
diagonais do quadrilatero circunscrito ABCD que divide as diagonais AC e BD nas partes w,x e
¥, z respectivamente. Tomamos na figura @ AABP, ABCP, ACDP, ADAP e suas respectivas altu-
ras hy, hy, hs, hy em relacdo aos lados a, b, ¢,d. Podemos calcular a drea de cada tridngulo de duas

maneiras diferentes, obtendo assim,

ah; = wysen(6) 4.2)
bhy = xysen(0) (4.3)
chs = xzsen(0) “4.4)
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dhy = wzsen(0) 4.5)

Sabendo que 6 € o angulo entre as diagonais e usamos: sen(r—60) = sen(f). Multiplicando membro

a membro {.2] por 4.4 e 4.3 por 4.5] obtemos:

achyhs = wyxzsen2 (@) =bdhyhy

Consequentemente:

hihs = hohy < ac=bd

Logo, os produtos das medidas das alturas dos lados opostos do quadrildtero circunscrito em
relacdo aos lados opostos nos triangulos ndo sobrepostos formados pelas diagonais sdo iguais se, €

somente se, os produtos das medidas dos lados opostos do quadrildtero sdo iguais.

Figura 4.3: Quadrilatero pipa

D

B

Fonte: artigo [[10], pdg:168.

D edX)

Dada a figura[d.3] entdo temos AD = BA e DC = CB por defini¢do e AD+ CB = DC + AB pelo
teorema de Pitot. Um quadrilatero pipa é um quadrilatero circunscrito € o seu incentro estd na inter-
secdo das bissetrizes dos angulos. Para que possamos demonstrar basta provarmos que a sua diagonal
mais longa é também uma bissetriz.

Seja AC a diagonal mais longa do quadrilatero pipa que o divide em dois tridngulos ADC e ABC.
Observando os tridngulos temos: AD = AB,DC = BC e AC lado comum. Assim ADC = ABC pelo
caso LLL, logo, AC ¢€ bissetriz do quadrilatero e o incentro estd na diagonal mais longa. Por outro lado,

se o incentro estiver na diagonal mais longa em um quadrildtero circunscrito sabemos que ela divide
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o quadrilatero em dois tridngulos ADC e ABC onde se observa: Z/DAC = ZBAC, /DCA = ZBCA,
e AC é o lado comum. Assim, ADC e ABC sao congruentes pelo caso ALA e AD = AB e DC = BC,
logo ABCD é um quadrilatero pipa pois possui dois pares de lados adjacentes congruentes, encerrando

assim a nossa demonstracgao. [

Corolario 4.1.1. Seja ABCD um quadrildtero de lados AB = a, BC = b,CD =c e DA =d, e di-
agonais AC = p e BD = q. Se ABCD ¢é uma Pipa e tem drea (ABCD) = Vabcd entdo ABCD ¢é

bicéntrico.

Demonstracdo. Sendo ABCD uma Pipa temos ac = bd e (ABCD) = qu’ pelo Teorema Por
hipétese,

(ABCD) =V abcd =ac=bd
Das identidades envolvendo a area temos

pq=2ac=ac+bd

Logo, pelo Teorema @] (Teorema de Ptolomeu) ABCD ¢ inscritivel; portanto, bicéntrico. O]

4.2 Exercicios Propostos

Problema 1 (UERJ-2011) Para construir a pipa representada na figura [4.4] pelo quadrildtero
ABCD, foram utilizados duas varetas, linha e papel. As varetas estdo representadas pelos segmentos
AC e BD. A linha utilizada liga as extremidades A, B, C, D das varetas, e o papel reveste a drea total
da pipa. Os segmentos AC e BD sao perpendiculares em E, e os angulos ZABC e ZADC sao retos.
Se os segmentos AE e EC medem, respectivamente, 18cm e 32cm, determine o comprimento total

da linha, representada por AB+ BC+ CD + DA.
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Figura 4.4: Problema 1

Resolugdo: Sejam AB = a,BC = b,CD = ¢,DA=d,AC = p,DB = q. J4 que ZABC =90° =
ZADC, entdo pelo teorema ABCD ¢ inscritivel. Dai podemos concluir por semelhanga que
AB+BC+CD+DA=a+b+c+d=2(a+b). Ou ainda, que:

(AB + BC +CD + DA)? = 4(a® + b* + 2ab) (4.6)

O AABC éreto em B, logo
a’ + b? = 50° 4.7)

Por ABCD ser ciclico, pelo teorema 2.4}

pq=ac+bd=50q (4.8)
Pelas relacdes do AABC
2
(g) ~18.32 = q =48 (4.9)

Substituindo @.9)), @.8)), @.7) em #.6),

(AB+ BC + CD + DA)? = 4(50° + 50.48)
(AB+ BC + CD + DA)? = 4[50(50 + 48)]
(AB+ BC + CD + DA)? = 4(50.98)

(AB+BC+CD+DA) =140

Problema 2 (IFMA- Geometria Plana) A diagonal AC divide o quadrildtero ABCD em dois tri-
angulos, sendo ABC um tridngulo is6sceles e ACD um triangulo equildtero. Se AB =12m, a area do

quadrilatero ABCD é:
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a) 36(1+2v3)m? B c

b) 144(1 +v3)m?

12m
(c) 721 +V2)m?
(d) 72(1+v3)m? A
(e) 72(1+2v3)m? D

Resolugcdo: Como ABC € isOsceles, temos: AB = BC = 12cm. Aplicando o teorema de Pitdgoras
no AABC,
AC* = AB* + BC*

AC =12V2m?

Sendo o AACD equilétero, temos: AC = AD =12 v2m. E facil observar que: ZBAD =45° +60°

Por defini¢do o quadrildtero ABCD ¢ pipa, logo sua drea pode ser obtida utilizando a férmula:

(ABCD) = BA- AD-senA
2(1+3
- 12,12\/§.¥

=721+ V3)m?.

Portanto a resposta correta € a alternativa d.

Problema 3 A pipa é um quadrildtero que tem dois lados consecutivos e dois angulos opostos
com medidas iguais. Observe a figura[4.5} os lados e angulos congruentes estdo marcados de forma
igual. Para construir uma pipa de papel de seda sdo colocadas duas varetas perpendiculares, nas
diagonais do quadrildtero. Quantos centimetros de vareta, no minimo, foram usados para construir a

pipa representada na figura 4.5
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Figura 4.5: Problema 3

15em

Resolugdo: Sejam AB =a,BC =b,CD =c,DA=d,AC = p,BD = q. Como BCD =90°. Pode-

mos aplicar o teorema de Pitdgoras no tridngulo BDC:
BD = V152 +20% =25cm

Como ZBAD = ZBCD =90°, pelo teorema[2.3| o quadrilatero ABCD ¢ inscritivel.

Agora aplicarmos o teorema[2.4] para encontrarmos AC,

pq=ac+bd

25p =15.20+15.20

=—=24cm
p 25

Portanto, foram usados 25 + 24 = 49cm de vareta para construir a pipa representada na figura 4.5
Problema 4 (Unicamp- 2010) O papagaio (também conhecido como pipa, pandorga ou arraia) é
um brinquedo muito comum no Brasil. A figura .6 mostra as dimensdes de um papagaio simples,
confeccionado com uma folha de papel que tem o formato do quadrildtero ABCD, duas varetas de
bambu e um pedaco de linha. Uma das varetas é reta e liga os vértices A e C da folha de papel. A
outra, que liga os vértices B e D, tem o formato de um arco de circunferéncia e tangencia as arestas

AB e AD nos pontos B e D, respectivamente.
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Figura 4.6: Problema 4
A
45°|
D B
e .
N\
\ . //
) \ /b%;}

o/ /
W/

¢

RS

Calcule a area do quadrilatero de papel que forma o papagaio.

Resolucdo Do enunciado, temos:

4;0___:' g

0 °N B
A \oor L fy// I ACDE = ACEB

/ ch AAED = AAEB
2\ \ 2 o
’ \\\%}/ DE=BE= AE
pe \/

Aplicando as razdes trigonométricas no triangulo retangulo CED, temos:

. DE 1 DE
sen30" = —=> - =—= DE =25cm.

DC 2 50

DE V2 25

= — :>DA:25\/§cm

c0s45° = — = —
DA 2 DA

A érea pedida, em cm?, pode ser obtida aplicando a formula (ABCD) = a.b.sen(0). Logo,

(ABCD) = 25&.50.@

=625(1 + V3)cm?
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

A tecnologia em especial tem mudado cada vez mais rdpido a forma como as criancas e adoles-
centes acessam, se identificam e se relacionam com o estudo e a aprendizagem. A institui¢do escolar,
de modo geral, precisa acompanhar o ritmo dessas transformacdes e oferecer novas metodologias que
se alinhem com os novos cendrios. Tem-se discutido muito sobre estratégias didaticas mais adequa-
das ou eficazes para o estudante aprender e compreender o conhecimento matematico, estimulando a
compreensdo da matemdtica e suas relagdes com a vida académica, profissional, cultural e social do
estudante. Nessa perspectiva, é importante que o conhecimento adquirido na escola auxilie o estu-
dante a fazer escolhas conscientes, argumentando logicamente suas posi¢des e compreendendo de que
modo a matemdtica contribui para seu desenvolvimento pessoal, cultural e social. As abordagens edu-
cacionais, tanto no ambito curricular quanto em relacio 4s metodologias de ensino, destacam cada vez
mais o protagonismo do estudante na construcao do conhecimento,a ampliacdo de repertdrio cultural
e a formacao de um sujeito de direitos. Isso implica mudancas ou ampliacdo de préticas pedagogicas
que deem suporte a esse processo.

Nesse sentido, os docentes nas suas respectivas unidades de ensino passam a ser fundamentais
para a proposicao de situacdes didaticas que considerem o perfil de seus estudantes e as necessidades
locais. Se nos métodos tradicionais o professor tinha um papel centralizador das informagdes neces-
sarias, respondia as questdes dos estudantes e avaliava seus desempenhos, hoje, o que se espera é que
os estudantes tenham participagdo ativa no processo de aprendizagem e que o professor atue como
orientador, instigue e auxilie no processo de produ¢do de conhecimento.Diante disso, € fundamental
que a formacao docente leve em conta tanto os saberes conceituais quanto os metodolégicos. Na me-

dida em que o professor se apropria desses saberes, terd mais repertorio e estratégias para integra-los
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e relaciond-los, organizando suas aulas por meio de situacdes de aprendizagem que contextualizem
os conteudos.

Para contribuir com esta ideia neste trabalho estudamos os quadrilateros inscritos e circunscritos,
apresentamos as demonstracdes das propriedades necessdrias para que um quadrilatero seja circuns-
crito mais conhecido como teorema de Pitot, para que o professor em posse desse conhecimento
tenha mais confianca em trabalhar este conteudo em sala de aula.Assim como os quadrildteros ins-
critos acompanhados dos teoremas que os cercam como o teorema de Ptolomeu e Hiparco sendo
possivel assim explorar diversos exercicios em sala. Também foram apresentadas as condi¢des para
que um quadrildtero circunscrito seja inscrito, ou seja, bicéntrico e férmulas para determinar a sua
area.

Por fim, demonstramos as condi¢des necessdrias para que um quadrildtero circunscrito seja um
pipa, um quadrildtero que pode ser explorado no ensino de geometria em sala.Embora ndo tenha apre-
sentado nenhuma proposta didatica utilizando os conhecimentos apresentados no trabalho devido ao
tempo e a impossibilidade de por em pratica e demonstrar os resultados obtidos neste tempo de pan-
demia deixo aqui a recomendacgdo da leitura dos artigos [[11]] e [14] que apresentam uma proposta de
ensino utilizando pipa e o quadrildtero bicéntrico. Espero que o trabalho atinja o maior numero de
leitores, principalmente os professores ja que sdo os mesmos que tornam 0s conceitos € os conteddos
matematicos passiveis de serem aprendidos, fornecendo as informacdes necessdrias, as quais os alu-
nos ainda nao tém condi¢des de obter sozinhos, o que exige do professor o dominio do conteido e

conhecimentos pedagdgicos.
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