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Resumo

O objetivo principal deste trabalho ¢ o estudo de sistemas lineares para o ensino médio,
incluindo interpretacoes geométricas. A Regra de Cramer aparece de forma natural, nos
sistemas de duas equacoes e duas incognitas e a partir dai foi feita a extensao para sistemas
com 3 equagoes e 3 incognitas. Os resultados foram provados de maneira elementar sem
o uso de técnicas mais avancadas sobre matrizes e determinantes. Finalizamos com o
método do escalonamento para resolver sistemas lineares gerais.

Palavras-chave: Sistemas lineares, Regra de Cramer, Escalonamento.
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Abstract

The main objective of this work is the study of linear systems for high school, including
geometric interpretations. Cramer’s Rule appears naturally, in systems of two equations
and two unknowns, and from that point onwards, the extension was made to systems
with 3 equations and 3 unknowns. The results were proved in an elementary way without
using more advanced techniques on matrices and determinants. We finish with the scaling
method to solve general linear systems.

Key words: Linear Systems, Cramer’s Rule, Scaling.
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Introducao

Nosso trabalho tem como objetivo principal o estudo de sistemas lineares com duas e trés
incognitas do ponto de vista algébrico e com interpretacao geométrica. Na maioria dos
livros didaticos do ensino médio que pesquisamos para esse trabalho os sistemas lineares
sao tratados pensando apenas na sua resolucao algébrica e acreditamos que isto possa ser
alterado, tornando o assunto mais atraente.

No primeiro capitulo apresentaremos de maneira sucinta, um pouco sobre a histéria
do surgimento do estudo de sistemas lineares, determinantes e matrizes, pois informa-
¢oes historicas podem ser usadas como ferramentas de motivagao para nossos alunos e
professores.

No capitulo 2 estudaremos sistemas lineares de duas incégnitas e duas equacoes, onde
interpretamos a solugao geometricamente, através das posicoes relativas entre as retas
correspondentes as equacoes do sistema. Neste capitulo apresentamos a base para os
estudos posteriores incluindo a Regra de Cramer e o método de escalonamento que serao
apresentados nos capitulos 3 e 4.

No terceiro capitulo apresentaremos a resolucao de sistemas lineares com 3 incégnitas
com duas e trés equacgoes. Seguiremos a mesma linha do capitulo 2, interpretando agora
cada equacao como sendo um plano no espaco. Provaremos resultados importantes sem
usar técnicas mais avancadas sobre matrizes e determinantes.

No capitulo 4 falaremos sobre o método do escalonamento, muito eficiente, para resol-

vermos sistemas gerais com m equacoes € n incognitas.



Capitulo 1

Historia dos Sistemas Lineares

Neste primeiro capitulo faremos um breve resumo histoérico sobre a origem dos estudos de

sistemas lineares. Usamos como referéncias [2], [4], [5], [10] e [11].

1.1 Sistemas Lineares uma Abordagem Historica

Os estudos de sistemas lineares como conhecemos nos dias atuais, sao ferramentas essen-
ciais para os avancos cientificos e sociais. Os conceitos, as notacoes e os teoremas hoje
conhecidos se consolidaram ao longo do tempo devido a necessidade de resolver problemas,
que foram solucionados com a contribuicao de varios estudiosos, alguns serao apresentados
no decorrer desse capitulo.

Historicamente um dos estudos mais antigos registrados sobre sistemas lineares, é o das
representacoes dos coeficientes em barras de bambu sobre os quadrados de um tabuleiro
contidas no livro Chiu-Chang Suan-Shu (Nove Capitulos sobre a Arte Matemética), com
sua publicacao por volta de 200 a.C. durante a dinastia Han na China. Segundo [4], "é o
mais importante dos textos de matematica dos chineses”.

As operagoes eram realizadas com o auxilio de pequenos gravetos dispostos em um
tabuleiro, onde realizavam operagoes matematicas elementares com intuito de eliminar
coeficientes e assim eles acabaram descobrindo o método de resolugao por eliminacao. Tal
metodologia foi a precursora das técnicas de resolucao de sistemas lineares apresentados
em épocas posteriores e se assemelha ao método de eliminagao de Gauss, apresentado no

século XI1X.

Para [2] esse livro estd entre as obras mais influentes da matemadtica chinesa, pois



CAPITULO 1. HISTORIA DOS SISTEMAS LINEARES 3

conta com 246 problemas sobre assuntos diversos, tais como: medidas de terras, agricul-
tura, sociedades, engenharia, impostos, calculos, solugoes de equacoes e propriedades dos
triangulos retangulos.

Como destaque, no capitulo oitavo do Chiu-Chang Suan-Shu, temos as solucoes de
problemas envolvendo equagoes lineares utilizando os niimeros positivos e negativos com
trés equacoes e trés incognitas. A seguir, temos um exemplo retirado do livro para ilustrar

o método criado pelos chineses.

Exemplo 1.1 Trés feixes de uma colheita de boa qualidade, dois feizes de uma de qualidade
reqular sao vendidos por 39 dou. Dois feizes de boa qualidade, trés de reqular sao vendidos

por 34 dou. Qual o preco do feize para cada uma das qualidades?

Segundo o método chinés, o problema deve ser representado, como na tabela a seguir.

(1) (2)
2 3
3 2
34 39|

Para resolver o problema os chineses realizavam os seguintes procedimentos:
1. Multiplicavam todos os termos da coluna da esquerda (2, 3, 34) pelo primeiro termo
da coluna da direita, que nesse caso é o nimero 3, reultando em (6,9, 102), como mostra

a tabela a seguir:

6 3
9 2

102 39
2. Subtraiam o numero da coluna da direita de cada um dos ntmeros da coluna da

esquerda, (6 — 3,9 — 2,102 — 39) = (3,7,63).

3 3
72

63 39

3. Repetiam o processo anterior da subtracao até que o primeiro niimero da coluna a

esquerda seja eliminado, (3 — 3,7 — 2,63 — 39) = (0,5, 24)
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0 3
5 2

24 39
Através desse processo concluimos que para encontrarmos o preco do feixe de qualidade
regular, basta dividir 24 por 5, ou seja, ele custa 4, 80 dou. E para descobrirmos o valor do
feixe de boa qualidade, basta substituir o valor que encontramos para o feixe de qualidade
regular na coluna a direita, com isso temos um valor de 9,80 dou. Ao atribuirmos uma
letra ao preco do feixe de qualidade regular () e outra letra para o feixe de boa qualidade

(y), podemos representar o exemplo da seguinte maneira:

3z + 2y = 39
20+ 3y =34

Substituindo os valores encontrados anteriormente para z e y, temos:

3-(4,8)+2-(9,8) =39

2. (4,8) +3-(9,8) = 34

Nesse exemplo, vimos que o método chinés era utilizado para encontrar valores des-
conhecidos que satisfaziam condigoes dos problemas propostos. Em seguida verificamos
que ao nomear tais valores desconhecidos com letras, poderiamos escrevée-los como um
conjunto de equacoes.

Segundo uma lenda chinesa, o interesse por tabelas, foi devido a uma tartaruga que
eles encontraram que tinha em seu casco um “quadrado mégico” ”, uma matriz quadrada
de ordem 3, onde a soma dos elementos da horizontal, da vertical e da diagonal eram
sempre iguais a 15.

Além das inscrigoes matematicas chinesas, temos também os papiros babilonicos da-
tados cerca de 300 a.C., o papiro de Rhind é um exemplo, atualmente esta no British
Museum, em Londres.

[2] ressalta que este papiro possui cerca de 30 cm de altura e 5 cm de comprimento e
contém 85 problemas. A diferenca entre os problemas propostos no livro chinés em relagao
aos do papiro babilonico sao que os da obra chinesa eram voltados para solugao de proble-

mas cotidianos, ja os do papiro babilonico sao de cunho algébrico que tem entre os temas
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abordados: fracoes unitarias, operacgoes aritméticas e geométricas, razoes trigonométricas
e equagoes lineares.

Em 1693, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) comegava seus trabalhos sobre
determinantes no ocidente. Leibniz usou combinacoes lineares de coeficientes para resolver
sistemas de equacoes lineares e estabeleceu a condicao de compatibilidade de um sistema
de trés equacoes e duas incognitas em termos do determinante de ordem 3, formado pelos
coeficientes e pelos termos independentes, também criou formalmente uma notagao com
indices bem préxima a usada atualmente.

O primeiro documento dessa regra foi uma correspondéncia de Leibniz enviada a Guil-
laume Frangois Antoine (1661-1704) em 28 de abril de 1693, explicando uma maneira de
solucionar o problema da eliminacao das incognitas.

O escocés Colin Maclaurin (1688 — 1746), foi um dos pioneiros em resolver sistemas de
n equacoes e n incognitas usando determinantes, porém sua obra Treatise of Algebra sé foi
publicada apds sua morte em 1748. Na mesma época o sui¢o Gabriel Cramer (1704~ 1752)
chegou ao mesmo resultado do escocés de forma independente e suas técnicas alcancaram
fama por apresentar uma notacao clara, esse estudo encontra-se no livro Introduction a
L’analyse des lignes courbes algébriques de 1750.

O matemético Carl Friedrich Gauss (1777 —1855), apresentou o método da eliminagao
em seu livro Disquisitio de Elementis Ellipticis Palladis publicado em 1811, no qual ele
procurava detalhes sobre a érbita de Pallas, um dos maiores asteroides do sistema solar.
Porém, se deparou com um sistema de equacoes lineares com seis incognitas, onde nem
todas equacoes eram satisfeitas simultaneamente, com isso foi preciso determinar valores
para as incognitas que minimizassem o erro, ao invés de tentar solucionar o problema
diretamente. Gauss introduziu um método para lidar com sistemas de equagoes em geral.

Esse método seria aperfeicoado posteriormente pelo matematico Wilhelm Jordan (1842-
1899), em sua obra Handbuch der Vermessungskeunde publicada em 1888, que recebeu o
nome de método de Gauss-Jordan, dando origem a uma matriz diagonal equivalente que
fornece o valor das incégnitas de forma imediata.

Como vimos no decorrer desse capitulo primeiramente surgiram os estudos sobre siste-
mas lineares, depois os determinantes e por fim as matrizes. Atualmente no ensino médio
nao estudamos tais conceitos por ordem cronoldgica, pois estudamos matrizes, determi-

nantes e sistemas lineares, nessa ordem. Nesse trabalho estudaremos sistemas lineares
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sem as ferramentas mais avangadas sobre matrizes.



Capitulo 2

Sistemas Lineares com Duas Incognitas

Nesse capitulo estudaremos sistemas lineares de duas incégnitas dando uma interpretacao
geométrica. A maioria dos livros didaticos do ensino médio apresenta somente um estudo
algébrico, e entendemos que com uma visao geométrica nossos alunos entenderao melhor
o contetido. No final do capitulo resolveremos sistemas de duas incognitas pelo método de
escalonamento de matrizes visando o estudo de sistemas com varias incégnitas. Usamos
como referéncias [7], [8] e [9].

Faremos inicialmente um breve resumo sobre retas no plano Cartesiano R?. Conside-

remos dois pontos distintos P = (z1,y1) e Q = (22, y2) de uma reta r, no plano cartesiano.

(1) Se z1 = x4, a reta r é vertical, descrita pela equacao x = wy;
(2) Se 1 # x9, a reta r nao vertical é descrita pela equacao y = ma + n, onde
Y2 — Y1

m=-———en=7y — M.
T2 — X1

O numero m da equacao y = mx + n é denominado declive, coeficiente angular ou
inclinacao da reta. Duas equagoes y = mix + nqy € y = mox + ng representam a mesma
reta se, e somente se, m; = my e n; = ny. Duas retas nao verticais distintas y = myx +n,
e y = mox + ngy sao paralelas se, e somente se m; = my € Ny # ny. De um modo geral, a

equacao de uma reta é dada por
axr + by =c

onde a, b e ¢ sao constantes reais e a e b nao sao simultaneamente nulos. Esta equacao
chamada equacao geral, inclui as retas verticais e horizontais. Multiplicando a equagcao
ax + by = ¢ por uma constante real k # 0 obtemos uma nova equacao (ka)x + (kb)y = kc

representando a mesma reta.
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Exemplo 2.1 Considere a equagao ax+by =c, coma=0,b=1ec=1, com isso temos

a equagdo: 0 +y =1<y =1 (reta horizontal)

Figura 2.1: Reta horizontal.
u,

Fonte: Elaborada pela autora.

Exemplo 2.2 Considere a equagao ax+by =c, coma=1,b=0ec=1, com isso temos

a equacao: x =1 (reta vertical)

Figura 2.2: Reta vertical.
y,

Fonte: Elaborada pela autora.
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Exemplo 2.3 Considere a equagao ax +by = ¢, coma = =2, b=1¢ec =1, com isso

temos a equagdo: —2x +y =1<y=2x+ 1 (inclinacio m = 2)

Figura 2.3: Reta com inclinagao m = 2.

u,

y=2r+1

<

Fonte: Elaborada pela autora.

Daremos alguns exemplos sobre a posicao relativa de duas retas dadas.

Exemplo 2.4 Determine, caso exista, o ponto de intersecao das retas —x + 2y = 3 e

2v +y=4.

Solugao: Precisamos achar niimeros reais = e y que cumpram simultaneamente as duas

equacoes abaixo.

—r+2y=3
2v+y =4
Observando que
—w+2y=3@y=x+3=1x+§
2 2 2
2r+y=4y=—-2x+4

1 3
§x+§=—2x+4

Resolvendo esta equacao do primeiro grau obtemos x = 1 e dai y = 2.
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Figura 2.4: Retas concorrentes.

LU

Fonte: Elaborada pela autora.

Exemplo 2.5 Determine, caso exista, o ponto de intersecao das retas x +y =2 e
r+y=4.

Solugao

T+y=2
r+y=4

Neste caso, z+y=2y=—xr+2ex+y =4 y=—x+4, portanto duas retas

paralelas e nao temos pontos de intersecao.

10
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Figura 2.5: Retas paralelas.

R )
]
b

Fonte: Elaborada pela autora.

Exemplo 2.6 Determine, caso exista, o ponto de intersecao das retas 3v + 3y = 6 e
T4y =2
Solugao

3r+3y =6

rT+y=2

Neste caso, 3z + 3y = 6 < x4+ y = 2 e as duas equagoes representam a mesma reta,

portanto temos infinitos pontos de intersecao.
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Figura 2.6: Retas coincidentes.

b,

Fonte: Elaborada pela autora.

Definicao 2.7 Um sistema linear S de duas equacoes com duas incognitas x ey

ar +by =c
adr+by=<~

¢ um problema que consiste em encontrar niumeros r e y que cumpram simultaneamente

as duas condigoes do sistema acima [9].

Uma solucao para o sistema é um par ordenado (zg,yo) de nimeros reais tais que
axo+ by = c e a'xy +b'yy = ¢, em outras palavras, um ponto que pertence as duas retas
dadas.

Resolver um sistema significa encontrar todas as solu¢oes. Do ponto de vista geomé-
trico, o sistema S tem uma tnica solu¢ao quando as duas retas dadas sao concorrentes,
nenhuma solucao se elas sao paralelas e uma infinidade de solugoes quando essas retas
coincidem.

Um sistema se diz indeterminado, impossivel ou determinado quando admite mais de

uma solucao, nenhuma solucao ou unica solugao respectivamente.
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Figura 2.7: Posicoes Relativas entre Duas Retas

W ¥ By

Fonte: Elaborada pela autora.

Faremos agora uma analise algébrica de um sistema S, comecando com a seguinte

proposicao.

Proposicao 2.8 As sequintes afirmacgoes sao equivalentes, isto €, uma delas é verdadeira

se, e somente se, as outras duas também sao verdadeiras.

(1) As retas ax + by = ¢ e d'x + by = ¢ sdo paralelas ou coincidentes.
(2) abt/ —ba' = 0.
(3) Eziste um nuimero real k # 0 tal que o = ka, b’ = kb.

Prova (1) = (2) Suponha que as retas ax + by = ¢ e d'x + b'y = ¢ sdo paralelas ou
coincidentes.
Se b = 0 a equacao ax + by = ¢ reduz-se a equagao axr = c, logo define uma reta

. & . . .
vertical x = —. Neste caso, como as retas sao paralelas ou coincidentes concluimos que
a

a reta a'x + 'y =  também € vertical e assim b’ = 0, portanto abl — a’b = 0.

a c
Se b #0, a reta ax + by = ¢ equivale a y = —x + - neste caso, temos b’ # 0 e a reta

b

/ !/

, b _ _—a c —a
ax+by=c equivale a y = 7$+E’ portanto 2y

—, donde abl — a’b = 0.
(2) = (3) Suponhamos que ab' — ba’ = 0, hd trés casos a considerar.

Primeiro caso: a # 0 eb# 0. Entao de al/ —ba' =0, seque-se a’/a = b'/b. Chamando
k este quociente, temos a' = ka e b’ = kb com k # 0.

Segundo caso: a = 0, b # 0. Entao ab' = 0, logo ba’ = 0 e como b # 0 temos que
a'=0. Tomando k =b'/b# 0, temos o' = ka el = kb.

Terceiro caso: a # 0, b= 0 € andlogo ao sequndo caso.
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(3) = (1) Como @’ =ka eb' = kb com k # 0 temos que ax +by = ¢ < kax + kby = kc <
adx+by=ke
assim,
ar +by =c az+by=ke
ar+by="c adr+by=<~
se ke = ¢ temos duas retas coincidentes.

Suponhamos agora que ke # .

Se b =0, temos b =0 e neste caso

k
r=—c
ar = ke a’
=
ar =< y
r=—
a/
obtendo assim duas retas verticais, portanto paralelas.
Seb#0, temos b #0 e
—a N k
=—ux+ —c
az+by=ke Ty b
=
dr+by=<c —d J
"

portanto, duas retas paralelas.

Coroldrio 2.9 As retas ax + by = ¢ e d'z + by = ¢ coincidem se, e somente se, eziste

um niamero real k # 0 tal que a’ = ka, b = kb e ¢ = ke.

Prova Se as retas dadas coincidem, seque-se do proposi¢ao 2.8 que existe k # 0 tal que

a' =ka eb =kb. Além disso, tomando um ponto (xo,yo) nessa reta, temos
d =dxy+ Vyy = kaxg + kbyy = k(axg + byo) = ke

portanto ¢ = kc. Reciprocamente, se existe k # 0 tal que o' = ka, b = kb e ¢ = ke,

obtemos a'v + by = ¢ < kax + kby = ke < ax + by = c.

Coroldrio 2.10 As retas ax + by = ¢ e d'x + by = ¢ sao paralelas se, e somente se,

existe um numero real k # 0 tal que o’ = ka, V' = kb e ¢’ # kc.
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Prova Se as retas dadas sao paralelas, pela proposi¢ao 2.8 existe k # 0 tal que o' = ka e
b = kb. Além disso, se tomarmos um ponto (xg,yo) na reta ax + by = ¢, ele nao estard

na reta a'z + by = ¢’. Portanto nao estard na reta o'z + by = e
d # d'xy+ Vyy = kaxg + kbyy = k(axg + byo) = ke

ou seja, ¢ # kc. Reciprocamente, suponha o' = ka, b = kb e ¢ # ke. Tomando um ponto
qualquer (zo, yo) na reta ax+by = ¢, temos que a'xo+b'yy = kaxo+ kbyy = k(axo+byo) =

ke # ¢, portanto o ponto nao estard na reta a’x +b'y = ¢’ e assim as retas sao paralelas.

Coroldrio 2.11 As retas ax + by = ¢ e d'v + by =  coincidem se, e somente se,

adb—abl =ad —adc=0bd —b=0.

Prova Suponhamos que as retas sao coincidentes, seque do coroldrio 2.9 que existe k # 0
tal que a’ = ka, V! = kb ed = ke. Daiall —a'b = akb—kab =0, ac’ —ca’ = akc—cka =0
e bd —b'c = bke— kbe = 0.

Reciprocamente, suponha ab’ — a'b = ad — da = b — b = 0, usando a proposicao
2.10, concluimos que existem kq, ko e ks nao nulos tais que a’' = aky, V' = bky, ¢ = cko,
a' = aky, d = cks e b = bks, seque dai que: ak; = aks, cko = cks e bky = bks. Como a e
b nao sao simultaneamente nulos, temos que k1 = ko ou k1 = ks.

No caso ¢ # 0, obtemos ky = ks e dai ki = k3, usando o coroldrio 2.9 concluimos que
as retas sao coincidentes.

No casoc =0, temosd =0 ear+by =0 < akr+bky =0 < d'z+ by =0, portanto

as retas sao coincidentes.

Coroldrio 2.12 As retas ar + by = ¢ e d'x + by = ¢ sao paralelas se, e somente se,

a'b—ab =0 mas ad —a’'c#0 ou b — b # 0.

Prova Temos, pela proposicao 2.8 que as retas ax+by = ¢ e d'z+b'y = ¢’ sdao paralelas ou
coincidentes se, e somente se, ab' —b'a = 0. Pelo coroldrio 2.11 as retas sao coincidentes
se, e somente se, abl —b'a =0 e ad —ad'c=bc—bd =0 portanto, as retas sao paralelas

se, e somente se, abl —b'a =0 mas ac —a’'c # 0 ou b/c — b # 0.

Coroldrio 2.13 As retas ax+by = c e d'v +b'y = ¢ sao concorrentes se, e somente se,

a'b—ab' # 0 e neste caso,

c — b ac —d'c

x:ab’—a’b ey:ab’—a’b
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€ a unica solucao do sistema S.

Prova Temos pela proposicao 2.8, que ab' —a'b =0 se, e somente se, as retas coincidem
ou sao paralelas. Portanto, ab' —a'b # 0 se, e somente se, as retas sao concorrentes, neste

caso temos uma unica solu¢ao. Substituindo os valores dados de x ey

0
VY — b I / bh—

ar +by = a-u—kb-u = C-M+c’-a —c
abl — a’'b abl — a'b abl—=at’ —ab/

portanto, esta € a solucao.

2.1 Determinantes - Regra de Cramer

Uma matriz real do tipo 2 X 2 € formada por 4 numeros reais dispostos em duas linhas e

duas colunas.

a b
c d
. ~ . . . a ,
Definicao 2.14 Definimos determinante de uma matriz como sendo o numero
c d
real ad — bc e usaremos a notacao
a b
det = ad — be
c d
Retomando o sistema
ar+by =c
dr+by=<¢
considere as denominadas matrizes dos coeficientes
a b c b a c
A = Al == AQ -
a v Ay a

Temos que

det A=ab —ba', det Ay = cb — bl e det Ay = acd — cd’
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Reescrevendo os Corolario 2.11 e 2.12:

Coroldrio 2.11 As retas ax +by = c e d'z + b'y = ¢ sdo coincidentes se, e somente
se, det A = det Ay = det Ay = 0.

Coroldrio 2.12 As retas ax +by = c e d'x + by = ¢ sdao paralelas se, e somente se,

det A =0 mas det A; # 0 ou det As # 0.

Reescrevendo o Coroldrio 2.13 obtemos a sequinte proposicao:

Proposicao 2.15 (Regra de Cramer) As retas ax + by = ¢ e 'z + by = ¢ sdo

concorrentes se, e somente se, a'b — ab' # 0 e neste caso, a unica solucao do sistema

ar+by =c
adr+by=<~
¢ dada por
. det/h . detA2

x = ey =
detA 4 detA
Essas duas formulas, que fornecem os wvalores das incognitas x e y em termos de

determinantes, constituem a Regra de Cramer, onde

a b c b a c
A = A = Ay =
a v d v a c

2.2 Introducao Informal ao Método de Escalonamento

O método de escalonamento consiste na transformacao de um sistema dado num sistema
equivalente mais simples. As transformagoes permitidas, denominadas transformacoes
elementares, sao as sequintes:
1) Trocar as equagoes do sistema de lugar;
2) Multiplicar uma equagdo por um numero real ndo nulo;
3) Substituir uma equagdo por outra obtida pela soma dela com outra equag¢ao mul-
tiplicada por um numero real.
ar +by =c 1) dr+by=<c
<~
adrv+by=<~ axr +by =c
ar +by =c ) kax + kby = kc
<
adrv+by=<~ dr+by=c, ondek+#0
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adr+by=d < kdx+ kby=kd
axr +by =c< ax + by + kd'z + kb'y = ¢+ kd
Dat,
ar +by =c (3) (a+ka )z + (b+ kb )y =c+ kd
<~

adr+by=<c adr+by=—c

Dizemos que dois sistemas de equacoes lineares sao equivalentes, se pudermos obter um
sistema do outro a partir de uma segéncia finita de transformacoes elementares. Assim,

sistemas de equagoes lineares equivalentes possuem mesmo conjunto solucao.

Exemplo 2.16 Resolva o sequinte sistema pelo método de escalonamento

20+ 4y =6
r—3y=29
Pelo método de escalonamento
20+ 4y =6 (1) rT—3y=>5 (3) rT—3y=>5 r—3y=29
= = — )
r—3y=25 20 +4y =6 0+ 10y = —4 y=—=
: 2 o o . 2 19
Assim y = —% substituindo y na primeira equacao temos que x =5+ 3- —=)=7F
Resolvendo pela regra de Cramer:
2 4 6 4
A = Al - A2 =
1 -3 5 =3 15

det A= —6—4=-10, det A} = —18 — 20 = —38 e det Ay =10 — 6 = 4, entao

_det 4y 38 19 Cdet Ay 4 =2 P it
x_detA——lo— 5 ey_detA_—lo_ 5 € a solucao do sistema.

2.2.1 Escalonamento usando matrizes

Considere o sistema

axr +by=-c

n
Il

adr+by=<~
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Vamos considerar somente os coeficientes dispostos em duas linhas e trés colunas como
se seque

obtendo uma matriz 2 X 3 que é denominada matriz completa do sistema.

Temos assim uma correspondéncia biunivoca entre sistemas 2 X 2 com a matrizes 2 x 3.
ar+by=c a b

<~
dr+by=<~ a v

Dada uma matriz 2 x 3

indicaremos por L1 a primeira linha e Ly a sequnda linha. Assim,
Ly = (a,b,c)
Ly = (a0, )

As transformagoes elementares de sistemas podem ser descritas considerando as ma-

trizes completas e efetuando transformacoes denominadas de transformacdes elementares

nas linhas, como se seque:

1) Permutagdo das linhas Ly e Lo, indicada por Ly <> Lo.

Neste caso,

a b c LioLo a b
%
a b a b c
representa a transformacao elementar do sistema
ar +by=c adr+by=<c
=
adv+by=—c ar +by =c

2) Multiplica¢ao de uma linha Ly ou Lo por um nimero real k # 0.
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Neste caso,

a b kL, ka kb kc
%
a v ad v
ou
a b kLo a b ¢
_>
a b c ka' kb kd

representam, respectivamente as tranformacoes elementares do sistema

axr +by=c kax + kby = kc
dr+by=<¢ dr+by=<c
ar +by =c ar+by =c
adr+by=<c ka'z + kb'y = kd

3) Substituicao de uma linha pela adi¢ao desta mesma linha com a outra linha mul-

tiplicada por wm nimero real k # 0.

Neste caso,

a b c LimtLighhLs a+ka b+ kV c+kd

a b a v c
ou

a b c La—>LacthLy a b c

a b a+ka V+kb +kc

representam, respectivamente as tranformacoes elementares do sistema

ar+by=-c (a+kad)x+ (b+ kb )y =c+ kd
dr+by=<¢ adr+by=—c
ar +by =c ar +by =c

adrv+by=<~

(a + ka)x + (b' + kb)y = ¢ + ke
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Exemplo 2.17 Resolva, usando o método de escalonamento com matrizes, o sequinte

sistema
2r +y =4
—r+2y=3

Considerando a matriz completa do sistema

2 1 4
-1 2 3

faremos uma sequéncia de transformacoes elementares nas linhas, de modo que o sistema

original adquira uma forma equivalente especial que serd usada para resolvé-lo.

2 14\ sen (-1 23\ .. (1 -2 -3
= =
-1 2 3 2 1 4 2 1 4
LQ—}%—Q[q ]_ —2 _3 ng% 1 —2 —3 L1—>[$+2L2 1 0 1
0 5 10 0 1 2 01 2
xr =

obtendo o sistema , que nos dd a solucao do sistema.

y=2

Vamos dar mais alguns exemplos de solugoes de sistemas 2 x 2, utilizando as técnicas

apresentadas nesse capitulo.

Exemplo 2.18 Determine a solucao do sistema.

r+y=1
20 4+ 2y =2

Considere as matrizes
1 1 1 1
A = A = Ay =

Neste caso, det A =2 —2 =0 entdo temos que as retas sao paralelas ou coincidentes,

como osdet Ay =2—2=0 edet Ay =2—2 =0, entao pelo coroldrio 2.11 temos que as

retas sao coincidentes. Portanto, temos uma infinidade de solugoes.
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Figura 2.8: Retas coincidentes.

¥,

L_n'x

Fonte: Elaborada pela autora.

Exemplo 2.19 Determine a solucao do sistema.

—r+y=-1
-3z +3y=9
Considere as matrizes
-1 1 -1 1 -1 -1
A = Al = 9 =
-3 3 9 3 -3 -9
Neste caso, det A = —3 4+ 3 = 0, entao as retas sao paralelas ou coincidentes, como

osdet Ay = =3 —9=—12 edet Ay =9 — 3 = 6 que sao diferentes de zero, seque pelo

corolario 2.12 que as retas sao paralelas.
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Figura 2.9: Retas paralelas.
by

Fonte: Elaborada pela autora.

Exemplo 2.20 Determine a solucao do sistema.

r+y=1
—2x+y=2
Considere as matrizes
1 1 1 1 1 1
A = A = Ay =
-2 1 2 1 -2 2

Como osdet A=1+2=3,det Ay =1—2=—1 edet Ay =2+ 2 =4 sao diferentes

de zero, pela regra de Cramer temos que:

. det Al —1 . det A2

detA:? ¢y det A

X

QO W~ L W~

)

W =

logo o sistema possui solugao unica dada pelo ponto P = (— ), que serd representado

no grdfico a sequir.



CAPITULO 2. SISTEMAS LINEARES COM DUAS INCOGNITAS 24

Figura 2.10: Retas concorrentes.
Uy

y=2r+2

Fonte: Elaborada pela autora.

Resolvendo pelo método de escalonamento nos sistemas, realizando transformagoes

elementares, temos que:

r+y=1 - r+y=1 - :lc—i—y:1<:> r4+y=1

1 3
—2r+y=2 —x+§y:1 Ey:2 Jy =4

4
do ultimo sistema temos que y = 3 substituindo o valor de y na primeira equacao temos
1—4 1

que T = —— = ——.

3 3

Agora vamos utilizar o método escalonamento usando matrizes. Considere a matriz

completa do sistema

1 11
-2 1 2

realizando uma sequéncia de transformacoes elementares nas linhas, encontraremos uma

matriz escalonada

Lol 1) wodie (101 1) gy, 11
1 3
-2 1 2 -1 11 03 2
La3le 111 - 10 &
01 3 01 3
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obtendo o sistema 4 3, que € a solucdo do sistema.
3

Exemplo 2.21 Determine a solugao do sistema.

20 — 5y =3
Tr+9y =—1
Considere as matrizes
2 =5 3 -5 2 3
A = A1 - A2 =
7 9 -1 9 7 —1

Como os det A = 18 +35 =53, det Ay =27 —5 =22 edet Ay = —2 — 21 = —23

entdao pela regra de Cramer temos que

_detA1_22 _detAg__23
 det A 53 ©v= detA 53

Xz

22

T3 —§>, que estd represen-

logo o sistema possui solucao unica, dada pelo ponto P = (

tado no grdfico abaixo.

Figura 2.11: Retas concorrentes.

LA

2 —3
\{= .]
NG
.
fr— 1
\ y = 5
"\._\ I — "‘:
-1-\_
\\
S

Fonte: Elaborada pela autora.
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Resolvendo pelo método de escalonamento usando sistemas, realizando transformagoes

elementares, temos que:

20+ =5y =3 14z — 35y =21 14z — 35y = 21 20 — by =3
54 iS4 54
Tr+9y =—1 —14z — 18y =2 —H3y = 23 —53y = 23
.y . 23 .y o .
pelo ultimo sistema temos que y = ~r3 substituindo o valor de y na primeira equacao
3+5-(—23) 22

t e .
emos que x 53 53

Agora vamos utilizar o método escalonamento usando matrizes, seja a matriz completa

do sistema
2 -5 3
7 9 -1

fazendo uma sucessdo de transformacoes elementares nas linhas, encontraremos a matriz

escalonada

2 =5 3 L

iﬁlLl 1 1 9 Lo—sLo—L1
9 1
79 -1 79 -1 1z —=
1 -2 3 LQS%LZ 1 2 3 LlaL_1>+gL2 10 2
53 23 23 23
0 ¥ -4 0 1 —£ 01 —%
22
r=—
53
obtendo o sistema , solucao do sistema.
23
y:

53



Capitulo 3

Sistemas Lineares com Trés Incognitas

Nesse capitulo estudaremos sistemas lineares de trés incognitas com duas e trés equacgoes,
apresentando uma interpretacao geométrica. Inicialmente faremos uma breve introdugao
nos sequintes assuntos: coordenadas do espaco, distancia entre dois pontos no espaco,
equacoes paramétricas de uma reta no R3, coordenadas do ponto médio de um segmento
de reta, vetores no espaco, produto interno de vetores e equac¢ao do plano. Para funda-

mentacgdo tedrica utilizamos as sequintes referéncias [1], [3], [7] e [9].

3.1 Coordenadas no Espaco

Do mesmo modo que os pontos de um plano sao caracterizados por pares ordenados de
niumeros reais (x,y), os pontos do espago podem igualmente ser identificados com ternos
de nimeros reais (x,y,z). Seja E o espaco euclidiano tridimensional. Um sistema de
coordenadas(cartesianas) em E consiste em trés eizos OX, OY e OZ, com mesma origem
O =(0,0,0) e de forma que qualquer um deles seja perpendicular aos outros dois.

Uma vez fixado o sistema OXY Z, chamaremos de OXY, OYZ e OXZ os planos
determinados pelos eixos OX e OY, OY e OZ, OX e OZ, respectivamente.

A escolha do sistema OXY Z faz com que se possa associar a cada ponto P do es-
pago um terno ordenado (z,vy,z) de nimeros reais, chamadas as coordenadas do ponto P
relativamente a esse sistema.

Para obter a coordenada x do ponto P fazemos passar por esse ponto um plano m,
paralelo a OY Z. A coordenada, no eixo OX, da intersecio do plano m com OX € o

numero x. Analogamente, y € a coordenada, no eizo OY , da intersecao deste eixo com o

27
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Figura 3.1: Coordenadas de um ponto.

h‘“‘.‘urp1
R

Fonte: Elaborada pela autora.

plano 7', paralelo a OX Z, passando por P. Finalmente, z € a coordenada, no eizo OZ,

da interse¢ao 7" com OZ, onde " € o plano paralelo a OXY passando por P.

As coordenadas (x,y, z) do ponto P no sistema OXY Z podem também ser obtidas do
sequinte modo: a reta paralela ao eixo OZ passando pelo ponto P corta o plano OXY no
ponto Py. Sejam (x,y) as coordenadas de Py no sistema OXY do plano OXY . Estas sao
as duas primeiras coordenadas de P. Por sua vez, a reta paralela ao eizo OX passando
por P corta o plano OY Z no ponto Pi. Sejam (y,z) as coordenadas de Py no sistema
OY Z. O numero y € o mesmo ja obtido e z € a terceira coordenada do ponto P.

Usa-se a notagdo R® para representar o conjunto cujos elementos sio os ternos or-
denados (x,y,z) de nimeros reais. O numero x é a primeira coordenada, y € a sequnda
coordenada e z é a terceira, do terno (x,y, z).

O sistema OXY Z determina uma correspondéncia biunivoca E — R® que a cada
ponto P do espago associa o terno (x,y, z) de coordenadas desse ponto no sistema dado.
Quando estiver claro o sistema OXY Z a que nos referimos, escreveremos P = (z,y, z)

para significar que T, y € z sao as coordenadas do ponto P.

3.2 Distancia entre dois pontos no espaco

Dados dois pontos quaisquer Py = (x1,y1,21) € Po = (x2,%0,22), vamos determinar a

formula da distancia entre eles, indicada por d(Py, Py).
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Inicialmente, considere a origem O = (0,0,0) e P = (x,y,2) um ponto qualquer
do espago. Tomando Py = (z,y,0) € OXY, PPy € perpendicular ao plano OXY', logo
OF, L PF,.

Figura 3.2: Distancia d(O, P).

Fonte: Elaborada pela autora.

Analisando a figura acima, pelo teorema de Pitdgoras aplicados no triangulos retan-

gulos AOPyX e AOP,P, respectivamente, onde X = (x,0,0) e Y = (0,y,0) temos que

d(07P0)2:OX2+OY2:J}2+y2:d2 e
d<O’P)2:OPO2+PP02:d2+22:x2+y2+22

portanto a distacia entre os pontos O e P € dada por

d(O,P) = \Ja? 4+ y? + 22

Consideremos agora os pontos Py = (x1,y1,21) € Po = (X2, Y2, 22) dois pontos quais-

quer.

Transladando o sistema OXY Z de modo que a origem passa a ser o ponto P, =

(1,71, 21) € 0s novos eizos sao paralelos aos eizos OX, OY e OZ.



CAPITULO 3. SISTEMAS LINEARES COM TRES INCOGNITAS 30

Figura 3.3: Translacao dos eixos.

Fonte: Elaborada pela autora.

Nesse novo sistema os pontos Py e Py possuem novas coordenadas, onde P, = (0,0,0)

e Py = (x9 — x1,y2 — Y1, 22 — 21), portanto a distancia entre os pontos Py e Py serd

d(Py, P,) = \/(372 —x1)? + (Y2 —y1)? + (22 — 21)?

3.3 Equacoes paramétricas de uma reta no R’

Para determinarmos as equacoes paramétricas de uma reta no R3, primeiramente, vamos
trabalhar no plano.
Consideramos dois pontos distintos A = (x1,11) e B = (x2,y2), onde 1 # x2, no

plano OXY .
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Figura 3.4: Reta determinada por 2 pontos distintos.

A,

b=

P P

Fonte: Elaborada pela autora.

A equacgao da reta determinada pelos pontos A e O € dada por

Y2 — U1

y=u+ (z — 1)
To — X1
Y2~
Y=y = ( — 1)
To — I
Dai, se y; # yo (reta nao horizontal)
Yy~ T — T

p— :t
Y2 — Y1 To — 1

e asstm
r =2 +t(£€2 — Il)

y=vy1+tlya—1w1), teR
que sao as equacoes paramétricas da reta determinadas pelos pontos A e B.
Observamos que quando y; = Yy, a equacdo da reta determinada pelos pontos A e B €

horizontal e tem equagao y = y,. Quando x1 = xs, a reta é vertical e tem equagao x = x1.



CAPITULO 3. SISTEMAS LINEARES COM TRES INCOGNITAS 32

Figura 3.5: Reta horizontal e reta vertical.
A, s,

yi=yz |-

Fonte: Elaborada pela autora.
e nestes casos as equacoes paramétricas da reta

r =z + t(re — 1)
y=y+tlya—wy), teR
continuam vdlidas.
Agora que temos as equacoes paramétricas de uma reta no R?, vamos encontrar as

equagoes paramétricas de uma reta no R3, determinada pelos pontos A = (w1,y1,21) e

B = (Ig,yQ,ZQ).
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Figura 3.6: Reta determinada por 2 pontos distintos.

Fonte: Elaborada pela autora.

Consideremos os pontos Ay = (x1,y1) e By = (x2,y2) no plano OXY , temos que as

equagoes paramétricas da reta determinadas pelos pontos Ay e By sdo dadas por

r =z + t(re — 1)

y=uy1+tly2—y), teR

de modo andlogo, no plano OY Z as equacdes paramétricas da reta determinada pelos

pontos (y1,21) € (Y2, 22), sao dadas por

y =y +t(y2—y1)
z:zl—l-t(zQ—zl), teR
Obtendo assim as equagoes paramétricas da reta determinada pelos pontos A = (1,41, 21)

e B = (z9, Yo, 22) no R3.

r=x1 + t(xe — x1)
y=1v1+ty2 —y1)
z=2z1+t(zs—21), tER
No caso particular, a reta determinada pelos pontos O = (0,0,0) e A = (a,b,c) tem

equacoes paramétricas
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T =ta
y=1tb
z=tc, teR

portanto, um ponto (x,y, z) pertence a reta determinada pelos pontos A e B se, e somente

se, existe t € R, tal que x =ta, y =tb e z = tc.

3.4 Coordenadas do ponto médio de um segmento de reta

AB

A formula da distancia entre dois pontos nos permite obtermos as coordenadas do ponto

que divide um segmento AB numa razao dada.

Figura 3.7: Ponto P localizado no segmento AB.

A

/-—————-_—__%____

Fonte: Elaborada pela autora.

Considerando A = (a1,b1,¢1) e B = (ag,be, ¢2), 0s pontos do segmento de reta AB,
sao dados por
T =ay +t(az — ay)
y =0by +t(by —by)
z=c1+tlea—c1), 0<t<1

Tomando um ponto P = (x,y, z) no segmento AB temos que

dAP) _ —a)Pt bGP
d(A, B) \/(al —az)? + (b1 — b2)? + (c1 — ¢2)?
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em particular, quando t = %, temos que

( 1 a, +a
x:a1+§(a2—a1): 12 2
1 b1+b2
=b —(by — by) =
Y 1+2(2 1) 5
1 Cc1 + Co
\Z—Cl+§(62—01)— 5

Obtendo assim as coordenadas do ponto médio M = ( 5 T 9 o

a; +ay by + by C1+02)
Agora vamos fazer uma aplicacdo de coordenadas do ponto médio de um segmento
de reta, a qual usaremos na prozima se¢io. Tomando os pontos A = (x1,y1,21), B =

(2,Ya, 22) € C' = (x1 + x2, 1 + Yo, 21 + 22), temos que o quadrildtero OACB é um para-

lelogramo.

Figura 3.8: Paralelogramo OBC'A
).

Fonte: Elaborada pela autora.

De fato, os pontos médios das diagonais sao coincidentes, pois o ponto médio de OC =

(:El ;LxQ, % ;Lyg’ Zl;ZQ) € igual o ponto médio de AB = (xl ;LxQ, % ;Lyg’ 21222).
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3.5 Vetores no Espaco
Consideremos o conjunto de ternos ordenados de nimeros reais
R® = {(z,9,2) | x,y,2 sdo nimeros reais}

Dados um nimero real A e dois pontos quaisquer P = (x1,y1,21) € Py = (29, Yy, 22)

de R3, definimos duas operacdoes, uma interna e outra externa.

Adicdo: P+ P, = (x1 + 22,91 + Y2, 21 + 22)

Multiplicagdo por um nimero real: \- P, = (\xy, A\yi, Az1)

As conhecidas propriedades algébricas dos nimeros reais permitem demonstrar facil-
mente as sequintes propriedades:
Quaisquer que seja os pontos Py = (x1,y1,21), Pa = (¥2,Y0,p22) € P3 = (03,3, 23),

tem-se que
P+P=FR+PFP
(Pi+P)+Ps=P + (P + )
P +(0,0,0) =P,
P+ (—P) =(0,0,0), onde —P; = (—x1,—y1, —21)

Quaisquer que sejam Py = (x1,y1,21) € Py = (29,2, 22) € 08 numeros reais r e s,

tem-se
(rs)Py =r(shy)
(T’+S)P1 :T’P1+8P2
r(Pi+ Py) =rP + 1P,
1-P=P
Assim, o conjunto R® com estas operacéoes, uma interna e a outra externa, € um
espaco vetorial, seus elementos passam a ser chamados de vetores e 0s numeros reais Sao
chamados de escalares.
Grdficamente, um vetor P = (x,y, z) é representado pelo segmento OP orientado de

O para P, indicado por O? e desenhado como uma flexa dirigida de O para P. Também

indicaremos um vetor por uma unica letra encimada por uma seta, como .
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Figura 3.9: Vetor ﬁ
).

Fonte: Elaborada pela autora.

Considerando dois vetores A = (x1,y1,21) € B = (x9,Ys, 22), definimos

B—A=B+(-A)=(xo — 21,y — 1,22 — 21)

Sejam A = (x1,y1,21) € B = (2,Y9,22) com A # B. Tomando P = B — A =
(e — x1,y2 — Y1, 22 — 21) temos que d(A, B) = d(O, P) e o segmento AB ¢ paralelo ao
segmento O? Assim, o vetor O? pode ser representado por qualquer segmento f@,

paralelo a O?’, de mesmo comprimento e mesma orientacao.
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Figura 3.10: Representacao de um vetor 1@ .

Fonte: Elaborada pela autora.

Agora vamos apresentar graficamente a soma de dois vetores, para isso tomemos pontos
P = (71,y1,21) e Q = (72,92, 22), com P # Q, e sua soma P+Q = (x1+2, y1+y2, 21+22),

considerando 4 = O(ij ev= Oﬁ, entao sua soma U+ v € a diagonal do paralelogramo.

Figura 3.11: Soma de dois vetores.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Definicao 3.1 Dois vetores nao nulos e U sao colineares, se existe t € R tal que,

U = tu.

Figura 3.12: Vetores colineares.

Fonte: Elaborada pela autora.

3.6 Produto Interno de Vetores

Dado um vetor v = (x,y, z), definimos o seu mddulo, denotado por V|, como sendo
|U] = /22 + y? + 22
assim, se o vetor v = Oéj, o seu mdodulo € a distancia da extremidade ) a origem.

Definicao 3.2 O produto interno ou produto escalar de dois vetores U = (x1,y1,21) €

U = (x2,Y2, 22), denotado por vy - 03, € definido como

‘U= T1%2 + Y1Y2 + 2122

i~

Observamos que U - U = x1% + 112 + 22 = |d|*.

O dangulo 0 entre dois vetores no R?, é o dngulo 0 entre @ e ¥, tal que 0 < 0 < 7.
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Figura 3.13: Diferenca de 2 vetores.

Fonte: Elaborada pela autora.

Vamos utilizar a lei dos cossenos no triangulo AQOP, obtendo
i — o]* = |id]* + |0)* — 2|i||T|cosd (1)
temos também
i@ — 0> = (@ — ) (@ — V) = [a]* + |0 =267 (2)
por (1) e (2) obtemos
|i@|? 4 |0]? — 2| |T]cosd = |i]* + |0]* — 2i - v
o - U = |ul]|V]coshd

Definicao 3.3 Dois vetores @ e U em R3, sdao ditos ortogonais e denotamos por @ L ¥
) )

quando U - v =0

Se 0= (0,0,0), entio 0 L @, tal que @ € R®.

— — ~ ~ ~ — — T
Se 1 e U sao vetores nao nulos, entao - v =0 < cosd =0 < 0 = 5
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3.7 Equacao do Plano

Seja m um plano no espaco E, onde se escolheu um sistema de coordenadas OXY Z.
Tomemos um ponto A = (a,b,c) # 0 tal que o vetor 0_1)4 é perpendicular ao plano .
Afirmamos que existe um niumero real d tal que a equagao do plano m € dada por
ax + by + cz =d, isto €, o ponto P = (x,y, z) pertence ao plano w se, e somente se, suas
coordenadas satisfazem a equagdo acima.
Com efeito, se tomarmos dois pontos arbitrarios Py = (xo,%0,20) € Pr = (x1,41,21)

|
no plano w, o vetor PhPy = Py — Py € ortogonal ao vetor OA = (a,b,c), o que significa

a(zy — xo) + b(y1 — yo) + c(z1 — 20) = 0,

logo
axy + by, + cz1 = axg + byy + c2p.

Portanto, a expressao ax + by + cz assume um valor constante para todo ponto P =
(z,y,z) em w, o qual denotamos por d. Assim,

P=(z,y,z) em=ax+by+cz=d.

Reciprocamente, considere P = (x,y,z2), tal que ax + by + cz = d. Tomando Py =

(20, Yo, 20) € ™, tem-se que axg + byg + czo = d e, por subtra¢ao obtemos

a(z —x0) +b(y — yo) + c(z — 20) =0,

T
ou seja, o vetor PyP € ortogonal ao vetor OA, portanto P € .

Entao P = (z,y, z) pertence ao plano w se, e somente se, ax + by + cz = d.

Se o plano m contém a origem O, sua equacao € satisfeita quando x =y = z = 0, logo
d =0 e a equacao de w tem a forma ax + by + cz = 0.
Sempre que nos referirmos a equagao ar + by + cz = d como equagao de um plano,

o
fica admitido que a® +b* + 2 # 0, isto é, OA = (a,b,c) # (0,0,0).
Exemplo 3.4 Considere a equagao ax + by + cz = d, vamos analisar trés casos.

Primeiro caso: coma=0,b=0,c=1ed=1, temos a equacio 0+0+2 =1 z=1.

Neste caso o plano € paralelo ao plano coordenado OXY .
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Sequndo caso: coma=0,b=1,c=0ed=1, temos a equacdo 0+y+0=1<y =1.

Neste caso o plano é paralelo ao plano coordenado OX Z.

Terceiro caso: coma=1,b=0,c=0ed =1, temos a equacao z+0+0 =1 x = 1.

Neste caso o plano € paralelo ao plano coordenado OY Z.

Figura 3.14: Planos 7, my e w3 respectivamente

Fonte: Elaborada pela autora.

|

bz

Exemplo 3.5 Considere novamente a equacao ax + by + cz = d, vamos analisar mais

trés casos.

Quarto caso: coma=0,b=1,¢c=1ed=1, temos a equacio 0 +y+ 2 =1

y+ 2z = 1. Neste caso o plano ¢ paralelo ao eizo x.

Quinto caso: coma=1,b=0,c=1ed=1, temos a equagao r +0+ 2 =1 &

x+y = 1. Neste caso o plano € paralelo ao eizo y.

Sexto caso: coma=1,b=1,c=0ed =1, temos a equacio x+y+0 =1 < z+y = 1.

Neste caso o plano € paralelo ao eizo z.
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Figura 3.15: Planos w4, 75 e mg respectivamente

|
T
i
|
\/
/>

[

Fonte: Elaborada pela autora.

3.8 Sistemas 2 x 3

Um sistema linear S de duas equagoes com trés incognitas

mr + by + ¢z = dy
asx + by + 2z = ds

¢ um problema que consiste em encontrar numeros x,y e z que cumpram simultaneamente
as duas equagoes. Uma solugdo para o sistema € uma terna (xo, Yo, 20) de nimeros reais
tais que ayxg + biyo + c1z0 = di e asTg + bayg + 229 = do. Resolver o sistema significa
encontrar todas as solucoes.

Quando tomamos uma equacao do tipo ax + by + cz = d sempre vamos considerar que
pelo menos uma das constante a,b ou ¢ € nao nula.

Fizado um sistema de coordenadas OXY Z no espaco, as equacoes do sistema S re-
presentam planos m e my perpendiculares aos vetores v1 = (a1,by,¢1) € V5 = (ag,bs, ca),
respectivamente.

Dois planos podem ser paralelos, coincidentes ou intersectar-se sequndo uma reta.
Consequentemente o sistema S pode ser impossivel (sem solugdo) ou indeterminado (com
uma infinidade de solugaoes).

Como no caso dos sistemas 2 x 2, estabeleceremos condigoes algébricas para cada

posicao relativa entre dois planos.
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Proposicao 3.6 Dados dois planos w1 e mo definidos , respectivamente, pelas equacoes

a1+ b1y + 1z = dy e agx + by + coz = da, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(1) Os planos ™ e Ty sdo coincidentes ou paralelos.
(2) Eziste k # 0 tal que ay = kay,by = kby € co = key.
(8) asby — arby = ascy — ayca = bacy — bycy =0

Prova. Temos que m, e Ty sao coincidentes ou paralelos se, e somente se, 0s vetores v =

(a1,b1,¢1) € vy = (ag, by, c2) sao colineares, isto €, existe k # 0 tal que ay = kay, by = kb
e co = kcy. Portanto as duas primeiras afirmacoes sao equivalentes.

Vamos provar agora que (2) < (3). A implicagdo (2) = (3) € imediata, por exemplo,
a2b1 — ale = kalbl — kaﬂvl =0

Suponhamos agora que asby — a1bs = ascy — ajce = bycy — bico = 0, pela proposicao 2.8

temos que,

ashy —a1by = 0 < emiste ky #0 tal que ay = kia; e by = kb
ascy — ajco = 0 emiste ko # 0 tal que as = keay e co = kocy
bocy — bico =0« emiste k3 #0 tal que by = k3by e co = kscq

Assim, kiay = koaq, kiby = ksby e kocy = kscy e como aq, by e ¢; nao sao todos nulos
concluimos que, pelo menos uma das igualdades ocorre: ky = ko, k1 = k3, ou ko = k3.
Se k1 = ko = k entao ay = kay,by = kby e co = kcy. De modo andlogo, se ki = ks ou

ko = k3 obtemos ay = kay, by = kby e co = key.

Corolario 3.7 Os planos w1 e o definidos , respectivamente, pelas equacoes arx ~+ by +
c1z = dy e asx + boy + oz = dy sao coincidentes se, e somente se, existe k # 0 tal que

a9 — k‘al,bg = k’bl, Coy = ]{?CI (& d2 = kdl

Prova. Suponha que os planos sdo coincidentes. Seque que existe k # 0 tal que as =
kay, by = kby, co = key e além disso tomando um ponto (o, Yo, 20) € m ele estard também
em Ta, assim a1 + biyo + c120 = di e asxg + bayg + cozo = ds.

Substituindo as = kay, by = kby co = kcy na sequnda equacao acima, teremos kaixg +

kbiyo + kcizg = do, logo k(aixo + biyo + c120) = da, portanto kd; = ds.
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Reciprocamente, se as = kay,by = kby, co = kecy e do = kdy, com k # 0, entao
T+ by + i1z =dy <= kayx + kbiy + kciz = kdy <= asx + boy + coz = ds
portanto, os planos coincidem.

Coroldario 3.8 Os planos m e mo definidos , respectivamente, pelas equagoes ayx + b1y +
c1z = dy e agw + boy + oz = dy sao paralelos se, e somente se, existe k # 0 tal que

a9 = kal,bg = k‘bl, Cy = kCl mas d2 7é kdl

Prova. Se m e my sdo paralelos temos que existe k # 0 tal que as = kay, by = kby,
co = kcy. Usando o coroldrio anterior, concluimos que dy # kd;.

Reciprocamente, se existe k # 0 tal que as = kay, by = kby, co = key mas dy # kd;y
entao tomando um ponto qualquer (xo, Yo, 20) € 1, isto €, a1z + biyo + 120 = di seque
que kayxg + kbiyo + kcyzg = kdy.

Dai, asx + boy + coz = kdy # da, logo o ponto (xg,yo, 20) ndo pertence a mo, portanto

0s planos sao paralelos.

Corolario 3.9 Os planos m e mo definidos , respectivamente, pelas equagoes
a1x + b1y + 12 = dy e agx +bay + caz = do sao concorrentes (7 # o e m Ny £ 0 ) se,

e somente se, para nenhum k, se tenha as = kay, by = kby, co = kc;.

Corolario 3.10 Os planos m e my definidos , respectivamente, pelas equagoes
a1 + b1y + 1z = dy e agx + by + coz = dy sao coincidentes se, e somente se,

a2b1 — albg = A2C1 — A1Cy = bQCl - 6102 == d2a1 - aldg == d2b1 — d1b2 == dgCl — dlcg =0

Prova. Usando a proposicao 3.6, os planos sao paralelos ou coincidentes se, e somente
se, existe k # 0 tal que ay = kay,by = kby e co = kcy. Portanto, pelo corolario 3.7, os
planos sao coincidentes se, e somente se, asby — a1by = ascy — a1ca = bacy — bicg = 0 €

d2a1 — a1d2 = dzbg — dlbg = dgCl - d102 = 0.

Corolario 3.11 Os planos m e o definidos , respectivamente, pelas equacoes a1 x+bry+
c1z2 =dy e asx +byy+ coz = dy sao paralelos se, e somente se, asby —a by = ascy —ayco =
bact — bicas = 0 e ao menos um dos niumeros deay — aids, doby — bidy ou docy — c1dy €

diferente de zero.
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Corolario 3.12 Os planos w1 e m definidos , respectivamente, pelas equagoes a1x +
biy + c1z = dy e asx + bay + coz = dy sao concorrentes se, e somente se, a0 menos um

dos numeros asby — a1bs, ascy — ajcy ou bocy — bicy € diferente de zero.

Planos concorrentes: No caso de planos concorrentes tomando, como exemplo,

asby — a1by # 0, resolvemos o sistema do sequinte modo:

amr + by + ¢z = d amr + by = —cz+d;
<~

asxt + by + coz = ds ast + by = —coz+ds

Fizando um nimero real z = t, pela regra de Cramer temos que

" (—012 + dl)bg — bl(—CQZ + dQ) d1b2 — bldg blcg — bgCl "
N (Ilb — blag N a1b2 — blag albg — blag
B al(—CQZ + d2§ — (—ClZ + dl)ag - a1d2 — a2d1 1 a9C1 — alcgt
4 N a1b2 — blag n albg — blag (llbg — b1a2
z = t

portanto, uma reta com parametro t € R.
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Exemplo 3.13 Resolva o sequinte sistema:
6 —4y + 2z =28
9z — 6y + 3z = 12
As equagoes do sistema correspondem aos planos m : 6x — 4y + 2z = 8 e Mo
9 —6 2 8
9r — 6y + 3z = 12. Como 6= 1" 3" " k, entao existe um k nao nulo tal

que as = kay, by = kby, co = ke e do = kdy, portanto pelo coroldrio 3.7 0s planos sdo

coincidentes. Neste caso o sistema € indeterminado.

Figura 3.16: Planos coincidentes

M =Ty

Fonte: Elaborada pela autora.

Exemplo 3.14 Resolva o sequinte sistema:

20+ 2y +42 =0
20+ 2y + 22 = -2

Nesse sistema, as equagoes correspondem aos planos my : 2x + 2y + 4z = 0 e 7y

2 2 4
20 + 2y 4+ 22 = =2, como - = = =1,

5= 3 3 # 1, entdao nao existe nenhum k € R, tal que

as = kay, by = kb, e co = kcy, portanto pelo coroldrio 3.9 os planos sao concorrentes.

Nesse caso, como aico — agcy # 0, resolvemos o sistema da sequinte maneira:

x4+ by + iz =d; 20+ 4z = —2y+0
<
asx 4 boy + coz = dy 20+ 22 = 2y — 2

Fizando um nimero real y = t, pela regra de Cramer temos que
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. Cldg — Cle 4 b102 - Clbgt o (0)4 - 4(—2) 4 (-2)2 - 4(—2)

= = t=-2-1
bQCl — blCQ b201 — b102 —4 —4
y=t
5= CL1d2 - d1a2 bl(lg - bgalt _ 2(-2) - 2(0) + 2(2) — 2(2>t -1
bQCl — blCQ bgCl — blcz —4 —4

portanto, uma reta com parametro t € R. Ou seja, o sistema € indeterminado.

Figura 3.17: Planos concorrentes.

J

.'1

[C]

Fonte: Elaborada pela autora.

Exemplo 3.15 Resolva o sequinte sistema:

r+3y+3z=95
3r+9y+92=0

Nesse sistema, as equagoes correspondem aos planos m : x + 3y + 3z = 1 e my :

1 3 3
3z +9y + 9z = 0, com0§:§:§:k eb # 0-k, entao existe um k nao nulo tal

que as = kay,by = kb, co = kcy e dy # kdy, portanto pelo coroldrio 3.8 os planos sdao

paralelos. Portanto, o sistema € impossivel.
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Figura 3.18: Planos paralelos.

5

(=5 )

i

Fonte: Elaborada pela autora.

3.9 Sistemas 3 x 3

Nesta secao estudaremos os sistemas lineares 3 X 3, isto €, sistemas com trés equacoes e

trés incognitas do tipo

amr + by + cz = d
S=1< ax + by + cz = dy
asr + bsy + c3z = d3

Uma solugao para o sistema € uma terna (xo, Yo, 20) de nimeros reais tais que ayxo +
b1y + c120 = dy, asxg + bayg + coz9 = do € asxg + b3y + c329 = do, resolver o sistema
significa encontrar todas as solugoes.

Primeiramente, como no caso dos sistemas 2 X 2, faremos consideracoes geométricas
e depois, usando apenas a definicao de determinante, faremos um estudo algébrico.

As trés equacdes do sistema definem trés planos m, o e 3. Um ponto (z,y,z) € R3
¢ solugdao do sistema quando (x,y, z) pertence a intersegao m N e N 3.

Para expressarmos as possiveis solugoes desse sistema, vamos definir determinante de

matrizes de ordem 3 ( 3 linhas e 3 colunas ).

aq bl C1
Definicao 3.16 Definimos o determinante de uma matriz A = | ay by ¢y | como

az by c3
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sendo o numero real aibscs + bicaas + c1bzas — crbsasz — biascs — arbscy. Usamos a notacao

ap by
det a9 b2 Co = (lleCg + b102a3 + Clbgag — Clbgag — bla203 — CL1b3CQ
az bz c3

A existéncia ou nao de solugoes para o sistema S dependerd das possiveis posicoes

relativas entre os planos, como veremos a sequir.

Tem-se trés alternativas, cada uma excluindo as outras duas.

Alternativa 1: Dois dos trés planos sao coincidentes, sem perda de generalidade su-

ponhamos m = my. Nesse caso,

ar + by +crz=dy

a1+ by + iz =d;
as® + by + coz =dy =

asx + b3y + c3z = d3
asr + b3y + c3z = d3

e recaimos em um sistema 2 X 3, estudado na se¢ao anterior desse capitulo.
Podemos ter m; = my = w3 (sistema indeterminado), m || w3 (sistema sem solugao) e

m N3 € uma reta (sistema indeterminado).

Figura 3.19: Planos em 3 situagoes.

T =Ty

Fonte: Elaborada pela autora.

Observamos que como m = Tg, tem-se a1by — asby = a1¢y — asc; = bicg — bac; = 0 e

portanto detA = az(bycy — bycy) — bz(arca — ascy) + c3(arby — ashy) = 0.
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Alternativa 2: Trés planos distintos com dois paralelos, sem perda de generalidade su-
ponhamos m || my. Nesse caso independentemente da posi¢ao do terceiro plano o sistema

nao terd solucao.

Aqui podemos ter o terceiro plano paralalelo aos outros dois ou ele intersecta os outros

dois planos sequndo duas retas paralelas r e s.

Figura 3.20: Planos em 2 situagoes.

m M

T
]

T

Fonte: Elaborada pela autora.

Analogamente a alternativa 1, temos que det A = 0.

Alternativa 3: Trés planos concorrentes, neste caso a intersegdao m N my € uma reta

r. Considerando a posi¢ao do terceiro plano teremos trés casos possiveis:
1°: a reta r pertence ao plano w3 e assim m Ny N3 =1 (sistema indeterminado);
2 mNmy=s, maNmg=1sendor | s| t (sistema sem solugdo);

3 mNm3 =38, mNwg =t comrNsNt =P, onde P € um ponto (sistema determinado,

isto €, com uma tunica solugdo).

Figura 3.21: Planos concorrentes, dois a dois.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Agora estabeleceremos alguns resultados algébricos para solucionar sistemas 3 X 3 e
provaremos a Regra de Cramer.

Para isso, vamos denotar

amr + by + cz = dy
S=2< ax + by + cz = dy
asr + byy + c3z2 = d3

e suas denominadas matrizes dos coeficientes por:

aq b1 C1 dl b1 C1 aq d1 C1 aq b1 d1
A= as b2 Co A1: dg b2 Co A2: as dz Co A3: a9 bQ d2

az bs c3 ds bs c3 as ds c3 az bs ds

Proposicao 3.17 Se (z,y,2) € R® € uma solugio do sistema, entio
x-det A= det Ay, y-det A=det Ay e z-det A= det Az

Prova. Suponhamos que (z,y,z) € R é uma solugdo do sistema.

Temos que:
a1 x + bly +cz= dl
Qs + boy + coz = dy
aszr + b3y + c3z = d3
como

det A = a1bycs + bicaas + c1bsas — cibyas — byagcs — arbscsy
= ay(bacs — b3ca) — as(bics — c1bs) + az(bica — bacy)
x-det A = ajx(becs — bscg) — agw(bics — c1b3) + azx(bico — bacy) (1)
1solando os valores de a,x, asx e azx nas equacoes do sistema
ax =dy — by — 1z, agx = dy — boy — oz e agr = d3 — b3y — c3z (2)
substuindo (2) em (1) tem-se que:

xdet A = (dl—bly—ch) <b263—b3€2)—(d2—b2y—022) (b103—01b3)+(d3—b3y—632) (blCQ—bQCl)
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x-det A = dy(bacg — bscay) — do(bics — c1b3) + ds(brca — 1b2) — bybaesy + bibsesy + bobresy —
bycibay—b3bicay + cibabsl — cibacsZ + baesciZ + biescs? — coerbsZ — buescs? + cabacs?
zrdet A = dy(bacg — bsca) — da(bies — ¢1b3) + ds(bica — ¢1bo)
Assim,

z-det A=det A;

Repetindo o processo para as varidveis y e z, temos que y - det A = detAy e

z-det A = det As.

A sequir algumas consequéncias dessa proposicao.

Coroldrio 3.18 Se o sistema S tem solucao e det A = 0, entdo det Ay= det Ay=
det Ag =0.

Corolario 3.19 Se det A =0 e um dos valores det Ay, det Ay ou det As for diferente

de zero, entao o sistema S nao tem solucao.

Coroldario 3.20 Se o sistema tem mais de uma solugao, entdo det A = 0. Em outras

palavras, nos sistemas indeterminados tem-se que det A = 0.

Prova. Suponha (x,y,z) e (zo,Yo,20) duas solugoes distintas do sistema S. Usando a

proposicao 3.17 tem-se que
x-det A= det Ay, y-det A=det Ay e z-det A= det Az

xo-det A=det Ay, yo-det A= det Ay e zy-det A= det As

Dai, obtemos
(x —xo)det A=0, (y—yo)det A=0, (z—2p)det A=0

Como as solugoes sao distintas, teremos um dos valores x — xg, Yy — Yo 0U Z — 2

diferente de zero, portanto

det A=0

Coroldario 3.21 Se o sistema S tem solucdo e det A # 0, entdo a solucdo € unica e

dada por

. det A1 . det A2 . det A3
YTt A YT Tl AT C T det A
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Podemos agora enunciar a regra de Cramer, um dos métodos mais tradicionais para

resolver sistemas de equacoes lineares.

Proposicao 3.22 Regra de Cramer Seja S um sistema linear de 3 equagoes e 3

incognitas. Se det A # 0, entdo o sistema tem uma unica solug¢ao dada por

. det A1 . det A2 . det Ag
T det A YT da A °T det A

Prova. Suponha det A # 0. Substituindo os valores

. det A1 . det A2 . det A3
T det A YT da A CT det A

no sistema vemos que, de fato, ¢ uma solugao:

det A = a1b203 + b102a3 + clb3a2 - Clbgag - b1a203 — a1b302
det Al = d1b263 + b162d3 + Clbgdg - Clbgdg - b1d263 — d1b302
det AQ = a1d203 + d102a3 + Cldgag - Cldgag - d1a203 — CL1d3CQ

det A3 = a1b2d3 + b1d2a3 + d1b3a2 - dlbgag — b1a2d3 — a1b3d2

det Al . det A2 det A3

= tem-se que
det A’ y 1

tomando © = T A e Tl A

aldet Al + blth A2 + Cld€t A3
=
det A

det A(alx + bly + 612) = aldet Al + bldet AQ + Cldet A3 = a1d16203 +m+
ayerbads — ayerbsds — ajcabsdy — ayesdsby + byardsas — bidicoas + bierasds — bieodsa; —
bicsasdy + crarbsds + cibrbads + cidyasbs — c1dibras — cidobsa; — cidsasby =

d1 [a1b2C3 + b102a3 + Clagbg - (1,1C2b3 - bngCLQ — Clbgag]

x4+ by +cz =

portanto, det A(ayx + byy + c12) = (det A)dy e assim
o+ by + ez =dy

De modo andlogo, asx + by + caz = dy e azx + bsy + c3z = ds. Agora, pelo coroldrio

3.21, essa solugao € unica.

Resumindo o que foi estabelecido :

(1) Se det A # 0 entao o sistema € determinado( solugdo unica).
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(2) Se o sistema € indeterminado entdo det A = 0 e neste caso det Ay = det Ay= det Az =

0.

Observacao importante: Quando os J determinantes: det A, det Ai, det As,
det As, forem todos iguais a zero, nao podemos concluir que o sistema € indeterminado.
Esse € um erro comum nos livros diddticos, presumir que quando os quatro determinantes
sao0 iguais a zero o sistema € indeterminado.

Podemos ter um sistema sem solugao como no exemplo sequinte:

Exzemplo 3.23 Considere o sistema

r+y+z=1
r+y+z=2
rT+y+z=3

consideremos as matrizes dos coeficientes

111 111 111 111
A=1111 Ai=12 1 1 Ao=11 2 1 As=11 1 2
111 311 1 31 1 1 3

aqui temos os detA = 0, detA; = 0, detAs = 0 e detAs = 0, o sistema nao tem solugao

(3 planos paralelos).

Proposicao 3.24 Se det A =0, entdo o sistema € impossivel ou indeterminado.

Prova. Suponha det A = 0 e que o sistema tenha solugcao. Se os trés planos forem
coincidentes, entao o sistema € indeterminado. Vamos considerar entao o caso em que
dois dos planos sao distintos e portanto concorrentes.
Sem perda de generalidade, vamos supor que os planos Ty € w3 $Go0 concorrentes, por-
tanto ao menos um dos niumeros baocg — bzca, Coas — c3asq, asbs — azby € diferente de zero.
Seja (xo, Yo, 20) uma solugao do sistema.

Considere agora, com t € R,

r = X9+ t<b263 - bgCQ)
Yy = Yo+ t(caaz — czaz)
Z = Zy+ t(ang — ang)
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Substituindo x,y,z nas expressoes a1x + b1y + 12, asx + by + oz, asx + b3y + c32

obtemos
(1)
amr + by +cz =
ai(zo + t(bacs — b3ca)) + by (yo + t(caaz — c3a2)) + c1(20 + t(agbs — azby)) =
a120+b1yo+c1 20+t (arbacs—arbscat+bicaas—bicsas+crasbs—crasbs) = di+tdet A = dy
(2)
o + boy + oz =
ag(wo + t(bacs — bzez)) + ba(yo + t(caaz — czaz)) + cal20 + t(agbs — azbs)) =
asxo + bayo + cazo + t(agbacs — agbsca + bacoas — bacsag + caasbs — caagbs) = do+0 = dy
(3)
aszr + b3y + c3z =
az(wo + t(bacs — b3ca)) + b3(yo + t(caaz — c3a2)) + c3(20 + t(agbs — azby)) =
asxo+ bsyo + 320 + t(azbacs — azbsca + bycaas — bsczag + csasbs — csaghby) = dz+0 = ds
Portanto, qualquer ponto da reta
r = xo+ t(bycs — bscs)

y = Yo+ t(ceaz — czaz)
zZ = zy+ t(Gng — agbg)

€ solucao do sistema e portanto o sistema € indeterminado.
Corolario 3.25 O sistema S tem solugao unica se, e somente se, det A # 0.

Agora daremos alguns exemplos de solucoes de sistemas 3 x 3, usando os resultados

apresentados neste capitulo.

Exemplo 3.26 Ache o conjunto solucao do sistema, se existir:

20 4+y—22=6

1
— — :3
:L'+2y z

3r—Ty—2=28
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Considere as matrizes do sistema

2 1 -2 6 1 -2 2 6 —2 2 1 6
A=[1 3 1| A=(3 5 —-1|4A=]|13 -1]4=|1 i 3
3 -7 -1 8 -7 —1 38 —1 3 -7 8

como os det A =0, det Ay = 0, det Ay = 0 e det A3 = 0, temos que é impossivel ou

indeterminado
Os planos m = 20 +y — 22 = 6 e my = = + %y — 2z = 3 sao coincidentes pois
= % i = 2, portanto
5~ 1 —2 6 7

20+y—22=6
1 2v4+y—22=6 20 +y=22+6
T+ =y—z=3 <= —
2 3r—Ty—2=28 3r—Ty=2+8
3r—Ty—2=28

Como 2-7—1-3+#0, firando um niumero real z =t, pela regra de Cramer,

( dlbg — b1d3 b1€3 - bgCl 50 15
T = t=—+—=t
a1b3 - b1a3 CL1b3 - b1a3 17 17

ayds —agdy  agcy — ac 2 4
y = 143 31+ 3C1 13t:—+—t
albg—blag a1b3—61a3 17 17

z=t,t € R

a solucao é uma reta.

Figura 3.22: Reta solugao do sistema.

T =Ta

Fonte: Elaborada pela autora.



CAPITULO 3. SISTEMAS LINEARES COM TRES INCOGNITAS 58

Exemplo 3.27 Ache o conjunto solucao do sistema, se existir:

3r+2y —32=22
—xr+3y+2z=-14
x—4y —7z=30

Considere as matrizes dos coeficientes do sistema

3 2 =3 22 2 -3 322 -3 302 22
A=1-1 3 2 |A=|-14 3 2 [A=[-1 -14 2 |A=]|-1 3 -4
1 —4 =7 30 —4 -7 1 30 -7 1 -4 30

Odet A = —63+4—12+9—14+424 = =52, det A} = —462+120—168+270—196+176 =
—260, det Ay = 294+444+90—42—154—180 = 52 e det A3 = 270—28+88—66+60—168 =

156. Como o det A € diferente de zero, pela regra de Cramer

Cdet Ay —260

" . det A2 52 det A3 156
det A =52

TG A s YT uma T T

5, ¥y

Figura 3.23: Ponto P, tnica solucao do sistema.

Fonte: Elaborada pela autora.

Exemplo 3.28 Ache o conjunto solugcao do sistema, se existir:

r+y+z=1
2t —y+z=3
or +2y+42 =6
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Sejam as matrizes do sistema
1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1
A=12 -1 1| A4=[3 -1 1|A=|23 1[A=[2 -1 3
5 2 4 6 2 4 5 6 4 5 2 6

Os det A =0, det A; =0, det Ay =0 e det Az =0 temos que o sistema € impossivel

ou indeterminado.

Como os planos e mo sdo concorrentes, pois 1-(—1)—1-2 # 0 resolvemos o sistema

da sequinte maneira:
r+y+z=1 r+y=—-z+1
<~

20 —y+z2=3 20 —y=—2+3

Fizando um nimero real z =t, pela regra de Cramer temos que m Ny =17

( dlbz - bldg b102 — b201 4 2t
T = = — — —
(lez — blag Cl1b2 — blaz 3 3
= _ady —agdy  agey —agcy, 1 1t
N albg — blag a1b2 — b1a2 N 3 3
z=1t

\

4 1
Tomando por exemplo, t = 0 obtemos P = (5, —3 O) € m Nms.

4

Substituindo P = ( 0 | na equagao do plano w3, obtemos

ga_ga
4 1 18
5x+2y+4z:5-§+2-—§+4-023:6, portanto m Ny N3 = 1.

Figura 3.24: Reta solugao do sistema.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Exemplo 3.29 Ache o conjunto solucao do sistema, se existir:

204y — 2z = -2
rT—y+z=2
—xr—4y+32=0

Sejam as matrizes dos coeficientes do sistema

2 1 =2 -2 1 =2 2 -2 -2 2 1 -2
A=11 -1 1 |A=]12 -1 1 |A=]1 2 1 |A=]1 -1 2
-1 —4 3 0 —4 3 -1 0 3 -1 -4 0

Os det A =38, det Ay =8, det Ay = 16 e det A3 = 24, entao o sistema tem solugao

unica dada por

:detAl 8 1 :detAg_E:2eZ:d€tA3_2_4:3

detAzgz’y det A 8 det A 8

T

Figura 3.25: Ponto (), inica solucao do sistema.

T3

Fonte: Elaborada pela autora.



Capitulo 4

Escalonamento

Nos capitulos anteriores estudamos sistemas lineares 2 X 2, 2 X 3 e 3 X 3 e estabelecemos
resultados algébricos que correspondem as respectivas situagoes geométricas. A Regra de
Cramer que pode ser generalizada, para sistemas de n equacdoes com n incognitas e € um
dos métodos mais tradicionais para resolver sistemas lineares n X n.

A regra de Cramer tem a vantangem de fornecer explicitamente a solucao, no en-
tanto so pode ser aplicada quando o determinante do sistema ¢ diferente de zero. Além
disso, o custo operactonal € muito alto, por exemplo, no caso 3 X 3 temos que calcular 4
determinantes.

Nesse capitulo vamos resolver sistemas lineares m X n pelo método de escalonamento,
ja introduzido no capitulo 2 para sistemas com duas incognitas. Para fundamentacao

tedrica utilizamos as sequintes referéncias [1], [3] e [6].

4.1 Sistemas lineares de ordem m x n

Definicao 4.1 Um sistema linear de m equacgoes e n incognitas € um sistema do sequinte

tipo:
4
ajiry + Qexs + 0+ apT, = bl
as1r1 + Q9xs + -+ QopT, = b2
L Am1T1 + QX2 + 0 AT = bm
onde os coeficientes a;; e by sdo nimeros reais e x1, T, ..., Ty SA0 aS INCOGNILAS.

61



CAPITULO 4. ESCALONAMENTO 62

Uma solug¢do para o sistema € uma n-upla de nimeros reais (c1,co, -+ ,¢n) tal que
substituindo cada incognita x; por c;, todas as equagoes tornam-se verdadeiras.

Resolver um sistema significa encontrar todas as solugoes.

4.2 Transformacoes Elementares

O método do escalonamento para resolver sistemas lineares de m equagoes e n incognitas
consiste em aplicar respectivamente transformacoes elementares sobre o sistema, de modo
a ir obtendo sistemas equivalentes, até reduzir o sistema original a um sistema de fdcil

resolucao.

Definicao 4.2 Seja S um sistema de m equagoes e n incognitas. Por transformagoes

elementares do sistema entendemos como uma das sequintes transformagoes.

1) Trocar a posi¢ao relativa de duas equagoes do sistema.

2) Trocar uma equacgdo dada por outra obtida multiplicando ambos os membros da equa-

cao dada por um numero real nao nulo, denominado um multiplo da equagao.

3) Trocar uma equagdo pela soma membro a membro da prdpria equag¢do como um

maultiplo da outra.

Definicao 4.3 Dois sistemas de equacgoes lineares sao equivalentes se pudermos obter

um sistema do outro aplicando uma sequéncia finita de transformacoes elementares.

Assim, sistemas equivalentes possuem mesmo conjunto solucao.
As matrizes jd apareceram nos sistemas estudados anteriormente e agora daremos a

definicao formal de matriz.

Definicao 4.4 Dados m, n € N, definimos uma matriz real de ordem m por n (escreve-
se m x n), como uma tabela formada por nimeros reais distribuidos em m linhas e n

colunas. Estes numeros reais sao chamados entradas da matriz.

E usual indicarmos as entradas de uma matriz arbitrdria pelos simbolos a;;, onde o
indice i indica a linha e o indice j indica a coluna onde o a;j se encontra. Assim, uma

matriz m X n € representada por
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a1x Q2 -+ Qin

Q21 Q22 -+ Q2
A=

Am1  Am2 Amn

ou por A = (a;j)mxn-

Dado um sistema de equacgoes lineares

p
1121 + A12T2 + *++ + ATy = bl

a21T1 + A91 T + *++ + Aop Ty = b2

L Am1T1 + Q2o + - -+ ATy, = bn

Consideremos a matriz formada pelos seus coeficientes

ay a2 - A, by

Az Qg - Aoy b
A=

Am1  Am2 Amn bn

A matriz A € denominada matriz completa do sistema.

Assim, estabelecemos a correspondéncia:

(
1171 + ajpxe + -+ a1y, = by ayy a2 - Qi by
1T + a1 + -+ -+ ATy = by a1 Q@ - Gap by
<>
L Am1T1 + Qa2 + - - + App Ty = bn Am1  Am2 Amn bn
Indicaremos cada linha da matriz A por L; = (a;1 aip -+ G b;) para cada 1 < i < n.

Definicao 4.5 Seja A uma matriz m X n para cada 1 < i < n, denotemos por L; a
1-ésima linha de A. Definimos as transformacoes elementares nas linhas da matriz A

como uma das sequintes transformacoes.

1) Permutagdo de 2 linhas L; e L;, indicado por L; < L;;

2) Multiplica¢io de wma linha L; por um nimero real ¢ nao nulo, indicado por L; —

C'Lj,'
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3) Substituicdo de uma linha Ly, pela adi¢do desta mesma linha com ¢ vezes uma outra

linha Lj, indicado por Ly — L; +c- L;.

Definicao 4.6 Sejam A e B matrizes de ordem m X n. A matriz A € dita equivalente
por linhas a matriz B se B pode ser obtida de A pela aplicacdo sucessiva de wm nimero

finito de transformacades elementares sobre linhas.

Assim a nocdao de equivaléncia de matrizes por linhas corresponde a nocdao de equi-
valéncia de sistemas lineares quando se efetuam as respectivas transformacoes sobre as
equagoes. Observe que se A € equivalente por linha a uma matriz B entdo B € equivalente

por linhas a matriz A, jd que toda transformacao elementar sobre linhas € reversivel:

1
LZ'—)C'L1'—>—C¢:LZ‘
C
Li—=Li+c-Lj = (Li+c-Lj)+(—c)+j =L,

Como efetuar transformacaoes elementares sobre linhas da matriz ampliada do sistema
equivale a efetuar transformacoes elementares no sistema de equagoes, obtendo um sistema
equivalente ao sistema original, concluimos que:

Dois sistemas de equagoes lineares com matrizes ampliadas equivalentes tém o mesmo

conjunto solucao.

Exemplo 4.7 Tomando um sistema 3 X 3:

a1 x4+ by +cz =d Qs + boy + coz = dy a1 x4+ by +cz =d;
1) (1)

X +boy + oz =dy <=4 ax+by+ciz=d =4 azr+ b3y +c3z=ds
asx + by + c3z = d3 azr + b3y + c3z = d3 o + bay + oz = dy
x4+ by +crz=dy kaix 4+ kbyy + kei1z = kdy

(2)
asr +boy + oz =dy <~ Ao + boy + oz = da

asx + bgy +c3z2 = dg asxr + bgy +c32 = d3

Ao + be 4+ ez = dy & kasx + kbgy + kcaz = kds
a1r + bly +cz=dy & ax + bly + 12 + kase + kay + key =d; + kds
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ax+ by +cz=d; (a1 + kag)x + (by + kbo)y + (co + kea)z = dy + kdy
(3)
s + boy + coz = dy = s + boy + coz = dy

asr + b3y + c3z = d3 asr + b3y + c3z = ds
Considerando a matriz completa do sistema
a1 x + bly +c1z = d1 ay bl C1 d1

o + bgy + oz = d2 <~ a9 b2 Co dg

asr + b3y +c3z = d3 as bg C3 d3

ap by ¢ d
ay by c dy

a3 by c3 ds

Temos as correspondentes transformacoes elementares por linha.

1) Permuta¢ao das linhas Ly, Ly e Lz indicada por Ly <> Ly e Ly <> L3

Neste caso,

a b1 C1 d1 as b2 Co d2
ay by co do Llﬁ)LQ ap by ¢ dy
as bg C3 dg as bg C3 dg
aq bl C1 d1 as bg C3 dg
as bg Co dQ Llﬁ)L3 as b2 Co d3
as bg C3 dg a1 bl C1 dl

representam as transformacoes elementares do sistema

( (

ar + by +crz=dy s 4 boy + coz = dy

asx +boy + oz =dy = x4+ by + iz =d;
\ asx + by + c3z = ds \ aszr + b3y + c3z = d3
( (

a1+ by + 1z =dy asx + b3y + c3z = d3

s + boy + oz =dy = asx + boy + coz = dy
| asr + by + c3z = ds \ ar+ by +ciz=d

2) Multiplica¢ao de wma linha Ly, Ly ou Ls por um nimero real k # 0.
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Neste caso,
aq bl C1 dl kal l{bl kCl k‘dl
(05} bQ Co d2 ki)l (05} bg Cy dg
as b3 C3 d3 as bg C3 d3
ou
ap by ¢ dy a b1 o dy
a9 b2 Co dg k_>l/3 a9 b2 Co dQ
as bg C3 dg k’ag l{'bg kCg k‘dg
representam, respectivamente as tranformacoes elementares do sistema
4 (
a1+ by +crz=dy kaix + kbyy + kc1z = kd,y
asT +boy + coz =dy = s + boy + coz = dy
\ aszr + b3y + c3z = ds \ asx + by + c3z = d3
( (
a1+ by +ciz=dy amr+ by +ciz=d
s +boy + oz =dy = s + boy + coz = dy
| asz + bsy + c32 = d3 \ kasx + kbsy + kcsz = kds
3) Substituicdo de uma linha pela adi¢ao desta mesma linha com a outra linha mul-
tiplicada por um nimero real k # 0.
Neste caso,
a by o 4 ay + kay by +kby ¢ +key di + kdy
Li—Li+kL
az by co dy 1_>#+ ’ ag ba Co dy
az b3 c3 d3 as bs C3 d3
ou
aq b1 C1 dl aq b1 C1 dl
. otk
a9 b2 Co d2 La*g—‘r b2 a9 b2 Co dg
az by c3 dj az + kay bs + kby c3+key ds+ kdy

representam, respectivamente as tranformacoes elementares do sistema
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ax+ by +cz=d; (a1 + kag)x + (by + kbo)y + (1 + keo)z = dy + kdy
asT + boy + coz =dy = s + boy + coz = dy
| sz + bsy + c3z = dj asr + b3y + c3z = d3
§
a1+ by +crz=dy a1+ by +crz=dy
s +boy + coz =dy = s + boy + coz = dy
| asT + b3y + c3z = ds (ag + kag)x + (bs + kby)y + (c3 + keo)z = d3 + kds

4.3 Forma Escalonada

Nesta segao mostraremos que toda matriz pode ser transformada por meio de uma sequén-
cia de transformagoes elementares sobre linhas numa matriz em uma forma muito espe-

cial, a forma escalonada, que serd utilizada para resolver sistemas lineares.

Definicao 4.8 Uma matriz m X n serd dita estar na forma escalonada se for nula, ou

Se!

1. O primeiro elemento nao nulo de cada linha nao nula € 1;

2. Cada coluna que contém o primeiro elemento nao nulo de alguma linha tem todos os

seus outros elementos iguais a zero;
3. Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nao nulas;

4. Se Ly,---,L, sao as linhas nao nulas, e se o primeiro elemento nao nulo da linha

L; ocorre na coluna k; , entdo ky < ko < --- < ky.[6]

Exemplo 4.9 Sejam as matrizes

1 30 2 10 0 0 03 1
A=10012], B=101-301]e C=|10 -1
0000 00 1 0 00 0

A matriz A estd na forma escalonada, pois todas as condi¢des da defini¢cao anterior
sao satisfeitas, mas as matrizes B e C' nao estao na forma escalonada, pois a matriz B
nao satisfaz a condicao 2, enquanto a matriz C nao satisfaz as condigoes 1 e 4.

Apresentaremos um algoritmo que transforma uma matriz qualquer nao nula numa

matriz equivalente na forma escalonada. Assim ao reduzir a matriz ampliada relacionada
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a um sistema a forma escalonada, encontramos um sistema equivalente ao sistema dado
em uma forma mais simples.

Considere uma matriz nao nula de ordem m X n, A = (a;;j)mxn-

1° passo: Seja ki a primeira coluna da matriz dada com algum elemento nao nulo.
Troque as linhas entre st de modo que esse elemento nao nulo apareca na primeira linha,
isto €, de modo que na nova matriz ag, # 0.

2° passo: Para cada v > 1, realize a transformagao

a-ki
Li — L,L — l—Ll
Ak,

Repita os passos 1 e 2 na matriz assim obtida, ignorando a primeira linha. Novamente,
repita 0s passos 1 e 2 nessa nova matriz, ignorando as duas primeiras linhas e assim por
diante, até alcancar a ultima linha nao nula.

3 passo: Se Ly,---,L, sao as linhas nao nulas da matriz obtida apds terminar o
processo acima e se k; € a coluna na qual aparece o primeiro elemento nao nulo a;,, da
linha L;, aplique as transformacoes

1 :
L; — al}i, para todo 1 < i < p.
1

4° passo: Realize na matriz obtida até entao as transformagoes
Ll—>Ll—alkiLi, lzl, st — 1.

para v = 2, em sequida para i = 3, e assim por diante, até i = p. Dessa forma, obteremos
uma matriz na forma escalonada que € equivalente por linhas a matriz dada.

Chegamos assim ao sequinte resultado:
Teorema 4.10 Toda matriz é equivalente a uma matriz na foma escalonada.

Observagao: Fxiste uma unica matriz na forma escalonada equivalente por linhas a

uma matriz dada. A demonstracdo deste resultado pode ser vista na referéncia [6].

1 2 -3 4
Exemplo 4.11 Amatriz| 0 3 6 9 ¢ transformada numa matriz na forma es-
00 =2 12

calonada com a sequinte sequéncia de transformagoes sobre suas linhas:
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1 2 -3 4 12 -3 4 10 -7 —2
03 6 o |01 2 5 [P o 5 |
00 —2 12 00 —2 12 00 —2 12

1 0 -7 -2 10 -7 —2 100 —d4

01 2 3 |PTER o1 2 g |3 bzl 15

00 1 -6 00 1 -6 001 —6

Agora vamos trabalhar com os exemplos do capitulo 3 usando o método de escalona-

mento.

Exemplo 4.12 Resolva o sistema a sequir:

20 4+y—22=6
1

x+§y—z:3

3r —Ty—2=28

Solucao: Considere a matriz completa do sistema

2 1 -26
1 3 -13
3 -7 -1 38

sejam Ly, Lo e Ls a primeira, a sequnda e a terceira linha da matriz respectivamente,

usando o método de escalonamento, temos que

2 1 -2 6 1 4 -13 1 L -13

1L s | M2 0 26 |0 o0 0 0 |

3 -7 -18 3 -7 -18 3 -7 -138

1 1 -1 3 1 5 -1 3 13 -1 3
Ly——21L Li——

00 o0 o |0 -—u o9 g |7 -4z |7

e}
|
J
1=
[\
|
—
S
S
S
(e
(e
S
(e
(@)
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15 50
4 2
00 0 O

sendo que esta ultima matriz € a matriz ampliada do sistema,

1550
YTt T 1

42
Y= 17"~ 17

como o sistema escalonado tem mesmo conjunto solugao do sistema original, a inter-
secao desses planos € uma reta, que foi exibida no exemplo 3.26, portanto o sistema €

mndeterminado.

Exemplo 4.13 Resolva o sistema a sequir

3+ 2y — 3z =22
—xr+3y+2z=-14
xr—4y — 72 =30

Solucao: Considere a matriz completa do sistema

3 2 =3 22
-1 3 2 -14
1 -4 -7 30

sejam Ly, Ly e Ls a primeira, a sequnda e a terceira linha da matriz respectivamente,

usando o método de escalonamento, temos que

3 2 _3 929 1 —4 —7 30 1 —4 —7 30
1 03 2 14 | MR 21 03 2 g | MPEET 0 21 25 16
1 —4 -7 30 3 2 _—3 29 3 2 -3 22
1 —4 —7 30 1 —4 —7 30
L3—>L_3—>3L1 0 _1 _5 16 LQ:LQ 0 1 5 —16 L3—>£&>-4L2 L3—>Li—>14L2

0 14 18 —68 0 14 18 —68
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10 13 -34 10 13 —34 100 5
01 5 —16 | TEEM | 01 5 —1p | PR B2l gy g
00 —52 156 00 1 -3 001 -3

sendo que esta ultima matriz € a matriz ampliada do sistema linear

rT=295
y=-1
z2=-3
Esse sistema escalonado possui solucao unica, dada por z = —3, y = —1 e x = 5,

como vimos no exemplo 3.27.

Exemplo 4.14 Resolvamos o sistema a sequir

r+y+z=1
2r—y+2=3
br +2y+42 =6

Solucao: Considere a matriz completa do sistema

1 1 11
2 -1 1 3
5 2 46

sejam Ly, Lo e Ls a primeira, a sequnda e a terceira linha da matriz respectivamente,

usando o método de escalonamento, temos que

1 1 11 11 11 b
o 113 |0 3 11 [ PEP 0 -3 11
5 2 46 5 2 4 6 0 =3 —-11
11 1 1 103 3
e T )
0 -3 -1 1 000 0

sendo que esta ulttma matriz € a matriz ampliada do sistema linear
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L2, 4
T4 -z=-
3773
1 1

— = ——
T3 3

como o sistema escalonado tem mesmo conjunto solucao do sistema original, a interse¢ao
dos planos m Ny N3 € uma reta, que for exibida no exemplo 3.28, portanto o sistema é

mdetermindo.

Exemplo 4.15 Resolvamos o sequinte sistema
20 +y —2z= -2
T—y+z=2
—r—4y+32=0

Solucao: Considere a matriz completa do sistema

2 1 =2 =2
1 -1 1 2
-1 -4 3 0
sejam Ly, Lo e Ls a primeira, a sequnda e a terceira linha da matriz respectivamente,

usando o método de escalonamento, temos que

2 1 -2 -2 1 -1 1 2 1 -1 1 2
(S L B I e I T N R e e Y B R
-1 -4 3 0 -1 -4 3 0 0 -5 4 2
1 -1 1 2 10 -2 0
L2_>%L2 0 1 _g _9 Li—Li+La L3—L3+5L2 01 _431 _9 Ly——3Ls
0 -5 4 2 00 —% -8
10 —3 0 1001
Lo—Ly+3Ls Li—Li+iLs
01 —3 -2 — — 010 2
00 1 3 0013

sendo que esta ultima matriz € a matriz ampliada do sistema linear
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Portanto a solucdo desse sistema € unica dada por x =1, y =2 e z = 3, encontrada
no exemplo 3.29.
Finalizando vamos usar o método de escalonamento para resolver um sistema de quatro

equacgoes com quatro incognitas, pois esse método € valido para sistemas de ordem m x n.

Exemplo 4.16 Resolva o sequinte sistema

e

20 —y —2—2t =3
THy+z+t=2
3r+2y+4z+t=11

—r—y—z+2t=-8

\

Solucao: Considere a matriz completa do sistema

2 -1 -1 =2 3

-1 -1 -1 2 =8

sejam Ly, Lo, L3 e Ly a primeira, sequnda, terceira e quarta linha da matriz respectiva-

mente, usando o método de escalonamento, temos

2 -1 -1 -2 3 1 1 1 1 2
o111 2 e | 2 -0 -1 =203 | e e
3 2 4 1 11 3 2 4 1 11
-1 -1 -1 2 =8 -1 -1 -1 2 =8
1 1 1 1 2 1 1 1 1 2
L4—>L_4>+L1 0 _3 _3 _4 _1 LQH—Lg 0 1 _1 2 _5 L1—>L1—L2
0o -1 1 -2 5 0 -3 -3 —4 -1
o 0 0 3 —6 o 0 0 3 -6
10 2 -1 7 10 2 -1 7
Ls—L3+3Lo 01 -1 2 -5 Ly3——114 01 -1 2 -5 L1—L1—2L3
= =5
00 -6 2 16 00 1 —3 &
00 0 3 -6 00 0 3 -6
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1 5 1 5
LQ%_Q;FLS 0 1 0 gl —8§ L4—>_%>L4 O 1 0 gl —Sg Llﬁg_%Lzl
000 3 -6 000 1 =2
1 00 0 1
LzﬁszgLAL L3~>L3+%L4 01 00 1
— —
0010 2
0001 =2

sendo que esta ultima matriz € a matriz ampliada do sistema linear

r=1
y=1
z=2
t=-2

Portanto esse sistema possui unica solugao, dada port= -2, 2=2, y=1ex=1.



Conclusao

Neste trabalho, ao escolhermos um conteido do ensino médio, pudemos confirmar a
mmportancia do estudo continuado, mesmo o assunto sendo basico e ter sido apresentado
por vdrios autores sempre podemos escolher uma nova organizacdo que, na NOSsa Visao,
ajudard no entendimento.

A educagao continuada possibilita o surgimento de novas ideias que contribuirdo para
o melhoramento do ensino. Um professor com uma boa formacao consequird analisar o
material disponivel e fard escolhas adequadas para a melhoria das suas aulas.

Neste sentido, esperamos que essa dissertacao possa ser utilizada pelo professor do

ensino médio.
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