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“However difficult life may seem,

there is always something you can do and succeed at.
Where there’s life, there’s hope.”
Stephen Hawking
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Resumo

Condensados de Bose-Einstein sdo sistemas macroscépicos excelentes para a observacdo do
comportamento quantico da matéria. Desde sua realizacdo experimental em gases atomicos
fracamente interagentes, aprisionados por potenciais externos, diversos fenémenos nao linea-
res relacionados a esse sistema foram intensamente explorados. Nesta tese, nds investigamos a
estabilidade de sélitons de ondas de matéria em condensados de Bose-Einstein com interagoes
interatdmicas atrativas, confinados pelo potencial hiperbélico de Poschl-Teller esfericamente si-
métrico. Para este propésito, utilizamos a equacdo de Gross-Pitaevskii, dentro do escopo da
teoria de campo médio, para descrever o condensado de Bose-Einstein. Com o intuito de resol-
ver a equagdo de Gross-Pitaevskii, utilizamos duas abordagens distintas: uma analitica (método
variacional) e outra numérica (método split-step Crank-Nicolson). Em ambas abordagens, uti-
lizamos a fungdo secante-tangente hiperbdlica para descrever a funcdo de onda macroscépica
referente ao condensado de Bose-Einstein. Os resultados, por intermédio do critério Vakhitov-
Kolokov, previram a estabilidade de sélitons tridimensionais e, ademais, predizeram o compor-
tamento do niimero critico de d&tomos em funcdo do comprimento de espalhamento interato-
mico. Na perspectiva de eventuais aplicagdes, acreditamos que os resultados obtidos podem
ser relevantes no &mbito da 6ptica ndo linear e da fisica da matéria condensada.

Palavras-chave: condensados de Bose-Einstein; equagao de Gross-Pitaevskii; potencial de Péschl-

Teller; solitons de ondas de matéria; método variacional; método numeérico.



Abstract

Bose-Einstein condensates are excellent macroscopic systems for observing the quantum beha-
vior of matter. Since its experimental performance in weakly interacting atomic gases, trapped
by external potentials, several non-linear phenomena related to this system have been intensi-
vely explored. In this thesis, we investigate the stability of matter-wave solitons in Bose-Einstein
condensates with attractive interatomic interactions, confined by the spherically symmetrical
Poschl-Teller potential. For this purpose, we use the Gross-Pitaevskii equation, within the scope
of the mean-field theory, to describe the Bose-Einstein condensate. In order to solve the Gross-
Pitaevskii equation, we used two different approaches: one analytical (variational method) and
the other numeric (split-step Crank-Nicolson method). In both approaches, we use the hyper-
bolic secant-tangent function to describe the macroscopic wave function for the Bose-Einstein
condensate. The results, using the Vakhitov-Kolokov criterion, predicted the stability of three-
dimensional solitons and, in addition, they predicted the behavior of the critical number of
atoms as a function of the interatomic scattering length. From the perspective of possible appli-
cations, we believe that the results obtained may be relevant in the context of nonlinear optics
and condensed matter physics.

Keywords: Bose-Einstein condensates; Gross-Pitaevskii equation; Poschl-Teller potential; matter-

wave solitons; variational method; numerical method.
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Abreviagoes

1D - unidimensional

3D - tridimensional

CBE - condensado de Bose-Einstein
EGP - equacdo de Gross-Pitaevskii

PPT - potencial de Poschl-Teller

ESL - equacdo de Schrodinger (linear)
ESNL - equagdo de Schrodinger nao linear
ELS - equacdo de Lippmann-Schwinger
VK - Vakhitov-Kolokov

TCM - teoria de campo médio

SSCN - split-step Crank-Nicolson

dB - de Broglie

PAL - polinémios associados de Legendre



Notacoes

Coordenadas cartesianas

vetor posigdo: r = (z,y, 2)
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0? 0? 0
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Laplaciano: V* = p) + 0 + 53

Coordenadas esféricas

vetor posigao: r = (1,0, ¢)
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Constantes fundamentais

constante de Boltzmann: kg = 1.38 x 1072 J/K

constante reduzida de Planck: A = 1.05 x 10734 J - s

raio de Bohr: ay = 0.053 nm



Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacdo e objetivos

O advento da condensagdo de Bose-Einstein abriu o caminho para uma melhor compreensao
do comportamento dindmico de atomos ultrafrios confinados por potenciais externos [[I, 2, B].
As propriedades dindmicas e estdticas dos condensados de Bose-Einstein (CBE) diluidos e fra-
camente interagentes no regime de temperaturas ultrafrias podem ser descritas por meio de uma
teoria de campo médio (TCM) [#], resultando em um modelo regido pela equagdo de Gross-
Pitaevskii (EGP) [B, B]. A EGP é a equagdo de Schrodinger (ESL) acrescida de um termo nédo
linear referente as interagdes interatémicas [/].

Os primeiros CBEs foram produzidos por meio de armadilhas magnéticas, que podem ser
descritas por potenciais parabdlicos/harménicos [8, 9, [0, I, 12]. No entanto, existem outros
tipos de armadilhas que sdo usadas em confinamento de 4tomos ultrafrios. Dentre os potenci-
ais de aprisionamento utilizadas em CBEs, podemos citar os potenciais periédicos [I3, 4, 15]
conhecidos como redes 6pticas [[I6]. Uma vez que as configuragdes das redes Opticas sdo seme-
lhantes aos arranjos geométricos de dtomos em sélidos cristalinos, elas podem ser usadas para
estudar o comportamento atdmico em um ambiente altamente controlado. Assim, os atomos
ultrafrios presentes na rede 6ptica tornam-se um ambiente perfeito para a investigacdo de feno-
menos ndo lineares relacionados a fisica do estado sélido [17]. Também existe a possibilidade de
que armadilhas magnéticas e/ou dpticas possam ser combinadas experimentalmente em con-
junto ou com outros potenciais, como por exemplo, o potencial de pogo-duplo [I8, 9, 20, 271].

Embora existam diversos trabalhos referentes ao confinamento de a&tomos ultrafrios por meio
dos potenciais externos mencionados acima, é interessante, do ponto de vista tedrico e experi-
mental, investigar propriedades dos CBEs confinados por outros potenciais externos. De fato,
trabalhos que propuseram, por exemplo, potenciais de confinamento hiperbélicos sao limitados.
Entretanto, o potencial de Poschl-Teller (PPT) [22] — potencial hiperbélico — vem despertando

11



Capitulo 1. Introdugdo

interesse dentro do contexto da condensacao de Bose-Einstein. Sarath et al [?3] investigaram te-
oricamente algumas caracteristicas peculiares do PPT generalizado como um potencial de apri-
sionamento em CBEs ndo interagentes constituidos por dtomos de *K. Nath et al [?4] realiza-
ram estudos tedricos sobre a dindmica de CBEs unidimensionais (1D) aprisionados pelo PPT.
Miick et al [25] propuseram um estudo de buracos negros descritos como um CBE de gravitons
aprisionados pelo PPT através da equacado de Klein-Gordon.

Recentemente, Kundu et al [?6] contribuiram para o campo das Rogue waves, fornecendo um
modelo analitico exato da condensacdo de Bose-Einstein acoplada, sujeita ao PPT; Priyam et al
[27] investigaram os efeitos da intera¢do luz-matéria no caso onde dois pulsos de laser contra-
propagantes e ortogonalmente polarizados incidiram sobre um CBE. Os efeitos das interagdes
luz-matéria e d&tomo-dtomo foram estudados na regido estavel através da dispersdo atomica,
revelando a assinatura da formagao de estado ligado quando o potencial 6ptico é do tipo Péschl-
Teller; Borisenko et al [28] observaram evidéncias diretas (experimentais) acerca da estabilidade
espacial de CBEs de magnons confinados por um potencial de aprisionamento aparentemente
similar ao PPT.

Além disso, em qualquer configuragdo experimental, verifica-se que os potenciais de aprisi-
onamento realistas sdo, de fato, finitos nas bordas da armadilha. Assim, potenciais de aprisiona-
mento podem ser descritos por potenciais finitos do tipo Poschl-Teller [29], o que nos motivou
fortemente a investigar, do ponto de vista tedrico, a possibilidade de se criar CBEs estaveis con-
tinados pelo PPT. Ademais, o PPT é um potencial 6ptico, isto é, pode ser criado e manipulado
através de lasers [B0].

Portanto, propomos nesta tese um estudo sobre a existéncia e estabilidade de sélitons de
ondas de matéria em CBEs com interagdes interatomicas atrativas, aprisionados pelo PPT esfe-
ricamente simétrico. Optamos por investigar CBEs atrativos devido ao fato de que nesse regime
o CBE pode eventualmente colapsar. Utilizamos a EGP, dentro do escopo da TCM, para descre-
ver o CBE. Com o intuito de resolver a EGP, utilizamos duas abordagens distintas: uma analitica
(método variacional) [BT, B2] e outra numérica (método split-step Crank-Nicolson) [B3, B4]. Em
ambas abordagens, utilizamos a fun¢do secante-tangente hiperbdlica para descrever a fun¢do de
onda macroscopica referente ao CBE. A estabilidade foi analisada através do critério Vakhitov-
Kolokov (VK) [B5, B6] comparando os resultados variacionais com os resultados numéricos.

Esta tese estd dividida como se segue. No Capitulo [ é apresentada uma breve revisao so-
bre Mecanica Quantica e Mecanica Estatistica. No Capitulo @ é apresentada a derivagdo da EGP,
além de uma breve discussdo sobre o comprimento de espalhamento d&tomo-dtomo e ressonancia
de Feshbach. Em seguida, apresentamos a solucdo analitica da ESL sujeita ao PPT e as solugdes
exatas para s6litons da ESNL. Finalmente, é feita uma breve discussado sobre o critério VK. No

Capitulo B sdo apresentados os métodos analiticos e numéricos empregados para a obtencao da
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Capitulo 1. Introdugdo

solucdo da EGP, proposta nesta tese. Os resultados deste trabalho sdo discutidos no Capitulo .
Inicialmente sdo exibidos os resultados variacionais e numéricos relativos ao ntimero critico de
atomos (diagrama de estabilidade), potencial quimico, energia por d&tomo e raio quadratico mé-
dio para um CBE atrativo. A estabilidade do CBE é discutida através do critério VK e comparada
com os resultados numéricos provenientes da evolugdo temporal (propagagdo imagindria) dos
sOlitons. A conclusdo e as consideracdes finais deste trabalho se d4 no Capitulo B, onde é feita
uma discussao final acerca dos resultados e das perspectivas no estudo de sélitons de ondas
de matéria em CBEs aprisionados pelo PPT. Estudos mais detalhados sobre a solu¢dao da ESL
sujeita ao PPT, formulagdo do método variacional e o desenvolvimento dos métodos numéricos
estdo presentes no Apéndice (B).

1.2 Mecanica Quantica

1.2.1 Comutadores e o principio da incerteza de Heisenberg

Na Mecénica Quéntica, um operador é um objeto que atua sobre um estado do sistema para
fornecer um valor, ou até mesmo alterar o estado. Os operadores sdo frequentemente denotados
pelo simbolo ( ) acima das letras que os representam. Para dois operadores A e B, o comutador
é definido como

[A, B} — AB - BA, (1.1)
que nos diz se os dois operadores comutam. Se essa quantidade for zero para dois observaveis
A e B, entdo podemos medi-los simultaneamente; caso contrario, estamos limitados a quanta
informagado podemos saber sobre cada um deles em qualquer momento. Na Mecanica Quéantica,
o principio da incerteza nos d4 um limite para a quantidade de informacdes que podemos saber
sobre um sistema em um determinado momento. Se tivermos duas grandezas complementares,
por exemplo a posicdo x e momento p de uma particula em uma dimensdo, entdo temos um

limite inferior na precisdo para o qual podemos realmente saber os valores de cada grandeza

simultaneamente. Matematicamente, isso é expresso por

AzAp > g, (1.2)

onde £/ é a constante de Planck reduzida. Similarmente, pode-se dizer que os operadores % e p

ndo comutam: [z, p] # 0. De uma forma geral, o principio da incerteza generalizado afirma que:

o> (5 ([4.5])) (13)

13



Capitulo 1. Introdugdo

onde 0% = ((AA)*) e 0% = ((AB)?).

1.2.2 A fun¢do de onda e a fase

Ao considerarmos uma particula descrita pela Mecanica Classica, basta descrevermos sua
posicdo r e momento p que prevemos sua evoluc¢do usando as leis de Newton [37]. O mesmo
ndo pode ser dito para particulas quanticas. A Mecanica Qudntica nos diz que as particulas
sdo representadas por uma fungdo denominada fun¢do de onda V (r, ) que, em geral, é uma
fungdo complexa que depende da posicao r e do tempo ¢. Para uma tinica particula, define-se a
probabilidade P (r,t) para encontrar uma particula de acordo com

P(r,t) = | (r,t)]* dr. (1.4)

Entretanto, quando estamos considerando vérias particulas, a quantidade | ¥ (r, t)|* descreve

uma densidade de particulas p (r, ¢) via

p(r,t) = | (r,t), (1.5)

cuja integral em todo o espago R? resulta no namero total de particulas N:

/ | (r, ) dr = N. (1.6)

A fungdo de onda também contém propriedades relacionadas a fase dos sistemas. A fase
pode ser melhor explicada através de um exemplo [B8]. Se considerarmos um sistema de &4to-
mos com momentos de dipolo magnético, no qual o norte magnético de cada dtomo estiver
apontando em uma dire¢do aleatéria, conclui-se que o momento de dipolo magnético resul-
tante no sistema serd praticamente nulo. Nesse sistema, dizemos que essas particulas estao fora
de fase. No entanto, se tivermos um sistema com cada momento de dipolo magnético voltado
para a mesma direcdo, o momento de dipolo magnético resultante serd “fortemente magnético”
e as particulas estardo em fase.

Similarmente, quando resfriamos um gas quantico até alcancarmos a condensacdo de Bose-
Einstein [BY], as particulas passam por uma transigdo de fase de tal forma que elas acabam ficando
em fase. Caso uma particula seja perturbada nessa configuragdo, todas as outras reagem de
forma coletiva como se fossem uma tnica particula.

Podemos definir a fase tomando a definicdo da densidade de particulas dada pela Eq. IS5 e

reorganiza-la em termos da fun¢do de onda:

W (r,1) = \/p (1, e, (17)



Capitulo 1. Introdugdo

onde 7 (r,t) é a fase do sistema. Podemos reorganizar esta equa¢do usando a férmula de Euler
para ¢"*?) e separando as partes real R (V (r,t)) e imagindria S (VU (r, ¢)) da fungdo de onda para

se obter:

S (¥ (r’t))] . (1.8)

n (r,t) = arctan [m

1.2.3 Equacao de Schrodinger esfericamente simétrica

A equagdo de Schrodinger linear (ESL) para um sistema tridimensional (3D) é dada por

[40]:

ov h?
ih— = —— VU + VU 1.9
ot QmV + ’ (1.9)
onde
0? 0? 0?
2= 44— 1.1
Vv Ox? + Oy? + 072’ (110)
é o Laplaciano em coordenadas cartesianas, i* = —1 é a unidade imagindria, i = h/27 é a

constante de Planck reduzida e m é a massa da particula. O potencial V' = V (r,t) e a fun¢édo
de onda ¥V = V¥ (r,?) sdo fungdes da posicdo r = (z,vy, 2) e do tempo ¢t. A probabilidade de se
encontrar uma particula no volume infinitesimal dr = dxdydz é de |¥ (r,t)|” dr e a funcdo de

onda é normalizada a unidade:

/|\1/ (r,t)* dr = 1. (1.11)
Se o potencial é independente do tempo V' (r,t) — V (r), haverd um conjunto completo de
estados estaciondrios [B7],
W, (r,1) = by (r) e~ Fnt/0, (1.12)
nos quais a fun¢do de onda espacial 1, satisfaz a ESL independente do tempo:

- h—zv%p + Vi = Ey. (1.13)
2m

A solugdo geral para a ESL dependente do tempo é:

U(r,t) =Y cothy (r) e 0, (1.14)

n

onde os coeficientes ¢, sdo determinados pela fun¢ao de onda inicial ¥ (r, 0).
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Capitulo 1. Introdugdo

Zh

Figura 1.1: Sistema de coordenadas esféricas: raio r, dngulo polar § e 4ngulo azimutal ¢.
Geralmente, o potencial é uma funcdo apenas da distancia da origem, ou seja, um potencial

central V (r) — V (r). Nesse caso, é natural adotar coordenadas esféricas r = (r,6,¢). Em

coordenadas esféricas, o Laplaciano toma a seguinte forma:

(a0, L a0y (o
v ~2or \ or +ﬂsen(9)89 sin (6) o0 +7’2S6I12((9) 29% ) (1.15)

Assim, a ESL independente do tempo nos diz que:

R [10 (,0 1 o (. 0 1 o
" om [_0_ ( 5)  Zsen () 90 (Sm (6) @) T e (0) (a¢2>] Y+ VY =Ey. (116)
Buscando solugdes por meio do método da separagdo de variaveis:

¥ (r,0,0) = R(r)T(0,9), (1.17)

podemos inserir a Eq. 17 na Eq. T8, e ap6s algumas manipulagdes algébricas, obtemos:

(58 ()5} (e om0 ) b ()} 0

O primeiro termo depende somente da variavel radial r, considerando que o restante de-

pende apenas das varidveis angulares 6 e ¢; consequentemente, cada termo deve ser igual a

16



Capitulo 1. Introdugdo

uma constante / (I + 1):

sen (6) 00 (Sen () %) + sen? (6) (57&) =—l(I+1)T; (1.19)
dir <T2§) - QH_TTQ V-FElR=1(1+1)R. (1.20)

onde as Egs. [CT9 e 20 sdo denominadas de equacdo angular e equagédo radial, respectivamente.

1.2.3.1 Equacdo angular
A Eq. [CTY descreve a dependéncia ¢ em funcdo das varidveis angulares 6 e ¢. Supondo a
seguinte separacdo de varidveis:
T(0,0)=0(0)2(9), (1.21)

e substituindo a Eq. 2T na Eq. [CT9, encontramos:

{ésen () d% <Sen (0) %) 4+ 1(1 + 1) sen? (9)} + {%%} =0. (1.22)

O primeiro termo depende somente da varidvel angular polar ¢, considerando que o restante
depende apenas da varidvel angular azimutal ¢; consequentemente, cada termo deve ser igual

a uma constante m?:

sen (6) 4 sen (6) 9 +1(I+1)sen® () © = m*6; (1.23)
d do
d*® 5
A solugdo para a Eq. é simples:
® (¢) = e,

ondem =0,+1,+2,....
A solucdo para a Eq. 23 pode ser obtida analiticamente em termos dos polindmios associ-
ados de Legendre:

© (0) = APy, (cos (0)),

onde A é uma constante de normalizagdo e P, (cos (¢)) sdo os polindmios associados de Legen-
dre (PAL), definidos por:
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Capitulo 1. Introdugdo

m2 ((d\"
Bm@ﬁzu—§3/2QE) Ri(8) (1.25)
e P(§) sdo os polindmios de Legendre que podem ser obtidos por meio da férmula de Rodrigues:
_ 1 (aN sy
P& = 301 (d_§> (&-1). (1.26)

Observe que [ deve ser um nuimero inteiro ndo negativo para que a férmula de Rodrigues
faca sentido; além disso, se |m| > [, entdo a Eq. 253 diz que P, = 0. Para qualquer / dado,
entdo hd 2/ + 1 valores possiveis de m:

1=0,1,2,.... m=—l,—l+1,...,—1,0,1,...1—1,1. (1.27)

As fungdes de onda angulares normalizadas sdo chamadas de harmonicos esféricos [B7]:

T (6,6) = \/ e 8 - :Zigieimam(cosw», (1.28)

onde ¢ = (—1)" param > 0 e ¢ = 1 para m < 0. Os ntimeros qudnticos [ e m sdo chamados de

numero quantico azimutal e nimero quantico magnético, respectivamente.

1.2.3.2 Equacao radial

E importante destacar que a parte angular da funcdo de onda 7}, (6, ¢) é a mesma para todos
os potenciais esfericamente simétricos; a forma do potencial V' (r) afeta somente a parte radial
da func¢do de onda R (r), a qual é determinada pela Eq. T20:

d [ ,dR\ 2m , -
%<r%)—ﬁ7“ VB R=1(+1)R (1.29)

A Eq. 20 torna-se mais simples quando fazemos a seguinte mudanga de variavel:

u(r)=rR(r), (1.30)
tal que
drR 1 du
d [ ,dR d*u
5('@)‘%57 (1.32)

e, portanto,
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_h_QCZQ_u+Vu+h_2—l(l+1)
2m dr? 2m  r?

A Eq. 33 é chamada de equagdo radial; ela é praticamente indéntica a ESL-1D, mas o po-

u= Fu. (1.33)

tencial efetivo

R2I(I+1)

2 Y

Vep (r) =V (r) + (1.34)

2m

RERIER)Y)
2m 12

possui um termo adicional chamado de termo centrifugo e a condi¢do de normalizacdo

se transforma em

/ lu (r)|* dr = 1. (1.35)

1.3 Mecanica Estatistica Quantica

1.3.1 Gas ideal de b6sons

Na natureza, as particulas existem em duas categorias distintas definidas pelo seu spin (mo-
mento angular intrinseco da particula): bésons (particulas com spin inteiro, por exemplo, f6tons,
fénons, magnons, dtomos de *He) e férmions (particulas com spin semi-inteiro, por exemplo, elé-
trons, prétons, néutrons, atomos de *He). Os bdsons sdo ilimitados em sua capacidade de ocu-
par um unico estado de energia. Férmions, no entanto, sdo limitados a apenas uma particula
por estado devido ao principio de exclusio de Pauli [B7]. Assim, a condensacgdo de Bose-Einstein
ocorre para bésons, de modo que todas as particulas possam existir no mesmo estado e se com-
portarem como uma tinica particula.

\ A

f

CBE
mar de

Fermi

bosons ultrafrios férmions ultrafrios

Figura 1.2: Em cada diagrama as linhas horizontais representam os niveis de energia em uma armadilha harménica
simples. O diagrama a esquerda ilustra um sistema de bésons ndo interagentes em 7" = 0, ocupando o nivel de
mais baixa energia; e o diagrama a direita mostra o mesmo sistema constituido de férmions onde Ey € a energia de
Fermi. Figura adaptada de https://www.quantum-bits.org/.
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A Mecanica Estatistica é usada para descrever um sistema formado por um grande ntimero
de d&tomos, onde ndo é possivel determinar com precisdo a posi¢do e o momento de cada dtomo.
Na Mecéanica Estatistica Quantica, os bésons obedecem a estatistica de Bose-Einstein e os férmions,
a estatistica de Fermi-Dirac:

1
fBE (6) = ole—m)/ksT _ 1; (136)

1

frp (6) = —e(ffu)/kBT ek

As propriedades termodindmicas de uma gas ideal de bésons podem ser obtidas por meio

(1.37)

da grande fungdo de particao = (7, V, ) [&1]:
In=(T,V,p) = Zln 1—e (&= ”)}, (1.38)

onde § = 1/kgT, kp é a constante de Boltzmann, 7" é a temperatura de equilibrio do sistema,
V' é o volume do sistema, ¢; é a energia de um orbital j e ;1 é o potencial quimico descrevendo
a energia necessdria para adicionar ou remover particulas do sistema. A soma deve ser feita
sobre todos os estados de particula tinica. No limite termodinamico, a pressdo como fungdo da

temperatura e do potencial quimico é dada pela expressao:

A G

A partir da grande fungdo de parti¢do, podemos obter o valor esperado do nimero de ocu-
pacdo de bésons em um determinado estado com energia € é dado por:

1
(n;) = ole—m/ksT _ 1°

(1.40)

o ntimero termodinamico de particulas:

1
N = an Ze(% T T (141)

e a energia interna do sistema:

6>
U= 6= i1 (1.42)
j .

J
Assim, a medida que a energia do nosso sistema diminui, o niimero de particulas em um
nivel de energia mais baixo diverge. Isso significa que os bésons tém a capacidade de ocupar o

menor nivel de energia em grande ntiimero.
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E importante ressaltar que a Eq. 40 s6 tem validade para ¢ — 1 > 0, isto é, para um potencial
quimico estritamente negativo, i« < 0. De fato, como (n]> > 0, entdo

1 _
(n;) > 0= > 0= elo kel 51 o G701

oG- m/FeT _ | o VTG > (1.43)

ara todas as energias permitidas ;. Ou seja, para um g4as de bosons, o potencial quimico sem-
J

pre serd menor do que a energia.

1.3.2 A condensac¢ao de Bose-Einstein

A partir da Eq. 4T, podemos obter o potencial quimico ;1 em termos da temperatura 7T
e da densidade p = N/V. No limite classico, que funciona para altas temperaturas, pode-se

noo 1 [/ 2rnh2\*/? N 3
T In [7 (ka +1In v 5 In(7), (1.44)

onde v = 25 + 1 é a multiplicidade do spin. Portanto, para densidades fixas e temperaturas

demonstrar que [41]:

suficientemente altas, constata-se que o potencial quimico é negativo. Através de métodos nu-
méricos, para um determinado valor de densidade, pode-se obter as trés curvas esbogadas na
Fig. [[3 representando o potencial quimico em func¢do da temperatura no caso de férmions,

bdsons e particulas classicas livres.

,M/kBT A

~NY

Figura 1.3: Potencial quimico versus temperatura, a uma densidade fixa, para férmions, bésons e particulas classicas
livres. A linha continua indica o limite cldssico. A temperatura T, indica a condensacdo de Bose-Einstein. Figura
adaptada da Ref. [2T].
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Para temperaturas altas, as trés curvas sao idénticas. A medida que a temperatura diminui,
o potencial quimico dos férmions (ou das particulas classicas) pode se tornar positivo, mas o
potencial quimico dos bésons atinge o limite ;1 — 0, numa determinada temperatura critica 7,
e permanece no valor ;¢ = 0 para qualquer temperatura 7" < T,;;, dando origem ao fenémeno
da condensacdo de Bose-Eintein [42, BY].

Para calcular a tempratura critica 7, basta fazer ; = 0 na Eq. [LZ1. Utilizando o espectro
de energia de particulas livres confinadas no pogo infinito 3D

R2k?

= 14
= (1.45)

e notando que a soma pode ser tranformada numa integral convergente no limite termodina-

mico, temos:

0o k2
N = ﬂ/ dk, (1.46)
0

o 27T2 eh2k2/2kaTcrit _ 1

onde a mudanga de variavel

h2k2 V 2mk Tcri V 2mk Tcri
2TnkBT'crit h 2h
3/2

transforma a Eq. 46 em
o pl/2 mkpT et 3 3
= _— r{(-= — . 1.4
/o 1= [(27r4)1/3 h? (2) ‘ (2) (148)

onde [* %dz =1(s)((s),sendo! (s)afuncdo gamade Eulere ( (s) a fungao zeta de Riemann

(1.47)

3/2

o kaTcrit
p= (2743 2

[43]. Como I' (3/2) = /7/2, obtemos finalmente a temperatura critica:

Tcrit =

g 6] - (149)

que também é conhecida como a temperatura de Bose-Einstein.

No universo quantico, como mencionamos anteriormente, uma particula tem sua posicdo
exata ignorada, podendo estar em uma regido de espago com uma probabilidade que é deter-
minada por uma funcdo matematica do tipo pacote de onda. Quando ocorre a diminui¢do da
temperatura de um sistema, esses pacotes de ondas (cujo tamanho tipico é dado pelo compri-
mento de onda de de Broglie) aumentam de tamanho e comegam a se sobrepor, comportando-se

como uma onda gigante de matéria. O comprimento de onda térmico de de Broglie é:

| 2wh?
Mip = 1.50
dB kaTv ( )
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onde \gp x 1/ VT, ou seja, o comprimento de onda de de Broglie aumenta a medida que a
temperatura diminui.

(a) ()

N A ¥ SV T\

% |

Figura 1.4: Critério para condensacdo de Bose-Einstein . Em altas temperaturas (a), um gas fracamente interagente
pode ser tratado como um sistema de “bolas de bilhar”. Em uma descrigdo quantica simplificada, os &tomos podem
ser considerados como pacotes de ondas (b) com um tamanho de seu comprimento de onda de de Broglie, A4g.
Na temperatura de transi¢do, T’ = Tc, para o CBE, Aqp torna-se comparavel a distidncia entre os 4tomos e a
sobreposicao das ondas de matéria (c) toma a forma de um condensado. A medida que a temperatura se aproxima
de zero (d), a nuvem térmica desaparece dando origem a uma onda de matéria macroscépica, isto €, um CBE puro.
Figura adaptada da Ref. [&4].

E interessante enfatizar que usando a Eq. 49 em termos de \qg podemos escrever:

crit —

wﬂ{ p ]2/3‘

mkp §(3/2)
T ety )23, ~ 2.612. (1.51)
T— 21 h? L
ka /\(21]3 )

onde ¢ (3/2) ~ 2.612 [&3].

E importante destacar que para que a condensacdo de Bose-Einstein ocorra, essa relagdo deve
ser satisfeita. Percebe-se na Eq. [[L49 que para temperaturas criticas elevadas a densidade de
particulas também seré elevada, e é assim que se espera que sistemas como estrelas de néutrons
contenham CBEs porque tanto a densidade quanto a temperatura sdo muito maiores [38].

1.3.3 Realizacao experimental

Durante o ano de 1995, trés grupos de pesquisa, através de técnicas que combinam resfria-

mento com lasers, aprisionamento magnético de 4tomos e resfriamento evaporativo, consegui-
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ram reunir as condi¢des necessarias para a observagdo experimental da condensagdo de Bose-
Einstein em gases constituidos por atomos alcalinos [[1, 2, B].

No primeiro experimento [[1I], um CBE foi produzido em um vapor de 4tomos de 8"Rb que foi
confinado por campos magnéticos e resfriado por evaporagdo. A fracdo condensada apareceu
pela primeira vez perto de uma temperatura de 170 nK e uma densidade numérica de 2.5 x
10'? &tomos/cm? e pode ser preservada por mais de 15 segundos. Trés assinaturas primarias de
condensagdo de Bose-Einstein foram contempladas (Fig [C5).

No segundo experimento [2], evidéncias da condensacdo de Bose-Einstein em um gas de
atomos de "Li foram apresentadas. Os atomos foram confinados em uma armadilha magnética
e resfriados a laser a uma temperatura de 200 ¢K e foram entdo resfriados por evaporagdo a tem-
peraturas mais baixas. Para os dtomos de “Li, o comprimento de espalhamento das ondas s é
conhecido por ser negativo, correspondendo a uma intera¢do interatdmica atrativa. Anterior-
mente, previa-se que a condensagdo de Bose-Einstein ndo ocorreria em tal sistema.

No terceiro experimento [B], observaram a condensacao de Bose-Einstein de d4tomos de ?*Na.
Os dtomos foram aprisionados em uma armadilha que empregava forcas magnéticas e dpticas.
Os CBEs continham até 5 x 10° 4tomos em densidades superiores a 10'* 4tomos/cm?®. A assina-
tura marcante da condensacdo de Bose-Einstein foi o stibito aparecimento de uma distribuicdo
de velocidade bimodal abaixo da temperatura critica de ~ 2 uK. A distribuigdo consistiu de uma
distribuicdo térmica isotrépica e um nucleo eliptico atribuido a expansao de um CBE denso (Fig.
7).

Os sistemas com os quais vamos lidar nesta tese sdo CBEs constituidos por dtomos diluidos e
fracamente interagentes. O termo “diluidos” se refere a baixa densidade atdmica, o que significa
que necessitamos de baixas temperaturas. Uma caracteristica importante dos CBEs diluidos, que
usaremos praticamente em todo este trabalho, é que sua dindmica a temperatura nula pode ser

descrita pela denominada equagdo de Gross-Pitaevskii (EGP) [, #].
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Figura 1.5: Dados de distribuigdo de velocidade para um géas de d&tomos de ®"Rb [0]. Imagens de cores
falsas exibem a distribui¢do de velocidade da nuvem (A) logo antes do aparecimento do condensado,
(B) logo apds o aparecimento do condensado, e (C) apds a evaporagdo posterior, deixou uma amostra de
condensado quase puro. O padréo circular da fragdo ndo condensada (principalmente amarelo e verde)
é uma indicagdo de que a distribuicdo da velocidade é isotrépica, consistente com o equilibrio térmico.
A fragdo condensada (principalmente azul e branco) é eliptica, indicativo de que é uma distribuicao
altamente ndo térmica. O padrdo eliptico é, na verdade, uma imagem de uma tnica fun¢do de onda
quantica ocupada macroscopicamente.

(@ (b)

Figura 1.6: Observacao da condensacado de Bose-Einstein por imagem de absor¢ao [2]. (a) corresponde a
1.2 x 10° d&tomos em 590 nK, e (b) aos valores nominais de 2 x 10* 4&tomos em 100 nK. O halo em torno
do pico de absorc¢do visivel em (b) é atribuido a difragdo do CBE espacialmente localizado.

Figura 1.7: Observacdo da condensagdo de Bose-Einstein por imagem de absorgdo [B]. (a) é a distribuicdo
da velocidade de uma nuvem resfriada até logo acima do ponto de transicdo, (b) logo apds o condensado
aparecer, e (c) apos o resfriamento evaporativo posterior ter deixado um condensado quase puro. (b)
mostra a diferenca entre a distribui¢do térmica isotrépica e um ntcleo eliptico atribuido a expansao de
um condensado denso.
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Teoria de campo médio para condensados

de Bose-Einstein

2.1 Equacado de Gross-Pitaevskii

O Hamiltoniano de muitos corpos que descreve um sistema formado por N bésons intera-
gentes de massa m confinados por um potencial externo V.. (r) é dado na forma de sequnda

quantizagdo por

H= / O (r, ¢)H, (r)\i/(r,t)dr+% / / Ui (e, ) U (', ) Vi (x — 2O (x/, )0 (x, t)dr'de,  (2.1)

onde H, (r) = —%V2 + Vit (r) é o Hamiltoniano de uma tnica particula, Vi, (r —r’) é o potencial
de interagdo entre dois bésons (interagdo interatomica) e os operadores U(r,t) e Ul(r,t) sdo
os operadores de campo de aniquilagdo e criacdo de bésons, respectivamente. As rela¢des de

comutagdo para operadores bosonicos sdo [45]:

[Cp(r, 1), 0 t)] —0, (2.2)
[\iﬂ(r,t), iﬁ(f,t)} —0, (2.3)
[\f/(r,t), \iﬂ(r',t)] —5(r—1). (2.4)

Estamos trabalhando sob a suposigdo de um gas de bésons ultrafrios, diluido e com colisées

bindrias elasticas a baixa energia. Neste limite, o potencial interatdmico pode ser expresso por
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um potencial efetivo (potencial de contato) que é bem descrito por [46]:

Vine(r —1') = g3pd(r — 1), (2.5)

onde d(r — ') é a fun¢do delta de Dirac, definida como [ §(z — z¢)f(x)dz = f(xo), € gsp =
4wh*as/m é a constante de acoplamento (coeficiente de ndo linearidade) que define a intensi-
dade das interagdes interatdmicas. O pardmetro a, é o comprimento de espalhamento das ondas
s, que determina o tamanho das intera¢des interatdomicas, e é caracterizado pela espécie atomica.
Assim, substituindo a Eq. 23 na Eq. T, obtemos:

H= / Ut (r, t)Hy (r) U(r, t)dr + 937’3 U (e, t) U (r, £)U(x, £)U(x, t)dr, (2.6)

onde a dependéncia de r’ foi integrada através da fungdo delta de Dirac.
Por simplicidade, seja ¥ = U(r,t), UF = Ui(r,¢), ¥ = U(r',t), O = Ui(x', 1), Hy = Hy (r) e
H} = Hy (') de forma que a Eq. I8 seja reescrita como:

= / Wy + 22 / P, 2.7)

Com o intuito de determinar a equagdo que descreve a dindmica do CBE, usaremos a equacao
de Heisenberg [47]:

L
ih = [\11 } (2.8)
Definindo H = H + Q, com
= / ' Hyar, (2.9)
e
G="%0 / P b, (2.10)
a Eq. 8 se torna:
‘a\ij/_A/AA_A/A T A
ih _[\IJ,H+Q]_[\IJ,H}+[\1/,Q]. (2.11)

Calculando o comutador de ¥/ com 7:1, obtém-se:
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= H)U'. (2.12)

0.6 =g - g’
_ %0 / (905D — B ) dr
_ %o / (0107 — ) e
= &0 / (V90— B+ GG - ) G
_ QTD/ ([0, 9] &t 4 0t [0, 7]) Diar
= ggD/5(r — ) U Tdr
= gsp 0T U, (2.13)

Assim, substituindo as Eqs. T2 e T3 na Eq. IZT1], obtemos:

ih%\if (r',t) = Ho (¢) U (¢, 1) 4+ gspUT (', 1) T (', 1) U (r', 1) (2.14)

A Eq. ET4 descreve a dindmica de todo o campo. No entanto, queremos extrair informacdes
apenas sobre o condensado. Fazemos isso dividindo o operador de campo de Bose em duas
partes [48]:

U(r,t) =(r,t) +d(r, t), (2.15)

onde o operador i) (r, t) corresponde ao estado fundamental (4tomos condensados) e §(r, t) cor-
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responde aos estados excitados (dtomos ndo condensados/térmicos).

Na situagdo de temperaturas extremamente baixas, a presenca de uma grande quantidade de
bésons em um sé estado (estado condensado) permite que utilizemos a aproximagio de Bogoliubov
[29], que consiste em substituir os operadores de campo pelos campos classicos (funcdo de onda
macroscépica):

{900,000 | = {(e8), 97 (1)} (2.16)
Ao substituirmos a Eq. T3 na Eq. 6, obtemos:

ﬁ:/(w*JrST) H, (z/;+5) dr—l—g?’TD (zp*+5f) <¢*+ST) (w+$> (2/14—5) dr.  (2.17)

Agora, definindo H=H +¢', com

H = / (W + ST) Hy (1/} + 5) dr, (2.18)

G = 9371’ (zp* + 5*) <1/1* + 5*) (w + 5) (w + 5) dr, (2.19)

e desenvolvendo as Eqgs. T8 e ZT9, obtemos, respectivamente:

1 — / [0 ot + 0 Hob + 61 Hotp + 87 Fod | i, (2.20)

g == / T+ 0" [ 5+ (07 60+ (07)7 66 4+ 4731 (1) + 478106 + 478150 + 46165
ST P+ 8 [P 6+ 6Tt + 61 88 + §16T (1) + 618Twd + 51616y + 5*5*58] dr. (2.21)
Assim, a Eq. ZT7 pode ser reescrita como:

ﬁ:ﬁ1+ﬁ2+ﬁ3+ﬁ4+g5, (222)

onde
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i, :/ v By + L2 [y dr. (2.23)
m= [ 5 (ﬁo+g3D\¢!2)w+w* (Ho+gsp [01?) 6] dr. (2.24)
iy = / 5t <H0+293D ] ) 4 %D (5T5T (¥)* + (w*)%éﬂ dr, (2.25)
Hu=gun [ [078165+ 815160, (226)
Hs = g‘;D / 516185 dr. (2.27)

Aqui, cada termo H; é categorizado pela quantidade de operadores ¢ que cada um possui.
No regime de temperaturas ultrafrias (7' — 0), todas as particulas tendem a ficar no estado
condensado, de modo que o operador & possa ser ignorado. Esta é uma aproximacao valida
para T < T.; e quando o sistema é fracamente interagente”. Assim, ao tomarmos a equagéo
de Heisenberg (Eq. Z-4) e realizarmos a substituicdo W (r,t) — W (r,t), obtemos a equacio
Gross-Pitaevskii (EGP) [5, 6]:

h2

ih%\p (r,t) = [—Q—VQ + Vexe (v) + g3p [¥ (r,t)|2} U (r,t). (2.28)

Aqui, a densidade de energia em qualquer ponto no espaco é dada pela Eq. Z23. Assim, a
energia total do CBE, nesta aproximagao, é dada por:

_ h? 2 r 93D r
E_/[ VU (2, )% + Vi (1) | W (x,8)]> + 222 T (x, )|]d. (2.29)

Além disso, podemos extrair solugdes estaciondrias fazendo a seguinte substituicdo:

W (r,t) = (r)e /", (2.30)

onde ¢ (r) é o autoestado (fungdo de onda espacial) do sistema independente do tempo, e
é o potencial quimico, conforme estabelecido na distribui¢do de Bose-Einstein e definido por
p = 0E/ON. Assim, inserindo a Eq. na Eq. I78, obtemos a EGP independente do tempo:

T Ve (1) + g0 [ (D) | (1) = e (). (2.31)

!'E importante destacar que um sistema fracamente interagente pode ser definido quando a, < \qg[38]
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2.2 Comprimento de espalhamento

Como mencionado na Sec. 271, a EGP descreve um gés de bésons fracamente interagentes
(as < Agp) no qual sdo consideradas apenas as interagdes atomo-atomo. No contexto de &to-
mos ultrafrios, tal aproximacdo é razodvel uma vez que, experimentalmente, tais sistemas sdao
gases diluidos [29]. No centro de um CBE, a densidade é da ordem de 10'* — 10" atomos/cm?,
enquanto a densidade do ar sob condi¢des normais de temperatura e pressdo é da ordem de
10" atomos/cm?[60].

No dmbito da Mecanica Quantica, o problema de espalhamento de dois corpos pode ser
descrito pela equagdo de Lippmann-Schwinger (ELS) [51]. No caso de gases ultrafrios, as inte-
ragdes interatOmicas sdo tdo pequenas que apenas a contribui¢do das ondas s € relevante para
descrever o espalhamento.

Assim, em primeira ordem, a ELS pode ser descrita pela aproximacdo de Born na forma [52]:

m
as = W / ‘/jnt (I‘) dI‘, (232)

onde a; é o comprimento de espalhamento das ondas s, m = m;msy/ (m; + my) é a massa re-
duzida do sistema de duas particulas com massas m; e my, e Vi, (r) é o potencial de interagdo
entre as duas particulas. Para um gas de bésons idénticos de massa m, a expressao para a massa

reduzida torna-se m = m/2 e o potencial de interagdo pode ser descrito por Viy (r) = g3pd ().

Assim,
m
ag = A2 /93D5 (I') dr, (233)
e, portanto,
Arh%a,
93p = . (2.34)
m

Usualmente, o pardmetro g;p é conhecido como constante de acoplamento ou coeficiente de
ndo linearidade. Conforme descrito na Sec. L33, os primeiros CBEs atomicos foram realizados
experimentalmente em 1995 pelos laboratérios do JILA (Boulder-Colorado), RICE (Houston-
Texas) e MIT (Boston-Massachusetts), resfriando gases de 3"Rb, “Li e >*Na, respectivamente. Os
comprimentos de espalhamento destas espécies atdmicas foram [b3]: a, = 5,77 nm para ®'Rb,
as = —1,45nm para "Li e a; = 2, 75 nm para **Na.

2.3 Ressonancia de Feshbach

Através da Eq. 34, nota-se que o potencial interatdmico depende da magnitude do compri-
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mento de espalhamento entre os 4&tomos. Claramente, quanto menor o valor desse termo, mais
proximo do comportamento de um gés de bésons ideal o sistema estard. Se ¢ > 0 (a; > 0) a
interacdo entre os dtomos é repulsiva; enquanto que, para g < 0 (a; < 0), a interagdo € atrativa.
A manipulagdo do comprimento de espalhamento é de fundamental importancia para o estudo
das propriedades de CBEs, sendo esta realizada experimentalmente através do fendmeno de
ressonancia de Feshbach [b4].

A ressonancia de Feshbach ocorre quando a energia de um estado ligado £, de um potencial
interatomico Vs (também denominado de canal fechado) é igual a energia correspondente ao
espalhamento de dois dtomos (denominado de canal aberto). Considerando que os d&tomos no
canal aberto possuam momento magnético diferente daqueles no canal fechado, entdo a energia
de interacdo entre os &tomos espalhados, em relagdo a energia do canal fechado, pode ser ajus-
tada por parametros externos tais como campo magnéticos ou através de métodos de controle
6ptico [B2]. A Fig. Pl ilustra as posi¢des relativas entre as curvas dos canais aberto e fechado.

A
Energia canal fechado
y E
0 4+---- B T T T i
canal aberto
>
0 separagao atomica R

Figura 2.1: Modelo bésico de dois canais para uma ressonancia de Feshbach. O fenémeno ocorre quando dois
atomos colidindo na energia F no canal de entrada se acoplam ressonantemente a um estado de ligacdo molecular
com energia Fy suportada pelo potencial de canal fechado. No dominio ultrafrio, as colisdes ocorrem perto de
energia zero, E — 0. O acoplamento ressonante é entdo convenientemente realizado pelo ajuste magnético de Ey
proximo a 0 se os momentos magnéticos dos canais fechados e abertos forem diferentes. Figura adaptada da Ref.

[5a].

Nas proximidades da ressonancia de Feshbach a expressdo para o comprimento de espalha-

mento das ondas s é dada por [b4]

as = Gy (1 — B—LBO) s (235)

onde a; corresponde ao comprimento de espalhamento em uma situagdo distante da condigdo
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de ressondncia (comprimento de espalhamento de fundo), A é denominado de largura de res-

sonancia e B, é o campo magnético caracteristico da condi¢do de ressonancia. Como se pode

A
B—-Byg

um potencial repulsivo entre os &tomos. No caso

notar pela Eq. 35, se < 1 o comprimento de espalhamento é positivo, o que caracteriza

A
B—-DByp

> 1 ainteracdo entre os 4tomos € atrativa.

24 O potencial de Poschl-Teller

O potencial de Poschl-Teller (PPT) [22] vem despertando o interesse de alguns pesquisado-
res da comunidade cientifica que visam a compreensdo de fendmenos fisicos devido as propri-
edades interessantes deste potencial em diversas 4reas da fisica, como por exemplo, na Fisica
Atomica e Molecular [55, 56, 57], Termodinamica [58, 59], Fisica de Materiais [0, 61], Optica
ndo linear [b2, 63], Fisica da Matéria Condensada [b4, b5, b6] e Fisica Bésica [b7, b8, hY].

Potencial de Poschl-Teller - 1D

Figura 2.2: Tlustragdo do PPT-1D na forma simétrica.

O PPT na sua forma mais geral é dado por [67]:
h? v(v+1) AA+1) }
V(r)=— : 2.36
(r) 2maw? {senh2 (r/w) * cosh? (r/w) (236)

onde w é a largura e os parametros v e A estdo relacionados a amplitude do PPT. O PPT assume

a forma simétrica quando v = 0, e torna-se:
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2N +1)
2mw? cosh? (r/w)’

Vi(r)=-— (2.37)

Sendo o PPT um potencial esfericamente simétrico, torna-se razoavel utilizar coordenadas

esféricas, conforme descrito na Sec. 23, para resolver a ESL para este potencial:

h? AN +1)

— — V%) — = E. 2.38
2m 2mw? cosh? (1 /w) 4 v (2.38)
Estamos interessados no caso [ = 0. Assim, a solu¢do angular, que é independente do poten-
cial de confinamento, é o harmonico esférico Yo (0, ¢) = 1/v/47 (Sec. LZ3T) e a equagdo radial

pode ser descrita pela Eq. [33:

(
1
Yoo (0,0) = —=
00 ( ¢) \/E
[=0— (2.39)
R? d*u 2oAA+1)
———— = 5 u=Fku
2m dr?  2mw? cosh” (r/w)

onde u (r) = rR(r). A Eq. pode ser reescrita em funcao das seguintes varidveis adimensi-

onais:
. _ 1 I
T =wr, = T E= —2mw2E (240)
Assim, a Eq. se trnasforma em
d2 ~ ~
Fr A (X 4+ 1) sech? (7) & = B, (2.41)

sendo @ = u(7) e sech (7) = 1/cosh (r/w). A Eq. &1 pode ser resolvida analiticamente em

virtude das seguintes mudancas de varidveis:

d d d? d? d
C=tanh(@), o= (=) g g = (1=C) g5 -2 =C)pe (242)

Assim, a Eq. I8 pode ser reescrita da seguinte maneira:

(1—8)2@— (—QQ)—C+(1—g2) A+ 1)a = Ea. (2.43)

Dividindo a Eq. 43 por (1 — ¢?) obtemos finalmente

d2~ 2
(1_()dC2 2<_ (/\+1>_ i

i = 2.44
i 0, (2.44)

1—c2|"”
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onde £ = n?.
A Eq. 23 é a equacdo de Legendre associada e a solugado pode ser obtida analiticamente em

termos dos polindmios associados de Legendre:

w(¢) = PY(Q),

onde\=1,2,3,...en=1,2,... A= 1, \[/0].
Em termos da varidvel radial, os PALs normalizados (Ap. B) podem ser escritos da seguinte

maneira:
" 2n(A—n)!
uy (r) = prappn n)!P’\ (tanh(r/w)), (2.45)
sendo o espectro de energia dado por:
n?h?
E,=———:. 24
" 2maw? (246)

Finalmente, as fun¢des de onda espaciais para uma particula sujeita ao PPT esfericamente
simétrico, para [ = 0, podem ser descritas por ¢y, (.6, ¢) = R, (1) Yoo (6, ¢):

ﬁﬁi;zgiimmhwm», (2.47)

Van (7’, 0, (b) =

E importante destacar que,
e Ovalor de ) determina a quantidade de estados estacionarios do sistema;

e Alguns estados estaciondrios ndo convergem na origem sendo, assim, estados fisicamente
impossiveis. Os estados estacionarios finitos na origem sao aqueles cujo valor A+n é impar,

o que nos leva a concluir que A > 2.

e Para um determinado valor de ), o estado fundamental e sua respectiva energia, serdo des-

critos, respectivamente quandon = A — 1:

3 (r,0,9) = \/ L A-l (2>\)!lsechkf1 <£> tanh (%) , (2.48)

2mw (2A — 1)1 22\ r w
(A—1)*h?
E)\_l = —W (249)
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1.4 , , , ,
A=2—FE"=-1/2

A=3—-E'=-2 ||
—\=4—E'=-9/2
—A=5—-E"=-8

1.2

0.8
[P l?

0.6

0.4

0.2

Figura 2.3: Estados Fundamentais referentes a Eq. I8 para diferentes valores de A.

2.5 Solitons

No ambito das equagdes diferenciais parciais ndo lineares, tais como as equagdes de Schro-
dinger ndo linear (ESNL), iu; 4+, +¢ |u|2 u = 0, Korteweg-de Vries (KdV), u; +auu, + g, = 0,
Sine-Gordon (ESG), uy —u.,.+sen (u) = 0, entre outras, sdo estudadas solu¢gdes conhecidas como
solitons [IZ1, 72, 73].

Embora existam defini¢des mais precisas?, pode-se dizer que sélitons sdo solugdes particula-
res de equagdes diferenciais parciais ndo lineares, que descrevem a propagagdo de ondas estaveis
e aproximadamente localizadas em meios continuos, envolvendo efeitos de dispersao e nao li-
nearidade, permitindo que tais ondas mantenham sua forma (amplitude e largura) a medida
que evoluem [79].

O primeiro relato da observagdo de tal fendmeno deve-se ao engenheiro naval escocés John
Scott Russel que, em 1844, descreveu a criagdo de uma eleva¢do pequena e localizada na super-

ticie da 4gua em um canal de Glasgow, apds a parada abrupta de um barco. Durante todo o

20 conceito de soliton é uma sofisticada construgdo matemética baseada na integrabilidade de uma classe de
equagdes diferenciais ndo lineares [I74, /5]. A ESNL pertence a esta classe de equacdes integraveis [I76, [77] e foi
utilizada no AT&T Bell Laboratories, no inicio dos anos oitentas, para descrever a propagagdo de sélitons em fibra
de vidro com certas propriedades [78].
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percurso, tal elevacdo manteve sua forma e velocidade praticamente inalteradas antes de desa-
parecer, conforme o préprio Russel relatou.

Com relagdo ao tipo, os sélitons podem ser divididos em claros (brilhantes ou iluminados)
e escuros. O primeiro tipo corresponde a um pulso no qual, para grandes distancias, seu valor
tende a zero, enquanto seu pico possui um valor positivo e ndo nulo. O oposto ocorre para os
sOlitons escuros, ou seja, para grandes distancias seu valor é positivo e ndo nulo, sendo o valor
minimo de sua intensidade igual a zero.

(a) soliton claro (b) séliton escuro

Figure 2.4: Representagdes ilustrativas das solug¢des do tipo séliton claro (a) e séliton escuro (b).

A EGP-1D, na auséncia de potencial externo

WV 1P
ot 2m Ox2

que é a ESNL-1D, admite solugdes do tipo séliton, as quais possuem solugées analiticas. De fato,

+g|U U, (2.50)

esta equagdo permite vérios tipos de solucdo que dependem da escolha de seus pardmetros,
especialmente do coeficiente de ndo linearidade g. Entretanto as solu¢des de interesse fisico do
tipo séliton claro e escuro sdo obtidas, respectivamente, para g < 0 e g > 0. No contexto de
atomos ultrafrios, a EGP, que descreve a evolugdo da fun¢do de onda macroscépica do CBE para
bésons fracamente interagentes, prevé a existéncia de sélitons escuros para interagdes repulsivas
e sélitons claros para intera¢oes atrativas [80].

Para s6litons claros, a solugdo analitica da Eq. é dada por:
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¥ = Asech
sec N

Aymlgl (x — w0 — vt)] exp {% {mvx - % (gA” + mv?) t} } : (2.51)

Para sélitons escuros, a solugdo analitica da Eq. é dada por:

¥ = Atanh [AT\/W (x — xo — vt)] exp {% [mvx - % (94 + mv?) t} } : (2.52)

Na Fig. 24 estao representadas as densidades de probabilidade |¥|” para as funcdes de onda
Z51 e 52, respectivamente. Percebe-se que a solucdo do tipo séliton claro possui um maximo
e converge a zero para r — F00, enquanto a solugdo do tipo séliton escuro converge no limite

de z — o0 e possui um minimo em zero.

2.6 Critério VK

O critério Vakhitov-Kolokov é um critério de estabilidade para solugdes solitdnicas em uma
ESNL-1D sem a presenca de potenciais de confinamento [81]. Em tal sistema, demonstrou-se
a relagdo dN/dX* > 0, com —\* sendo a energia de estado ligado do séliton. Isto é, se uma
particula é adicionada ao sistema e a energia deste estado ligado diminui, temos entdo uma
solucao estavel. No caso dos CBEs, uma solugao estacionaria localizada (estado fundamental) é
dinamicamente estdvel —em particular contra colapso ou dispersao — se seu potencial quimico
p diminuir com o ntimero de particulas [82]. Assim, no contexto de CBEs, identifica-se o critério
VK como:

dp

. 2.
dN<O (2.53)

O critério VK é um critério orbital de estabilidade, o que significa que ao introduzir uma
perturbacdo em uma solucdo estaciondria estavel, esta permanecera préxima a “6rbita circular”
relativa ao seu estado fundamental ao longo da evolugdo temporal, caso a perturbagdo néo seja
muito grande [83].
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3.1 O modelo

Nesta tese, propomos um cendrio no qual o potencial de Pschl-Teller esfericamente simétrico
atue como o potencial de confinamento de um CBE com intera¢des interatomicas atrativas. No
caso de CBEs atrativos, o comprimento de espalhamento é negativo (a, < 0). Assim, adotare-
mos a convengao a;, — — |a,| por simplicidade de notagdo. Como o PPT esfericamente simétrico
é um potencial central V,,; (r) — V.. (r), torna-se conveniente utilizarmos coordenadas esféricas
devido a simetria radial. Consequentemente, a fun¢do de onda serd dada por ¥ (r,t) — W (r,?)

e, assim, o modelo proposto pode ser descrito pela seguinte EGP:

2 2 2
g 10 = | =gt (P ) = et o~ e v, @
T

9, 2mr? Or 2mw? cosh? (1 /w) m

onde a funcdo de onda fica normalizada da seguinte maneira:

47r/ | (r,t)|” r2dr = N. (3.2)

Muitos dos parametros da EGP sdo complicados de se trabalhar numericamente devido a
ordem de grandeza destes. Assim, torna-se conveniente reescrever a Eq. Bl em fungdo das

seguintes varidveis adimensionais:

muw? - N

- t, U(rt)=

Consequentemente, a Eq. B torna-se:

U (71), ¢ (7t) =70 (71). (3.3)

r=wr, t=
’ Amw3
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L0, 1 9? 9 /o
o5 (7,1) = —Eﬁ—v@sech (7) — Na

AS
=
=

0 (F, f) , (3.4)

il

onde V5 = A (A + 1) /2 é a amplitude/profundidade do potencial e a = |a4| /w é a razdo do valor
absoluto do comprimento de espalhamento pela largura do potencial.

O propésito de transformar a fungdo de onda de ¥ (7, %) para ¢ (7,f) tem certas vantagens.
Primeiro, essa transformacao remove a primeira derivada 0/0r da Eq. Bl e, portanto, resulta
em uma EGP mais simples [34]. Em segundo lugar, na origem r = 0, a condigdo ¢ (0,7) = 0
é satisfeita. Assim, ao resolvermos a Eq. B4, podemos implementar as condi¢des de contorno

¢ (0,£) =0e lim ¢ (7,7) = 0. Além disso, a fungdo de onda ¢ (7, ) fica normalizada a unidade:
F—$00

47r/{go(f,m2df_ 1. (3.5)

E importante destacar que os valores adimensionais obtidos nas simulagdes podem ser re-
dimensionados através da Eq. B3 para que tenham significado fisico e possam ser comparados
com observagdes experimentais. Ademais, o til () serd omitido na varidveis adimensionais nas

se¢Oes posteriores para simplificar a notagao.

3.2 Formulagao variacional

O método variacional (também conhecido como aproximagdo variacional) esta atrelado na
Mecénica Quantica junto a teoria de perturbacdo como alternativa as solucdes exatas da equacao
de Schrodinger independente do tempo para certos Hamiltonianos. Embora esse método nao
consiga fornecer todas as autofuncdes e energias dos autoestados do sistema, muitas vezes, a
informagdo que realmente precisamos se resume a energia referente ao estado fundamental Ej.
E é através do principio variacional que se possibilita obter, ndo necessariamente o valor exato,
mas, um limite superior para Ey, que frequentemente é muito proximo do valor exato [B7, 84].

Este método consiste em escolher uma funcdo de onda tentativa (ansatz)? com uma forma
fixa mas que dependa de um ou mais pardmetros livres (parametros variacionais), e determinar
os valores destes parametros em fun¢do da minimizac¢do do valor esperado do Hamiltoniano
(H), ou seja, quando a energia relativa ao (H) for a menor possivel.

Sendo assim, quanto mais préxima a fun¢do de onda teste estiver do que seria a fungdo de
onda real, melhor serd o resultado obtido [85]. A func¢do de onda obtida pela substitui¢do dos

parametros, cujos valores sdo determinados pela minimizacao, serd uma aproximagdo da funcao

10 ansatz pode ser qualquer fungéo desde que esta pertenga ao chamado espaco de Hilbert; isto é, o ansatz deve
ser quadrado-integravel, garantindo, assim, a normalizagdo da funcdo.
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de onda do estado fundamental, e a energia relativa ao valor esperado do Hamiltoniano, neste
estado, serd um majorante para a energia do estado fundamental.

Se a forma da solugdo real estiver préxima a do ansatz, os resultados obtidos por meio do
método variacional estardo em boa concordancia com as solugdes exatas, mas em outros casos o
método pode ser muito grosseiro ou até mesmo falhar. A formulagdo variacional adotada nessa
tese possui o0 mesmo formalismo utilizado em trabalhos importantes como podemos encontrar
nas referéncias [B1, 32, 86, 87, 88].

O problema de resolver a Eq. B4 pode ser ponderado como um problema variacional cor-
respondente & minimizacdo da a¢do S:

s= [ [ £ ot (36)
sendo que a Eq. B4 pode ser derivada a partir da seguinte densidade Lagrangiana:
R D T ) > Nalgl'
L=5(pg" = ¢ @) + 5[] — Vosech™ (1) |¢| 5 2 (3.7)
através da equagdo de Euler-Lagrange:
oL 0 (oL 0 (oL
0p* Ot (aw) or (aw) " o

onde ¢* = ¢*(r,t) é o complexo conjugado de ¢ = ¢ (r,t), e as quantidades ¢ = Jp/0r e
¢ = Oy /0t sao as derivadas espacial e temporal, respectivamente.

A escolha do formato do ansatz é muito importante [BT, B2]. Em nosso caso, uma escolha
natural é uma fungdo secante-tangente hiperbdlica, porque no limite linear da EGP, torna-se
possivel obter a solugdo analitica do estado fundamental da ESL para o PPT esfericamente si-
métrico, confome observado na Sec. 4. Outra razdo plausivel pela escolha deste ansatz é o fato
de que tanto a fungdo secante hiperbdlica quanto a fun¢do tangente hiperbdlica sdo solugdes
exatas que descrevem, respectivamente, sélitons claros e escuros da ESNL-1D. Assim, optamos
pelo ansatz secante-tangente hiperbdlica:

o =@x(rt) = v MRsech* ™ <£> tanh <£> e it (3.9)

o

onde X = ,/ ﬁ (21:11)!%, M é a norma, o é a largura, A é o parametro de profundidade do
PPT e p é o potencial quimico. Aqui, estamos interessados nos parametros de profundidade
A =1{2,3,4,5} que correspondem a V;, = {3,6,10,15} via Vo = A (A + 1) /2.

Agora, nossa intengdo é encontrar as equagdes de Euler-Lagrange que governam a evolugdo
dos parametros variacionais. Para este propésito, nés calculamos a Lagrangiana efetiva L através
da média da densidade Lagrangiana (L):
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L={(L)=pu+ 47r/£(90, o', o) dr (3.10)
. 1 Nalol
:,u+47T/ %(gpcp*—go*gb)+§|g0’|2—%sech2 (r) ||* = TCL% dr, (3.11)

onde o potencial quimico x foi introduzido para garantir que o pardmetro A/ mantenha a nor-
malizagdo correta da fun¢do de onda . Assim, substituindo a Eq. B9 na Eq. BIT, obtém-se a
seguinte Lagrangiana efetiva:

K\M
L=(1-M)pu+ 22 — AxMVyA — 2r M NaB, (3.12)
onde
A(r,o,\) = / [sech2 (r) N2sech? 2 <£> tanh? (Z)} dr, (3.13)
o g
. I -4 (T 4 (T
B(r,o,\) = / [ﬁN sech (;) tanh (;)} dr, (3.14)

— 7 10 13 32 —
sendoe K, = {5, 2,2 321 para A\ = {2,3,4,5}.
Finalmente, as equagdes de evolugdo para os parametros variacionais podem ser derivadas

de L através das equagdes de Euler-Lagrange correspondentes, como sera descrito na Sec. &1l

3.3 Discretizacao numérica

3.3.1 Método split-step

A EGP esfericamente simétrica que foi proposta na Sec. B, dada pela Eq. B4, pode ser
expressa da seguinte maneira [B3]:
2
i%—f = —%% — Visech? (r) — g ‘%ﬂ ¢ = Hepo, (3.15)
onde g = Na é o coeficiente de ndo linearidade e o operador Hamiltoniano de Gross-Pitaevskii
Hep é definido por Hgp = T+V,sendo T = — 3 g—; o operador energia cinética (operador linear)
eV =V + VAL 0 operador energia potencial (operador ndo linear); Vi = —Vpsech? (r) éo

. ~ 2, . - . N
operador relacionado ao PPT e Vi1, = —¢g ‘ﬂ é o operador relativo as intera¢des interatomicas
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atrativas®.

A EGP é definida no dominio espacial (radial) 7iniciar < 7 < 7Tfina1 € N0 dominio temporal
tinicial < t < tana. Além disso, a Eq. BI5 é complementada pela condigdo inicial ¢(r, tinicial) €
pelas condic¢oes de contorno ¢(7inicial, t) € @ (Tfinal, t).-

Ademais, a soluc¢do da Eq. B-T3 pode ser obtida através da seguinte expressao:

o(r,t + At) = e_iﬁGPAtgo (r,t), (3.16)

sendo p(r,t + At) a solucdo apds uma evolugdo temporal de um intervalo de tempo At.

A ideia inicial do método split-step é baseda na divisdo do Hamiltoniano Hcp em diferentes
termos com derivadas e sem derivadas. Nesta tese, n6s dividimos Hgp em trés partes: Hgp =
H, + H, + H;, onde

2 1 2 |2

H, = 3 —Vosech™ (r) — g ‘;‘ : (3.17)
- 1o

Hy=——— 1
H; = H,. (3.19)

Pode-se dizer que a Eq. B3 foi dividida, respectivamente, em duas equagdes: uma nao

linear e outra linear [BY]:

L O0p 1 2 i al
ih—or =35 —Vosech® (r) — g ‘?‘ ] v = Hyop, (3.20)
LOp  19% _ -

Entdo, a EGP é discretizada no espaco e no tempo através do método das diferengas finitas
(MDF) [40, 9T]. A ideia consiste em dividir o dominio espacial (temporal) 7inicial < 7 < Tfinal
(tinicial <t < tanal) emm+1 (n + 1) pontos igualmente espagados por uma distancia denominada
passo espacial (temporal) Ar = =10 (At = 2=10) onde 7y = Tipicial € T'm = Tfinal (fo = tinicial €
tn = tana). Consequentemente, uma malha constituida por (m + 1) x (n + 1) pontos é formada,

conforme ilustrado pela Fig. Bl. De uma forma geral, qualquer par (r;, ;) pode ser obtido via:

2Observe que o termo néo linear é tratado como um potencial.
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r; =19+ jAr, j=0,1,....,m (3.22)

th=1to+ kAL, k=01,....n (3.23)
z”
lg+1
I,
Tg-1 /

At

T« >
Ar
Iy
p e 7’}'_1 ?”J f"j_l e m

Figura 3.1: Ilustragdo de malha numérica referente a discretizagdo espacial e temporal. Aqui, os dominios espacial
(radial) e temporal foram fragmentados, respectivamente, em m + 1 e n+ 1 pontos, resultando em uma malha com
(m+ 1) x (n+ 1) pontos. Os passos (espagamentos) espacial e temporal sdo obtidos, respectivamente, através das
expressdes Ar = "==10 e At = La=lo De uma forma geral, qualquer par (r;, ;) pode ser obtido via r; = ro + jAr
ety =tg+ kAt,ondej=0,1,...,mek=0,1,...,n.

Propagacao em tempo real

—iI:IGp At

O operador e pode ser reescrito por meio das Eqs. BTZ2-3T9 e a Eq. B16 se torna:

k+1 _  —iHsAt —iHsAt, —iH At k
i = e e R e TR T, (3.24)

onde tomamos ¢} = ¢(r;, ) pela simplicidade de notagao.

A solugdo ¢!

um dado momento ?;, avancando temporalmente de t;, a ty; = tx + At por meio de iteragdes.

pode ser obtida por meio da evolugdo temporal da fungdo de onda ¢} em

: e < oo kt1/3 .
Para isso, o operador H;, inicialmente, produz uma solugao intermediaria 90j+ /* a partir de .

Como nao hd derivada em [, esta propagagio é realizada exatamente através da operagao [34]:

k|12
#;

rj

—i |:—V05€Ch2 (T‘j ) —0gk
(S

At
A e 7
(p§+1/3 _ ONL(Hl)SO;? = elelAtgpﬁ — } (p?) (325)

onde g, = %N a denota o coeficiente de nao linearidade discretizado, (’)NL(I:I 1) denota operacgao
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de evolugdo no tempo com H; e o indice “NL” significa ndo linear (sem derivadas). Em se-
guida, realizamos a propagacao de tempo correspondente ao operador H,; numericamente pelo

seguinte esquema de Crank-Nicholson:

k+2/3 k+1/3 k+2/3 k+2/3 k+2/3 k+1/3 k+1/3 k+1/3
iSDj /3 P / _ _1 Spj+1/ — 2¢p; / + ‘ijl/ i Soj+1/ — 2¢p; / + ‘ijl/
Af 2 2 (Ar)? 2 (Ar)? '

(3.26)
A solugdo formal da Eq. pode ser obtida pela forma de Cayley [92] dada pela seguinte

expressao:

. i 1—i(T/2)At

onde O¢x denota a operagio evolugio temporal com H, e o indice “CN” se refere ao algoritmo
k+1/3
J

um instante de tempo At , gerando a segunda solugdo intermedidria @?H/ °. Finalmete, a solugao

de Crank-Nicolson. O operador Ocy € usado para propagar a solugdo intermediaria ¢ em

final 4,0;‘?“ é obtida através da atuacdo do operador H; em gofﬂ/ 5,
k+2/3 |2
k+2/3 : k+2/3 _i[_VOSECh2(Tj)_g’“ = }7 fi2/3
] —i _ J
P = Onu(Hy) g 7 = e Hadgf P = o5, (3.28)

De uma forma mais objetiva, podemos concluir que a solugdo final é obtida

o5 = On(Hs)Ocn (Hz)Onr (Hy )Yk (3.29)
o
k—-k+1 ONL(EI)
K
Onw(Hs3) ‘  k+2/3 Ocn(Hz)
’

J

Figura 3.2: Esquema ilustrativo referente ao método split-step com Crank-Nicolson.
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A divisdo do operador energia potencial em duas partes — H, e H; — simetricamente em
torno do operador energia cinética H, aumenta enormemente a estabilidade do método e reduz
o erro numérico [B3].

A escolha da condigdo inicial é fundamental para a evolugdo temporal da fun¢do de onda.
Na implementagdo numérica da propagacdo em tempo real do método split-step, o estado ini-
cial p(r,0) é geralmente escolhido para ser a solugdo analiticamente conhecida do potencial de
confinamento com ndo linearidade zero: ¢ = 0. No decorrer da iteracdo temporal, a ndo line-
aridade é lentamente introduzida até que a ndo linearidade final desejada seja atingida. Este

procedimento nos levard a solucgéo final do problema [34].

Propagacdo em tempo imaginario

Embora a propagacdo em tempo real, conforme descrito na Sec. B33, tenha diversas van-
tagens, nesta abordagem é preciso lidar com varidveis complexas para uma func¢do de onda
complexa para estados ndo estaciondrios. Para o estado fundamental (estaciondrio), a funcéo
de onda é essencialmente real e o método de propagacio em tempo imagindrio, que trata de varia-
veis reais, parece ser apropriado [34]. Nesta abordagem, a varidvel temporal ¢ é substituido por
uma quantidade imagindria ¢ — —it e a Eq. B-T3 se torna:

o[ 1o
ot ~ | 202

sendo que nesta equagéo, ¢ é apenas um parametro numérico.

©|2 A
- } ¢ = Hgpep, (3.30)

r

— Vpsech? (1) — Na

A iteragdo no tempo imaginério também ¢é realizada dividindo Hgp em trés partes: Hgp =
H, + Hy + Hs, com H,, Hy e Hy dados pelas Eqgs. B17, BT8 e B9, respectivamente. Percebe-se
que todo desenvolvimento da Sec. B3 permanece vélida, desde que substituamos i por 1 nas
Egs. B2Z5 e B28, e por —1 nas equagdes restantes. No entanto, existe um detalhe. A propagacao
em tempo real preserva a normalizacdo da funcdo de onda, enquanto que a propagagdo em
tempo imagindrio ndo preserva a normalizacdo. Assim, este problema pode ser contornado
restaurando a normalizacdo da fun¢do de onda ap6s cada operagdo de propagacdo de Crank-
Nicolson [93, 94]:

~1/2
k+1 _ SO;chl [/ }(pk+1‘ dr] (3.31)

Feito isso, 0 método de propagacdo em tempo imagindrio, para problemas de estado funda-

mental, produz resultados muito precisos.
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Resultados e discussao

No presente capitulo, sdo apresentados os resultados deste trabalho, obtidos através de si-
mulagdes computacionais de equagdes presentes na Sec. Bl a partir das técnicas discutidas na
Sec. B. Na Sec. B3, comparamos os resultados variacionais com os correspondentes numéricos
para o caso particular V; = 3. Os resultados apresentados neste trabalho foram obtidos por
meio de pardmetros experimentais tipicos, a fim de prever resultados mais realistas. Assim,
consideramos o cenério onde um CBE atrativo constituido por atomos de "Li esteja aprisionado
pelo PPT esfericamente simétrico, sendo a largura deste de w = 1pm. Conforme a Ref. [1],
a massa e o comprimento de espalhamento do Li sdo m = 1.16 x 107* kg e a, = —1.45nm,

respectivamente.

4.1 Resultados variacionais

4.1.1 Equacgdes de Euler-Lagrange

As equagdes de Euler-Lagrange para os parametros variacionais podem ser obtidas via

d (0L oL

— - =0 41
onde ¢; sdo as coordenadas generalizadas ¢; = {y, 0, M } e a Lagrangiana efetiva é dada pela Eq.
(B12):

KM
L=(1—-M)pu+ =2~ —4xMVyA — 2t M*NaB. (4.2)
g

A primeira equagdo variacional, 0L/0u = 0, recupera a normalizac¢do unitdria, ou seja, M =

1; que é substituido nas outras equagdes a seguir, exceto para a equagdo dL/OM = 0,onde M =1
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_____ N < N, crit
N = Nt
.......... N > N_i
T
* ﬁi — 0 e
:I ™~ i._ag ----- I =
\ z
\ /”:’
\‘\ "_’.";‘y"‘
\\ """ v""“
______ ke " =
=

* min — estabilidade
* méx — instabilidade

Figura 4.1: Lagrangiana efetiva L de um CBE atrativo aprisionado pelo PPT esfericamente simétrico em func¢do do
parametro variacional o, para diferentes valores do parametro Na. A curva verde corresponde ao CBE interagente
e estdvel (N < Nit). A curva amarela corresponde ao CBE a beira do colapso (N = Ngit). A curva vermelha

corresponde ao CBE em colapso (!N > Neyit ).

é substituido ap6s a diferenciacdo. As outras equagdes, dL/do = 0 e JL/OM = 0, produzem

um conjunto de equagdes integrais ndo lineares acopladas:

2K
0= 0—3* + 47VyC + 27 NaD, (4.3)
w= % —4nVy A — 4nNaB, (4.4)
onde C = 0A/00 e D = 0B/do. Ou seja
_ 0 2 2. 222 (T 2 (T
C(r,o,\) = /% [sech (r) N*sech <;> tanh <;>} dr, (4.5)
(4.6)

D(r,0,\) = / (% {%N‘*sech“—‘* (g) tanh? (g)} dr.

Em geral, para uma EGP com termo ctibico negativo (interagdes interatomicas atrativas),
com uma ndo linearidade fixa e razodvel, um ramo de bifurcagdo nas solu¢des pode ser obser-
vado (Fig. BET). Portanto, duas solugdes estaciondrias estdo presentes; uma, dada pelo minimo
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da energia, é o Estado Fundamental (solugdo estavel); e a outra, que corresponde a um maximo
da energia, é chamada de solucdo hiperbdlica (solugdo instavel). As solugdes hiperbdlicas, que
ndo sdo de interesse neste trabalho, sdo relevantes para a determinacédo precisa de pontos criti-
cos, transic¢oes de fase e efeitos de tunelamento [94].

4.1.2 Energia por atomo

A partir da Eq. B4, torna-se possivel obter a energia por 4&tomo do CBE, por meio da definigdo
p = 0E/ON. Assim, a energia por dtomo pode ser definida pela seguinte equacao:

E K
Z 2 4rVo A — 2nNaB. (4.7)
N o2
8 T T T T
——Na=0
ol o N =1000 |]
Teni = 0.563 N — 2000
A Vo=3 N = 3000 |]
Ny = 3955
T O N e N =5000 ||
E/N Of .
2F - 1
4t ]
_6 - )
0 025 05 075 | 125 15

g

Figura 4.2: Energia por 4tomo de um CBE atrativo aprisionado pelo PPT esfericamente simétrico em funcdo do
parametro variacional o, para diferentes valores do pardmetro Na. A curva continua preta corresponde ao CBE na
auséncia de interagdes (Na = 0). As curvas verdes correspondem aos CBEs interagentes e estdveis (N < Ngit).
A curva amarela corresponde ao CBE a beira do colapso (N = Ngit). A curva vermelha corresponde ao CBE
colapsado (N > Ngit); 0 ponto de minimo local desaparece quando N > Nyi;. Parametros: V) = 3, a5 = —1.45nm,
w=1pm.

A Fig. B2 ilustra a energia por dtomo E/N (Eq. B7) em fungdo do pardmetro variacional o
para diferentes valores do pardmetro Na [12, 95]. Em particular, para V; = 3, a curva Na = 0

(0 = 1) exibe a solucdo exata do estado fundamental do sistema na auséncia de interac¢des,
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que é equivalente ao PPT esfericamente simétrico, e a energia correspondente por particula é
igual a —1/2. Para interagdes atrativas, a curva de energia por dtomo apresenta um minimo
local quando N é menor que um determinado valor referente ao ntimero critico de 4&tomos N;;.
No entanto, conforme N — N, o minimo local tende a se estabelecer em larguras cada vez
menores. Consequentemente, o CBE se torna cada vez mais estreito e mais pontiagudo devido
ao aumento da intensidade das interacdes atrativas, conforme ilustra a Fig. &3.

Assim, quando N > N, 0 ponto de minimo local desaparece e as solugdes estaveis deixam
de existir. Em outras palavras, todos os estados tendem para uma largura nula” e a nuvem,

inevitavelmente, entra em colapso, como ocorre experimentalmente nos CBEs de "Li [2, 98].

0.12 T . .
Na=0
N = 1000
0.1+ Vo =3 N =2000 |]
N = 3000
Ny = 3955
0.08 + .
o]
0.06 -
0.04 -
0.02 r
0
0

Figura 4.3: Resultados variacionais ilustrando alguns estados estaciondrios para diferentes valores de Na. Parame-
tros: Vo =3,as = —1.45nm, w = 1 um.

4.1.3 Numero critico de dtomos

Ao considerarmos o cendrio no qual um CBE possui interagdes interatomicas atrativas (as <
0), observa-se que o gas tende a aumentar sua densidade no centro da armadilha com o intuito

de diminuir a energia de interacdo. Esta tendéncia é confrontada pela energia cinética que tende

!Na realidade, o CBE ndo chega a ter largura zero; em altas densidades, as forgas interatdmicas repulsivas entram
em acdo, fazendo com que o condensado exploda. Tal efeito é denominado bosenova 96, 97].
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a estabilizar o sistema. Entretanto, se a densidade central aumentar demasiadamente, a energia
cinética ndo consegue mais evitar o colapso do CBE. Para uma dada espécie atdmica em uma
determinada armadilha, espera-se que o colapso ocorra quando o nimero de particulas no con-
densado exceder um determinado valor critico N, [12, 99, 100]. Em outras palavras, o colapso
de um sistema gasoso é o fendmeno em que o raio quadrético médio (r?) do sistema tende a
zero em um tempo extremamente pequeno devido as interagdes interatomicas atrativas muito
intensas, ao se atingir uma densidade atdmica critica [b3].

Conforme o modelo proposto na Sec. Bl e a formulagdo variacional descrita na Sec. B2,
o nimero critico de 4tomos pode ser obtido através da minimizagdo da energia dada pela Eq.
B7, exigindo que a primeira (Eq. BE8) e a segunda (Eq. B9) derivada de £/N com relagdo ao

parametro variacional o se anulem em um determinado ponto critico og,:

2K

?+47T%C+27TN(ID:0, (48)
K
“OBA L 4rVi + 20 NaF =0, (4.9)
o

onde £ = JC/0o e F = 0D/0o. Ou seja,

E(r,o,\) = /% [Sech2 (r) R2sech? 2 (g) tanh? (g)} dr, (4.10)
F(ro\) = 86722 {%N‘*sech“—‘* (g) tanh? <£)] dr. (4.11)

Assim, a partir da Egs. B8 e B9, torna-se possivel obter a equacdo responsavel pela determi-

nagdo do parametro critico o, em funcdo da ampliude do potencial:

Vo

K/\ <3D+Ucritf> ' (412)

- 2mo? DE —-CF

crit

A Fig. B4 ilustra o comportamento da amplitude V; do PPT em funcdo do parametro critico
Oeit, Via Eq. B2, em particular, para A = 2 — ¢ = y/;2-sech (£) tanh (£). Observa-se que a

r r
o o

amplitude atinge uma valor minimo (V) Assim, um primeiro resultado importante obtido

min"*

nesta tese foi a determinagdo do valor critico (minimo) da amplitude do PPT:

Vo
aO-Crit

0 = (Vo (4.13)

o que demonstra uma instabilidade do CBE quando sujeito a valores abaixo de (V})

min"*
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10

Vo 5¢

.
"‘
»
.
.

Ocrit

Figura 4.4: Comportamento da amplitude Vy do PPT em fungdo do pardmetro critico ¢ O CBE torna-se
instavel se Vo < (Vo) A linha tracejada indica solugdes fisicamente impossiveis. Aqui, A = 2 — ¢ =

2=sech (£) tanh (£).
Substituindo o pardmetro critico obtido da Eq. BE12 na Eq. BB, torna-se possivel estimar o
namero critico de 4tomos através da seguinte equacgao:
w K
N = (oo +2mic) (414)

N ’CLS‘ D TO it

Percebe-se que N, depende de configura¢des experimentais tipicas como o comprimento
de espalhamento atomico a,, a largura w e a profundidade V{ do potencial de confinamento
[T07]. E importante destacar que o comportamento do CBE préximo ao colapso pode ser signi-
ficativamente afetado por mecanismos ndo incluidos na teoria de Gross-Pitaevskii. Entre eles,
colisdes inelasticas de dois e trés corpos, que podem causar uma perda de dtomos do CBE [12].

Oresultado referente a Eq. B14 é ilustrado no diagrama de estabilidade N —|a,| na Fig. ES,
exibindo o ntimero critico N.,;;, para o PPT esfericamente simétrio em fun¢do do valor absoluto
do comprimento de espalhamento |a,|. Observa-se que nimero critico de &tomos aumenta com

a diminuigdo do valor absoluto do comprimento de espalhamento atdmico.

Assim, com o propésito de elucidar as ordens de magnitudes envolvidas em CBEs reais,

resumimos na tabela BT alguns parametros experimentais que foram usados em experimentos
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6><103
[ V=3
Vo=6
Sk ‘/0:10<
Vo =15
4+
Ncrit,3k

3

1 2 3 4 5 6 7 & 9 10
|as| %107

Figura 4.5: Diagrama de estabilidade Ni; — |as|. O CBE é estavel para N < Ny e colapsa para N > Neit.
Parametros: w = 1.0 ym.

de condensacédo de Bose-Einstein de atomos de "Li, realizados pelo Departamento de Fisica da
Universidade Rice (Houston-Texas, EUA), onde eles experimentaram um potencial harmoénico
quase simétrico com frequéncias de oscilagdo v, = 150.6 Hz, v, = 152.6 Hz e v, = 131.5 Hz [Y8].

Pardmetro CBE atrativo - "Li

m 1.16 x 10" *° kg
Qs —1.45nm

w 908.41rad/s
Qoh 3.16 pm

N < 1400

Tabela 4.1: Dados relacionados a realizacio experimental da condensacéo de Bose-Einstein de "Li [98].

Em geral, os potenciais de confinamento sdo aproximados localmente por um potencial harmo-
nico:

1
Vi, = 3 (wia? + wly® + wiz?), (4.15)

onde m é a massa de cada dtomo e w; = 27y; (i = z,y, 2) corresponde a frequéncia angular
da armadilha, sendo v; a frequéncia de oscilagdo. Para armadilhas harmoénicas anisotrépicas,
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as frequéncias angulares harmoénicas podem ser definidas em termos de sua média geométrica
w = (wxwywz)l/ °, e a quantidade a,, = +/h/ (mw) fica definida como sendo o comprimento
médio do oscilador harmoénico (normalmente da ordem de a,, =~ 1 pm) [12].

Aqui, os resultados variacionais demonstraram que, para os mesmos parametros experimen-
tais apresentados na tabela BT, o PPT (Vpr) permitiu aprisionar mais dtomos do que o previsto

pelo potencial harmonico (V) ), conforme registrado na tabela B2,

‘/ext Ncrit
1 2 2
Von = §mw r ~ 1400
h? Vi
Vor = — 0 ~ 12500

mw? cosh?(r /w)

Tabela 4.2: Comparagio entre o ntimero critico de atomos de “Li em CBEs atrativos aprisionados pelo potencial
harménico (V,n) vs potencial de Poschl-Teller (Vpr). Ambos os resultados foram previstos através da aproximagao
variacional e os pardmetos experimentais foram os mesmos utilizados no experimento realizado pelo Departa-
mento de Fisica na Universidade Rice (Houston-Texas, EUA) [98]. Aqui, V, = 3.

414 Potencial quimico, raio quadratico médio e estabilidade

Nas Figs. B8 e B8, resolvendo numericamente as Eqs. B3 e B4 (pelo algoritmo de iteragdo de
Newton), apresentamos, respectivamente, a dependéncia do potencial quimico p em fungdo do
numero de atomos N, e o comportamento do raio quadratico médio (o?), também, em fungao
do nimero de d&tomos N. A Fig. B8 ilustra a curva de existéncia para uma familia de solugdes
estaciondrias. Tanto o potencial quimico quanto o raio quadratico médio do CBE foram calcu-
lados a medida que o ntiimero de dtomos fora aumentando gradativamente desde N = 1 até
N = Nexi.

A estabilidade das solugdes estaciondrias pode ser observada na Fig. B8 por meio do crité-
rio VK, que diz que solugdes estaveis sempre se encontram em regides nas quais du/dN < 0.
Portanto, nosso estudo analitico prevé a existéncia de CBEs estaveis confinados pelo PPT esferi-

camente simétrico para o caso de intera¢des interatdmicas atrativas.
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107"

2000 3000 4000

N

0 1000

Figura 4.6: Resultados variacionais ilustrando o comportamento do potencal quimico x4 em fungdo do ntimero
de dtomos N. As curvas verdes indicam solug¢des estdveis enquanto que as curvas vermelhas indicam solugoes
instaveis; os pontos amarelos indicam pontos criticos: colapso iminente. A estabilidade foi confirmada através do
critério VK (du/dN < 0). Pardmetros: a; = —1.45nm, w = 1 um.
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Figura 4.7: Resultados variacionais ilustrando o comportamento da energia por paticula E/N em fun¢do do ntimero
de dtomos N. As curvas verdes indicam solugdes estaveis enquanto que as curvas vermelhas indicam solugdes
instaveis; os pontos amarelos indicam pontos criticos: colapso iminente. Pardmetros: a; = —1.45nm, w = 1 ym.
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Figura 4.8: Resultados variacionais ilustrando o comportamento da largura ¢ em fun¢do do ntiimero de atomos N.
A linha continua indica as solugdes estdveis enquanto que a linha pontilhada indica solugGes instdveis; o ponto
amarelo indica o ponto critico: colapso iminente. Pardmetros: a; = —1.45nm, w = 1 pm.
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4.2 Resultados numéricos

Com o intuito de confirmar as previsdes dos resultados variacionais, buscamos, também,
solugdes numéricas referentes & EGP. Conforme a Sec. B3, a EGP proposta nesta tese é uma

equagdo diferencial parcial ndo linear

10* 2
8(,0 g — Visech? (1) ¢ — g| = (4.16)
r

Yot T 20
sujeita a uma condigdo incial e as condi¢des de contorno. Nesta tese, uma escolha natural da

condigdo inicial é a fungdo secante-tangente hiperbélica (normalizada a unidade):

©x (r,0) = Rsech ™ (r)tanh(r), (4.17)

com N = /5 (2§ 11), (QA 51, porque no limite linear da Eq. B4 € possivel obter solugdes estacio-
ndrias exatas (estado fundamental) da ESL para o PPT esfericamente simétrico. Ademais, nés
utilizamos as condi¢des de contorno pf = ¢F = 0 para satisfazer ¢ (0,¢) =0 e Tli_}not @ (r,t) =0.
Para encontrar as solugdes estaciondrias foi utilizado o método split-step Crank-Nicolson
(SSCN) descrito na Sec. B3. O algoritmo referente ao método SSCN com evolugdo temporal

imagindria e renormaliza¢do da funcdo de onda pode ser resumido da seguinte maneira:

A = exp | = (—Vsech® (1) — g [t /1,") At/2] o (4.18)

At
k+2/3 k+1/3 k+2/3 k+2/3 k+2/3 k+1/3 k+1/3 k+1/3
A= e (A =2 ) o (1 = 26 1) |5 (19)

k+2/3/T
J

cpf“ = exp {— (—Vosech2 (r;) —

) At /2} h2/3, (4.20)

~1/2
oy =it { / Pk dr] : (4.21)

sendo que qualquer par (7;,t;) pode ser obtido via r; = ry + jAr e t, = to + kAt, onde j =
0,1,...,mek=0,1,...,n, e 0s passos sdo Ar = "0 e At = %

Assumindo que a fun¢do de onda esta normalizada a unidade 4~ [ lp|*dr = 1,0 potencial
quimico pode ser calculado a partir da seguinte expressao, obtida pela multiplicacdo da Eq. B15

por ¢ (r,t) e integrando-a sobre todo o espago:
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L (de)’ ) i
= 4m sla) Vosech? (1) 2 Na— dr. (4.22)
r

A expressdo analitica para energia por paricula é praticamente a mesma do potencial qui-
mico, mas com o termo ndo linear multiplicado pelo fator 1/2:

E 1 [(dp 2 9 Na p*
— =45 —_ | L= -V h - T .
N / [2 (dr> osech (1) ¢ 2 r? ar, (4.23)

sendo a energia cinética E.;,, potencial E,. e a de interacdo E;,, descritas, respectivamente, por:

d do\?
Bun = 47 / Ly (29Y gy — onn / 20 ar, (4.24)
2 dr dr

Epot = 47r/—V0Nsech2 (r) p*dr = —47TVoN/sech2 () p?dr, (4.25)
N2
By = 4 / —Ta%dr — —27N% / L (4.26)

Finalmente, o raio quadréatico médio (r?) pode ser calculado por meio sa expressao [T02]:

o’ =(r*) = 47T/fi>\r2g02dr, (4.27)

onde k) = {2, 12 21 } para A = {2,3,4,5}.

724120 727 2x2 77 671'2 31
Uma relagdo importante que permite testar a preciséo do algoritmo numérico pode ser de-

rivada por meio do teorema do virial (Apéndice &) [[[03, [04]:

2F iy + 3E — 87V / rsech? (r) tanh (r) @*dr = 0. (4.28)

A estabilidade das solu¢des numéricas foi verificada por meio da andlise direta da evolucao
temporal imagindria da funcdo de onda (Fig. BT2) e através do critério VK (Fig. BE10). Aqui, os
parametros adimensionais utilizados nas simula¢des numéricas foram: ro = 0, r,,, = 10, t, = 0,
t, = 1000, Ar = 0.02 e At = 0.001.
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Figura 4.9: Resultados numéricos ilustrando o comportamento da energia por dtomo E/N em func¢do do ntimero
de dtomos N. As curvas indicam solucdes estaveis; os pontos amarelos indicam pontos criticos: colapso iminente.
Parametros: as = —1.45nm, w = 1 pym.
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Figura 4.10: Resultados numéricos ilustrando o comportamento do potencal quimico p em fungdo do niimero de
dtomos N. As curvas indicam solugdes estaveis; os pontos amarelos indicam pontos criticos: colapso iminente. A
estabilidade foi confirmada através do critério VK (du/dN < 0). Pardmetros: a; = —1.45nm, w = 1 pm.
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Figura 4.11: Resultados numéricos ilustrando o comportamento do raio quadratico médio (r?) em fun¢do do nu-
mero de dtomos N. As curvas indicam solugdes estdveis; o ponto amarelo indica o ponto critico: colapso iminente.
Parametros: as = —1.45nm, w = 1 ym.
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Figura 4.12: Resultados numéricos ilustrando a energia total, energia cinética, energia potencial e energia de inte-
racdo, em funcdo do nimero de d&tomos N. Pardmetros: V) = 3, as = —1.45nm, w = 1 ym.
1

2Ecin + 3By — 87rVo/rsech2(r)tanh(r)g02dr =0

_ 1 1 1 1
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N
Figura 4.13: Validagdo dos resultados numéricos através do Teorema do Virial. Pardmetros: Vp = 3, as = —1.45nm,

w=1pm.
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Figura 4.14: Evolugdo temporal dos sélitons na regido de estabilidade. A medida que a ndo linearidade (ntimero
de 4dtomos) é adicionada durante a evolugao temporal imaginaria, o raio quadratico médio tende a diminuir e a
densidade central a aumentar. Caso o niimero de dtomos ultrapasse o valor critico, o colapso da fungdo de onda
torna-se inevitavel. Parametros: Vy = 3, a, = —1.45nm, w = 1 um.
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Figura 4.15: Resultados numéricos ilustrando alguns estados estaciondrios para diferentes valores de N. Parame-
tros: Vo =3,as = —1.45nm, w = 1 um.
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4.3 Resultados numéricos versus resultados variacionais

x 103

var
num

Ncrit 3r 4

2 colapso A

estabilidade

0 1 1 1 1
2 4 6 8 10

|as|(nm)

Figura 4.16: Diagrama de estabilidade obtido variacionalmente e numericamente. O CBE é estavel para N < Neyit
e colapsa para N > Njs. Parametros: Vp = 3, w = 1.0 pm.
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Figura 4.17: Resultados numéricos e variacionais ilustrando o comportamento do potencal quimico ; em fungdo
do ntimero de 4tomos N. A linha continua indica as solug¢des variacionais e a cadeia de simbolos indica as solucées
numéricas. A estabilidade foi confirmada através do critério VK (du/dN < 0). ParAmetros: Vy = 3, a; = —1.45nm,
w=1pum.
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Figura 4.18: Resultados numéricos e variacionais ilustrando o comportamento da largura o em fun¢do do ntimero
de 4tomos N. A linha continua indica as solug¢des variacionais e a cadeia de simbolos indica as solu¢des numeéricas.
Parametros: as = —1.45nm, w = 1 ym.
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Figura 4.19: Resultados numéricos ilustrando o comportamento do potencal quimico p em fungdo do niimero de
dtomos N. As curvas indicam solugdes estaveis; os pontos amarelos indicam pontos criticos: colapso iminente. A
estabilidade foi confirmada através do critério VK (du/dN < 0). Parametros: as = —1.45nm, w = 1 pm.
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Figura 4.20: Solugdes relativas ao estado fundamental do CBE atrativo aprisionado pelo PPT esfericamente simé-
trico. As linhas pontilhadas representam as solugdes variacionais equanto que as cadeias de simbolos representam
as solugbes numéricas.
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Esta tese se fundamentou no estudo da estabilidade de sélitons de ondas de matéria em
CBEs constituidos por &tomos sujeitos a intera¢ées interatomicas atrativas, confinados pelo PPT
esfericamente simétrico. Para este propésito, utilizamos a EGP, dentro do escopo da TCM, para
descrever o CBE. Com o intuito de resolver a EGP, utilizamos duas abordagens distintas: uma
analitica (método variacional) e outra numérica (método split-step Crank-Nicolson). Em ambas
abordagens, utilizamos a fun¢ado secante-tangente hiperbdlica para descrever a fungdo de onda
macroscopica referente ao CBE.

O emprego do PPT na investigagdo de sélitons de ondas de matéria em CBEs se justificou,
primordialmente, por descrever uma armadilha finita nas bordas. De fato, a luz da fisica expe-
rimental, o PPT pode descrever um potencial de aprisionamento mais realista e pode ser criado
e manipulado através da interacdo da luz com a matéria, uma vez que o PPT é um potencial
optico.

Com a intencdo de se obter resultados mais realistas, as simulac¢des realizadas neste trabalho
foram executadas dispondo dos parametros experimentais utilizados em CBEs atrativos de "Li,
produzidos pelo departamento de Fisica da Universidade RICE. Assim, em conformidade com
os resultados obtidos, concluimos que é possivel demonstrar a existéncia e a estabilidade de
s6litons de ondas de matéria em condensados de Bose-Einstein atrativos confinados pelo PPT
esfericamente simétrico. De uma forma geral, obtivemos uma concordancia razoédvel entre os
resultados variacionais e os resultados numéricos relativos 8 EGP associada ao modelo proposto.
do PPT.
Além

disso, calculamos o ntmero critico de 4tomos, que permitem que os CBEs atrativos permane-

Os resultados demonstraram a existéncia de um valor minimo da amplitude (;)

min

De fato, observamos que o CBE pode ser aprisionado pelo PPT desde que V, > (V%)

min”*

cam estdveis, em fun¢do do comprimento de espalhamento, considerando amplitudes diferen-
tes. Nossos resultados demonstraram que é possivel aprisionar uma quantidade superior de

atomos, quando comparados com resultados provenientes de uma armadilha harmonica. Tam-
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bém observamos que conforme a amplitude/profundidade do PPT diminua, o ntimero critico
de atomos tende a ser menor. Finalmente, a estabilidade das solucdes foi verificada através do
critério VK e por meio da investigacdo direta da evolugdo temporal imaginaria numérica dos
s6litons, demonstrando, assim, a possibilidade de se criar, do ponto de vista teérico, sélitons
estaveis.

Perspectivas

Como perspectivas futuras, projetamos estudos acerca de estabilidade de sélitons de ondas de
matéria em condensados unidimensionais (“cigar-shaped”) e estabilidade de vértices em conden-
sados bidimensionais (“pancake-shaped”), ambos aprisionados pelo potencial de Poschl-Teller.
Além disso, o poco de Poschl-Teller 1D possui uma propriedade impar: a auséncia de reflexio
de ondas incidentes para qualquer energia positiva. Tal propriedade nos motivou a idealizar
um estudo futuro, acerca da estabilidade de s6litons incidentes em um pogo de Poschl-Teller na
presenca de ndo linearidade ctbica e quintica, visando possiveis aplicacdes em guias de ondas
Opticas ndo lineares.

Aplicacdes

Condensados atdmicos podem ser considerados como um laboratério de fisica ndo linear, su-
jeitos a fendmenos como colapso, sélitons e vortices. Ademais, condensados também permitem
estudos de sistemas de Fisica do Estado Sélido em ambientes controlados, nos quais diversos
parametros podem ser manipulados. Portanto, na perspectiva de eventuais aplicagdes, devemos
enfatizar que, além dos resultados demonstrarem a possibilidade de se criar sélitons de ondas
de matéria tridimensionais em CBEs atrativos, estdveis, aprisionados pelo PPT esfericamente
simétrico, tais resultados podem ser relevantes no ambito da Optica ndo Linear [62] (propri-
edades ndo lineares em pogos quanticos de Poschl-Teller), Fisica da Matéria Condensada [28]
(condensados de Bose-Einstein de mdgnons), Cosmologia [?5] (condensados de Bose-Einstein
cosmoldgicos) e Fisica de Materiais [[05] (propriedades ndo lineares em metamateriais hiper-
bélicos).

Publicagoes

[I06] “Solugoes variacionais e numéricas da Equacdo de Schrédinger 1D submetida ao potencial
de Poschl-Teller” - Revista Principia - divulgagdo cientifica e tecnolégica do IFPB
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Solugdes variacionais e numéricas da
Equacao de Schroédinger 1D submetida
ao potencial de Pdschl-Teller

Lucas Carvalho Pereira '], Jodo Vitor Batista Ferreira @, Valter Aragéo do
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[1] lukas.cp@gmail.com. [2] joao.ferreira@ufms.br. Universidade Federal de Mato Grosso do Sul - Instituto de Fisica
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RESUMO

Neste trabalho apresentamos as solugdes variacionais e numéricas da Equagao de Schrédinger 1D submetida
ao potencial de Poschl-Teller. Os métodos utilizados foram o Método Variacional e 0 Método das Diferencas
Finitas. Estes foram abordados de maneira didatica e detalhada com o intuito de instruir os discentes, tanto da
graduacdo quanto da pds-graduacao, sobre a aplicabilidade e eficacia dos métodos supracitados. Utilizamos
o potencial de Péschl-Teller devido ao fato de ser pouco explorado nos livros de Mecénica Quantica utilizados
na graduacdo e também por causa das diversas aplicacdbes como, por exemplo, em Condensados de Bose-
Einstein, guias de onda, defeitos topologicos em teoria de campos, etc. Concluimos este artigo comparando
as solugdes variacionais e numeéricas com a solucao analitica e apresentamos as vantagens de cada método.

Palavras-chave: Potencial de Poschl-Teller. Método Variacional. Métado das Diferencas Finitas.

ABSTRACT

This paper presents the numerical and variational solutions of the 10 Schrodinger Fquation submitted to the
Pdschil-Teller potential. The methods used were the Variational Method and the Finite Difference Method. They
were presented in a digactic and detafled way with the purpose of instructing both undergraduate and graduate
students, about the applicability and effectiveness of the aforementioned methods. We use the Pdschi-Teller
potential due to the fact that it is little explored in the books of Quantum Mechanics used in undergraduation
courses and also because of jts diverse applications, such as in Bose-Finstein condensates, waveguides,
topological defects in field theory and so on. We conclude this paper comparing the variational and numerifcal

solutions with the analytical solution and present the advantages of each method.

Keywords: Pdschl-Teller Potential. Variational Method. Finite Difference Method.
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Abstract: We present for the first time an approach about Bose-Einstein condensates made up of
atoms with attractive interatomic interactions confined to the Péschl-Teller hyperbolic potential.
In this paper, we consider a Bose-Einstein condensate confined in a cigar-shaped, and it was modeled
by the mean field equation known as the Gross—Pitaevskii equation. An analytical (variational
method) and numerical (two-step Crank-Nicolson) approach is proposed to study the proposed
model of interatomic interaction. The solutions of the one-dimensional Gross—Pitaevskii equation
obtained in this paper confirmed, from a theoretical point of view, the possibility of the Poschl-Teller
potential to confine Bose-Einstein condensates. The chemical potential as a function of the depth of
the Péschl-Teller potential showed a behavior very similar to the cases of Bose-Einstein condensates
and superfluid Fermi gases in optical lattices and optical superlattices. The results presented in this
paper can open the way for several applications in atomic and molecular physics, solid state physics,
condensed matter physics, and material sciences.

Keywords: Bose-Einstein condensates; Pdschl-Teller potential;, variational method; split-step
Crank—-Nicolson method
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STABILITY OF MATTER-WAVE SOLITONS IN QUASI-1D BOSE-EINSTEIN
CONDENSATES TRAPPED IN POSCHL-TELLER POTENTIAL SUBJECT TO PERIODIC
PERTURBATIONS THROUGH A NUMERICAL APPROACH
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Corresponding author: L. C. PEREIRA, E-mail: lukas.cp@gmail.com

Abstract: We presented for the first time a study regarding the stability of matter-wave solitons in a quasi one-
dimensional Bose-Einstein condensate (cigar-shaped) consisting of atoms with attractive interatomic interactions
trapped in a Poschl-Teller potential subjected to periodic perturbations. The quasi-one-dimensional Bose-Einstein con-
densate was modeled by Gross-Pitaevskii equation. A numerical (split-step Crank-Nicolson method) approach has been
proposed to investigate the dynamic properties of matter-wave solitons during the temporal evolution of this atomic sys-
tem. The results obtained in this paper demonstrated the stability of the wave-matter solitons while they were perturbed
by periodic oscillations of the Poschl-Teller potential during temporal evolution. The results presented in this paper can
open the way for several applications in atomic and molecular physics, condensed matter physics, solid state physics,
nonlinear optics and material sciences.

Key words: Bose-Einstein condensates, solitons, Péschl-Teller potential, split-step Crank-Nicolson method.

76



Capitulo 5. Conclusdes e consideragdes finais

Received: 2 December 2020
DOI: 10.1002/qua.26634

Revised: 20 January 2021 Accepted: 27 January 2021

UANTUM

HEMISTRY Wl LEY

FULL PAPER

Dynamics and stability of matter-wave solitons in cigar-shaped
Bose-Einstein condensates dragged by Pdschl-Teller potential

Lucas Carvalho Pereira’

Programa de Pés-graduacao em Ciéncia dos
Materiais, Instituto de Fisica, Universidade
Federal de Mato Grosso do Sul, Campo
Grande, Brazil

2Group of Spectroscopy and Bioinformatics
Applied to Biodiversity and Health, School of
Medicine, Postgraduation Program in Health
and Development in the Midwest Region,
Faculty of Medicine, Federal University of
Mato Grosso do Sul, Campo Grande, Brazil

Correspondence

Lucas Carvalho Pereira, Programa de Pos-
graduacao em Ciéncia dos Materiais, Instituto
de Fisica, Universidade Federal de Mato
Grosso do Sul, Campo Grande 79070-900,
Mato Grosso do Sul, Brazil.

Email: lukas.cp@gmail.com

Bruno Spolon Marangoni® | Valter Aragao do Nascimento?

Abstract

In this paper, we theoretically investigate the dynamics and stability of matter-wave soli-
tons (MWS) in a cigar-shaped Bose-Einstein condensate (BEC) consisting of atoms with
attractive interatomic interactions trapped by Poschl-Teller (PT) potential. In this sce-
nario, we propose the idea of the BEC being dragged by PT potential at a constant
speed. The BEC was modeled by the quasi-one-dimensional Gross-Piteaevskii
Equation (1D-GPE). In addition, an analytical (time-dependent variational method) and
numerical (split-step Crank-Nicolson method) approach has been proposed to investi-
gate the dynamic properties of solitons during the temporal evolution of this system.
Both analytical and numerical results demonstrated that MWSs dragged by PT potential
can be stable. From a general point of view, the results obtained in this paper can moti-
vate both theoretical and experimental investigations on the dynamics and stability of
solitons in dilute and ultracold unitary Bose gases trapped by PT potential, nonlinear

optical properties in PT quantum wells, and propagation of solitons in nonlinear media.

KEYWORDS
Bose-Einstein condensates, matter-wave solitons, Poschl-Teller potential
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Progeny of supermassive black holes through the collapse of dark matter
Bose-Einstein condensates: a variational approach
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Universidade Federal de Mato Grosso do Sul, Instituto de Fisica
Campo Grande - MS 79070-900, Brazil
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Abstract: In this paper, we propose that the progeny of supermassive black holes occur due to the collapse of dark
matter consisting of dark bosons at ultra-cold temperatures. For this purpose, supermassive black holes were modeled
as attractive cosmological Bose-Einstein condensates and described by the Gross-Pitaevskii equation within the scope
of the mean-field theory. The study developed in this paper was motivated by the possibility of observing the formation
of supermassive black holes through the behavior of the chemical potential as a function of the number of dark bosons.
The results demonstrated, through variational formalism, that the formation of supermassive black holes is possible.
The results obtained in this paper can open the way for a better understanding about supermassive black holes and
motivate new studies related to cosmological Bose-Einstein condensates such as supermassive Kerr black holes and
quarks stars.

Key words: supermassive black holes, cosmological Bose-Einstein condensates, dark matter, variational method.
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A Teorema do Virial em condensados de Bose-Einstein

Em um sistema em equilibrio, o teorema do virial estabelece relagdes que devem ser satis-
feitas entre as diferentes energias do sistema. Este teorema leva em consideracdo que a energia
deve ser independente de uma transformagdo escalonada das coordenadas e além disso impoe
que a energia deve ser minima.

Portanto, como a energia (Eq. B23) é estacionaria para qualquer variagdo da fun¢do de onda
¢ (r) em torno da solugdo da EGP, a escala deve ser escolhida r — 7 = vr, onde v é um parametro
de escala real arbitrario. A fun¢do de onda do CBE se transforma em ¢ (r) — ¢ (7) = Ag (vr),
onde A é uma constante de normalizagdo. A partir do principio da invaridncia de escala, anorma

da funcdo de onda deve ser preservada. Assim,

4 / ©? (r) dr = 41 A / ©* (vr)dr
— dr A% / 22 (vr) d (vr)

=47 A%t /@%ﬁ = 1. (5.1)

onde a constante de normalizacdo é A = v'/2, porque a integral acima é unitéria.
A contribuigdo da energia cinética (Eq. B24), através da fun¢do de onda escalonada ¢ (7), é

dada por
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2
E~’Cin = QWNV/ {dgp (Vr>] dr

2N / [d“o (W)rd(w)

~72
:27TNV2/ |:d£:| d?z:VQEcin.

dr

A energia de interagdo (Eq. B28) se transforma conforme

4
FEi = —27TNQCLI/2/MdT

r2

— —27N%a? / @ G-

(vr)’

<4
= 21 N?%a? / %df = 13 By
r

Finalmente, a energia potencial (Eq. B25) se transforma em

By = —ANYy [ vsect? (1) & (o)

= —4rVY [ sect () () d o)

14

— 47NV / sech? (f) GRdF.
1%

A energia total transformada é

E = 1VPEg, + 1V’ Eyy — 47NV, / sech? (f) G2dF.
14

Assim, através da condig¢do de equilibrio

dE

w| =0

v=1

o Teorema do Virial” de um CBE aprisionado pelo PPT pode ser constatado como

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

!A demonstragdo do Teorema do Virial para CBEs aprisionados por redes 6pticas (potencial periédico) tabém

envolve integrais ndo analiticas. Tal demonstragdo pode ser encontrada na Ref. [T03].
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2F i + 3E — 87V / rsech? (r) tanh (r) @*dr = 0. (5.7)
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B Polindmios associados de Legendre

A equagcdo diferencial de Legendre na sua forma geral

2 2

d d
(1=a%) 5 =202 4 [l +1) = 77— | y =0, (B.1)

dz? dx

tem um papel muito importante na Fisica. Em geral, a resolucdo da equacdo de Laplace em
coordenadas esféricas tem como solucao esta equagao. Ela também aparece na Mecanica Quan-
tica como solugdo da equagdo angular da equagdo de Schrédinger conhecida como harmoénicos

esféricos. Esta equacdo pode ser resolvida por meio dos polindmios associados de Legendre:

o) = (1= () ) (B.2)

onde P (z) sdo os Polindmios de Legendre que podem ser obtidos por meio da Férmula de
Rodrigues:

1 /d\',,
Px) = 55 (@> (22 - 1)", (B.3)

Esta férmula é 1til para provar muitas das propriedades dos polinomios de Legendre, tal

como a ortogonalidade:

+1 2)

Assim, a Eq. pode ser reescrita da seguinte maneira:

oym/2 [ d e 2
le(x):%(l—m) / <%) (z —1)l. (B.5)

A integral de ortogonalidade dos PALs é dada por:

| @R = 5 (B6)

Também é possivel desenvolver uma relagdo de ortogonalidade para os PALs que tenham o

mesmo indice inferior, mas indice superior diferente [[/0]:

! m)!
/1 P (z)P™ (x) (1- x2)*1 dx = %E; i— m;;émm/. (B.7)
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C Método Variacional

C.1 Teoria de Campos na Forma Lagrangiana

Sistemas continuos possuem um ndmero infinito de graus de liberdade e podem ser descritos
por campos [[I11]. E fato notavel que praticamente todas as teorias de campos de interesse fisico
podem ser descritas pelos formalismos de Lagrange e Hamilton.

Um sistema mecanico com um ntamero finito de graus de liberdade é descrito pelas coor-
denadas generalizadas ¢;(t). O sistema continuo mais simples é descrito por uma coordenada
Y« (t) associada a cada ponto x do espago, ou seja, o indice discreto k é substituido pelo indice
continuo x. Por simplicidade, consideraremos inicialmente campos em uma dimensdo espa-
cial e, em vez de utilizar a coordenada espacial como subscrito, usaremos a notagao tradicional
= (o, t).

A Lagrangiana de um sistema discreto envolve uma soma sobre todos os graus de liberdade,
de modo que a Lagrangiana de um sistema continuo deve ser expressa em termos da integral
espacial de uma fungdo £ chamada de densidade Lagrangiana. A densidade Lagrangiana deve
conter um termo cinético, logo deve depender de (z,t) = d¢/0t. Em contraste com a ideia de
acdo a distancia, iremos supor que um campo interage somente com seu vizinhos infinitesimais,
de modo que £ deve depender de )(z,t) e (x4 dx,t) . Alternativamente, em vez desta tltima
quantidade, é melhor usar ¢'(z, t) = 0v/0x. Admitindo uma possivel dependéncia explicita em

r e t, a agdo mais geral para uma teoria de campos unidimensional tem a forma

5:/: /:c(w,w’,gz},x,t) dzdt. (C.1)

A integral temporal da Lagrangiana é chamada de acdo, e é denotada pela letra S. Na teoria
de campo, ocasionalmente é feita uma distin¢do entre a Lagrangiana L, da qual a integral no

tempo € a agdo

to
S= / Ldt, (C.2)
t1

e a densidade Lagrangiana £, da qual a integral no espaco é a Lagrangiana:

L= / c (¢,¢’,¢,x,t) dz. (C.3)

1

A equacdo de Lagrange para v decorre do principio de Hamilton

to x9 .
58 — 5/ / c (q/;, " ¢,x,t) dedt = 0, (C.4)
t1 x1
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onde a variacdo do campo deve se anular, ndo apenas nos extremos temporais mas também nos

extremos espaciais:

(51/1 (I,tl) = 5lp (I,tg) == 0,

(51/1 (.Z’l,t) = 5lp (Ig,t) = 0.

Aplicando a variagdo da agdo na Eq.C3, resulta

S = // {—¢+—w+a¢lw}dxdt:0.

Usando as relacoes

=5 (5) = 560
w—é(gjf) 2w,

e utilizando o método da integral por partes, segue que

58S = / / - —5¢dxdt+ / / - —6¢dmdt+ / / - 5 ¢/5w’dxdt,

onde

//a_cg 6 dadt =
o wat

8—£) (6v) dwdt,

2
85@

t

/ / : w, (646) dudt = gw, o0)|

- /t / B (gi) (80)) dawdt.

Substituindo os resultados acima na Eq. 7, o principio de Hamilton torna-se

[ (2 2 (25 - 2 (2] a0
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L () e

(C.5)

(C.6)

(C.7)

(C.8)

(C.9)

(C.10)

(C.11)

(C.12)
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Assim, obtém-se a equacdo de Euler-Lagrange

0 (oL g (oL oL
§(£)+%<aw,>—@—0. (C.14)
No caso de um sistema de N campos em trés dimensdes espaciais, representados coletiva-
mente por ¢ = (1, ...,vYn), as equagdes de Lagrange resultantes do principio de Hamilton
to .
S = 5/ / c (z/;, Vo, 1, X, t) dxdt = 0, (C.15)
t1 1%4
onde [, dx = [ yyf [.2 dxdydz, escrevem-se
g (0L oL oL
—|—)+V- - =0, a=1,...,N. C.16
3 (i) v (atw) ~ v (C16)

Com o intuito de demonstrar este resultado, consideremos

6S = / /V Z { 5 wa i 5t + 5 éﬁ%) -5(%@} dxdt = 0, (C.17)

onde as variagdes dos 7/, sdo mutuamente independentes e anulam-se nos extremos de integra-
¢do temporal e na superficie que limita a regido tridimensional V. Usando oo = 0 () /0t

uma integragdo por partes como no caso unidimensional fornece

/f /V eif  dxdt — / / = <8¢ )5wadxdt. (C.18)

Usando agora § (Vi),) = V (07,) e lancando mao da identidade

V. (AB)=(V-A)B+A(V-B), (C.19)

podemos efetuar uma integracdo por partes com a ajuda do teorema da divergéncia para obter

b2 oL or
dxd ,
[ ] 5 s@uair— [{f s [ (5 o)

/ / ( T wa>(5wadxdt (C.20)

pois as variagdes 01, anulam-se na superficie OV que limita a regido espacial V. Introdu-
zindo a Eq. C18 e a Eq. na Eq. C17, o principio de Hamilton obtém a forma
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05 = / | Z[awa o (%)‘V'(aéfwa))]d"dtzo’ (C21)

donde resultam imediatamente as equagdes de Euler-Lagrange.

Algumas teorias demandam a utiliza¢cdo de campos complexos. Um campo complexo é equi-
valente a dois campos reais independentes. Equivalentemente, em lugar das partes real e imagi-
naria de um campo complexo, podemos considerar o préprio campo e seu complexo conjugado
como campos independentes. Assim sendo, para cada campo complexo teremos um par de
equagdes de Euler-Lagrange da forma da Eq. I8 tomando primeiro ¢, = ¢ e em seguida

Yo = Y.
Exemplo: densidade Lagrangiana de Gross-Pitaevskii

A densidade Lagrangiana de Gross-Pitaevskii pode ser dada por [I12]:

2

L =ikl ¥ — :—m (VI*) - (VD) — VT — g ()2, (C.22)

representando um sistema de dois campos (U* e ¥) em trés dimensdes espaciais (z,y, z). To-
mando ¥, = ¥* e Uy, = ¥ e substituindo a Eq. CZ2 na Eq. CZ1 obtemos

2
oL 0 [ 0L oL
_ Y ’ _v. = 2
2 {a% ot <aw) v (mwa)” . (€2)
onde as derivadas foram calculadas na sequéncia.
4 .
oL =iV — VU — g (U"0) ¥
o+ or
v, =" — = 0 (C.24)
oL h? ov oL h?
=-——VVU = —— VU
L ave) T Tam Y TV (a(vm*)) om Y
oL ov B _E)g (\IJE);D)\D
— == = {hU* — [ =) = ind*
Uy =V — 8\112 1 = o <8\I/> 1 2 (C.25)
oL h oL h
_ \Ij* . - _ 2\:[;*
L ave) Y T Y (a(vqf)) om Y

Substituindo os resultados apresentados nas Eq’s e CZ8na Eq. obtemos

. h2
W = —%v%p + VU 4 g |0, (C.26)
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h2

— AU = — V20 VU 4 g | DT (C.27)
m

C.2 Teoria de Campos na Forma Hamiltoniana

O momento canonicamente conjugado a ¢, (), denotado por 7 (z) , é dado por:

¢ = % (C.28)
Y
Sendo assim, a densidade hamiltoniana H definida por
H=> % —L, (C.29)

pode ser expressa em termos de 7%, 1, e seus gradientes.

A agdo na forma hamiltoniana escreve-se

S = /t :2 /V {za:n%z}a — H (o, Vipa, 7%, Vw“)} dxdt (C.30)

e as equacdes de Hamilton decorrem do principio variacional §S = 0, sendo que a Hamiltoniana

H:/H(%,wa,wa,wa)dx. (C.31)
1%

Em todas as teorias de interesse fisico fundamental, H ndo depende dos gradientes dos 7.

C.3 Meétodo Variacional

O método variacional estd atrelado na Mecanica Quantica junto a teoria de perturbagdo como
alternativa a solugdes exatas da Equacgado de Schrodinger independente do tempo de certos Ha-
miltonianos. Embora esse método nado consiga fornecer todas as autofungdes e energias dos au-
toestados do sistema, muitas vezes a informagdo que realmente precisamos se resume a energia
do estado fundamental E ,(ground state). E é através do principio variacional que se possibilita
obter, ndo necessariamente o valor exato, mas, um limite superior para Ey,, que frequentemente
€ muito préximo do valor exato [B7].

Este método consiste em escolher uma funcdo de onda teste i) que dependa de um ou mais
parametros variacionais, e determinar os valores destes pardmetros em fun¢do da minimiza-
cdo do valor esperado do Hamiltoniano (), ou seja, quando a energia relativa ao (/) for a
menor possivel. A fun¢do de onda obtida pela substituicdo dos pardmetros variacionais, cujos

valores foram determinados pela minimizac¢do, serd uma aproximagdo da fungdo de onda do
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estado fundamental, e a energia relativa ao valor esperado do Hamiltoniano neste estado sera

um majorante para a energia do estado fundamental
Eys < (H) = (| H|Y). (C.32)

A fungdo de onda teste é conhecida na literatura como ansatz, que do alemao significa pal-
pite. O ansatz pode ser qualquer fun¢do desde que esta pertenca ao chamado espaco de Hilbert.
De outro modo, o ansatz deve ser quadrado-integravel, garantindo, assim, a normalizacdo da
funcao.

Para calcular o valor esperado de qualquer quantidade () calcula-se a integral

—+o00

(Q) = (W|Qy) = V" () QU (w) do (C.33)

onde () é o operador referente ao observavel (). Como todas as varidveis dindmicas classicas
podem ser expressas em fun¢do da posi¢gdo = e do momento p, podemos obter o operador ()

através da substituicdo candnica

p— —ih%. (C.34)

Pode-se demonstrar a desigualdade na Eq. 32 expressando, primeiramente, 1) como uma

combinacdo linear das autofun¢des(desconhecidas) do hamiltoniano

pois estas formam um conjunto completo.
Sendo H Yn = En),, ¢ normalizada e supondo que as autofungdes v, tenham sido ortonor-

malizadas, ou seja, (¥, | ¥n) = Omn; SEgUE qUE

L= (|¢)= <Zcmwm chwn> = ZZc:;cn (Wom | n) =D leal™ (C.36)

n
Enquanto isso

<H> = <Zcm¢m

m

H Zcm> = e Encn (U | ¥a) =Y _Enleal*. (C.37)

n

Nao obstante, a energia do estado fundamental é, por definicdo, o0 menor autovalor de H, de

modo que Ey; < E, e, assim,
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(H) > Eg Y leal* = Eye. (C.38)

Uma vez escolhido o ansatz 1), tal que este dependa de pelo menos um parametro variacional
b, deve-se calcular o valor esperado do hamiltoniano (H). Se o sistema for relativamente simples,
podemos escrever (H) como

(H) =(T) +{V), (C.39)

onde (T') e (V) sdo os valores esperados da energia cinética e da energia potencial respectiva-
mente.
De acordo com a Eq. 37, esse resultado excede E,; para qualquer parametro variacional b.

Sendo assim, para obter o valor mais adequado do parametro b, minimiza-se (H):
d(H)
db

Substituindo o pardmetro b,,;,, em (H), finalmente determinamos um majorante E, para a

=0 = byim. (C.40)

energia do estado fundamental E,

(H) . = By = B (C.A1)

min
Se porventura E, for igual a E,,, entdo significa que o ansatz é exatamente a fun¢do de onda

do estado fundamental do sistema estudado.

Método Variacional aplicado a Teoria de Campos

Na ¢6tica da Teoria de Campos, aplica-se o processo de minimiza¢do, ndo s6 na hamiltoni-
ana, mas também na lagrangiana. Observa-se que a lagrangiana propriamente dita é dada pela
integral da densidade lagrangiana

L:/E(w,vw,@/},x,t)dx (C.42)
\4

e a hamiltoniana propriamente dita é dada pela integral da densidade hamiltoniana

H:/‘/H(@/J,V@b,w)dx. (C.43)

como mencionado, respectivamente, na Sec. Cl e na Sec. C2.
Como o Método Variacional descrito na Sec. 3 se aplica a Equacdo de Schrédinger inde-

pendente do tempo, a derivada temporal ¢/ , e consequentemente o momento conjugado 7, se
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anulam. Assim, a menos de um sinal, contempla-se, através da Eq. C29, a equivaléncia entre £
eH:

H=np—L—>H=—L. (C.44)

E importante ressaltar que utiliza-se geralmente £ ao invés de H, pois do primeiro, podemos
extrair as equagdes de Euler-Lagrage.

Quanto ao ansatz, depois de escolhido, 0 mesmo é substituido na densidade langrangiana.
No contexto do Método Variacional, denomina-se de lagrangiana efetiva, por exemplo no caso

tridimensional,

Lz///ﬁ@ﬂ&@y@ﬂ@@ (C.45)

a lagrangiana L.
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D Métodos numéricos

Na vasta drea das equagdes diferenciais, um problema de valor de contorno (PVC) é conhe-
cido por ser uma equacdo diferencial ordindria munida de um conjunto de restri¢des chamadas
de condig¢des de contorno ou condi¢des de fronteira. De forma prética, podemos dizer que as
condicdes de contorno sdo valores conhecidos da fun¢do que se deseja encontrar. Um exem-
plo comum dos PVCs é a prépria ESL independente do tempo. Porém, sdo poucas as solugdes
analiticas exatas conhecidas da ESL.

Surge entdo, a necessidade da busca por meios alternativos para solucionarmos essas equa-
¢oes. E um desses meios é o calculo numérico: uma coletdnea de métodos numéricos que con-
siste em uma poderosa ferramenta que nos auxilia na obtenc¢do de solu¢des numéricas, em geral
aproximadas.

A EGP, principal objeto estudado nesse trabalho, pertence a classe dos PVCs desprovidas
de solugdes analiticas exatas uma vez que a EGP é uma equacgdo diferencial parcial ndo linear
de segunda ordem; fazendo com que a andlise do problema convergisse ao estudo de um dos
métodos mais utilizados para resolvermos PVCs: o método das diferengas finitas (MDF).

D.1 Método de Newton-Raphson

O método de Newton (ou Método de Newton-Raphson), tem o objetivo de estimar as raizes
de uma fungdo. Para isso, escolhe-se uma aproximacao inicial para esta. Apds isso, calcula-se a
equagdo da reta tangente (derivada) da fungdo nesse ponto e a intersecdo dela com o eixo das

abcissas, a fim de encontrar uma melhor aproximagéao para a raiz.
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YA

H--------

S
o 7

Figura 5.1: A figura acima representa de forma esquematica a aplicacio do método de Newton-Raphson. Z é a raiz
da funcéo y(x)

(@) = y(ao) + ¥ (e~ 20) + L oy (D)

a diferenca | — x| deve ser pequena para a convergéncia do método e para desprezar o termo
quadrético da série.

Como 7 é a solugdo da equagdo y(z) = 0, ou seja

(@) = (o) + o/ w0) 5 — 20) + Lo (7~ (D2)
y(z) = y(w0) + y'(20) (T — o) (D.3)
Como y(Z) =~ 0, isolando z, obtemos:
g Y (o)
r = Xy y/ (J]O) (D4)

Repetindo-se o processo, cria-se um método iterativo para encontrarmos a raiz da fungao.

Em notagdo matematica, o método de Newton é dado pela seguinte sequéncia recursiva:

y ()
Y (7,)

onde z, é uma aproximagdo inicial dada, n indica a n-ésima iteragdo do algoritmo e y/(x,,) é a

Tpy1 = Tp —

(D.5)

derivada da fungdo y no ponto z,,.
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D.2 Método das diferencas finitas

A ideia basica do MDF é transformar o problema de resolver uma equacao diferencial ordi-
néria ou parcial, linear ou ndo linear, num problema de resolver um sistemas de equagdes algé-
bricas [90], usando para isto a discretiza¢do do dominio da fungdo e a substitui¢ao das derivadas
presentes na equacao diferencial por aproximagdes envolvendo somente valores numéricos da
funcdo, por diferengas finitas.

Em geral, as equagdes diferenciais a serem resolvidas sdo PVCs sendo que a forma mais geral
dos PVCs é dada por:

y'(z) = f(z,y(x),y'(v)) a<z<b
y(a) =
y(b) = p

Obtém-se as férmulas de aproximacgdes através da série de Taylor da fun¢do. Uma série de

(D.6)

Taylor é uma expansdo em série de poténcias de uma funcado y(x) em torno de um ponto z =,
isto é, uma representagdo de uma fun¢do como uma soma infinita de termos que sdo calculados

dos valores das derivadas da fungdo no ponto x = e.

y*)

k!(e) (z— ).

”E (k) € N +00
y(x):y(e)—i-y’(e)(a:—e)—i-y )(x—e)2+...+y k!()(x—e) —i—...:z

(D.7)
A discretizagdo do dominio ocorre ao dividirmos o intervalo [a, b] em m + 1 partes iguais de

comprimento » dado por

potoe D.8
S om+ 1 (D8)

O intervalo sendo dividido em m + 1 partes implica numa discretizagdo de m + 2 pontos dos

quais denotaremos os extremos do dominio por zy = a, ;41 = b.

Assim, um ponto qualquer do dominio poderd ser representado pela expressao

x; =x9+1ih, 1=0,1,....m+1, (D.9)

e utilizaremos a notagao y; para representar o valor da funcdo y calculada no ponto z;:

yi = y(z;) =y(zro +1h), i =0,1,....,m+ 1. (D.10)

A série de Taylor para a fungdo y(z) em torno de um ponto z; desprezando os termos de ordem
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superior a 2 é dada por:

(@) =yl + 9/ @) - x) + L 0y (D11)

Ao fazermos as substitui¢cdes © — ;11 = x; + he x — x;_; = x; — h obtemos respectivamente:

i) = yla) +f (ah + L (D12)
i) = ylw) — o ah + L (D13)

Isolando o termo ¢/(x;) nas Eq’s. e @13 chega-se em:

(o) = 2B oy (D15)

Em contrapartida, subtraindo a Eq. da Eq. D3 e isolando o termo ¢/(z;) obtém-se

y/(mi) _ y($i+1)2_hy($z‘—1) 4 O(hZ) (D.16)

As Eq’s D14, 13 e [116 sdo as férmulas de aproximagdes mais utilizadas para derivadas de

primeira ordem no ponto z;:

y' () ~ y(xiﬂ)h_ y(@:) = diferenca avancada (D.17)

y(@i) — y(zi1)
h

Y (x;) ~ = diferenga atrasada (D.18)

Y(Tit1) — y(wi 1)
2h

Quando aplicamos essas férmulas, inevitavelmente cometemos um erro. Esse erro nas fér-

Y (x;) ~ = diferenga centrada (D.19)

mulas da diferenga avancada e na diferenca atrasada é da ordem O(h). Ja na diferenga centrada,
o erro é da ordem O(h?) implicando em uma aproximacdo mais precisa do que as outras, uma
vez que h < 1.

De forma andloga ao que foi desenvolvido até aqui nesta segdo, deduziremos a seguir a foér-
mula de aproximacao para a derivada de segunda ordem utilizando novamente a série de Taylor
da funcédo y(z) em torno de z; desprezando os termos de ordem superior a 4 e fazendo as subs-

tituicdes v — x;41 = v; + he x — z;_1 = x; — h obtemos respectivamente:
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"o " . 4) (.

y(wi) = yla:) + o (@) + 7 (j” n? Y é”’”h?' + yz—(fW (D20)
"o " . 4) (.

Y(wi) = y(o) — o/ o + L e g 97 () (D.21)

2 6 24
Adicionado as Eq’s. e D21 e isolando o termo y”(z;) obtemos:

y'(x;) = Yloer) - Qngi) *ulei) + O(h?). (D.22)

Nota-se que o erro obtido é da ordem O(h?). Assim, obtemos a férmula de aproximagao para a

derivada de segunda ordem no ponto z;:

ZT; —2 i)+ ylo;—
Y (x;) ~ y(@en) y}; ) (@) = diferenga centrada (D.23)

Sendo assim, nosso problema de resolver um PCV como na Eq. DA se transforma em:

(

Y(@is) — 2y(@:) + y(wi1) < y(@ip1) — ?J(fﬂz‘—l))
12 Lis Yis 2%
y(z0) = o (D.24)

L y(merl) = 5

Aplicacao do MDF na Equacao de Schrodinger

Nesta secao, aplicaremos o MDF a ESL independente do tempo para um potencial unidimen-
sional V' (z). Podemos encarar esta se¢do como um tutorial para resolvermos qualquer ES inde-
pendente do tempo sujeitas a potenciais unidimensionais também independentes do tempo,
desde que a ES seja linear e unidimensional. Como a ES independente do tempo é um PVC,

nossa tarefa se resume em resolver o problema:

P(a) =« (D.25)
b(b) =B
A Eq. D25 equivale a uma equacio de autovalores para o operador hamiltoniano H:
R R R h2 d2
H=T =——— : D.2
+V 5 a2 T V (D.26)

onde 7" é o operador energia cinética e V' é o operador energia potencial. Os estados estacionarios
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do sistema fisico sdo representados pelas autofunl¢des 1)(z) do operador hamiltoniano, ou seja,

fungées que satisfazem:

onde os autovalores F,, correspondem aos valores de energia do sistema.

b—a
m+1

Ty = xo + 2h, .,x; = xo + 1h, oy Ty = o + (M — 1), 2, = 29 + mh € 01 = b cOmo

Fixado m, o espacamento h serd e o intervalo [a, b] serd dividido em zy = a, x1 =z + h,

exibido na Fig. ??. Como conhecemos os valores de 7/, nos extremos do dominio, determinados

pelas condig¢des de contorno ¢ (zg) = (a) = o e Y(x,,41) = ¥(b) = 5, teremos como incégnitas

Un (1), Yn(x2), ..., Yy(z,,) e assim, para cada i = 1,2, ..., m usaremos a aproximagao obtida na
Eq. D23
" Y(wim1) = 2¢(xi) + P (2is1)
W (x) ~ = iy (D.28)
Para cada ¢ a Eq. D73 discretizada fica:
1 Un(wim1) = 200 (23) + Vn(Tit1)
-3 . V(@) als) = Entha(xy), (D.29)
ou seja
1 1 1
~ 5z ¥n(ig) + {ﬁ + V(l’z‘)} Yal@i) = G ¥n(tin) = Bnthu(z:). (D.30)

Agora, fazendo ¢ = 1 na Eq. obtemos

~gpstnan) + |+ V(o) | o) = gpt(as) = Bt

Analogamente para i = m, a Eq. [I30 torna-se

1

1
_2_h2 ¢n($m+1) = Enwn(xm)

Yo (Tme1) + [i + V(a:m)} Un(@m) = 573

h2

O resultado é um sistema linear algébrico de m equagdes e m incégnitas com solugado tinica [91]:
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g+ | V)| (o) = izalen) = Bl
gt + [+ V()| (o)~ gptloin) = Bun(e) 2

1
Sz

nlomt) + [ 5+ V)| ¥nli) = 5 = Eutnlon)

Este sistema pode ser convenientemente expresso na forma matricial, se escrevermos a funcao

¥p(x) como um vetor:

%(%)
¢n(x2)

V()

77/Jn(ll‘m_1)

Com isso, o sistema D31 assume a seguinte forma:

1
F(z1) —55 0 0 0 0
1 (2h> 1 . . . V(1)
onz T\ Toe U (T2)
0 0 0 :
1 1
—os Flw) 55 (i
! o P g ! Unl)
0 0 . 0 :
1 1 Un(Tm—1)
0 0 0 — Pz, ——— n(Tm-1
2h2 (-T 1) 2h2 ¢n($m)
—_— F
0 0 0 0 7% ()

onde F(z) — % V().

(D.32)

%(1‘1)
U (12)

Vn(Tm—1)

(D.33)

Observa-se que a matriz tridiagonal da Eq. X33 m x m é simétrica e real; isto significa que

podemos diagonaliza-la através da equacao
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det (H . E,J) —0. (D.34)

Assim, obtemos o conjunto de autovalores resolvendo o determinate:

1
Fle) =B —g5 0 0 0 0
1 1
0 0 0
1 1
0 = F(t)— B, —= 0 =0
ope Fl) 2N
0 0 . 0
1 1
0 0 0 0 ~5 F(zm) — B,
(D.35)

Para se obter as autofungdes, basta substituir cada autovalor nas Eq. D31 e resolver o sistema
linear correspondente.

E importante ressaltar que obter a solugdo da Eq. 35 utilizando os pacotes computacionais
atuais tornou-se uma tarefa relativamente simples pois, diferente das linguagens compiladas
como C++, fortran,...que sdo mais complicadas, as linguagens de script como Matlab, Scilab,
Octave, R, ... j& vem com uma cole¢do muito rica de bibliotecas com numerosos algoritmos em
um ambiente de desenvolvimento agradavel.

D.3 Método de Crank-Nicolson

O método de Crank-Nicolson (MCN), desenvolvido por John Crank e Phyllis Nicolson na
metade do século XX, é um método das diferencas finitas usado para resolver numericamente
equagoes que modelam problemas de difusdo (equagdo do calor e equagdes diferenciais parciais
similares). O MCN é uma combinagdo dos métodos explicito e implicito utilizando a férmula
de diferenga atrasada para a derivada temporal

%—f = M +O(h?), (D.36)
e uma combinacdo ponderada de diferencas avancadas e diferencas atrasadas para o restante da
equagao
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PV 1|V — 2%k Ve Vi — 25+ Wi
w5 == ’ : ’ ’ - - O(h* D.37
dz? 2 h2 T 2 +O(h%) ( )
e tem erro O (h?) + O (k?).
k+1 k+1 k+1
P P Pi+1
@ I\ @
@ O @
k k k
P ?; Pi+1
Figura 5.2: Malha do método de Crank-Nicolson.
Exemplo: particula livre 1D
A equacdo de Schodinger que descreve um particula livre de massa m
0 R? 02
ih—W =———V(z,t D.38
iho (@, t) = =5, t) (D38)

é semelhante a equagdo da difusao dyu(z,t) = DO,.u(z,t) sendo D o coeficiente de difusao.

Assim, reescrevendo a Eq. D38 como segue abaixo

0 ih 02
") = 2
e aplicando a discretizacdo de Crank-Nicolson na Eq. obtemos

U(z,t) (D.39)

k+1 k k+1 k+1 k+1 k k k
: At 2m Ax? Ax? ' (D-40)

onde ¥ = W (z;,t,). Apds algumas manipulacdes algébricas podemos reescrever a Eq. 140

ihAt

tomando o = =5

da seguinte maneira
— oW+ (44 20) UM — o UM = g UF |+ (4 — 20) WS+ 00%_ . (D.41)

A discretizagdo relativa a Eq. D41 juntamente com as condig¢des iniciais e condigdes de con-
torno, fornece-nos, para cada instante de tempo k+1, o valor de ¥, que pode ser escrito na forma
matricial
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onde as matrizes

A\IJkJrl — B\Ilk

Y

4+ 20 —0
—0 4+20 —0

—0 4+ 20

4 — 20 o

o 4—20 o

—0c 4—20

sdo matrizes tridiagonais e os vetores

k+1
\Ijl

k+1
\IIN

14

—0

4+ 20

4 — 20

(D.42)

(D.43)

(D.44)

(D.45)

(D.46)

Para equagdes de difusdo (e muitas outras), pode-se provar que o MCN é incondicional-

mente estdvel [[13], isso significa que ndo existem restri¢des a escolha do passo espacial Az e

do passo temporal At. Contudo, as solu¢des aproximadas podem ainda conter oscilagdes signi-

ficativas caso a razdo entre o passo de tempo e o quadrado do passo de espaco for grande.

Enfim, como condicdo inicial para a ESL que descreve a particula livre, utilizaremos a gaus-
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siana normalizada e as condi¢des de contorno lim W (x,¢) = 0. Assim

r—+oo
(.0 h? 02

e (22) o (125

lim V¥ (x,t)=0

 T—F00

J discretizacao

At 4m

k+1 k+1 k+1 k k k
g1 — 2V Y Vi 2

Ax? Ax?

| NN EN SN N NN ENE RN NN

—
oo

Figura 5.3: Pacote de onda gaussiano. Observa-se que a medida que o tempo aumenta, |¢|* se achata e amplia. Isso
ocorre devido a dispersdo do pacote de onda gaussiano, sendo este formado pela combinagao linear de infinitas
ondas planas com diferentes momentos, p = hk, com k = £v2m£E/h. O resultado acima estd de acordo com a
solucdo analitica [B7], porém, por conveniéncia, adotamos m = w =i = 1.
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D.4 Método split-step

O método split-step é um método numérico que possibilita determinar a solucdo de uma
equacao diferencial parcial ndo linear. Pode-se dizer que este método numérico complementa o
MCN, permitindo que a solugdo de uma equacdo diferencial parcial de segunda ordem, sujeita
a um potencial externo, seja determinada. Além disso, podemos tratar um termo ndo linear
como um “potencial” e, utilizando o mesmo procedimento, determinar solu¢ées de equagdes
diferenciais parciais ndo lineares.

A ESL-1D é dada por

o .
ih— = HV. D.47
iho (D47)
O Hamiltoniano H pode ser expresso por H = T+ V,sendo T = _%aa_; o operador energia
cinéticae V = V(&) o operador energia potencial. A Eq. D47 pode ser resolvida de forma exata:
T (T+V)qf;»/t1d\p i<T+f/>/tdt (D.48)
\h— = _— = —— o
ot 0w U h o
obtendo, assim, a solucédo
o At
U = ()5 g, (D.49)
sendo At =t —tye Vg = V(t =tp).
L o At
Pelo fato de ndo conhecermos o operador e*‘(Tﬂ/)T, é preciso separd-lo em um produto

dos operadores e~ 'TAt/e" VAL Entretanto, devido ao fato dos operadores 7' e V nao comuta-

rem, utilizaremos uma aproximacado baseada na demonstracdo da Férmula de Campbell-Baker-
Hausdorff, sendo esta dada por

oAeB _ A+B+3[AB]+ 35 ([A[AB]]+[B.[BA]])+.. (D.50)

A partir das expansdes abaixo

:1+A<A+B>+—(AQ+AB+BA+B2>+...; (D.51)
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A 2B LN D S
eAAeAB:[1+>\A+§A2+..} {1+>\B+§BQ+..}
i N a iB L B2
:1+)\<A+B>+§<A +2AB+B)+..., (D.52)
podemos subtrair a Eq. 51 da Eq. [X52 e obter:

MALB iap A A
AATB) _ MAB ~5AB+ 5 BAT O (X). (D.53)
Reescrevendo a Eq. X523, torna-se possivel verificar que

e)\(A+B) — MAB _ A

2
A B o), (D.54)
que, caso os operadores A e B ndo comutem, possui um erro da ordem de A*>. Com o intuito de

melhorar essa aproximacgdo podemos reescrever a exponencial da seguinte forma:

. A\ 2 . N\ 2
A s 4 A XN [A D C A A XN [A
AT AB A 2
= |1 —+ == — —+ = =
e"2e e 2 +)\2+2!<2> + {1+/\B—I—2!B+ } 1+/\2—|—2!(2) +
(D.55)
Comparando as Egs. D51 e D355, constatamos que esta apresenta um erro da ordem de \?
na aproximagdo. Tomando A=V ,B=Te\=—iAt/h obtemos:
At VAt At VAL
R TheThe 2 40 (A, (D.56)

e—i(T+f/) — e

que nos fornece um erro relativamente pequeno para o “split-step”, da ordem de At®. Agora a
solucdo da ESL-1D para o potencial V'

FefiTTef 2 h \IJO7 (D57)

é calculada numericamente em trés etapas que serdo descritas a seguir, sendo ¥ = W(t;, + At) a
solucdo apds uma evolugdo temporal de um instante de tempo At.

Com o intuito de resolver a EGP, isto é, uma equagdo diferencial parcial de segunda ordem
ndo linear (sendo que este tipo equacdo, em geral, ndo possui solugdo analitica), buscamos apre-
sentar nessa tese o algoritmo para a obten¢do da solugdo numérica usufruindo do método split-

step com Crank-Nicolson, abordado na sec¢do anterior.
A EGP-1D é dada por
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) X
iha\li (x,t) = HgpV (z,t) . (D.58)
O Hamiltoniano Hgp pode ser expresso por Hgp = T+ V, sendo T’ = —%86—;2 o operador

energia cinética e V= Vext () + VA, 0 operador energia potencial. O termo Vi, representa o
termo nao linear da EGP que, como foi comentado acima, sera tratado como um potencial.
A solugao da Eq.

n U (z, o) (D.59)

é calculada numericamente em trés etapas:

VAt VAt
Primeiramente, obtém-se V* = e "2 % U(x,t;) aplicando o operador e "2 » . Como conhe-
cemos o valor do potencial V' () em qualquer ponto do espago, aplicar este operador nada
mais é que simplesmente multiplicar o valor da fun¢do V(z,?,) em cada ponto do espago por

VAt
e '2 h ,que possuium valor especifico para cada ponto do espaco. Na segunda etapa, resolve-se

U = e_if% U*. Aplicar e_if% a funcdo ¥* é o mesmo que evoluir a fun¢do ¥* por um inter-
valo de At. Utilizamos aqui, para a evolugao temporal, 0o MCN. Enfim, obtemos o resultado final
U (z,t) por outra simples multiplicagdo do operador e_i% W pela fungdo ¥**. Este procedimento
é valido pelo fato de que ¥(z, t) varia lentamente para este caso.

O método é chamado de “split-step” pois o potencial é resolvido em dois passos separa-
dos, antes e depois de se aplicar o operador correspondente ao MCN (Método split-step Crank-
Nicolson ).

Pode-se dizer que no processo de implementac¢do deste método, primeiramente separamos

a EGP em uma parte linear e uma parte néo linear:

ov .
h— =TV
ot
/
ov PN
ih— = D.60
ih (T + v) v (D.60)
h 0
v
ih— =VV
o
At
A aplicagdo do operador e 7 para evolucio temporal é obtida ao resolver o subproblema
linear
ov h* 9*U
i = —— D.61
in ot 2m 0z? (D61)
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através do método de Crank-Nicolson pois a Eq. D61 é a equagdo da difusédo e a aplicagdo do

VAt
operador ¢ "2 & é obtida ao resolver o subproblema ndo linear

o
i = VeV + Vo ¥ (D.62)

de forma exata, isto é, integrando a Eq. como foi feito na Eq. D48.

Propagacao de tempo imaginario

Para o estado fundamental estacionario, a fungdo de onda € essencialmente real e 0o método
da propagacdo do tempo imagindrio (método de relaxagdo), que trata de varidveis reais, torna-
se bastante conveniente [[14, 94, B4]. A ideia bésica da propagacdo do tempo imagindario é

substituir a variavel temporal ¢t da EGP:

ov .
ih— = HgpV D.63
1 at GP ¥, ( )
pela varidvel temporal imagindria —it:
t — —it. (D.o4)

A evolucdo temporal sobre a Eq. [X63 pode ser escrita em termos dos autoestados v, que
sdo definidos por ﬁgpwn = up¥, com autovalores f,:

U= cpthye /M, (D.65)

onde é importante perceber que cada préximo autoestado possui uma energia maior que o auto-

estado anterior (f,4+1 > ii,,) € 0s coeficientes ¢,, sdo definidos pela expansdo da condigdo inicial:

T(t=0)=) cuthy (D.66)

A propagacdo da Eq. D63 no tempo imagindrio altera a evolucdo temporal dada pela Eq.
D63 para

U(t— —it) = Y cathpe /M, (D.67)

Assim, todas as autofungdes irdo decair exponencialmente com o tempo. No entanto, todos
os estados excitados com i, maior irdo decair exponencialmente mais rdpido em comparagao

com o estado fundamental com o menor valor de y,. Consequentemente, ap6s algum tempo,
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apenas o estado fundamental sobrevive. Ou seja, este procedimento ird convergir a solugdo do
estado fundamental de mais baixa energia 1, [IT5]:

Isto pode ser facilmente observado colocando o termo e #/" da eq. D62 em evidéncia:

U (t — —it) = e " [egrhy + ergpre” WmHO 4 cpppemlzmmolt/h g ] (D.69)

Entretanto, como o termo e #!/" também esta tendendo a zero com ¢ — oo temos que limi-
tar o namero de simulagdes no tempo imagindrio antes de perdermos o condensado também.
A propagacdo em tempo real do método SSCN preserva a normalizacdo da fungdo de onda,
enquanto a propagac¢do do tempo imagindrio do método SSCN ndo preserva a normalizagdo.
Este problema pode ser contornado restaurando a normalizagdo da funcdo de onda ap6s cada
operacao de propagacdo de Crank-Nicolson [34]. Uma vez feito isso, o método de propagagdo
do tempo imagindrio para problemas estaciondrios no estado fundamental produz resultados

muito precisos a baixo custo computacional.
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