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“However difficult life may seem,
there is always something you can do and succeed at.

Where there’s life, there’s hope.”
Stephen Hawking
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Resumo

Condensados de Bose-Einstein são sistemas macroscópicos excelentes para a observação do
comportamento quântico da matéria. Desde sua realização experimental em gases atômicos
fracamente interagentes, aprisionados por potenciais externos, diversos fenômenos não linea-
res relacionados a esse sistema foram intensamente explorados. Nesta tese, nós investigamos a
estabilidade de sólitons de ondas de matéria em condensados de Bose-Einstein com interações
interatômicas atrativas, confinados pelo potencial hiperbólico de Pöschl-Teller esfericamente si-
métrico. Para este propósito, utilizamos a equação de Gross-Pitaevskii, dentro do escopo da
teoria de campo médio, para descrever o condensado de Bose-Einstein. Com o intuito de resol-
ver a equação deGross-Pitaevskii, utilizamos duas abordagens distintas: uma analítica (método
variacional) e outra numérica (método split-step Crank-Nicolson). Em ambas abordagens, uti-
lizamos a função secante-tangente hiperbólica para descrever a função de onda macroscópica
referente ao condensado de Bose-Einstein. Os resultados, por intermédio do critério Vakhitov-
Kolokov, previram a estabilidade de sólitons tridimensionais e, ademais, predizeram o compor-
tamento do número crítico de átomos em função do comprimento de espalhamento interatô-
mico. Na perspectiva de eventuais aplicações, acreditamos que os resultados obtidos podem
ser relevantes no âmbito da óptica não linear e da física da matéria condensada.

Palavras-chave: condensados deBose-Einstein; equaçãodeGross-Pitaevskii; potencial de Pöschl-
Teller; sólitons de ondas de matéria; método variacional; método numérico.



Abstract

Bose-Einstein condensates are excellent macroscopic systems for observing the quantum beha-
vior of matter. Since its experimental performance in weakly interacting atomic gases, trapped
by external potentials, several non-linear phenomena related to this system have been intensi-
vely explored. In this thesis, we investigate the stability of matter-wave solitons in Bose-Einstein
condensates with attractive interatomic interactions, confined by the spherically symmetrical
Pöschl-Teller potential. For this purpose, we use the Gross-Pitaevskii equation, within the scope
of the mean-field theory, to describe the Bose-Einstein condensate. In order to solve the Gross-
Pitaevskii equation, we used two different approaches: one analytical (variational method) and
the other numeric (split-step Crank-Nicolson method). In both approaches, we use the hyper-
bolic secant-tangent function to describe the macroscopic wave function for the Bose-Einstein
condensate. The results, using the Vakhitov-Kolokov criterion, predicted the stability of three-
dimensional solitons and, in addition, they predicted the behavior of the critical number of
atoms as a function of the interatomic scattering length. From the perspective of possible appli-
cations, we believe that the results obtained may be relevant in the context of nonlinear optics
and condensed matter physics.

Keywords: Bose-Einstein condensates; Gross-Pitaevskii equation; Pöschl-Teller potential; matter-
wave solitons; variational method; numerical method.
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Abreviações

1D - unidimensional
3D - tridimensional
CBE - condensado de Bose-Einstein
EGP - equação de Gross-Pitaevskii
PPT - potencial de Pöschl-Teller
ESL - equação de Schrödinger (linear)
ESNL - equação de Schrödinger não linear
ELS - equação de Lippmann-Schwinger
VK - Vakhitov-Kolokov
TCM - teoria de campo médio
SSCN - split-step Crank-Nicolson
dB - de Broglie
PAL - polinômios associados de Legendre



Notações

Coordenadas cartesianas

vetor posição: r ≡ (x, y, z)

integral:
ˆ
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−∞
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−∞
dxdydz

Laplaciano: ∇2 ≡ ∂2
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Coordenadas esféricas

vetor posição: r ≡ (r, θ, ϕ)

integral:
ˆ
dr ≡

ˆ 2π

0

ˆ π

0

ˆ ∞

0

r2sen (θ) drdθdϕ
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∂
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(
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∂
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∂
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(
sen (θ)

∂
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r2sen2 (θ)

(
∂2

∂ϕ2

)

Constantes fundamentais

constante de Boltzmann: kB = 1.38× 10−23 J/K

constante reduzida de Planck: ~ = 1.05× 10−34 J · s

raio de Bohr: a0 = 0.053 nm



Capítulo 1

Introdução

1.1 Motivação e objetivos

O advento da condensação de Bose-Einstein abriu o caminho para umamelhor compreensão
do comportamento dinâmico de átomos ultrafrios confinados por potenciais externos [1, 2, 3].
As propriedades dinâmicas e estáticas dos condensados de Bose-Einstein (CBE) diluídos e fra-
camente interagentes no regime de temperaturas ultrafrias podem ser descritas pormeio de uma
teoria de campo médio (TCM) [4], resultando em um modelo regido pela equação de Gross-
Pitaevskii (EGP) [5, 6]. A EGP é a equação de Schrödinger (ESL) acrescida de um termo não
linear referente às interações interatômicas [7].

Os primeiros CBEs foram produzidos por meio de armadilhas magnéticas, que podem ser
descritas por potenciais parabólicos/harmônicos [8, 9, 10, 11, 12]. No entanto, existem outros
tipos de armadilhas que são usadas em confinamento de átomos ultrafrios. Dentre os potenci-
ais de aprisionamento utilizadas em CBEs, podemos citar os potenciais periódicos [13, 14, 15]
conhecidos como redes ópticas [16]. Uma vez que as configurações das redes ópticas são seme-
lhantes aos arranjos geométricos de átomos em sólidos cristalinos, elas podem ser usadas para
estudar o comportamento atômico em um ambiente altamente controlado. Assim, os átomos
ultrafrios presentes na rede óptica tornam-se um ambiente perfeito para a investigação de fenô-
menos não lineares relacionados à física do estado sólido [17]. Também existe a possibilidade de
que armadilhas magnéticas e/ou ópticas possam ser combinadas experimentalmente em con-
junto ou com outros potenciais, como por exemplo, o potencial de poço-duplo [18, 19, 20, 21].

Embora existamdiversos trabalhos referentes ao confinamento de átomos ultrafrios pormeio
dos potenciais externos mencionados acima, é interessante, do ponto de vista teórico e experi-
mental, investigar propriedades dos CBEs confinados por outros potenciais externos. De fato,
trabalhos que propuseram, por exemplo, potenciais de confinamento hiperbólicos são limitados.
Entretanto, o potencial de Pöschl-Teller (PPT) [22]— potencial hiperbólico— vem despertando
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Capítulo 1. Introdução

interesse dentro do contexto da condensação de Bose-Einstein. Sarath et al [23] investigaram te-
oricamente algumas características peculiares do PPT generalizado como um potencial de apri-
sionamento em CBEs não interagentes constituídos por átomos de 39K. Nath et al [24] realiza-
ram estudos teóricos sobre a dinâmica de CBEs unidimensionais (1D) aprisionados pelo PPT.
Mück et al [25] propuseram um estudo de buracos negros descritos como umCBE de grávitons
aprisionados pelo PPT através da equação de Klein-Gordon.

Recentemente, Kundu et al [26] contribuíram para o campo das Rogue waves, fornecendo um
modelo analítico exato da condensação de Bose-Einstein acoplada, sujeita ao PPT; Priyam et al
[27] investigaram os efeitos da interação luz-matéria no caso onde dois pulsos de laser contra-
propagantes e ortogonalmente polarizados incidiram sobre um CBE. Os efeitos das interações
luz-matéria e átomo-átomo foram estudados na região estável através da dispersão atômica,
revelando a assinatura da formação de estado ligado quando o potencial óptico é do tipo Pöschl-
Teller; Borisenko et al [28] observaram evidências diretas (experimentais) acerca da estabilidade
espacial de CBEs de mágnons confinados por um potencial de aprisionamento aparentemente
similar ao PPT.

Além disso, em qualquer configuração experimental, verifica-se que os potenciais de aprisi-
onamento realistas são, de fato, finitos nas bordas da armadilha. Assim, potenciais de aprisiona-
mento podem ser descritos por potenciais finitos do tipo Pöschl-Teller [29], o que nos motivou
fortemente a investigar, do ponto de vista teórico, a possibilidade de se criar CBEs estáveis con-
finados pelo PPT. Ademais, o PPT é um potencial óptico, isto é, pode ser criado e manipulado
através de lasers [30].

Portanto, propomos nesta tese um estudo sobre a existência e estabilidade de sólitons de
ondas de matéria em CBEs com interações interatômicas atrativas, aprisionados pelo PPT esfe-
ricamente simétrico. Optamos por investigar CBEs atrativos devido ao fato de que nesse regime
o CBE pode eventualmente colapsar. Utilizamos a EGP, dentro do escopo da TCM, para descre-
ver o CBE. Com o intuito de resolver a EGP, utilizamos duas abordagens distintas: uma analítica
(método variacional) [31, 32] e outra numérica (método split-step Crank-Nicolson) [33, 34]. Em
ambas abordagens, utilizamos a função secante-tangente hiperbólica para descrever a função de
onda macroscópica referente ao CBE. A estabilidade foi analisada através do critério Vakhitov-
Kolokov (VK) [35, 36] comparando os resultados variacionais com os resultados numéricos.

Esta tese está dividida como se segue. No Capítulo 1 é apresentada uma breve revisão so-
bre Mecânica Quântica e Mecânica Estatística. No Capítulo 2 é apresentada a derivação da EGP,
alémdeumabreve discussão sobre o comprimento de espalhamento átomo-átomo e ressonância
de Feshbach. Em seguida, apresentamos a solução analítica da ESL sujeita ao PPT e as soluções
exatas para sólitons da ESNL. Finalmente, é feita uma breve discussão sobre o critério VK. No
Capítulo 3 são apresentados os métodos analíticos e numéricos empregados para a obtenção da
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Capítulo 1. Introdução

solução da EGP, proposta nesta tese. Os resultados deste trabalho são discutidos no Capítulo 4.
Inicialmente são exibidos os resultados variacionais e numéricos relativos ao número crítico de
átomos (diagrama de estabilidade), potencial químico, energia por átomo e raio quadrático mé-
dio para umCBE atrativo. A estabilidade do CBE é discutida através do critério VK e comparada
com os resultados numéricos provenientes da evolução temporal (propagação imaginária) dos
sólitons. A conclusão e as considerações finais deste trabalho se dá no Capítulo 5, onde é feita
uma discussão final acerca dos resultados e das perspectivas no estudo de sólitons de ondas
de matéria em CBEs aprisionados pelo PPT. Estudos mais detalhados sobre a solução da ESL
sujeita ao PPT, formulação do método variacional e o desenvolvimento dos métodos numéricos
estão presentes no Apêndice (5).

1.2 Mecânica Quântica

1.2.1 Comutadores e o princípio da incerteza de Heisenberg

NaMecânica Quântica, um operador é um objeto que atua sobre um estado do sistema para
fornecer um valor, ou atémesmo alterar o estado. Os operadores são frequentemente denotados
pelo símbolo (Ĥ) acima das letras que os representam. Para dois operadores Â e B̂, o comutador
é definido como

[
Â, B̂

]
= ÂB̂ − B̂Â, (1.1)

que nos diz se os dois operadores comutam. Se essa quantidade for zero para dois observáveis
A e B, então podemos medi-los simultaneamente; caso contrário, estamos limitados a quanta
informação podemos saber sobre cada umdeles em qualquermomento. NaMecânica Quântica,
o princípio da incerteza nos dá um limite para a quantidade de informações que podemos saber
sobre um sistema em umdeterminadomomento. Se tivermos duas grandezas complementares,
por exemplo a posição x e momento p de uma partícula em uma dimensão, então temos um
limite inferior na precisão para o qual podemos realmente saber os valores de cada grandeza
simultaneamente. Matematicamente, isso é expresso por

∆x∆p ≥ ~
2
, (1.2)

onde ~ é a constante de Planck reduzida. Similarmente, pode-se dizer que os operadores x̂ e p̂
não comutam: [x̂, p̂] ̸= 0. De uma forma geral, o princípio da incerteza generalizado afirma que:

σ2
Aσ

2
B ≥

(
1

2i

〈[
Â, B̂

]〉)2

, (1.3)
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Capítulo 1. Introdução

onde σ2
A ≡

〈
(∆A)2

〉
e σ2

B ≡
〈
(∆B)2

〉
.

1.2.2 A função de onda e a fase

Ao considerarmos uma partícula descrita pela Mecânica Clássica, basta descrevermos sua
posição r e momento p que prevemos sua evolução usando as leis de Newton [37]. O mesmo
não pode ser dito para partículas quânticas. A Mecânica Quântica nos diz que as partículas
são representadas por uma função denominada função de onda Ψ(r, t) que, em geral, é uma
função complexa que depende da posição r e do tempo t. Para uma única partícula, define-se a
probabilidade P (r, t) para encontrar uma partícula de acordo com

P (r, t) ≡ |Ψ(r, t)|2 dr. (1.4)

Entretanto, quando estamos considerando várias partículas, a quantidade |Ψ(r, t)|2 descreve
uma densidade de partículas ρ (r, t) via

ρ (r, t) ≡ |Ψ(r, t)|2 , (1.5)

cuja integral em todo o espaço R3 resulta no número total de partículas N :
ˆ

|Ψ(r, t)|2 dr = N. (1.6)

A função de onda também contém propriedades relacionadas à fase dos sistemas. A fase
pode ser melhor explicada através de um exemplo [38]. Se considerarmos um sistema de áto-
mos com momentos de dipolo magnético, no qual o norte magnético de cada átomo estiver
apontando em uma direção aleatória, conclui-se que o momento de dipolo magnético resul-
tante no sistema será praticamente nulo. Nesse sistema, dizemos que essas partículas estão fora
de fase. No entanto, se tivermos um sistema com cada momento de dipolo magnético voltado
para a mesma direção, o momento de dipolo magnético resultante será “fortemente magnético”
e as partículas estarão em fase.

Similarmente, quando resfriamos um gás quântico até alcançarmos a condensação de Bose-
Einstein [39], as partículas passampor uma transição de fase de tal forma que elas acabamficando
em fase. Caso uma partícula seja perturbada nessa configuração, todas as outras reagem de
forma coletiva como se fossem uma única partícula.

Podemos definir a fase tomando a definição da densidade de partículas dada pela Eq. 1.5 e
reorganizá-la em termos da função de onda:

Ψ(r, t) =
√
ρ (r, t)eiη(r,t), (1.7)

14



Capítulo 1. Introdução

onde η (r, t) é a fase do sistema. Podemos reorganizar esta equação usando a fórmula de Euler
para eiη(r,t) e separando as partes realℜ (Ψ (r, t)) e imagináriaℑ (Ψ (r, t)) da função de onda para
se obter:

η (r, t) = arctan

[
ℑ (Ψ (r, t))

ℜ (Ψ (r, t))

]
. (1.8)

1.2.3 Equação de Schrödinger esfericamente simétrica

A equação de Schrödinger linear (ESL) para um sistema tridimensional (3D) é dada por
[40]:

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2m
∇2Ψ+ VΨ, (1.9)

onde

∇2 ≡ ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
, (1.10)

é o Laplaciano em coordenadas cartesianas, i2 = −1 é a unidade imaginária, ~ = h/2π é a
constante de Planck reduzida e m é a massa da partícula. O potencial V ≡ V (r, t) e a função
de onda Ψ ≡ Ψ(r, t) são funções da posição r ≡ (x, y, z) e do tempo t. A probabilidade de se
encontrar uma partícula no volume infinitesimal dr = dxdydz é de |Ψ(r, t)|2 dr e a função de
onda é normalizada à unidade:

ˆ
|Ψ(r, t)|2 dr = 1. (1.11)

Se o potencial é independente do tempo V (r, t) → V (r), haverá um conjunto completo de
estados estacionários [37],

Ψn (r, t) = ψn (r) e
−iEnt/~, (1.12)

nos quais a função de onda espacial ψn satisfaz a ESL independente do tempo:

− ~2

2m
∇2ψ + V ψ = Eψ. (1.13)

A solução geral para a ESL dependente do tempo é:

Ψ(r, t) =
∑
n

cnψn (r) e
−iEnt/~, (1.14)

onde os coeficientes cn são determinados pela função de onda inicial Ψ(r, 0).
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Capítulo 1. Introdução

Figura 1.1: Sistema de coordenadas esféricas: raio r, ângulo polar θ e ângulo azimutal ϕ.

Geralmente, o potencial é uma função apenas da distância da origem, ou seja, um potencial
central V (r) → V (r). Nesse caso, é natural adotar coordenadas esféricas r ≡ (r, θ, ϕ). Em
coordenadas esféricas, o Laplaciano toma a seguinte forma:

∇2 ≡ 1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2sen (θ)

∂

∂θ

(
sin (θ)

∂

∂θ

)
+

1

r2sen2 (θ)

(
∂2

∂ϕ2

)
. (1.15)

Assim, a ESL independente do tempo nos diz que:

− ~2

2m

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2sen (θ)

∂

∂θ

(
sin (θ)

∂

∂θ

)
+

1

r2sen2 (θ)

(
∂2

∂ϕ2

)]
ψ + V ψ = Eψ. (1.16)

Buscando soluções por meio do método da separação de variáveis:

ψ (r, θ, ϕ) = R (r)Υ (θ, ϕ) , (1.17)

podemos inserir a Eq. 1.17 na Eq. 1.16, e após algumas manipulações algébricas, obtemos:

{
1

R

d

dr

(
r2
dR

dr

)
− 2m

~2
r2 [V − E]

}
+

{
1

Υ

1

sen (θ)

∂

∂θ

(
sen (θ)

∂Υ

∂θ

)
+

1

Υ

1

sen2 (θ)

(
∂2Υ

∂ϕ2

)}
= 0.

(1.18)
O primeiro termo depende somente da variável radial r, considerando que o restante de-

pende apenas das variáveis angulares θ e ϕ; consequentemente, cada termo deve ser igual a
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uma constante l (l + 1):

1

sen (θ)

∂

∂θ

(
sen (θ)

∂Υ

∂θ

)
+

1

sen2 (θ)

(
∂2Υ

∂ϕ2

)
= −l (l + 1)Υ ; (1.19)

d

dr

(
r2
dR

dr

)
− 2m

~2
r2 [V − E]R = l (l + 1)R. (1.20)

onde as Eqs. 1.19 e 1.20 são denominadas de equação angular e equação radial, respectivamente.

1.2.3.1 Equação angular

A Eq. 1.19 descreve a dependência ψ em função das variáveis angulares θ e ϕ. Supondo a
seguinte separação de variáveis:

Υ (θ, ϕ) = Θ (θ) Φ (ϕ) , (1.21)

e substituindo a Eq. 1.21 na Eq. 1.19, encontramos:{
1

Θ
sen (θ)

d

dθ

(
sen (θ)

dΘ

dθ

)
+ l (l + 1) sen2 (θ)

}
+

{
1

Φ

d2Φ

dϕ2

}
= 0. (1.22)

O primeiro termo depende somente da variável angular polar θ, considerando que o restante
depende apenas da variável angular azimutal ϕ; consequentemente, cada termo deve ser igual
a uma constantem2:

sen (θ)
d

dθ

(
sen (θ)

dΘ

dθ

)
+ l (l + 1) sen2 (θ)Θ = m2Θ; (1.23)

d2Φ

dϕ2
= −m2Φ. (1.24)

A solução para a Eq. 1.24 é simples:

Φ (ϕ) = eimϕ,

ondem = 0,±1,±2, . . ..
A solução para a Eq. 1.23 pode ser obtida analiticamente em termos dos polinômios associ-

ados de Legendre:

Θ(θ) = APlm (cos (θ)) ,

onde A é uma constante de normalização e Plm (cos (θ)) são os polinômios associados de Legen-
dre (PAL), definidos por:
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Plm(ξ) ≡
(
1− ξ2

)m/2
(
d

dξ

)m

Pl(ξ) (1.25)

ePl(ξ) são os polinômios de Legendre que podem ser obtidos pormeio da fórmula deRodrigues:

Pl(ξ) ≡
1

2ll!

(
d

dξ

)l (
ξ2 − 1

)l
. (1.26)

Observe que l deve ser um número inteiro não negativo para que a fórmula de Rodrigues
faça sentido; além disso, se |m| > l , então a Eq. 1.25 diz que Plm = 0. Para qualquer l dado,
então há 2l + 1 valores possíveis dem:

l = 0, 1, 2, . . . ; m = −l,−l + 1, . . . ,−1, 0, 1, . . . l − 1, l. (1.27)

As funções de onda angulares normalizadas são chamadas de harmônicos esféricos [37]:

Υlm (θ, ϕ) = ϵ

√
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

eimϕPlm(cos(θ)), (1.28)

onde ϵ = (−1)m para m ≥ 0 e ϵ = 1 para m ≤ 0. Os números quânticos l e m são chamados de
número quântico azimutal e número quântico magnético, respectivamente.

1.2.3.2 Equação radial

É importante destacar que a parte angular da função de onda Υlm (θ, ϕ) é amesma para todos
os potenciais esfericamente simétricos; a forma do potencial V (r) afeta somente a parte radial
da função de onda R (r), a qual é determinada pela Eq. 1.20:

d

dr

(
r2
dR

dr

)
− 2m

~2
r2 [V − E]R = l (l + 1)R. (1.29)

A Eq. 1.20 torna-se mais simples quando fazemos a seguinte mudança de variável:

u (r) ≡ rR (r) , (1.30)

tal que

dR

dr
=

1

r2

(
r
du

dr
− u

)
; (1.31)

d

dr

(
r2
dR

dr

)
= r

d2u

dr2
, (1.32)

e, portanto,
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− ~2

2m

d2u

dr2
+ V u+

~2

2m

l (l + 1)

r2
u = Eu. (1.33)

A Eq. 1.33 é chamada de equação radial; ela é praticamente indêntica à ESL-1D, mas o po-
tencial efetivo

Vef (r) = V (r) +
~2

2m

l (l + 1)

r2
, (1.34)

possui um termo adicional chamado de termo centrífugo ~2
2m

l(l+1)
r2

e a condição de normalização
se transforma em

ˆ
|u (r)|2 dr = 1. (1.35)

1.3 Mecânica Estatística Quântica

1.3.1 Gás ideal de bósons

Na natureza, as partículas existem em duas categorias distintas definidas pelo seu spin (mo-
mento angular intrínseco da partícula): bósons (partículas com spin inteiro, por exemplo, fótons,
fônons, mágnons, átomos de 4He) e férmions (partículas com spin semi-inteiro, por exemplo, elé-
trons, prótons, nêutrons, átomos de 3He). Os bósons são ilimitados em sua capacidade de ocu-
par um único estado de energia. Férmions, no entanto, são limitados a apenas uma partícula
por estado devido ao princípio de exclusão de Pauli [37]. Assim, a condensação de Bose-Einstein
ocorre para bósons, de modo que todas as partículas possam existir no mesmo estado e se com-
portarem como uma única partícula.

Figura 1.2: Em cada diagrama as linhas horizontais representam os níveis de energia em uma armadilha harmônica
simples. O diagrama à esquerda ilustra um sistema de bósons não interagentes em T = 0, ocupando o nível de
mais baixa energia; e o diagrama à direita mostra o mesmo sistema constituído de férmions onde Ef é a energia de
Fermi. Figura adaptada de https://www.quantum-bits.org/.
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A Mecânica Estatística é usada para descrever um sistema formado por um grande número
de átomos, onde não é possível determinar com precisão a posição e o momento de cada átomo.
NaMecânica Estatística Quântica, os bósons obedecem à estatística de Bose-Einstein e os férmions,
à estatística de Fermi-Dirac:

fBE (ϵ) =
1

e(ϵ−µ)/kBT − 1
; (1.36)

fFD (ϵ) =
1

e(ϵ−µ)/kBT + 1
. (1.37)

As propriedades termodinâmicas de uma gás ideal de bósons podem ser obtidas por meio
da grande função de partição Ξ (T, V, µ) [41]:

ln Ξ (T, V, µ) = −
∑
j

ln
[
1− e−β(ϵj−µ)

]
, (1.38)

onde β = 1/kBT , kB é a constante de Boltzmann, T é a temperatura de equilíbrio do sistema,
V é o volume do sistema, ϵj é a energia de um orbital j e µ é o potencial químico descrevendo
a energia necessária para adicionar ou remover partículas do sistema. A soma deve ser feita
sobre todos os estados de partícula única. No limite termodinâmico, a pressão como função da
temperatura e do potencial químico é dada pela expressão:

p (T, µ) = −kBT lim
V→∞

1

V
ln Ξ (T, V, µ) . (1.39)

A partir da grande função de partição, podemos obter o valor esperado do número de ocu-
pação de bósons em um determinado estado com energia ϵ é dado por:

⟨nj⟩ =
1

e(ϵj−µ)/kBT − 1
, (1.40)

o número termodinâmico de partículas:

N =
∑
j

⟨nj⟩ =
∑
j

1

e(ϵj−µ)/kBT − 1
, (1.41)

e a energia interna do sistema:

U =
∑
j

ϵj ⟨nj⟩ =
∑
j

ϵj
e(ϵj−µ)/kBT − 1

. (1.42)

Assim, à medida que a energia do nosso sistema diminui, o número de partículas em um
nível de energia mais baixo diverge. Isso significa que os bósons têm a capacidade de ocupar o
menor nível de energia em grande número.
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É importante ressaltar que a Eq. 1.40 só tem validade para ϵ−µ > 0, isto é, para um potencial
químico estritamente negativo, µ < 0. De fato, como ⟨nj⟩ > 0, então

⟨nj⟩ > 0 ⇒ 1

e(ϵj−µ)/kBT − 1
> 0 ⇒ e(ϵj−µ)/kBT > 1 ⇒ ϵj − µ

kBT
> 0 ⇒ ϵj > µ, (1.43)

para todas as energias permitidas ϵj . Ou seja, para um gás de bósons, o potencial químico sem-
pre será menor do que a energia.

1.3.2 A condensação de Bose-Einstein

A partir da Eq. 1.41, podemos obter o potencial químico µ em termos da temperatura T
e da densidade ρ = N/V . No limite clássico, que funciona para altas temperaturas, pode-se
demonstrar que [41]:

µ

kBT
= ln

[
1

γ

(
2π~2

mkB

)3/2
]
+ ln

(
N

V

)
− 3

2
ln (T ) , (1.44)

onde γ = 2S + 1 é a multiplicidade do spin. Portanto, para densidades fixas e temperaturas
suficientemente altas, constata-se que o potencial químico é negativo. Através de métodos nu-
méricos, para um determinado valor de densidade, pode-se obter as três curvas esboçadas na
Fig. 1.3 representando o potencial químico em função da temperatura no caso de férmions,
bósons e partículas clássicas livres.

Figura 1.3: Potencial químico versus temperatura, a umadensidade fixa, para férmions, bósons e partículas clássicas
livres. A linha contínua indica o limite clássico. A temperatura Tcrit indica a condensação de Bose-Einstein. Figura
adaptada da Ref. [41].
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Para temperaturas altas, as três curvas são idênticas. À medida que a temperatura diminui,
o potencial químico dos férmions (ou das partículas clássicas) pode se tornar positivo, mas o
potencial químico dos bósons atinge o limite µ→ 0, numa determinada temperatura crítica Tcrit,
e permanece no valor µ = 0 para qualquer temperatura T ≤ Tcrit, dando origem ao fenômeno
da condensação de Bose-Eintein [42, 39].

Para calcular a tempratura crítica Tcrit, basta fazer µ = 0 na Eq. 1.41. Utilizando o espectro
de energia de partículas livres confinadas no poço infinito 3D

ϵ =
~2k2

2m
, (1.45)

e notando que a soma pode ser tranformada numa integral convergente no limite termodinâ-
mico, temos:

N =
γV

2π2

ˆ ∞

0

k2

e~2k2/2mkBTcrit − 1
dk, (1.46)

onde a mudança de variável

x =
~2k2

2mkBTcrit
⇒ k =

√
2mkBTcrit

~
x1/2x⇒ dk =

√
2mkBTcrit

2~
x−1/2dx, (1.47)

transforma a Eq. 1.46 em

ρ = γ

[
mkBTcrit

(2π4)1/3 ~2

]3/2 ˆ ∞

0

x1/2

ex − 1
dx = γ

[
mkBTcrit

(2π4)1/3 ~2

]3/2
Γ

(
3

2

)
ζ

(
3

2

)
. (1.48)

onde
´∞
0

xs−1

ex−1
dx ≡ Γ (s) ζ (s), sendoΓ (s) a função gamadeEuler e ζ (s) a função zeta deRiemann

[43]. Como Γ (3/2) =
√
π/2, obtemos finalmente a temperatura crítica:

Tcrit =
2π~2

mkB

[
ρ

γζ (3/2)

]2/3
, (1.49)

que também é conhecida como a temperatura de Bose-Einstein.
No universo quântico, como mencionamos anteriormente, uma partícula tem sua posição

exata ignorada, podendo estar em uma região de espaço com uma probabilidade que é deter-
minada por uma função matemática do tipo pacote de onda. Quando ocorre a diminuição da
temperatura de um sistema, esses pacotes de ondas (cujo tamanho típico é dado pelo compri-
mento de onda de de Broglie) aumentam de tamanho e começam a se sobrepor, comportando-se
como uma onda gigante de matéria. O comprimento de onda térmico de de Broglie é:

λdB =

√
2π~2
mkBT

, (1.50)
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onde λdB ∝ 1/
√
T , ou seja, o comprimento de onda de de Broglie aumenta a medida que a

temperatura diminui.

Figura 1.4: Critério para condensação de Bose-Einstein . Em altas temperaturas (a), um gás fracamente interagente
pode ser tratado como um sistema de “bolas de bilhar”. Emuma descrição quântica simplificada, os átomos podem
ser considerados como pacotes de ondas (b) com um tamanho de seu comprimento de onda de de Broglie, λdB.
Na temperatura de transição, T = Tcrit, para o CBE, λdB torna-se comparável à distância entre os átomos e a
sobreposição das ondas de matéria (c) toma a forma de um condensado. Àmedida que a temperatura se aproxima
de zero (d), a nuvem térmica desaparece dando origem a uma onda dematéria macroscópica, isto é, umCBE puro.
Figura adaptada da Ref. [44].

É interessante enfatizar que usando a Eq. 1.49 em termos de λdB podemos escrever:

Tcrit =
2π~2

mkB

[
ρ

ζ (3/2)

]2/3

T =
2π~2

mkB

1

λ2dB


T=Tcrit−−−−→ ρλ3dB ≈ 2.612. (1.51)

onde ζ (3/2) ≈ 2.612 [43].
É importante destacar que para que a condensação de Bose-Einstein ocorra, essa relação deve

ser satisfeita. Percebe-se na Eq. 1.49 que para temperaturas críticas elevadas a densidade de
partículas também será elevada, e é assim que se espera que sistemas como estrelas de nêutrons
contenham CBEs porque tanto a densidade quanto a temperatura são muito maiores [38].

1.3.3 Realização experimental

Durante o ano de 1995, três grupos de pesquisa, através de técnicas que combinam resfria-
mento com lasers, aprisionamento magnético de átomos e resfriamento evaporativo, consegui-
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ram reunir as condições necessárias para a observação experimental da condensação de Bose-
Einstein em gases constituídos por átomos alcalinos [1, 2, 3].

No primeiro experimento [1], umCBE foi produzido emumvapor de átomos de 87Rb que foi
confinado por campos magnéticos e resfriado por evaporação. A fração condensada apareceu
pela primeira vez perto de uma temperatura de 170 nK e uma densidade numérica de 2.5 ×
1012 átomos/cm3 e pôde ser preservada por mais de 15 segundos. Três assinaturas primárias de
condensação de Bose-Einstein foram contempladas (Fig 1.5).

No segundo experimento [2], evidências da condensação de Bose-Einstein em um gás de
átomos de 7Li foram apresentadas. Os átomos foram confinados em uma armadilha magnética
e resfriados a laser a uma temperatura de 200µK e foram então resfriados por evaporação a tem-
peraturas mais baixas. Para os átomos de 7Li, o comprimento de espalhamento das ondas s é
conhecido por ser negativo, correspondendo a uma interação interatômica atrativa. Anterior-
mente, previa-se que a condensação de Bose-Einstein não ocorreria em tal sistema.

No terceiro experimento [3], observaram a condensação de Bose-Einstein de átomos de 23Na.
Os átomos foram aprisionados em uma armadilha que empregava forças magnéticas e ópticas.
Os CBEs continham até 5× 105 átomos em densidades superiores a 1014 átomos/cm3. A assina-
tura marcante da condensação de Bose-Einstein foi o súbito aparecimento de uma distribuição
de velocidade bimodal abaixo da temperatura crítica de≈ 2µK. A distribuição consistiu de uma
distribuição térmica isotrópica e umnúcleo elíptico atribuído à expansão de umCBE denso (Fig.
1.7).

Os sistemas com os quais vamos lidar nesta tese são CBEs constituídos por átomos diluídos e
fracamente interagentes. O termo “diluídos” se refere à baixa densidade atômica, o que significa
que necessitamos de baixas temperaturas. Uma característica importante dosCBEs diluídos, que
usaremos praticamente em todo este trabalho, é que sua dinâmica à temperatura nula pode ser
descrita pela denominada equação de Gross-Pitaevskii (EGP) [5, 6].
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Figura 1.5: Dados de distribuição de velocidade para um gás de átomos de 87Rb [1]. Imagens de cores
falsas exibem a distribuição de velocidade da nuvem (A) logo antes do aparecimento do condensado,
(B) logo após o aparecimento do condensado, e (C) após a evaporação posterior, deixou uma amostra de
condensado quase puro. O padrão circular da fração não condensada (principalmente amarelo e verde)
é uma indicação de que a distribuição da velocidade é isotrópica, consistente com o equilíbrio térmico.
A fração condensada (principalmente azul e branco) é elíptica, indicativo de que é uma distribuição
altamente não térmica. O padrão elíptico é, na verdade, uma imagem de uma única função de onda
quântica ocupada macroscopicamente.

Figura 1.6: Observação da condensação de Bose-Einstein por imagem de absorção [2]. (a) corresponde a
1.2 × 105 átomos em 590 nK, e (b) aos valores nominais de 2 × 104 átomos em 100 nK. O halo em torno
do pico de absorção visível em (b) é atribuído à difração do CBE espacialmente localizado.

Figura 1.7: Observação da condensação de Bose-Einstein por imagem de absorção [3]. (a) é a distribuição
da velocidade de uma nuvem resfriada até logo acima do ponto de transição, (b) logo após o condensado
aparecer, e (c) após o resfriamento evaporativo posterior ter deixado um condensado quase puro. (b)
mostra a diferença entre a distribuição térmica isotrópica e um núcleo elíptico atribuído à expansão de
um condensado denso.
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Teoria de campo médio para condensados
de Bose-Einstein

2.1 Equação de Gross-Pitaevskii

O Hamiltoniano de muitos corpos que descreve um sistema formado por N bósons intera-
gentes de massa m confinados por um potencial externo Vext(r) é dado na forma de segunda
quantização por

Ĥ =

ˆ
Ψ̂†(r, t)Ĥ0 (r) Ψ̂(r, t)dr+

1

2

ˆ ˆ
Ψ̂†(r, t)Ψ̂†(r′, t)V̂int(r− r′)Ψ̂(r′, t)Ψ̂(r, t)dr′dr, (2.1)

onde Ĥ0 (r) ≡ − ~2
2m

∇2+V̂ext(r) é oHamiltoniano de uma única partícula, Vint(r−r′) é o potencial
de interação entre dois bósons (interação interatômica) e os operadores Ψ̂(r, t) e Ψ̂†(r, t) são
os operadores de campo de aniquilação e criação de bósons, respectivamente. As relações de
comutação para operadores bosônicos são [45]:

[
Ψ̂(r, t), Ψ̂(r′, t)

]
= 0, (2.2)

[
Ψ̂†(r, t), Ψ̂†(r′, t)

]
= 0, (2.3)

[
Ψ̂(r, t), Ψ̂†(r′, t)

]
= δ (r− r′) . (2.4)

Estamos trabalhando sob a suposição de um gás de bósons ultrafrios, diluído e com colisões
binárias elásticas a baixa energia. Neste limite, o potencial interatômico pode ser expresso por
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um potencial efetivo (potencial de contato) que é bem descrito por [46]:

Vint(r− r′) ≡ g3Dδ(r− r′), (2.5)

onde δ(r − r′) é a função delta de Dirac, definida como
´
δ(x − x0)f(x)dx = f(x0), e g3D =

4π~2as/m é a constante de acoplamento (coeficiente de não linearidade) que define a intensi-
dade das interações interatômicas. O parâmetro as é o comprimento de espalhamento das ondas
s, que determina o tamanho das interações interatômicas, e é caracterizado pela espécie atômica.
Assim, substituindo a Eq. 2.5 na Eq. 2.1, obtemos:

Ĥ =

ˆ
Ψ̂†(r, t)Ĥ0 (r) Ψ̂(r, t)dr+

g3D
2

ˆ
Ψ̂†(r, t)Ψ̂†(r, t)Ψ̂(r, t)Ψ̂(r, t)dr, (2.6)

onde a dependência de r′ foi integrada através da função delta de Dirac.
Por simplicidade, seja Ψ̂ ≡ Ψ̂(r, t), Ψ̂† ≡ Ψ̂†(r, t), Ψ̂′ ≡ Ψ̂(r′, t), Ψ̂†′ ≡ Ψ̂†(r′, t), Ĥ0 ≡ Ĥ0 (r) e

Ĥ ′
0 ≡ Ĥ0 (r

′) de forma que a Eq. 2.6 seja reescrita como:

Ĥ =

ˆ
Ψ̂†Ĥ0Ψ̂dr+

g3D
2

ˆ
Ψ̂†Ψ̂†Ψ̂Ψ̂dr. (2.7)

Como intuito de determinar a equação que descreve a dinâmica doCBE, usaremos a equação
de Heisenberg [47]:

i~
∂Ψ̂′

∂t
=
[
Ψ̂′, Ĥ

]
. (2.8)

Definindo Ĥ ≡ Ĥ + Ĝ, com

Ĥ ≡
ˆ

Ψ̂†Ĥ0Ψ̂dr, (2.9)

e

Ĝ ≡ g3D
2

ˆ
Ψ̂†Ψ̂†Ψ̂Ψ̂dr, (2.10)

a Eq. 2.8 se torna:

i~
∂Ψ̂′

∂t
=
[
Ψ̂′, Ĥ + Ĝ

]
=
[
Ψ̂′, Ĥ

]
+
[
Ψ̂′, Ĝ

]
. (2.11)

Calculando o comutador de Ψ̂′ com Ĥ, obtém-se:
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[
Ψ̂′, Ĥ

]
= Ψ̂′Ĥ − ĤΨ̂′

=

ˆ
Ψ̂′Ψ̂†Ĥ0Ψ̂dr−

ˆ
Ψ̂†Ĥ0Ψ̂Ψ̂′dr

=

ˆ (
Ψ̂′Ψ̂† − Ψ̂†Ψ̂′

)
Ĥ0Ψ̂dr

=

ˆ
δ (r− r′) Ĥ0Ψ̂dr

= Ĥ ′
0Ψ̂

′. (2.12)

Calculando o comutador de Ψ̂′ com Ĝ, obtém-se:

[
Ψ̂′, Ĝ

]
= Ψ̂′Ĝ − ĜΨ̂′

=
g3D
2

ˆ (
Ψ̂′Ψ̂†Ψ̂†Ψ̂Ψ̂− Ψ̂†Ψ̂†Ψ̂Ψ̂Ψ̂′

)
dr

=
g3D
2

ˆ (
Ψ̂′Ψ̂†Ψ̂† − Ψ̂†Ψ̂†Ψ̂′

)
Ψ̂Ψ̂dr

=
g3D
2

ˆ (
Ψ̂′Ψ̂†Ψ̂† − Ψ̂†Ψ̂†Ψ̂′ + Ψ̂†Ψ̂′Ψ̂† − Ψ̂†Ψ̂′Ψ̂†

)
Ψ̂Ψ̂dr

=
g3D
2

ˆ ([
Ψ̂′, Ψ̂†

]
Ψ̂† + Ψ̂†

[
Ψ̂′, Ψ̂†

])
Ψ̂Ψ̂dr

= g3D

ˆ
δ(r− r′)Ψ̂†Ψ̂Ψ̂dr

= g3DΨ̂
†′Ψ̂′Ψ̂′. (2.13)

Assim, substituindo as Eqs. 2.12 e 2.13 na Eq. 2.11, obtemos:

i~
∂

∂t
Ψ̂ (r′, t) = Ĥ0 (r

′) Ψ̂ (r′, t) + g3DΨ̂
† (r′, t) Ψ̂ (r′, t) Ψ̂ (r′, t) . (2.14)

A Eq. 2.14 descreve a dinâmica de todo o campo. No entanto, queremos extrair informações
apenas sobre o condensado. Fazemos isso dividindo o operador de campo de Bose em duas
partes [48]:

Ψ̂(r, t) = ψ̂(r, t) + δ̂(r, t), (2.15)

onde o operador ψ̂(r, t) corresponde ao estado fundamental (átomos condensados) e δ̂(r, t) cor-
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responde aos estados excitados (átomos não condensados/térmicos).
Na situação de temperaturas extremamente baixas, a presença de uma grande quantidade de

bósons emumsó estado (estado condensado) permite queutilizemos a aproximação de Bogoliubov
[49], que consiste em substituir os operadores de campo pelos campos clássicos (função de onda
macroscópica): {

ψ̂(r, t), ψ̂†(r, t)
}
→ {ψ(r, t), ψ∗(r, t)} . (2.16)

Ao substituirmos a Eq. 2.15 na Eq. 2.6, obtemos:

Ĥ =

ˆ (
ψ∗ + δ̂†

)
Ĥ0

(
ψ + δ̂

)
dr+

g3D
2

ˆ (
ψ∗ + δ̂†

)(
ψ∗ + δ̂†

)(
ψ + δ̂

)(
ψ + δ̂

)
dr. (2.17)

Agora, definindo Ĥ ≡ Ĥ′ + Ĝ ′, com

Ĥ′ ≡
ˆ (

ψ∗ + δ̂†
)
Ĥ0

(
ψ + δ̂

)
dr, (2.18)

e

Ĝ ′ ≡ g3D
2

ˆ (
ψ∗ + δ̂†

)(
ψ∗ + δ̂†

)(
ψ + δ̂

)(
ψ + δ̂

)
dr, (2.19)

e desenvolvendo as Eqs. 2.18 e 2.19, obtemos, respectivamente:

Ĥ′ =

ˆ [
ψ∗Ĥ0ψ + ψ∗Ĥ0δ̂ + δ̂†Ĥ0ψ + δ̂†Ĥ0δ̂

]
dr, (2.20)

e

Ĝ ′ =
g3D
2

ˆ [
|ψ|4 + ψ∗ |ψ|2 δ̂ + (ψ∗)2 δ̂ψ + (ψ∗)2 δ̂δ̂ + ψ∗δ̂† (ψ)2 + ψ∗δ̂†ψδ̂ + ψ∗δ̂†δ̂ψ + ψ∗δ̂†δ̂δ̂

+δ̂† |ψ|2 ψ + δ̂† |ψ|2 δ̂ + δ̂†ψ∗δ̂ψ + δ̂†ψ∗δ̂δ̂ + δ̂†δ̂† (ψ)2 + δ̂†δ̂†ψδ̂ + δ̂†δ̂†δ̂ψ + δ̂†δ̂†δ̂δ̂
]
dr. (2.21)

Assim, a Eq. 2.17 pode ser reescrita como:

Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2 + Ĥ3 + Ĥ4 + Ĥ5, (2.22)

onde
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Ĥ1 =

ˆ [
ψ∗Ĥ0ψ +

g3D
2

|ψ|4
]
dr, (2.23)

Ĥ2 =

ˆ [
δ̂†
(
Ĥ0 + g3D |ψ|2

)
ψ + ψ∗

(
Ĥ0 + g3D |ψ|2

)
δ̂
]
dr, (2.24)

Ĥ3 =

ˆ [
δ̂†
(
Ĥ0 + 2g3D |ψ|2

)
δ̂ +

g3D
2

(
δ̂†δ̂† (ψ)2 + (ψ∗)2 δ̂δ̂

)]
dr, (2.25)

Ĥ4 = g3D

ˆ [
ψ∗δ̂†δ̂δ̂ + δ̂†δ̂†δ̂ψ

]
dr, (2.26)

Ĥ5 =
g3D
2

ˆ
δ̂†δ̂†δ̂δ̂dr. (2.27)

Aqui, cada termo Ĥi é categorizado pela quantidade de operadores δ̂ que cada um possui.
No regime de temperaturas ultrafrias (T → 0), todas as partículas tendem a ficar no estado
condensado, de modo que o operador δ̂ possa ser ignorado. Esta é uma aproximação válida
para T ≪ Tcrit e quando o sistema é fracamente interagente1. Assim, ao tomarmos a equação
de Heisenberg (Eq. 2.14) e realizarmos a substituição Ψ̂ (r, t) → Ψ(r, t), obtemos a equação
Gross-Pitaevskii (EGP) [5, 6]:

i~
∂

∂t
Ψ(r, t) =

[
− ~2

2m
∇2 + Vext (r) + g3D |Ψ(r, t)|2

]
Ψ(r, t) . (2.28)

Aqui, a densidade de energia em qualquer ponto no espaço é dada pela Eq. 2.23. Assim, a
energia total do CBE, nesta aproximação, é dada por:

E =

ˆ [
~2

2m
|∇Ψ(r, t)|2 + Vext (r) |Ψ(r, t)|2 + g3D

2
|Ψ(r, t)|4

]
dr. (2.29)

Além disso, podemos extrair soluções estacionárias fazendo a seguinte substituição:

Ψ(r, t) = ψ (r) e−iµt/~, (2.30)

onde ψ (r) é o autoestado (função de onda espacial) do sistema independente do tempo, e µ
é o potencial químico, conforme estabelecido na distribuição de Bose-Einstein e definido por
µ = ∂E/∂N . Assim, inserindo a Eq. 2.30 na Eq. 2.28, obtemos a EGP independente do tempo:[

− ~2

2m
∇2 + Vext (r) + g3D |ψ (r)|2

]
ψ (r) = µψ (r) . (2.31)

1É importante destacar que um sistema fracamente interagente pode ser definido quando as ≪ λdB[38]
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2.2 Comprimento de espalhamento

Como mencionado na Sec. 2.1, a EGP descreve um gás de bósons fracamente interagentes
(as ≪ λdB) no qual são consideradas apenas as interações átomo-átomo. No contexto de áto-
mos ultrafrios, tal aproximação é razoável uma vez que, experimentalmente, tais sistemas são
gases diluídos [49]. No centro de um CBE, a densidade é da ordem de 1013 − 1015 átomos/cm3,
enquanto a densidade do ar sob condições normais de temperatura e pressão é da ordem de
1019 átomos/cm3[50].

No âmbito da Mecânica Quântica, o problema de espalhamento de dois corpos pode ser
descrito pela equação de Lippmann-Schwinger (ELS) [51]. No caso de gases ultrafrios, as inte-
rações interatômicas são tão pequenas que apenas a contribuição das ondas s é relevante para
descrever o espalhamento.

Assim, em primeira ordem, a ELS pode ser descrita pela aproximação de Born na forma [52]:

as =
m

2π~2

ˆ
Vint (r) dr, (2.32)

onde as é o comprimento de espalhamento das ondas s, m = m1m2/ (m1 +m2) é a massa re-
duzida do sistema de duas partículas com massas m1 e m2, e Vint (r) é o potencial de interação
entre as duas partículas. Para um gás de bósons idênticos de massam, a expressão para a massa
reduzida torna-se m = m/2 e o potencial de interação pode ser descrito por Vint (r) = g3Dδ (r).
Assim,

as =
m

4π~2

ˆ
g3Dδ (r) dr, (2.33)

e, portanto,

g3D =
4π~2as
m

. (2.34)

Usualmente, o parâmetro g3D é conhecido como constante de acoplamento ou coeficiente de
não linearidade. Conforme descrito na Sec. 1.3.3, os primeiros CBEs atômicos foram realizados
experimentalmente em 1995 pelos laboratórios do JILA (Boulder-Colorado), RICE (Houston-
Texas) e MIT (Boston-Massachusetts), resfriando gases de 87Rb, 7Li e 23Na, respectivamente. Os
comprimentos de espalhamento destas espécies atômicas foram [53]: as = 5, 77 nm para 87Rb,
as = −1, 45 nm para 7Li e as = 2, 75 nm para 23Na.

2.3 Ressonância de Feshbach

Através da Eq. 2.34, nota-se que o potencial interatômico depende da magnitude do compri-

31



Capítulo 2. Teoria de campo médio para condensados de Bose-Einstein

mento de espalhamento entre os átomos. Claramente, quanto menor o valor desse termo, mais
próximo do comportamento de um gás de bósons ideal o sistema estará. Se g > 0 (as > 0) a
interação entre os átomos é repulsiva; enquanto que, para g < 0 (as < 0), a interação é atrativa.
A manipulação do comprimento de espalhamento é de fundamental importância para o estudo
das propriedades de CBEs, sendo esta realizada experimentalmente através do fenômeno de
ressonância de Feshbach [54].

A ressonância de Feshbach ocorre quando a energia de um estado ligadoE0 de um potencial
interatômico Vcf (também denominado de canal fechado) é igual a energia correspondente ao
espalhamento de dois átomos (denominado de canal aberto). Considerando que os átomos no
canal aberto possuammomentomagnético diferente daqueles no canal fechado, então a energia
de interação entre os átomos espalhados, em relação a energia do canal fechado, pode ser ajus-
tada por parâmetros externos tais como campo magnéticos ou através de métodos de controle
óptico [52]. A Fig. 2.1 ilustra as posições relativas entre as curvas dos canais aberto e fechado.

Figura 2.1: Modelo básico de dois canais para uma ressonância de Feshbach. O fenômeno ocorre quando dois
átomos colidindo na energia E no canal de entrada se acoplam ressonantemente a um estado de ligação molecular
com energia E0 suportada pelo potencial de canal fechado. No domínio ultrafrio, as colisões ocorrem perto de
energia zero, E → 0. O acoplamento ressonante é então convenientemente realizado pelo ajuste magnético de E0

próximo a 0 se os momentos magnéticos dos canais fechados e abertos forem diferentes. Figura adaptada da Ref.
[54].

Nas proximidades da ressonância de Feshbach a expressão para o comprimento de espalha-
mento das ondas s é dada por [54]

as = af

(
1− ∆

B − B0

)
, (2.35)

onde af corresponde ao comprimento de espalhamento em uma situação distante da condição
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de ressonância (comprimento de espalhamento de fundo), ∆ é denominado de largura de res-
sonância e B0 é o campo magnético característico da condição de ressonância. Como se pode
notar pela Eq. 2.35, se ∆

B−B0
< 1 o comprimento de espalhamento é positivo, o que caracteriza

umpotencial repulsivo entre os átomos. No caso ∆
B−B0

> 1 a interação entre os átomos é atrativa.

2.4 O potencial de Pöschl-Teller

O potencial de Pöschl-Teller (PPT) [22] vem despertando o interesse de alguns pesquisado-
res da comunidade científica que visam a compreensão de fenômenos físicos devido às propri-
edades interessantes deste potencial em diversas áreas da física, como por exemplo, na Física
Atômica e Molecular [55, 56, 57], Termodinâmica [58, 59], Física de Materiais [60, 61], Óptica
não linear [62, 63], Física da Matéria Condensada [64, 65, 66] e Física Básica [67, 68, 69].

Potencial de Pöschl-Teller - 1D

Figura 2.2: Ilustração do PPT-1D na forma simétrica.

O PPT na sua forma mais geral é dado por [67]:

V (r) = − ~2

2mw2

{
ν (ν + 1)

senh2 (r/w)
+

λ (λ+ 1)

cosh2 (r/w)

}
, (2.36)

onde w é a largura e os parâmetros ν e λ estão relacionados à amplitude do PPT. O PPT assume
a forma simétrica quando ν = 0, e torna-se:
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V (r) = − ~2

2mw2

λ (λ+ 1)

cosh2 (r/w)
. (2.37)

Sendo o PPT um potencial esfericamente simétrico, torna-se razoável utilizar coordenadas
esféricas, conforme descrito na Sec. 1.2.3, para resolver a ESL para este potencial:

− ~2

2m
∇2ψ − ~2

2mw2

λ (λ+ 1)

cosh2 (r/w)
ψ = Eψ. (2.38)

Estamos interessados no caso l = 0. Assim, a solução angular, que é independente do poten-
cial de confinamento, é o harmônico esférico Υ00 (θ, ϕ) = 1/

√
4π (Sec. 1.2.3.1) e a equação radial

pode ser descrita pela Eq. 1.33:

l = 0 →


Υ00 (θ, ϕ) =

1√
4π

− ~2

2m

d2u

dr2
− ~2

2mw2

λ (λ+ 1)

cosh2 (r/w)
u = Eu

(2.39)

onde u (r) = rR (r). A Eq. 2.39 pode ser reescrita em função das seguintes variáveis adimensi-
onais:

r ≡ wr̃, u ≡ 1√
w
ũ, E ≡ − ~2

2mw2
Ẽ. (2.40)

Assim, a Eq. 2.39 se trnasforma em

d2ũ

dr̃2
+ λ (λ+ 1) sech2 (r̃) ũ = Ẽũ, (2.41)

sendo ũ ≡ ũ (r̃) e sech (r̃) = 1/cosh (r/w). A Eq. 2.41 pode ser resolvida analiticamente em
virtude das seguintes mudanças de variáveis:

ζ = tanh(r̃),
d

dr̃
=
(
1− ζ2

) d
dζ
,

d2

dr̃2
=
(
1− ζ2

)2 d2

dζ2
− 2ζ(1− ζ2)

d

dζ
. (2.42)

Assim, a Eq. 1.18 pode ser reescrita da seguinte maneira:

(
1− ζ2

)2 d2ũ
dζ2

− 2ζ(1− ζ2)
dũ

dζ
+
(
1− ζ2

)
λ (λ+ 1) ũ = Ẽũ. (2.43)

Dividindo a Eq. 2.43 por (1− ζ2) obtemos finalmente

(
1− ζ2

) d2ũ
dζ2

− 2ζ
dũ

dζ
+

[
λ (λ+ 1)− n2

1− ζ2

]
ũ = 0, (2.44)
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onde Ẽ = n2.
A Eq. 2.44 é a equação de Legendre associada e a solução pode ser obtida analiticamente em

termos dos polinômios associados de Legendre:

ũ (ζ) = P n
λ (ζ),

onde λ = 1, 2, 3, . . . e n = 1, 2, . . . , λ− 1, λ [70].
Em termos da variável radial, os PALs normalizados (Ap. B) podem ser escritos da seguinte

maneira:

unλ (r) =

√
2n

w

(λ− n)!

(λ+ n)!
P n
λ (tanh(r/w)), (2.45)

sendo o espectro de energia dado por:

En = − n2~2

2mw2
. (2.46)

Finalmente, as funções de onda espaciais para uma partícula sujeita ao PPT esfericamente
simétrico, para l = 0, podem ser descritas por ψλn (r, θ, ϕ) = Rλn (r)Υ00 (θ, ϕ):

ψλn (r, θ, ϕ) =

√
n

2πw

(λ− n)!

(λ+ n)!

1

r
P n
λ (tanh(r/w)), (2.47)

É importante destacar que,

• O valor de λ determina a quantidade de estados estacionários do sistema;

• Alguns estados estacionários não convergem na origem sendo, assim, estados fisicamente
impossíveis. Os estados estacionários finitos na origem são aqueles cujo valor λ+n é ímpar,
o que nos leva a concluir que λ ≥ 2.

• Para um determinado valor de λ, o estado fundamental e sua respectiva energia, serão des-
critos, respectivamente quando n = λ− 1:

ψλ−1
λ (r, θ, ϕ) =

√
1

2πw

λ− 1

(2λ− 1)!

(2λ)!

2λλ!

1

r
sechλ−1

( r
w

)
tanh

( r
w

)
, (2.48)

Eλ−1 = −(λ− 1)2 ~2

2mw2
. (2.49)
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λ = 3 → E0
= −2

λ = 4 → E0
= −9/2

λ = 5 → E0
= −8

Figura 2.3: Estados Fundamentais referentes à Eq. 2.48 para diferentes valores de λ.

2.5 Sólitons

No âmbito das equações diferenciais parciais não lineares, tais como as equações de Schrö-
dinger não linear (ESNL), iut+uxx+g |u|2 u = 0, Korteweg-de Vries (KdV), ut+αuux+uxxx = 0,
Sine-Gordon (ESG), utt−uxx+sen (u) = 0, entre outras, são estudadas soluções conhecidas como
sólitons [71, 72, 73].

Embora existam definições mais precisas2, pode-se dizer que sólitons são soluções particula-
res de equações diferenciais parciais não lineares, que descrevemapropagação de ondas estáveis
e aproximadamente localizadas em meios contínuos, envolvendo efeitos de dispersão e não li-
nearidade, permitindo que tais ondas mantenham sua forma (amplitude e largura) à medida
que evoluem [79].

O primeiro relato da observação de tal fenômeno deve-se ao engenheiro naval escocês John
Scott Russel que, em 1844, descreveu a criação de uma elevação pequena e localizada na super-
fície da água em um canal de Glasgow, após a parada abrupta de um barco. Durante todo o

2O conceito de sóliton é uma sofisticada construção matemática baseada na integrabilidade de uma classe de
equações diferenciais não lineares [74, 75]. A ESNL pertence a esta classe de equações integráveis [76, 77] e foi
utilizada no AT&T Bell Laboratories, no início dos anos oitentas, para descrever a propagação de sólitons em fibra
de vidro com certas propriedades [78].
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percurso, tal elevação manteve sua forma e velocidade praticamente inalteradas antes de desa-
parecer, conforme o próprio Russel relatou.

Com relação ao tipo, os sólitons podem ser divididos em claros (brilhantes ou iluminados)
e escuros. O primeiro tipo corresponde a um pulso no qual, para grandes distâncias, seu valor
tende a zero, enquanto seu pico possui um valor positivo e não nulo. O oposto ocorre para os
sólitons escuros, ou seja, para grandes distâncias seu valor é positivo e não nulo, sendo o valor
mínimo de sua intensidade igual a zero.

(a) sóliton claro (b) sóliton escuro

Figure 2.4: Representações ilustrativas das soluções do tipo sóliton claro (a) e sóliton escuro (b).

A EGP-1D, na ausência de potencial externo

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2m

∂2Ψ

∂x2
+ g |Ψ|2 Ψ, (2.50)

que é a ESNL-1D, admite soluções do tipo sóliton, as quais possuem soluções analíticas. De fato,
esta equação permite vários tipos de solução que dependem da escolha de seus parâmetros,
especialmente do coeficiente de não linearidade g. Entretanto as soluções de interesse físico do
tipo sóliton claro e escuro são obtidas, respectivamente, para g < 0 e g > 0. No contexto de
átomos ultrafrios, a EGP, que descreve a evolução da função de ondamacroscópica do CBE para
bósons fracamente interagentes, prevê a existência de sólitons escuros para interações repulsivas
e sólitons claros para interações atrativas [80].

Para sólitons claros, a solução analítica da Eq. 2.50 é dada por:
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Ψ = Asech

[
A
√
m |g|
~

(x− x0 − vt)

]
exp

{
i

~

[
mvx− 1

2

(
gA2 +mv2

)
t

]}
. (2.51)

Para sólitons escuros, a solução analítica da Eq. 2.50 é dada por:

Ψ = Atanh

[
A
√
m |g|
~

(x− x0 − vt)

]
exp

{
i

~

[
mvx− 1

2

(
gA2 +mv2

)
t

]}
. (2.52)

Na Fig. 2.4 estão representadas as densidades de probabilidade |Ψ|2 para as funções de onda
2.51 e 2.52, respectivamente. Percebe-se que a solução do tipo sóliton claro possui um máximo
e converge a zero para x → ±∞, enquanto a solução do tipo sóliton escuro converge no limite
de x→ ±∞ e possui um mínimo em zero.

2.6 Critério VK

O critério Vakhitov-Kolokov é um critério de estabilidade para soluções solitônicas em uma
ESNL-1D sem a presença de potenciais de confinamento [81]. Em tal sistema, demonstrou-se
a relação dN/dλ2 > 0, com −λ2 sendo a energia de estado ligado do sóliton. Isto é, se uma
partícula é adicionada ao sistema e a energia deste estado ligado diminui, temos então uma
solução estável. No caso dos CBEs, uma solução estacionária localizada (estado fundamental) é
dinamicamente estável— emparticular contra colapso ou dispersão— se seu potencial químico
µ diminuir com o número de partículas [82]. Assim, no contexto de CBEs, identifica-se o critério
VK como:

dµ

dN
< 0. (2.53)

O critério VK é um critério orbital de estabilidade, o que significa que ao introduzir uma
perturbação em uma solução estacionária estável, esta permanecerá próxima à “órbita circular”
relativa ao seu estado fundamental ao longo da evolução temporal, caso a perturbação não seja
muito grande [83].
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3.1 O modelo

Nesta tese, propomosumcenário no qual o potencial de Pöschl-Teller esfericamente simétrico
atue como o potencial de confinamento de um CBE com interações interatômicas atrativas. No
caso de CBEs atrativos, o comprimento de espalhamento é negativo (as < 0). Assim, adotare-
mos a convenção as → −|as| por simplicidade de notação. Como o PPT esfericamente simétrico
é umpotencial central Vext (r) → Vext (r), torna-se conveniente utilizarmos coordenadas esféricas
devido à simetria radial. Consequentemente, a função de onda será dada por Ψ(r, t) → Ψ(r, t)

e, assim, o modelo proposto pode ser descrito pela seguinte EGP:

i~
∂

∂t
Ψ(r, t) =

[
− ~2

2m

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
− ~2

2mw2

λ (λ+ 1)

cosh2 (r/w)
− 4π~2 |as|

m
|Ψ(r, t)|2

]
Ψ(r, t) , (3.1)

onde a função de onda fica normalizada da seguinte maneira:

4π

ˆ
|Ψ(r, t)|2 r2dr = N. (3.2)

Muitos dos parâmetros da EGP são complicados de se trabalhar numericamente devido à
ordem de grandeza destes. Assim, torna-se conveniente reescrever a Eq. 3.1 em função das
seguintes variáveis adimensionais:

r ≡ wr̃, t ≡ mw2

~
t̃, Ψ(r, t) =

√
N

4πw3
Ψ̃
(
r̃, t̃
)
, φ

(
r̃, t̃
)
≡ r̃Ψ̃

(
r̃, t̃
)
. (3.3)

Consequentemente, a Eq. 3.1 torna-se:
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i
∂

∂t̃
φ
(
r̃, t̃
)
=

−1

2

∂2

∂r̃2
− V0sech

2 (r̃)−Na

∣∣∣∣∣φ
(
r̃, t̃
)

r̃

∣∣∣∣∣
2
φ (r̃, t̃) , (3.4)

onde V0 ≡ λ (λ+ 1) /2 é a amplitude/profundidade do potencial e a = |as| /w é a razão do valor
absoluto do comprimento de espalhamento pela largura do potencial.

O propósito de transformar a função de onda de Ψ̃
(
r̃, t̃
)
para φ

(
r̃, t̃
)
tem certas vantagens.

Primeiro, essa transformação remove a primeira derivada ∂/∂r da Eq. 3.1 e, portanto, resulta
em uma EGP mais simples [34]. Em segundo lugar, na origem r = 0, a condição φ

(
0, t̃
)
= 0

é satisfeita. Assim, ao resolvermos a Eq. 3.4, podemos implementar as condições de contorno
φ
(
0, t̃
)
= 0 e lim

r̃→∞
φ
(
r̃, t̃
)
= 0. Além disso, a função de onda φ

(
r̃, t̃
)
fica normalizada à unidade:

4π

ˆ ∣∣φ (r̃, t̃)∣∣2 dr̃ = 1. (3.5)

É importante destacar que os valores adimensionais obtidos nas simulações podem ser re-
dimensionados através da Eq. 3.3 para que tenham significado físico e possam ser comparados
com observações experimentais. Ademais, o til (m̃) será omitido na variáveis adimensionais nas
seções posteriores para simplificar a notação.

3.2 Formulação variacional

O método variacional (também conhecido como aproximação variacional) está atrelado na
MecânicaQuântica junto à teoria de perturbação como alternativa às soluções exatas da equação
de Schrödinger independente do tempo para certos Hamiltonianos. Embora esse método não
consiga fornecer todas as autofunções e energias dos autoestados do sistema, muitas vezes, a
informação que realmente precisamos se resume à energia referente ao estado fundamental E0.
E é através do princípio variacional que se possibilita obter, não necessariamente o valor exato,
mas, um limite superior para E0, que frequentemente é muito próximo do valor exato [37, 84].

Este método consiste em escolher uma função de onda tentativa (ansatz)1 com uma forma
fixamas que dependa de um oumais parâmetros livres (parâmetros variacionais), e determinar
os valores destes parâmetros em função da minimização do valor esperado do Hamiltoniano
⟨H⟩, ou seja, quando a energia relativa ao ⟨H⟩ for a menor possível.

Sendo assim, quanto mais próxima a função de onda teste estiver do que seria a função de
onda real, melhor será o resultado obtido [85]. A função de onda obtida pela substituição dos
parâmetros, cujos valores são determinados pelaminimização, será uma aproximação da função

1O ansatz pode ser qualquer função desde que esta pertença ao chamado espaço de Hilbert; isto é, o ansatz deve
ser quadrado-integrável, garantindo, assim, a normalização da função.
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de onda do estado fundamental, e a energia relativa ao valor esperado do Hamiltoniano, neste
estado, será um majorante para a energia do estado fundamental.

Se a forma da solução real estiver próxima a do ansatz, os resultados obtidos por meio do
método variacional estarão em boa concordância com as soluções exatas, mas em outros casos o
método pode ser muito grosseiro ou até mesmo falhar. A formulação variacional adotada nessa
tese possui o mesmo formalismo utilizado em trabalhos importantes como podemos encontrar
nas referências [31, 32, 86, 87, 88].

O problema de resolver a Eq. 3.4 pode ser ponderado como um problema variacional cor-
respondente à minimização da ação S :

S =

ˆ ˆ
L (φ, φ′, φ̇) drdt, (3.6)

sendo que a Eq. 3.4 pode ser derivada a partir da seguinte densidade Lagrangiana:

L =
i

2
(φφ̇∗ − φ∗φ̇) +

1

2
|φ′|2 − V0sech

2 (r) |φ|2 − Na

2

|φ|4

r2
, (3.7)

através da equação de Euler-Lagrange:

∂L
∂φ∗ − ∂

∂t

(
∂L
∂φ̇∗

)
− ∂

∂r

(
∂L
∂φ′∗

)
= 0, (3.8)

onde φ∗ ≡ φ∗ (r, t) é o complexo conjugado de φ ≡ φ (r, t), e as quantidades φ′ ≡ ∂φ/∂r e
φ̇ ≡ ∂φ/∂t são as derivadas espacial e temporal, respectivamente.

A escolha do formato do ansatz é muito importante [31, 32]. Em nosso caso, uma escolha
natural é uma função secante-tangente hiperbólica, porque no limite linear da EGP, torna-se
possível obter a solução analítica do estado fundamental da ESL para o PPT esfericamente si-
métrico, confome observado na Sec. 2.4. Outra razão plausível pela escolha deste ansatz é o fato
de que tanto a função secante hiperbólica quanto a função tangente hiperbólica são soluções
exatas que descrevem, respectivamente, sólitons claros e escuros da ESNL-1D. Assim, optamos
pelo ansatz secante-tangente hiperbólica:

φ = φλ (r, t) =
√
Mℵsechλ−1

( r
σ

)
tanh

( r
σ

)
e−iµt, (3.9)

onde ℵ =
√

1
2πσ

λ−1
(2λ−1)!

(2λ)!
2λλ!

, M é a norma, σ é a largura, λ é o parâmetro de profundidade do
PPT e µ é o potencial químico. Aqui, estamos interessados nos parâmetros de profundidade
λ = {2, 3, 4, 5} que correspondem à V0 = {3, 6, 10, 15} via V0 = λ (λ+ 1) /2.

Agora, nossa intenção é encontrar as equações de Euler-Lagrange que governam a evolução
dos parâmetros variacionais. Para este propósito, nós calculamos a Lagrangiana efetivaL através
da média da densidade Lagrangiana ⟨L⟩:
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L = ⟨L⟩ = µ+ 4π

ˆ
L (φ, φ′, φ̇) dr (3.10)

= µ+ 4π

ˆ [
i

2
(φφ̇∗ − φ∗φ̇) +

1

2
|φ′|2 − V0sech

2 (r) |φ|2 − Na

2

|φ|4

r2

]
dr, (3.11)

onde o potencial químico µ foi introduzido para garantir que o parâmetroM mantenha a nor-
malização correta da função de onda φ. Assim, substituindo a Eq. 3.9 na Eq. 3.11, obtém-se a
seguinte Lagrangiana efetiva:

L = (1−M)µ+
KλM

σ2
− 4πMV0A− 2πM2NaB, (3.12)

onde

A (r, σ, λ) =

ˆ [
sech2 (r)ℵ2sech2λ−2

( r
σ

)
tanh2

( r
σ

)]
dr, (3.13)

B (r, σ, λ) =

ˆ [
1

r2
ℵ4sech4λ−4

( r
σ

)
tanh4

( r
σ

)]
dr, (3.14)

sendoe Kλ =
{

7
10
, 10

7
, 13

6
, 32
11

}
para λ = {2, 3, 4, 5}.

Finalmente, as equações de evolução para os parâmetros variacionais podem ser derivadas
de L através das equações de Euler-Lagrange correspondentes, como será descrito na Sec. 4.1.

3.3 Discretização numérica

3.3.1 Método split-step

A EGP esfericamente simétrica que foi proposta na Sec. 3.1, dada pela Eq. 3.4, pode ser
expressa da seguinte maneira [33]:

i
∂φ

∂t
=

[
−1

2

∂2

∂r2
− V0sech

2 (r)− g
∣∣∣φ
r

∣∣∣2]φ ≡ ĤGPφ, (3.15)

onde g = Na é o coeficiente de não linearidade e o operador Hamiltoniano de Gross-Pitaevskii
ĤGP é definido por ĤGP = T̂+V̂ , sendo T̂ ≡ −1

2
∂2

∂r2
o operador energia cinética (operador linear)

e V̂ ≡ V̂ext + V̂NL o operador energia potencial (operador não linear); V̂ext ≡ −V0sech2 (r) é o
operador relacionado ao PPT e V̂NL ≡ −g

∣∣φ
r

∣∣2 é o operador relativo às interações interatômicas

42



Capítulo 3. Metodologia

atrativas2.
A EGP é definida no domínio espacial (radial) rinicial ≤ r ≤ rfinal e no domínio temporal

tinicial ≤ t ≤ tfinal. Além disso, a Eq. 3.15 é complementada pela condição inicial φ(r, tinicial) e
pelas condições de contorno φ(rinicial, t) e φ(rfinal, t).

Ademais, a solução da Eq. 3.15 pode ser obtida através da seguinte expressão:

φ(r, t+∆t) = e−iĤGP∆tφ (r, t) , (3.16)

sendo φ(r, t+∆t) a solução após uma evolução temporal de um intervalo de tempo ∆t.
A ideia inicial do método split-step é baseda na divisão do Hamiltoniano ĤGP em diferentes

termos com derivadas e sem derivadas. Nesta tese, nós dividimos ĤGP em três partes: ĤGP =

Ĥ1 + Ĥ2 + Ĥ3, onde

Ĥ1 =
1

2

[
−V0sech2 (r)− g

∣∣∣φ
r

∣∣∣2] , (3.17)

Ĥ2 = −1

2

∂2

∂r2
, (3.18)

Ĥ3 = Ĥ1. (3.19)

Pode-se dizer que a Eq. 3.15 foi dividida, respectivamente, em duas equações: uma não
linear e outra linear [89]:

i~
∂φ

∂t
=

1

2

[
−V0sech2 (r)− g

∣∣∣φ
r

∣∣∣2]φ ≡ Ĥ1φ, (3.20)

i~
∂φ

∂t
= −1

2

∂2φ

∂r2
≡ Ĥ2φ. (3.21)

Então, a EGP é discretizada no espaço e no tempo através do método das diferenças finitas
(MDF) [90, 91]. A ideia consiste em dividir o domínio espacial (temporal) rinicial ≤ r ≤ rfinal

(tinicial ≤ t ≤ tfinal) emm+1 (n+ 1) pontos igualmente espaçados por umadistância denominada
passo espacial (temporal) ∆r = rm−r0

m

(
∆t = tn−t0

n

)
, onde r0 ≡ rinicial e rm ≡ rfinal (t0 ≡ tinicial e

tn ≡ tfinal). Consequentemente, uma malha constituída por (m+ 1)× (n+ 1) pontos é formada,
conforme ilustrado pela Fig. 3.1. De uma forma geral, qualquer par (rj, tk) pode ser obtido via:

2Observe que o termo não linear é tratado como um potencial.
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rj = r0 + j∆r, j = 0, 1, . . . ,m (3.22)
tk = t0 + k∆t, k = 0, 1, . . . , n (3.23)

Figura 3.1: Ilustração de malha numérica referente à discretização espacial e temporal. Aqui, os domínios espacial
(radial) e temporal foram fragmentados, respectivamente, emm+1 e n+1 pontos, resultando em umamalha com
(m+ 1)× (n+ 1) pontos. Os passos (espaçamentos) espacial e temporal são obtidos, respectivamente, através das
expressões∆r = rm−r0

m e∆t = tn−t0
n . De uma forma geral, qualquer par (rj , tk) pode ser obtido via rj = r0 + j∆r

e tk = t0 + k∆t, onde j = 0, 1, . . . ,m e k = 0, 1, . . . , n.

Propagação em tempo real

O operador e−iĤGP∆t pode ser reescrito por meio das Eqs. 3.17-3.19 e a Eq. 3.16 se torna:

φk+1
j = e−iĤ3∆te−iĤ2∆te−iĤ1∆tφk

j , (3.24)

onde tomamos φk
j ≡ φ(rj, tk) pela simplicidade de notação.

A solução φk+1
j pode ser obtida por meio da evolução temporal da função de onda φk

j em
um dado momento tk, avançando temporalmente de tk a tk+1 = tk + ∆t por meio de iterações.
Para isso, o operador Ĥ1, inicialmente, produz uma solução intermediária φk+1/3

j a partir de φk
j .

Como não há derivada em Ĥ1, esta propagação é realizada exatamente através da operação [34]:

φ
k+1/3
j = ONL(Ĥ1)φ

k
j ≡ e−iĤ1∆tφk

j = e
−i

−V0sech2(rj)−gk

∣∣∣∣∣φ
k
j

rj

∣∣∣∣∣
2
∆t

2
φk
j , (3.25)

onde gk = k
n
Na denota o coeficiente de não linearidade discretizado, ONL(Ĥ1) denota operação
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de evolução no tempo com Ĥ1 e o índice “NL” significa não linear (sem derivadas). Em se-
guida, realizamos a propagação de tempo correspondente ao operador Ĥ2 numericamente pelo
seguinte esquema de Crank-Nicholson:

i
φ
k+2/3
j − φ

k+1/3
j

∆t
= −1

2

[(
φ
k+2/3
j+1 − 2φ

k+2/3
j + φ

k+2/3
j−1

2 (∆r)2

)
+

(
φ
k+1/3
j+1 − 2φ

k+1/3
j + φ

k+1/3
j−1

2 (∆r)2

)]
.

(3.26)
A solução formal da Eq. 3.26 pode ser obtida pela forma de Cayley [92] dada pela seguinte

expressão:

φ
k+2/3
j = OCN(Ĥ2)φ

k+1/3
j ≡ e−iĤ2∆tφ

k+1/3
j ≡ 1− i(T̂/2)∆t

1 + i(T̂/2)∆t
φ
k+1/3
j , (3.27)

onde OCN denota a operação evolução temporal com Ĥ2 e o índice “CN” se refere ao algoritmo
de Crank-Nicolson. O operador OCN é usado para propagar a solução intermediária φk+1/3

j em
um instante de tempo∆t , gerando a segunda solução intermediáriaφk+2/3

j . Finalmete, a solução
final φk+1

j é obtida através da atuação do operador Ĥ3 em φ
k+2/3
j :

φk+1
j = ONL(Ĥ3)φ

k+2/3
j ≡ e−iĤ3∆tφ

k+2/3
j ≡ e

−i

−V0sech2(rj)−gk

∣∣∣∣∣∣
φ
k+2/3
j

rj

∣∣∣∣∣∣
2∆t

2
φ
k+2/3
j . (3.28)

De uma forma mais objetiva, podemos concluir que a solução final é obtida

φk+1
j = ONL(Ĥ3)OCN(Ĥ2)ONL(Ĥ1)ψ

k
j . (3.29)

Figura 3.2: Esquema ilustrativo referente ao método split-step com Crank-Nicolson.
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A divisão do operador energia potencial em duas partes — Ĥ1 e Ĥ3 — simetricamente em
torno do operador energia cinética Ĥ2 aumenta enormemente a estabilidade do método e reduz
o erro numérico [33].

A escolha da condição inicial é fundamental para a evolução temporal da função de onda.
Na implementação numérica da propagação em tempo real do método split-step, o estado ini-
cial φ(r, 0) é geralmente escolhido para ser a solução analiticamente conhecida do potencial de
confinamento com não linearidade zero: g = 0. No decorrer da iteração temporal, a não line-
aridade é lentamente introduzida até que a não linearidade final desejada seja atingida. Este
procedimento nos levará à solução final do problema [34].

Propagação em tempo imaginário

Embora a propagação em tempo real, conforme descrito na Sec. 3.3.1, tenha diversas van-
tagens, nesta abordagem é preciso lidar com variáveis complexas para uma função de onda
complexa para estados não estacionários. Para o estado fundamental (estacionário), a função
de onda é essencialmente real e o método de propagação em tempo imaginário, que trata de variá-
veis reais, parece ser apropriado [34]. Nesta abordagem, a variável temporal t é substituído por
uma quantidade imaginária t→ −it̄ e a Eq. 3.15 se torna:

− ∂

∂t̄
φ =

[
−1

2

∂2

∂r2
− V0sech

2 (r)−Na
∣∣∣φ
r

∣∣∣2]φ ≡ ĤGPφ, (3.30)

sendo que nesta equação, t̄ é apenas um parâmetro numérico.
A iteração no tempo imaginário também é realizada dividindo ĤGP em três partes: ĤGP =

Ĥ1 + Ĥ2 + Ĥ3, com Ĥ1, Ĥ2 e Ĥ3 dados pelas Eqs. 3.17, 3.18 e 3.19, respectivamente. Percebe-se
que todo desenvolvimento da Sec. 3.3.1 permanece válida, desde que substituamos i por 1 nas
Eqs. 3.25 e 3.28, e por −1 nas equações restantes. No entanto, existe um detalhe. A propagação
em tempo real preserva a normalização da função de onda, enquanto que a propagação em
tempo imaginário não preserva a normalização. Assim, este problema pode ser contornado
restaurando a normalização da função de onda após cada operação de propagação de Crank-
Nicolson [93, 94]:

φk+1
j = φk+1

j

[ˆ ∣∣φk+1
j

∣∣2 dr]−1/2

(3.31)

Feito isso, o método de propagação em tempo imaginário, para problemas de estado funda-
mental, produz resultados muito precisos.
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Resultados e discussão

No presente capítulo, são apresentados os resultados deste trabalho, obtidos através de si-
mulações computacionais de equações presentes na Sec. 3.1 a partir das técnicas discutidas na
Sec. 3. Na Sec. 4.3, comparamos os resultados variacionais com os correspondentes numéricos
para o caso particular V0 = 3. Os resultados apresentados neste trabalho foram obtidos por
meio de parâmetros experimentais típicos, a fim de prever resultados mais realistas. Assim,
consideramos o cenário onde um CBE atrativo constituído por átomos de 7Li esteja aprisionado
pelo PPT esfericamente simétrico, sendo a largura deste de w = 1µm. Conforme a Ref. [7],
a massa e o comprimento de espalhamento do 7Li são m = 1.16× 10−26 kg e as = −1.45 nm,
respectivamente.

4.1 Resultados variacionais

4.1.1 Equações de Euler-Lagrange

As equações de Euler-Lagrange para os parâmetros variacionais podem ser obtidas via

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, (4.1)

onde qi são as coordenadas generalizadas qi ≡ {µ, σ,M} e a Lagrangiana efetiva é dada pela Eq.
(3.12):

L = (1−M)µ+
KλM

σ2
− 4πMV0A− 2πM2NaB. (4.2)

A primeira equação variacional, ∂L/∂µ = 0, recupera a normalização unitária, ou seja,M =

1; que é substituído nas outras equações a seguir, exceto para a equação ∂L/∂M = 0, ondeM = 1
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σ

L

N < Ncrit

N = Ncrit

N > Ncrit

min → estabilidade

máx → instabilidade⋆
∗

∗

⋆
∂L

∂σ
= 0

Figura 4.1: Lagrangiana efetiva L de um CBE atrativo aprisionado pelo PPT esfericamente simétrico em função do
parâmetro variacional σ, para diferentes valores do parâmetroNa. A curva verde corresponde ao CBE interagente
e estável (N < Ncrit). A curva amarela corresponde ao CBE à beira do colapso (N = Ncrit). A curva vermelha
corresponde ao CBE em colapso (N > Ncrit).

é substituído após a diferenciação. As outras equações, ∂L/∂σ = 0 e ∂L/∂M = 0, produzem
um conjunto de equações integrais não lineares acopladas:

0 =
2Kλ

σ3
+ 4πV0C + 2πNaD, (4.3)

µ =
Kλ

σ2
− 4πV0A− 4πNaB, (4.4)

onde C = ∂A/∂σ e D = ∂B/∂σ. Ou seja

C (r, σ, λ) =

ˆ
∂

∂σ

[
sech2 (r)ℵ2sech2λ−2

( r
σ

)
tanh2

( r
σ

)]
dr, (4.5)

D (r, σ, λ) =

ˆ
∂

∂σ

[
1

r2
ℵ4sech4λ−4

( r
σ

)
tanh4

( r
σ

)]
dr. (4.6)

Em geral, para uma EGP com termo cúbico negativo (interações interatômicas atrativas),
com uma não linearidade fixa e razoável, um ramo de bifurcação nas soluções pode ser obser-
vado (Fig. 4.1). Portanto, duas soluções estacionárias estão presentes; uma, dada pelo mínimo

48



Capítulo 4. Resultados e discussão

da energia, é o Estado Fundamental (solução estável); e a outra, que corresponde a ummáximo
da energia, é chamada de solução hiperbólica (solução instável). As soluções hiperbólicas, que
não são de interesse neste trabalho, são relevantes para a determinação precisa de pontos críti-
cos, transições de fase e efeitos de tunelamento [94].

4.1.2 Energia por átomo

Apartir da Eq. 4.4, torna-se possível obter a energia por átomodoCBE, pormeio da definição
µ = ∂E/∂N . Assim, a energia por átomo pode ser definida pela seguinte equação:

E

N
=
Kλ

σ2
− 4πV0A− 2πNaB. (4.7)
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Figura 4.2: Energia por átomo de um CBE atrativo aprisionado pelo PPT esfericamente simétrico em função do
parâmetro variacional σ, para diferentes valores do parâmetroNa. A curva contínua preta corresponde ao CBE na
ausência de interações (Na = 0). As curvas verdes correspondem aos CBEs interagentes e estáveis (N < Ncrit).
A curva amarela corresponde ao CBE à beira do colapso (N = Ncrit). A curva vermelha corresponde ao CBE
colapsado (N > Ncrit); o ponto demínimo local desaparece quandoN > Ncrit. Parâmetros: V0 = 3, as = −1.45 nm,
w = 1µm.

A Fig. 4.2 ilustra a energia por átomo E/N (Eq. 4.7) em função do parâmetro variacional σ
para diferentes valores do parâmetro Na [12, 95]. Em particular, para V0 = 3, a curva Na = 0

(σ = 1) exibe a solução exata do estado fundamental do sistema na ausência de interações,
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que é equivalente ao PPT esfericamente simétrico, e a energia correspondente por partícula é
igual a −1/2. Para interações atrativas, a curva de energia por átomo apresenta um mínimo
local quandoN é menor que um determinado valor referente ao número crítico de átomosNcrit.
No entanto, conforme N → Ncrit, o mínimo local tende a se estabelecer em larguras cada vez
menores. Consequentemente, o CBE se torna cada vez mais estreito e mais pontiagudo devido
ao aumento da intensidade das interações atrativas, conforme ilustra a Fig. 4.3.

Assim, quandoN > Ncrit, o ponto de mínimo local desaparece e as soluções estáveis deixam
de existir. Em outras palavras, todos os estados tendem para uma largura nula1 e a nuvem,
inevitavelmente, entra em colapso, como ocorre experimentalmente nos CBEs de 7Li [2, 98].

r
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N = 1000
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V0 = 3

Figura 4.3: Resultados variacionais ilustrando alguns estados estacionários para diferentes valores deNa. Parâme-
tros: V0 = 3, as = −1.45 nm, w = 1µm.

4.1.3 Número crítico de átomos

Ao considerarmos o cenário no qual um CBE possui interações interatômicas atrativas (as <
0), observa-se que o gás tende a aumentar sua densidade no centro da armadilha com o intuito
de diminuir a energia de interação. Esta tendência é confrontada pela energia cinética que tende

1Na realidade, oCBEnão chega a ter largura zero; emaltas densidades, as forças interatômicas repulsivas entram
em ação, fazendo com que o condensado exploda. Tal efeito é denominado bosenova [96, 97].
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a estabilizar o sistema. Entretanto, se a densidade central aumentar demasiadamente, a energia
cinética não consegue mais evitar o colapso do CBE. Para uma dada espécie atômica em uma
determinada armadilha, espera-se que o colapso ocorra quando o número de partículas no con-
densado exceder um determinado valor críticoNcrit [12, 99, 100]. Em outras palavras, o colapso
de um sistema gasoso é o fenômeno em que o raio quadrático médio ⟨r2⟩ do sistema tende a
zero em um tempo extremamente pequeno devido às interações interatômicas atrativas muito
intensas, ao se atingir uma densidade atômica crítica [53].

Conforme o modelo proposto na Sec. 3.1 e a formulação variacional descrita na Sec. 3.2,
o número crítico de átomos pode ser obtido através da minimização da energia dada pela Eq.
4.7, exigindo que a primeira (Eq. 4.8) e a segunda (Eq. 4.9) derivada de E/N com relação ao
parâmetro variacional σ se anulem em um determinado ponto crítico σcrit:

2Kλ

σ3
+ 4πV0C + 2πNaD = 0, (4.8)

−6Kλ

σ4
+ 4πV0E + 2πNaF = 0, (4.9)

onde E = ∂C/∂σ e F = ∂D/∂σ. Ou seja,

E (r, σ, λ) =

ˆ
∂2

∂σ2

[
sech2 (r)ℵ2sech2λ−2

( r
σ

)
tanh2

( r
σ

)]
dr, (4.10)

F (r, σ, λ) =

ˆ
∂2

∂σ2

[
1

r2
ℵ4sech4λ−4

( r
σ

)
tanh4

( r
σ

)]
dr. (4.11)

Assim, a partir da Eqs. 4.8 e 4.9, torna-se possível obter a equação responsável pela determi-
nação do parâmetro crítico σcrit em função da ampliude do potencial:

V0 =
Kλ

2πσ4
crit

(
3D + σcritF
DE − CF

)
. (4.12)

A Fig. 4.4 ilustra o comportamento da amplitude V0 do PPT em função do parâmetro crítico
σcrit, via Eq. 4.12, em particular, para λ = 2 → φ =

√
3

4πσ
sech

(
r
σ

)
tanh

(
r
σ

)
. Observa-se que a

amplitude atinge uma valor mínimo (V0)min. Assim, um primeiro resultado importante obtido
nesta tese foi a determinação do valor crítico (mínimo) da amplitude do PPT:

∂V0
∂σcrit

= 0 ⇒ (V0)min , (4.13)

o que demonstra uma instabilidade do CBE quando sujeito a valores abaixo de (V0)min.

51



Capítulo 4. Resultados e discussão

σcrit

0 1 2 3 4 5

V0

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

(V0)min

•

Figura 4.4: Comportamento da amplitude V0 do PPT em função do parâmetro crítico σcrit. O CBE torna-se
instável se V0 < (V0)min. A linha tracejada indica soluções fisicamente impossíveis. Aqui, λ = 2 → φ =√
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(
r
σ

)
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(
r
σ

)
.

Substituindo o parâmetro crítico obtido da Eq. 4.12 na Eq. 4.8, torna-se possível estimar o
número crítico de átomos através da seguinte equação:

Ncrit = − w

|as| D

(
Kλ

πσ3
crit

+ 2V0C
)
. (4.14)

Percebe-se que Ncrit depende de configurações experimentais típicas como o comprimento
de espalhamento atômico as, a largura w e a profundidade V0 do potencial de confinamento
[101]. É importante destacar que o comportamento do CBE próximo ao colapso pode ser signi-
ficativamente afetado por mecanismos não incluídos na teoria de Gross-Pitaevskii. Entre eles,
colisões inelásticas de dois e três corpos, que podem causar uma perda de átomos do CBE [12].

O resultado referente à Eq. 4.14 é ilustrado no diagrama de estabilidadeNcrit−|as| na Fig. 4.5,
exibindo o número crítico Ncrit para o PPT esfericamente simétrio em função do valor absoluto
do comprimento de espalhamento |as|. Observa-se que número crítico de átomos aumenta com
a diminuição do valor absoluto do comprimento de espalhamento atômico.

Assim, com o propósito de elucidar as ordens de magnitudes envolvidas em CBEs reais,
resumimos na tabela 4.1 alguns parâmetros experimentais que foram usados em experimentos
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Figura 4.5: Diagrama de estabilidade Ncrit − |as|. O CBE é estável para N < Ncrit e colapsa para N > Ncrit.
Parâmetros: w = 1.0µm.

de condensação de Bose-Einstein de átomos de 7Li, realizados pelo Departamento de Física da
Universidade Rice (Houston-Texas, EUA), onde eles experimentaram um potencial harmônico
quase simétrico com frequências de oscilação νx = 150.6Hz, νy = 152.6Hz e νz = 131.5Hz [98].

Parâmetro CBE atrativo - 7Li

m 1.16× 10−26 kg
as −1.45 nm
ω 908.41 rad/s
aoh 3.16µm
N ≤ 1400

Tabela 4.1: Dados relacionados à realização experimental da condensação de Bose-Einstein de 7Li [98].

Emgeral, os potenciais de confinamento são aproximados localmente por umpotencial harmô-
nico:

Voh =
1

2
m
(
ω2
xx

2 + ω2
yy

2 + ω2
zz

2
)
, (4.15)

onde m é a massa de cada átomo e ωi = 2πνi (i = x, y, z) corresponde à frequência angular
da armadilha, sendo νi a frequência de oscilação. Para armadilhas harmônicas anisotrópicas,
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as frequências angulares harmônicas podem ser definidas em termos de sua média geométrica
ω = (ωxωyωz)

1/3, e a quantidade aoh ≡
√

~/ (mω) fica definida como sendo o comprimento
médio do oscilador harmônico (normalmente da ordem de aoh ≈ 1µm) [12].

Aqui, os resultados variacionais demonstraramque, para osmesmos parâmetros experimen-
tais apresentados na tabela 4.1, o PPT (VPT) permitiu aprisionar mais átomos do que o previsto
pelo potencial harmônico (Voh), conforme registrado na tabela 4.2.

Vext Ncrit

Voh =
1

2
mω2r2 ≈ 1400

VPT = − ~2

mw2

V0

cosh2(r/w)
≈ 12500

Tabela 4.2: Comparação entre o número crítico de átomos de 7Li em CBEs atrativos aprisionados pelo potencial
harmônico (Voh) vs potencial de Pöschl-Teller (VPT). Ambos os resultados foram previstos através da aproximação
variacional e os parâmetos experimentais foram os mesmos utilizados no experimento realizado pelo Departa-
mento de Física na Universidade Rice (Houston-Texas, EUA) [98]. Aqui, V0 = 3.

4.1.4 Potencial químico, raio quadrático médio e estabilidade

Nas Figs. 4.6 e 4.8, resolvendo numericamente as Eqs. 4.3 e 4.4 (pelo algoritmo de iteração de
Newton), apresentamos, respectivamente, a dependência do potencial químico µ em função do
número de átomos N , e o comportamento do raio quadrático médio ⟨σ2⟩, também, em função
do número de átomos N . A Fig. 4.6 ilustra a curva de existência para uma família de soluções
estacionárias. Tanto o potencial químico quanto o raio quadrático médio do CBE foram calcu-
lados à medida que o número de átomos fora aumentando gradativamente desde N = 1 até
N = Ncrit.

A estabilidade das soluções estacionárias pode ser observada na Fig. 4.6 por meio do crité-
rio VK, que diz que soluções estáveis sempre se encontram em regiões nas quais dµ/dN < 0.
Portanto, nosso estudo analítico prevê a existência de CBEs estáveis confinados pelo PPT esferi-
camente simétrico para o caso de interações interatômicas atrativas.
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Figura 4.6: Resultados variacionais ilustrando o comportamento do potencal químico µ em função do número
de átomos N . As curvas verdes indicam soluções estáveis enquanto que as curvas vermelhas indicam soluções
instáveis; os pontos amarelos indicam pontos críticos: colapso iminente. A estabilidade foi confirmada através do
critério VK (dµ/dN < 0). Parâmetros: as = −1.45 nm, w = 1µm.
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Figura 4.7: Resultados variacionais ilustrando o comportamento da energia por patículaE/N em função do número
de átomos N . As curvas verdes indicam soluções estáveis enquanto que as curvas vermelhas indicam soluções
instáveis; os pontos amarelos indicam pontos críticos: colapso iminente. Parâmetros: as = −1.45 nm, w = 1µm.
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Figura 4.8: Resultados variacionais ilustrando o comportamento da largura σ em função do número de átomos N .
A linha contínua indica as soluções estáveis enquanto que a linha pontilhada indica soluções instáveis; o ponto
amarelo indica o ponto crítico: colapso iminente. Parâmetros: as = −1.45 nm, w = 1µm.
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4.2 Resultados numéricos

Com o intuito de confirmar as previsões dos resultados variacionais, buscamos, também,
soluções numéricas referentes à EGP. Conforme a Sec. 3.3, a EGP proposta nesta tese é uma
equação diferencial parcial não linear

i
∂φ

∂t
= −1

2

∂2φ

∂r2
− V0sech

2 (r)φ− g
∣∣∣φ
r

∣∣∣2φ, (4.16)

sujeita à uma condição incial e às condições de contorno. Nesta tese, uma escolha natural da
condição inicial é a função secante-tangente hiperbólica (normalizada a unidade):

φλ (r, 0) = ℵsechλ−1(r)tanh(r), (4.17)

com ℵ =
√

1
2π

λ−1
(2λ−1)!

(2λ)!
2λλ!

, porque no limite linear da Eq. 3.4 é possível obter soluções estacio-
nárias exatas (estado fundamental) da ESL para o PPT esfericamente simétrico. Ademais, nós
utilizamos as condições de contorno φk

0 = φk
m = 0 para satisfazer φ (0, t) = 0 e lim

r→∞
φ (r, t) = 0.

Para encontrar as soluções estacionárias foi utilizado o método split-step Crank-Nicolson
(SSCN) descrito na Sec. 3.3. O algoritmo referente ao método SSCN com evolução temporal
imaginária e renormalização da função de onda pode ser resumido da seguinte maneira:

φ
k+1/3
j = exp

[
−
(
−V0sech2 (rj)− gk

∣∣φk
j/rj

∣∣2)∆t/2]φk
j ; (4.18)

φ
k+2/3
j = φ

k+1/3
j +

∆t

4 (∆r)2

[(
φ
k+2/3
j+1 − 2φ

k+2/3
j + φ

k+2/3
j−1

)
+
(
φ
k+1/3
j+1 − 2φ

k+1/3
j + φ

k+1/3
j−1

)]
; (4.19)

φk+1
j = exp

[
−
(
−V0sech2 (rj)− gk

∣∣∣φk+2/3
j /rj

∣∣∣2)∆t/2

]
φ
k+2/3
j ; (4.20)

φk+1
j = φk+1

j

[ˆ ∣∣φk+1
j

∣∣2 dr]−1/2

, (4.21)

sendo que qualquer par (rj, tk) pode ser obtido via rj = r0 + j∆r e tk = t0 + k∆t, onde j =

0, 1, . . . ,m e k = 0, 1, . . . , n, e os passos são ∆r = rm−r0
m

e ∆t = tn−t0
n

.
Assumindo que a função de onda está normalizada à unidade 4π

´
|φ|2 dr = 1, o potencial

químico pode ser calculado a partir da seguinte expressão, obtida pelamultiplicação da Eq. 3.15
por φ (r, t) e integrando-a sobre todo o espaço:
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µ = 4π

ˆ [
1

2

(
dφ

dr

)2

− V0sech
2 (r)φ2 −Na

φ4

r2

]
dr. (4.22)

A expressão analítica para energia por parícula é praticamente a mesma do potencial quí-
mico, mas com o termo não linear multiplicado pelo fator 1/2:

E

N
= 4π

ˆ [
1

2

(
dφ

dr

)2

− V0sech
2 (r)φ2 − Na

2

φ4

r2

]
dr, (4.23)

sendo a energia cinética Ecin, potencialEpot e a de interação Eint descritas, respectivamente, por:

Ecin = 4π

ˆ
1

2
N

(
dφ

dr

)2

dr = 2πN

ˆ (
dφ

dr

)2

dr, (4.24)

Epot = 4π

ˆ
−V0Nsech2 (r)φ2dr = −4πV0N

ˆ
sech2 (r)φ2dr, (4.25)

Eint = 4π

ˆ
−N

2a

2

φ4

r2
dr = −2πN2a

ˆ
φ4

r2
dr. (4.26)

Finalmente, o raio quadrático médio ⟨r2⟩ pode ser calculado por meio sa expressão [102]:

σ2 ≡
〈
r2
〉
= 4π

ˆ
κλr

2φ2dr, (4.27)

onde κλ =
{

12
π2+12

, 12
π2 ,

24
2π2−7

, 72
6π2−31

}
para λ = {2, 3, 4, 5}.

Uma relação importante que permite testar a precisão do algoritmo numérico pode ser de-
rivada por meio do teorema do virial (Apêndice A) [103, 104]:

2Ecin + 3Eint − 8πV0

ˆ
rsech2 (r) tanh (r)φ2dr = 0. (4.28)

A estabilidade das soluções numéricas foi verificada por meio da análise direta da evolução
temporal imaginária da função de onda (Fig. 4.12) e através do critério VK (Fig. 4.10). Aqui, os
parâmetros adimensionais utilizados nas simulações numéricas foram: r0 = 0, rm = 10, t0 = 0,
tn = 1000, ∆r = 0.02 e ∆t = 0.001.
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Figura 4.9: Resultados numéricos ilustrando o comportamento da energia por átomo E/N em função do número
de átomos N . As curvas indicam soluções estáveis; os pontos amarelos indicam pontos críticos: colapso iminente.
Parâmetros: as = −1.45 nm, w = 1µm.
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Figura 4.10: Resultados numéricos ilustrando o comportamento do potencal químico µ em função do número de
átomos N . As curvas indicam soluções estáveis; os pontos amarelos indicam pontos críticos: colapso iminente. A
estabilidade foi confirmada através do critério VK (dµ/dN < 0). Parâmetros: as = −1.45 nm, w = 1µm.
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Figura 4.11: Resultados numéricos ilustrando o comportamento do raio quadrático médio
〈
r2
〉
em função do nú-

mero de átomosN . As curvas indicam soluções estáveis; o ponto amarelo indica o ponto crítico: colapso iminente.
Parâmetros: as = −1.45 nm, w = 1µm.
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Figura 4.12: Resultados numéricos ilustrando a energia total, energia cinética, energia potencial e energia de inte-
ração, em função do número de átomos N . Parâmetros: V0 = 3, as = −1.45 nm, w = 1µm.
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Figura 4.13: Validação dos resultados numéricos através do Teorema do Virial. Parâmetros: V0 = 3, as = −1.45 nm,
w = 1µm.
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Figura 4.14: Evolução temporal dos sólitons na região de estabilidade. À medida que a não linearidade (número
de átomos) é adicionada durante a evolução temporal imaginária, o raio quadrático médio tende a diminuir e a
densidade central a aumentar. Caso o número de átomos ultrapasse o valor crítico, o colapso da função de onda
torna-se inevitável. Parâmetros: V0 = 3, as = −1.45 nm, w = 1µm.
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Figura 4.15: Resultados numéricos ilustrando alguns estados estacionários para diferentes valores de N . Parâme-
tros: V0 = 3, as = −1.45 nm, w = 1µm.
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4.3 Resultados numéricos versus resultados variacionais
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Figura 4.16: Diagrama de estabilidade obtido variacionalmente e numericamente. O CBE é estável para N < Ncrit

e colapsa para N > Ncrit. Parâmetros: V0 = 3, w = 1.0µm.
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Figura 4.17: Resultados numéricos e variacionais ilustrando o comportamento do potencal químico µ em função
do número de átomosN . A linha contínua indica as soluções variacionais e a cadeia de símbolos indica as soluções
numéricas. A estabilidade foi confirmada através do critério VK (dµ/dN < 0). Parâmetros: V0 = 3, as = −1.45 nm,
w = 1µm.
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Figura 4.18: Resultados numéricos e variacionais ilustrando o comportamento da largura σ em função do número
de átomosN . A linha contínua indica as soluções variacionais e a cadeia de símbolos indica as soluções numéricas.
Parâmetros: as = −1.45 nm, w = 1µm.
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Figura 4.19: Resultados numéricos ilustrando o comportamento do potencal químico µ em função do número de
átomos N . As curvas indicam soluções estáveis; os pontos amarelos indicam pontos críticos: colapso iminente. A
estabilidade foi confirmada através do critério VK (dµ/dN < 0). Parâmetros: as = −1.45 nm, w = 1µm.
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Figura 4.20: Soluções relativas ao estado fundamental do CBE atrativo aprisionado pelo PPT esfericamente simé-
trico. As linhas pontilhadas representam as soluções variacionais equanto que as cadeias de símbolos representam
as soluções numéricas.
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Conclusões e considerações finais

Esta tese se fundamentou no estudo da estabilidade de sólitons de ondas de matéria em
CBEs constituídos por átomos sujeitos a interações interatômicas atrativas, confinados pelo PPT
esfericamente simétrico. Para este propósito, utilizamos a EGP, dentro do escopo da TCM, para
descrever o CBE. Com o intuito de resolver a EGP, utilizamos duas abordagens distintas: uma
analítica (método variacional) e outra numérica (método split-step Crank-Nicolson). Em ambas
abordagens, utilizamos a função secante-tangente hiperbólica para descrever a função de onda
macroscópica referente ao CBE.

O emprego do PPT na investigação de sólitons de ondas de matéria em CBEs se justificou,
primordialmente, por descrever uma armadilha finita nas bordas. De fato, à luz da física expe-
rimental, o PPT pode descrever um potencial de aprisionamento mais realista e pode ser criado
e manipulado através da interação da luz com a matéria, uma vez que o PPT é um potencial
óptico.

Com a intenção de se obter resultados mais realistas, as simulações realizadas neste trabalho
foram executadas dispondo dos parâmetros experimentais utilizados em CBEs atrativos de 7Li,
produzidos pelo departamento de Física da Universidade RICE. Assim, em conformidade com
os resultados obtidos, concluímos que é possível demonstrar a existência e a estabilidade de
sólitons de ondas de matéria em condensados de Bose-Einstein atrativos confinados pelo PPT
esfericamente simétrico. De uma forma geral, obtivemos uma concordância razoável entre os
resultados variacionais e os resultados numéricos relativos à EGPassociada aomodelo proposto.

Os resultados demonstraram a existência de um valor mínimo da amplitude (V0)min do PPT.
De fato, observamos que o CBE pode ser aprisionado pelo PPT desde que V0 > (V0)min. Além
disso, calculamos o número crítico de átomos, que permitem que os CBEs atrativos permane-
çam estáveis, em função do comprimento de espalhamento, considerando amplitudes diferen-
tes. Nossos resultados demonstraram que é possível aprisionar uma quantidade superior de
átomos, quando comparados com resultados provenientes de uma armadilha harmônica. Tam-
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bém observamos que conforme a amplitude/profundidade do PPT diminua, o número crítico
de átomos tende a ser menor. Finalmente, a estabilidade das soluções foi verificada através do
critério VK e por meio da investigação direta da evolução temporal imaginária numérica dos
sólitons, demonstrando, assim, a possibilidade de se criar, do ponto de vista teórico, sólitons
estáveis.

Perspectivas

Como perspectivas futuras, projetamos estudos acerca de estabilidade de sólitons de ondas de
matéria em condensados unidimensionais (“cigar-shaped”) e estabilidadede vórtices em conden-
sados bidimensionais (“pancake-shaped”), ambos aprisionados pelo potencial de Pöschl-Teller.
Além disso, o poço de Pöschl-Teller 1D possui uma propriedade ímpar: a ausência de reflexão
de ondas incidentes para qualquer energia positiva. Tal propriedade nos motivou a idealizar
um estudo futuro, acerca da estabilidade de sólitons incidentes em um poço de Pöschl-Teller na
presença de não linearidade cúbica e quíntica, visando possíveis aplicações em guias de ondas
ópticas não lineares.

Aplicações

Condensados atômicos podem ser considerados como um laboratório de física não linear, su-
jeitos a fenômenos como colapso, sólitons e vórtices. Ademais, condensados também permitem
estudos de sistemas de Física do Estado Sólido em ambientes controlados, nos quais diversos
parâmetros podem sermanipulados. Portanto, na perspectiva de eventuais aplicações, devemos
enfatizar que, além dos resultados demonstrarem a possibilidade de se criar sólitons de ondas
de matéria tridimensionais em CBEs atrativos, estáveis, aprisionados pelo PPT esfericamente
simétrico, tais resultados podem ser relevantes no âmbito da Óptica não Linear [62] (propri-
edades não lineares em poços quânticos de Pöschl-Teller), Física da Matéria Condensada [28]
(condensados de Bose-Einstein de mágnons), Cosmologia [25] (condensados de Bose-Einstein
cosmológicos) e Física de Materiais [105] (propriedades não lineares em metamateriais hiper-
bólicos).
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[106] “Soluções variacionais e numéricas da Equação de Schrödinger 1D submetida ao potencial
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A Teorema do Virial em condensados de Bose-Einstein

Em um sistema em equilíbrio, o teorema do virial estabelece relações que devem ser satis-
feitas entre as diferentes energias do sistema. Este teorema leva em consideração que a energia
deve ser independente de uma transformação escalonada das coordenadas e além disso impõe
que a energia deve ser mínima.

Portanto, como a energia (Eq. 4.23) é estacionária para qualquer variação da função de onda
φ (r) em torno da solução da EGP, a escala deve ser escolhida r → r̃ = νr, onde ν é umparâmetro
de escala real arbitrário. A função de onda do CBE se transforma em φ (r) → φ̃ (r̃) = Aφ (νr),
ondeA é uma constante de normalização. Apartir do princípio da invariância de escala, a norma
da função de onda deve ser preservada. Assim,

4π

ˆ
φ2 (r) dr = 4πA2

ˆ
φ2 (νr) dr

= 4πA2ν−1

ˆ
φ2 (νr) d (νr)

= 4πA2ν−1

ˆ
φ̃2dr̃ = 1. (5.1)

onde a constante de normalização é A = ν1/2, porque a integral acima é unitária.
A contribuição da energia cinética (Eq. 4.24), através da função de onda escalonada φ̃ (r̃), é

dada por
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Ẽcin = 2πNν

ˆ [
dφ (νr)

dr

]2
dr

= 2πNν2
ˆ [

dφ (νr)

d (νr)

]2
d (νr)

= 2πNν2
ˆ [

dφ̃

dr̃

]2
dr̃ = ν2Ecin. (5.2)

A energia de interação (Eq. 4.26) se transforma conforme

Ẽint = −2πN2aν2
ˆ
φ4 (νr)

r2
dr

= −2πN2aν3
ˆ
φ4 (νr)

(νr)2
d (νr)

= −2πN2aν3
ˆ
φ̃4

r̃2
dr̃ = ν3Eint. (5.3)

Finalmente, a energia potencial (Eq. 4.25) se transforma em

Ẽpot = −4πNV0

ˆ
νsech2 (r)φ2 (νr) dr

= −4πNV0

ˆ
sech2

(νr
ν

)
φ2 (νr) d (νr)

= −4πNV0

ˆ
sech2

(
r̃

ν

)
φ̃2dr̃. (5.4)

A energia total transformada é

Ẽ = ν2Ecin + ν3Eint − 4πNV0

ˆ
sech2

(
r̃

ν

)
φ̃2dr̃. (5.5)

Assim, através da condição de equilíbrio

dẼ

dν

∣∣∣∣∣
ν=1

= 0, (5.6)

o Teorema do Virial1 de um CBE aprisionado pelo PPT pode ser constatado como
1A demonstração do Teorema do Virial para CBEs aprisionados por redes ópticas (potencial periódico) tabém

envolve integrais não analíticas. Tal demonstração pode ser encontrada na Ref. [103].
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2Ecin + 3Eint − 8πV0

ˆ
rsech2 (r) tanh (r)φ2dr = 0. (5.7)
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B Polinômios associados de Legendre

A equação diferencial de Legendre na sua forma geral

(
1− x2

) d2y
dx2

− 2x
dy

dx
+

[
l (l + 1)− m2

1− x2

]
y = 0, (B.1)

tem um papel muito importante na Física. Em geral, a resolução da equação de Laplace em
coordenadas esféricas tem como solução esta equação. Ela também aparece na Mecânica Quân-
tica como solução da equação angular da equação de Schrödinger conhecida como harmônicos
esféricos. Esta equação pode ser resolvida por meio dos polinômios associados de Legendre:

Pm
l (x) =

(
1− x2

)m/2
(
d

dx

)m

Pl(x), (B.2)

onde Pl(x) são os Polinômios de Legendre que podem ser obtidos por meio da Fórmula de
Rodrigues:

Pl(x) =
1

2ll!

(
d

dx

)l (
x2 − 1

)l
, (B.3)

Esta fórmula é útil para provar muitas das propriedades dos polinômios de Legendre, tal
como a ortogonalidade:

ˆ +1

−1

Pl(x)Pl′(x)dx =
2

2l + 1
δll′ . (B.4)

Assim, a Eq. B.2 pode ser reescrita da seguinte maneira:

Pm
l (x) =

1

2ll!

(
1− x2

)m/2
(
d

dx

)l+m (
x2 − 1

)l
. (B.5)

A integral de ortogonalidade dos PALs é dada por:
ˆ +1

−1

Pm
l (x)Pm

l′ (x)dx =
2

2l + 1

(l +m)!

(l −m)!
δll′ . (B.6)

Também é possível desenvolver uma relação de ortogonalidade para os PALs que tenham o
mesmo índice inferior, mas índice superior diferente [70]:

ˆ +1

−1

Pm
l (x)Pm′

l (x)
(
1− x2

)−1
dx =

1

m

(l +m)!

(l −m)!
δmm′ . (B.7)

83



Apêndice

C Método Variacional

C.1 Teoria de Campos na Forma Lagrangiana

Sistemas contínuos possuemumnúmero infinito de graus de liberdade e podem ser descritos
por campos [111]. É fato notável que praticamente todas as teorias de campos de interesse físico
podem ser descritas pelos formalismos de Lagrange e Hamilton.

Um sistema mecânico com um número finito de graus de liberdade é descrito pelas coor-
denadas generalizadas qk(t). O sistema contínuo mais simples é descrito por uma coordenada
ψx(t) associada a cada ponto x do espaço, ou seja, o índice discreto k é substituído pelo índice
contínuo x. Por simplicidade, consideraremos inicialmente campos em uma dimensão espa-
cial e, em vez de utilizar a coordenada espacial como subscrito, usaremos a notação tradicional
ψ ≡ ψ(x, t).

A Lagrangiana de um sistema discreto envolve uma soma sobre todos os graus de liberdade,
de modo que a Lagrangiana de um sistema contínuo deve ser expressa em termos da integral
espacial de uma função L chamada de densidade Lagrangiana. A densidade Lagrangiana deve
conter um termo cinético, logo deve depender de ψ̇(x, t) ≡ ∂ψ/∂t. Em contraste com a ideia de
ação à distância, iremos supor que um campo interage somente com seu vizinhos infinitesimais,
de modo que L deve depender de ψ(x, t) e ψ(x+ dx, t) . Alternativamente, em vez desta última
quantidade, é melhor usar ψ′(x, t) ≡ ∂ψ/∂x. Admitindo uma possível dependência explícita em
x e t, a ação mais geral para uma teoria de campos unidimensional tem a forma

S =

ˆ t2

t1

ˆ x2

x1

L
(
ψ, ψ′, ψ̇, x, t

)
dxdt. (C.1)

A integral temporal da Lagrangiana é chamada de ação, e é denotada pela letra S . Na teoria
de campo, ocasionalmente é feita uma distinção entre a Lagrangiana L, da qual a integral no
tempo é a ação

S =

ˆ t2

t1

Ldt, (C.2)

e a densidade Lagrangiana L, da qual a integral no espaço é a Lagrangiana:

L =

ˆ x2

x1

L
(
ψ, ψ′, ψ̇, x, t

)
dx. (C.3)

A equação de Lagrange para ψ decorre do princípio de Hamilton

δS = δ

ˆ t2

t1

ˆ x2

x1

L
(
ψ, ψ′, ψ̇, x, t

)
dxdt = 0, (C.4)
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onde a variação do campo deve se anular, não apenas nos extremos temporais mas também nos
extremos espaciais:

δψ (x, t1) = δψ (x, t2) = 0, (C.5)

δψ (x1, t) = δψ (x2, t) = 0. (C.6)

Aplicando a variação da ação na Eq.C.4, resulta

δS =

ˆ t2

t1

ˆ x2

x1

[
∂L
∂ψ

δψ +
∂L
∂ψ̇

δψ̇ +
∂L
∂ψ′ δψ

′
]
dxdt = 0. (C.7)

Usando as relações

δψ̇ = δ

(
∂ψ

∂t

)
=

∂

∂t
(δψ) , (C.8)

δψ′ = δ

(
∂ψ

∂x

)
=

∂

∂x
(δψ) , (C.9)

e utilizando o método da integral por partes, segue que

δS =

ˆ t2

t1

ˆ x2

x1

∂L
∂ψ

δψdxdt+

ˆ t2

t1

ˆ x2

x1

∂L
∂ψ̇

δψ̇dxdt+

ˆ t2

t1

ˆ x2

x1

∂L
∂ψ′ δψ

′dxdt, (C.10)

onde

ˆ t2

t1

ˆ x2

x1

∂L
∂ψ̇

∂

∂t
(δψ) dxdt =

∂L
∂ψ̇

(δψ)

∣∣∣∣t2
t1

−
ˆ t2

t1

ˆ x2

x1

∂

∂t

(
∂L
∂ψ̇

)
(δψ) dxdt

= −
ˆ t2

t1

ˆ x2

x1

∂

∂t

(
∂L
∂ψ̇

)
(δψ) dxdt, (C.11)

ˆ t2

t1

ˆ x2

x1

∂L
∂ψ′

∂

∂x
(δψ) dxdt =

∂L
∂ψ′ (δψ)

∣∣∣∣x2

x1

−
ˆ t2

t1

ˆ x2

x1

∂

∂x

(
∂L
∂ψ′

)
(δψ) dxdt

= −
ˆ t2

t1

ˆ x2

x1

∂

∂x

(
∂L
∂ψ′

)
(δψ) dxdt. (C.12)

Substituindo os resultados acima na Eq. C.7, o princípio de Hamilton torna-se
ˆ t2

t1

ˆ x2

x1

[
∂L
∂ψ

− ∂

∂t

(
∂L
∂ψ̇

)
− ∂

∂x

(
∂L
∂ψ′

)]
δψdxdt = 0. (C.13)
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Assim, obtém-se a equação de Euler-Lagrange

∂

∂t

(
∂L
∂ψ̇

)
+

∂

∂x

(
∂L
∂ψ′

)
− ∂L
∂ψ

= 0. (C.14)

No caso de um sistema de N campos em três dimensões espaciais, representados coletiva-
mente por ψ = (ψ1, . . . , ψN), as equações de Lagrange resultantes do princípio de Hamilton

δS = δ

ˆ t2

t1

ˆ
V

L
(
ψ,∇ψ, ψ̇,x, t

)
dxdt = 0, (C.15)

onde
´
V
dx =

´ z2
z1

´ y2
y1

´ x2

x1
dxdydz, escrevem-se

∂

∂t

(
∂L
∂ψ̇α

)
+∇ ·

(
∂L

∂ (∇ψα)

)
− ∂L
∂ψα

= 0, α = 1, . . . , N. (C.16)

Com o intuito de demonstrar este resultado, consideremos

δS =

ˆ t2

t1

ˆ
V

N∑
α=1

[
∂L
∂ψα

δψα +
∂L
∂ψ̇α

δψ̇α +
∂L

∂ (∇ψα)
· δ (∇ψα)

]
dxdt = 0, (C.17)

onde as variações dos ψα são mutuamente independentes e anulam-se nos extremos de integra-
ção temporal e na superfície que limita a região tridimensional V . Usando δψ̇α = ∂ (ψα) /∂t ,
uma integração por partes como no caso unidimensional fornece

ˆ t2

t1

ˆ
V

∂L
∂ψ̇α

δψ̇αdxdt = −
ˆ t2

t1

ˆ
V

∂

∂t

(
∂L
∂ψ̇α

)
δψαdxdt. (C.18)

Usando agora δ (∇ψα) = ∇ (δψα) e lançando mão da identidade

∇ · (AB) = (∇ ·A)B+A (∇ ·B) , (C.19)

podemos efetuar uma integração por partes com a ajuda do teorema da divergência para obter

ˆ t2

t1

ˆ
V

∂L
∂ (∇ψα)

· δ (∇ψα) dxdt =

ˆ t2

t1

{˛
∂V

∂L
∂ (∇ψα)

δψα · da−
ˆ
V

∇ ·
(

∂L
∂ (∇ψα)

)
δψαdx

}
dt

= −
ˆ t2

t1

ˆ
V

∇ ·
(

∂L
∂ (∇ψα)

)
δψαdxdt (C.20)

pois as variações δψα anulam-se na superfície ∂V que limita a região espacial V . Introdu-
zindo a Eq. C.18 e a Eq. C.20 na Eq. C.17, o princípio de Hamilton obtém a forma
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δS =

ˆ t2

t1

ˆ
V

N∑
α=1

[
∂L
∂ψα

− ∂

∂t

(
∂L
∂ψ̇α

)
−∇ ·

(
∂L

∂ (∇ψα)

)]
dxdt = 0, (C.21)

donde resultam imediatamente as equações de Euler-Lagrange.
Algumas teorias demandam a utilização de campos complexos. Um campo complexo é equi-

valente a dois campos reais independentes. Equivalentemente, em lugar das partes real e imagi-
nária de um campo complexo, podemos considerar o próprio campo e seu complexo conjugado
como campos independentes. Assim sendo, para cada campo complexo teremos um par de
equações de Euler-Lagrange da forma da Eq. C.16 tomando primeiro ψα = ψ e em seguida
ψα = ψ∗.

Exemplo: densidade Lagrangiana de Gross-Pitaevskii

A densidade Lagrangiana de Gross-Pitaevskii pode ser dada por [112]:

L = i~Ψ∗Ψ̇− ~2

2m
(∇Ψ∗) · (∇Ψ)− VΨ∗Ψ− g

2
(Ψ∗Ψ)2 , (C.22)

representando um sistema de dois campos (Ψ∗ e Ψ) em três dimensões espaciais (x, y, z). To-
mando Ψ1 = Ψ∗ e Ψ2 = Ψ e substituindo a Eq. C.22 na Eq. C.21 obtemos

2∑
α=1

[
∂L
∂Ψα

− ∂

∂t

(
∂L
∂Ψ̇α

)
−∇ ·

(
∂L

∂ (∇Ψα)

)]
= 0, (C.23)

onde as derivadas foram calculadas na sequência.

Ψ1 = Ψ∗ →



∂L
∂Ψ∗ = i~Ψ̇− VΨ− g (Ψ∗Ψ)Ψ

∂L
∂Ψ̇∗

= 0

∂L
∂ (∇Ψ∗)

= − ~2

2m
∇Ψ ⇒ ∇ ·

(
∂L

∂ (∇Ψ∗)

)
= − ~2

2m
∇2Ψ

(C.24)

Ψ2 = Ψ →



∂L
∂Ψ

= −VΨ∗ − g (Ψ∗Ψ)Ψ∗

∂L
∂Ψ̇

= i~Ψ∗ ⇒ ∂

∂t

(
∂L
∂Ψ̇

)
= i~Ψ̇∗

∂L
∂ (∇Ψ)

= − ~2

2m
∇Ψ∗ ⇒ ∇ ·

(
∂L

∂ (∇Ψ)

)
= − ~2

2m
∇2Ψ∗

(C.25)

Substituindo os resultados apresentados nas Eq’s C.24 e C.25 na Eq. C.23 obtemos

i~Ψ̇ = − ~2

2m
∇2Ψ+ VΨ+ g |Ψ|2 Ψ, (C.26)
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− i~Ψ̇∗ = − ~2

2m
∇2Ψ∗ + VΨ∗ + g |Ψ|2 Ψ∗. (C.27)

C.2 Teoria de Campos na Forma Hamiltoniana

Omomento canonicamente conjugado a ψα (x), denotado por πα (x) , é dado por:

πα =
∂L
∂ψ̇

. (C.28)

Sendo assim, a densidade hamiltonianaH definida por

H =
∑
α

παψ̇α − L, (C.29)

pode ser expressa em termos de πα, ψα e seus gradientes.
A ação na forma hamiltoniana escreve-se

S =

ˆ t2

t1

ˆ
V

{∑
α

παψ̇α −H(ψα,∇ψα, π
α,∇πα)

}
dxdt (C.30)

e as equações deHamilton decorrem do princípio variacional δS = 0, sendo que aHamiltoniana

H =

ˆ
V

H(ψα,∇ψα, π
α,∇πα)dx. (C.31)

Em todas as teorias de interesse físico fundamental, H não depende dos gradientes dos πα.

C.3 Método Variacional

Ométodo variacional está atrelado naMecânicaQuântica junto à teoria de perturbação como
alternativa à soluções exatas da Equação de Schrödinger independente do tempo de certos Ha-
miltonianos. Embora esse método não consiga fornecer todas as autofunções e energias dos au-
toestados do sistema, muitas vezes a informação que realmente precisamos se resume à energia
do estado fundamental Egs(ground state). E é através do princípio variacional que se possibilita
obter, não necessariamente o valor exato, mas, um limite superior paraEgs, que frequentemente
é muito próximo do valor exato [37].

Este método consiste em escolher uma função de onda teste ψ que dependa de um ou mais
parâmetros variacionais, e determinar os valores destes parâmetros em função da minimiza-
ção do valor esperado do Hamiltoniano ⟨H⟩, ou seja, quando a energia relativa ao ⟨H⟩ for a
menor possível. A função de onda obtida pela substituição dos parâmetros variacionais, cujos
valores foram determinados pela minimização, será uma aproximação da função de onda do
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estado fundamental, e a energia relativa ao valor esperado do Hamiltoniano neste estado será
um majorante para a energia do estado fundamental

Egs ≤ ⟨H⟩ ≡ ⟨ψ| Ĥ |ψ⟩ . (C.32)

A função de onda teste é conhecida na literatura como ansatz, que do alemão significa pal-
pite. O ansatz pode ser qualquer função desde que esta pertença ao chamado espaço de Hilbert.
De outro modo, o ansatz deve ser quadrado-integrável, garantindo, assim, a normalização da
função.

Para calcular o valor esperado de qualquer quantidade Q calcula-se a integral

⟨Q⟩ ≡ ⟨ψ| Q̂ |ψ⟩ =
ˆ +∞

−∞
ψ∗ (x) Q̂ψ (x) dx (C.33)

onde Q̂ é o operador referente ao observável Q. Como todas as variáveis dinâmicas clássicas
podem ser expressas em função da posição x e do momento p, podemos obter o operador Q̂
através da substituição canônica

p→ −i~
∂

∂x
. (C.34)

Pode-se demonstrar a desigualdade na Eq. C.32 expressando, primeiramente, ψ como uma
combinação linear das autofunções(desconhecidas) do hamiltoniano

ψ =
∑
n

cnψn, (C.35)

pois estas formam um conjunto completo.
Sendo Ĥψn = Enψn, ψ normalizada e supondo que as autofunções ψn tenham sido ortonor-

malizadas, ou seja, ⟨ψm | ψn⟩ = δmn; segue que

1 = ⟨ψ | ψ⟩ =

〈∑
m

cmψm

∣∣∣∣∣∑
n

cnψn

〉
=
∑
m

∑
n

c∗mcn ⟨ψm | ψn⟩ =
∑
n

|cn|2 . (C.36)

Enquanto isso

⟨H⟩ =

〈∑
m

cmψm

∣∣∣∣∣ Ĥ
∣∣∣∣∣∑

n

cnψn

〉
=
∑
m

∑
n

c∗mEncn ⟨ψm | ψn⟩ =
∑
n

En |cn|2 . (C.37)

Não obstante, a energia do estado fundamental é, por definição, o menor autovalor de H , de
modo que Egs ≤ En e, assim,
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⟨H⟩ ≥ Egs

∑
n

|cn|2 = Egs. (C.38)

Uma vez escolhido o ansatz ψ, tal que este dependa de pelo menos um parâmetro variacional
b, deve-se calcular o valor esperado do hamiltoniano ⟨H⟩. Se o sistema for relativamente simples,
podemos escrever ⟨H⟩ como

⟨H⟩ = ⟨T ⟩+ ⟨V ⟩ , (C.39)

onde ⟨T ⟩ e ⟨V ⟩ são os valores esperados da energia cinética e da energia potencial respectiva-
mente.

De acordo com a Eq. C.32, esse resultado excede Egs para qualquer parâmetro variacional b.
Sendo assim, para obter o valor mais adequado do parâmetro b, minimiza-se ⟨H⟩:

d ⟨H⟩
db

= 0 ⇒ bmı́n. (C.40)

Substituindo o parâmetro bmı́n em ⟨H⟩, finalmente determinamos um majorante E0 para a
energia do estado fundamental Egs

⟨H⟩mı́n = Emı́n ≡ E0. (C.41)

Se porventura E0 for igual a Egs, então significa que o ansatz é exatamente a função de onda
do estado fundamental do sistema estudado.

Método Variacional aplicado à Teoria de Campos

Na ótica da Teoria de Campos, aplica-se o processo de minimização, não só na hamiltoni-
ana, mas também na lagrangiana. Observa-se que a lagrangiana propriamente dita é dada pela
integral da densidade lagrangiana

L =

ˆ
V

L(ψ,∇ψ, ψ̇,x, t)dx (C.42)

e a hamiltoniana propriamente dita é dada pela integral da densidade hamiltoniana

H =

ˆ
V

H(ψ,∇ψ, π)dx. (C.43)

como mencionado, respectivamente, na Sec. C.1 e na Sec. C.2.
Como o Método Variacional descrito na Sec. C.3 se aplica à Equação de Schrödinger inde-

pendente do tempo, a derivada temporal ψ̇ , e consequentemente o momento conjugado π, se
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anulam. Assim, a menos de um sinal, contempla-se, através da Eq. C.29, a equivalência entre L
eH:

H = πψ̇ − L → H = −L. (C.44)

É importante ressaltar que utiliza-se geralmente L ao invés de H, pois do primeiro, podemos
extrair as equações de Euler-Lagrage.

Quanto ao ansatz, depois de escolhido, o mesmo é substituído na densidade langrangiana.
No contexto do Método Variacional, denomina-se de lagrangiana efetiva, por exemplo no caso
tridimensional,

L =

ˆ ˆ ˆ
L(ψ,∇ψ, x, y, z)dxdydz (C.45)

a lagrangiana L.
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D Métodos numéricos

Na vasta área das equações diferenciais, um problema de valor de contorno (PVC) é conhe-
cido por ser uma equação diferencial ordinária munida de um conjunto de restrições chamadas
de condições de contorno ou condições de fronteira. De forma prática, podemos dizer que as
condições de contorno são valores conhecidos da função que se deseja encontrar. Um exem-
plo comum dos PVCs é a própria ESL independente do tempo. Porém, são poucas as soluções
analíticas exatas conhecidas da ESL.

Surge então, a necessidade da busca por meios alternativos para solucionarmos essas equa-
ções. E um desses meios é o cálculo numérico: uma coletânea de métodos numéricos que con-
siste em uma poderosa ferramenta que nos auxilia na obtenção de soluções numéricas, em geral
aproximadas.

A EGP, principal objeto estudado nesse trabalho, pertence à classe dos PVCs desprovidas
de soluções analíticas exatas uma vez que a EGP é uma equação diferencial parcial não linear
de segunda ordem; fazendo com que a análise do problema convergisse ao estudo de um dos
métodos mais utilizados para resolvermos PVCs: o método das diferenças finitas (MDF).

D.1 Método de Newton-Raphson

Ométodo de Newton (ouMétodo de Newton-Raphson), tem o objetivo de estimar as raízes
de uma função. Para isso, escolhe-se uma aproximação inicial para esta. Após isso, calcula-se a
equação da reta tangente (derivada) da função nesse ponto e a interseção dela com o eixo das
abcissas, a fim de encontrar uma melhor aproximação para a raiz.
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Figura 5.1: A figura acima representa de forma esquemática a aplicação dométodo de Newton-Raphson. x̄ é a raiz
da função y(x)

y(x) = y(x0) + y′(ϵ)(x− x0) +
y′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . . (D.1)

a diferença |x̄− x0| deve ser pequena para a convergência do método e para desprezar o termo
quadrático da série.

Como x̄ é a solução da equação y(x) = 0, ou seja

y(x̄) = y(x0) + y′(x0)(x̄− x0) +
y′′(x0)

2!
(x̄− x0)

2 + . . . (D.2)

y(x̄) ≈ y(x0) + y′(x0)(x̄− x0) (D.3)

Como y(x̄) ≈ 0, isolando x̄, obtemos:

x̄ ≈ x0 −
y (x0)

y′ (x0)
(D.4)

Repetindo-se o processo, cria-se um método iterativo para encontrarmos a raiz da função.
Em notação matemática, o método de Newton é dado pela seguinte sequência recursiva:

xn+1 = xn −
y (xn)

y′ (xn)
(D.5)

onde x0 é uma aproximação inicial dada, n indica a n-ésima iteração do algoritmo e y′(xn) é a
derivada da função y no ponto xn.
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D.2 Método das diferenças finitas

A ideia básica do MDF é transformar o problema de resolver uma equação diferencial ordi-
nária ou parcial, linear ou não linear, num problema de resolver um sistemas de equações algé-
bricas [90], usando para isto a discretização do domínio da função e a substituição das derivadas
presentes na equação diferencial por aproximações envolvendo somente valores numéricos da
função, por diferenças finitas.

Em geral, as equações diferenciais a serem resolvidas são PVCs sendo que a formamais geral
dos PVCs é dada por: 

y′′(x) = f (x, y(x), y′(x)) a < x < b

y(a) = α

y(b) = β

(D.6)

Obtém-se as fórmulas de aproximações através da série de Taylor da função. Uma série de
Taylor é uma expansão em série de potências de uma função y(x) em torno de um ponto x = ϵ,
isto é, uma representação de uma função como uma soma infinita de termos que são calculados
dos valores das derivadas da função no ponto x = ϵ.

y(x) = y(ϵ)+y′(ϵ)(x− ϵ) +
y′′(ϵ)

2!
(x− ϵ)2 + . . .+

y(k) (ϵ)

k!
(x− ϵ)k + . . . =

+∞∑
k=0

y(k) (ϵ)

k!
(x− ϵ)k .

(D.7)
A discretização do domínio ocorre ao dividirmos o intervalo [a, b] emm+1 partes iguais de

comprimento h dado por

h =
b− a

m+ 1
. (D.8)

O intervalo sendo dividido emm+1 partes implica numa discretização dem+2 pontos dos
quais denotaremos os extremos do domínio por x0 = a, xm+1 = b.

Assim, um ponto qualquer do domínio poderá ser representado pela expressão

xi = x0 + ih, i = 0, 1, ...,m+ 1, (D.9)

e utilizaremos a notação yi para representar o valor da função y calculada no ponto xi:

yi → y(xi) = y(x0 + ih), i = 0, 1, ...,m+ 1. (D.10)

A série de Taylor para a função y(x) em torno de um ponto xi desprezando os termos de ordem
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superior a 2 é dada por:

y(x) = y(xi) + y′(xi)(x− xi) +
y′′(xi)

2
(x− xi)

2 (D.11)

Ao fazermos as substituições x→ xi+1 = xi + h e x→ xi−1 = xi − h obtemos respectivamente:

y(xi+1) = y(xi) + y′(xi)h+
y′′(xi)

2
h2 (D.12)

y(xi−1) = y(xi)− y′(xi)h+
y′′(xi)

2
h2 (D.13)

Isolando o termo y′(xi) nas Eq’s. D.12 e D.13 chega-se em:

y′(xi) =
y(xi+1)− y(xi)

h
+O(h) (D.14)

y′(xi) =
y(xi)− y(xi−1)

h
+O(h) (D.15)

Em contrapartida, subtraindo a Eq. D.12 da Eq. D.13 e isolando o termo y′(xi) obtém-se

y′(xi) =
y(xi+1)− y(xi−1)

2h
+O(h2) (D.16)

As Eq’s D.14, D.15 e D.16 são as fórmulas de aproximações mais utilizadas para derivadas de
primeira ordem no ponto xi:

y′(xi) ≈
y(xi+1)− y(xi)

h
≡ diferença avançada (D.17)

y′(xi) ≈
y(xi)− y(xi−1)

h
≡ diferença atrasada (D.18)

y′(xi) ≈
y(xi+1)− y(xi−1)

2h
≡ diferença centrada (D.19)

Quando aplicamos essas fórmulas, inevitavelmente cometemos um erro. Esse erro nas fór-
mulas da diferença avançada e na diferença atrasada é da ordemO(h). Já na diferença centrada,
o erro é da ordem O(h2) implicando em uma aproximação mais precisa do que as outras, uma
vez que h < 1.

De forma análoga ao que foi desenvolvido até aqui nesta seção, deduziremos a seguir a fór-
mula de aproximação para a derivada de segunda ordemutilizando novamente a série de Taylor
da função y(x) em torno de xi desprezando os termos de ordem superior a 4 e fazendo as subs-
tituições x→ xi+1 = xi + h e x→ xi−1 = xi − h obtemos respectivamente:
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y(xi+1) = y(xi) + y′(xi)h+
y′′(xi)

2
h2 +

y′′′(xi)

6
h3 +

y(4)(xi)

24
h4 (D.20)

y(xi−1) = y(xi)− y′(xi)h+
y′′(xi)

2
h2 − y′′′(xi)

6
h3 +

y(4)(xi)

24
h4 (D.21)

Adicionado as Eq’s. D.20 e D.21 e isolando o termo y′′(xi) obtemos:

y′′(xi) =
y(xi−1)− 2y(xi) + y(xi+1)

h2
+O(h2). (D.22)

Nota-se que o erro obtido é da ordem O(h2). Assim, obtemos a fórmula de aproximação para a
derivada de segunda ordem no ponto xi:

y′′(xi) ≈
y(xi+1)− 2y(xi) + y(xi−1)

h2
≡ diferença centrada (D.23)

Sendo assim, nosso problema de resolver um PCV como na Eq. D.6 se transforma em:
y(xi+1)− 2y(xi) + y(xi−1)

h2
= f

(
xi, yi,

y(xi+1)− y(xi−1)

2h

)
y(x0) = α

y(xm+1) = β

(D.24)

Aplicação do MDF na Equação de Schrödinger

Nesta seção, aplicaremos oMDF à ESL independente do tempo para umpotencial unidimen-
sional V (x). Podemos encarar esta seção como um tutorial para resolvermos qualquer ES inde-
pendente do tempo sujeitas a potenciais unidimensionais também independentes do tempo,
desde que a ES seja linear e unidimensional. Como a ES independente do tempo é um PVC,
nossa tarefa se resume em resolver o problema:

−1

2
ψ′′(x) + V (x)ψ(x) = Eψ(x) a < x < b

ψ(a) = α

ψ(b) = β

(D.25)

A Eq. D.25 equivale a uma equação de autovalores para o operador hamiltoniano Ĥ :

Ĥ = T̂ + V̂ = − ~2

2m

d2

dx2
+ V. (D.26)

onde T̂ é o operador energia cinética e V̂ é o operador energia potencial. Os estados estacionários
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do sistema físico são representados pelas autofunlções ψ(x) do operador hamiltoniano, ou seja,
funções que satisfazem:

Ĥψn(x) = Enψn(x), (D.27)

onde os autovalores En correspondem aos valores de energia do sistema.
Fixadom, o espaçamento h será b−a

m+1
e o intervalo [a, b] será dividido em x0 = a, x1 = x0 + h,

x2 = x0 + 2h, ...,xi = x0 + ih, ..., xm−1 = x0 + (m − 1)h, xm = x0 + mh e xm+1 = b como
exibido na Fig. ??. Como conhecemos os valores de ψn nos extremos do domínio, determinados
pelas condições de contorno ψ(x0) = ψ(a) = α e ψ(xm+1) = ψ(b) = β, teremos como incógnitas
ψn(x1), ψn(x2), . . . , ψn(xm) e assim, para cada i = 1, 2, . . . ,m usaremos a aproximação obtida na
Eq. D.23:

ψ′′(xi) ≈
ψ(xi−1)− 2ψ(xi) + ψ(xi+1)

h2
. (D.28)

Para cada i a Eq. D.25 discretizada fica:

− 1

2

ψn(xi−1)− 2ψn(xi) + ψn(xi+1)

h2
+ V (xi)ψn(xi) = Enψn(xi), (D.29)

ou seja

− 1

2h2
ψn(xi−1) +

[
1

h2
+ V (xi)

]
ψn(xi)−

1

2h2
ψn(xi+1) = Enψn(xi). (D.30)

Agora, fazendo i = 1 na Eq. D.30 obtemos

− 1

2h2
ψn(x0) +

[
1

h2
+ V (x1)

]
ψn(x1)−

1

2h2
ψn(x2) = Enψn(x1).

Analogamente para i = m, a Eq. D.30 torna-se

− 1

2h2
ψn(xm−1) +

[
1

h2
+ V (xm)

]
ψn(xm)−

1

2h2
ψn(xm+1) = Enψn(xm).

O resultado é um sistema linear algébrico dem equações em incógnitas com solução única [91]:
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

− 1

2h2
α +

[
1

h2
+ V (x1)

]
ψn(x1)−

1

2h2
ψn(x2) = Enψn(x1)

− 1

2h2
ψn(xi−1) +

[
1

h2
+ V (xi)

]
ψn(xi)−

1

2h2
ψn(xi+1) = Enψn(xi) 2 ≤ i ≤ (m− 1)

− 1

2h2
ψn(xm−1) +

[
1

h2
+ V (xm)

]
ψn(xm)−

1

2h2
β = Enψn(xm)

(D.31)

Este sistema pode ser convenientemente expresso na forma matricial, se escrevermos a função
ψn(x) como um vetor:

ψn(x) =



ψn(x1)

ψn(x2)
...

ψn(xi)
...

ψn(xm−1)

ψn(xm)


. (D.32)

Com isso, o sistema D.31 assume a seguinte forma:



F (x1) − 1

2h2
0 0 0 · · · 0

− 1

2h2
F (x2) − 1

2h2
0 0 · · · 0

0
. . . . . . . . . 0 · · · 0

0 · · · − 1

2h2
F (xi) − 1

2h2
· · · 0

0 · · · 0
. . . . . . . . . 0

0 · · · 0 0 − 1

2h2
F (xm−1) − 1

2h2

0 · · · 0 0 0 − 1

2h2
F (xm)





ψn(x1)

ψn(x2)
...

ψn(xi)
...

ψn(xm−1)

ψn(xm)


= En



ψn(x1)

ψn(x2)
...

ψn(xi)
...

ψn(xm−1)

ψn(xm)


(D.33)

onde F (x) = 1

h2
+ V (x).

Observa-se que a matriz tridiagonal da Eq. D.33 m ×m é simétrica e real; isto significa que
podemos diagonalizá-la através da equação
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det
(
Ĥ − EnI

)
= 0. (D.34)

Assim, obtemos o conjunto de autovalores resolvendo o determinate:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

F (x1)− En − 1

2h2
0 0 0 · · · 0

− 1

2h2
F (x2)− En − 1

2h2
0 0 · · · 0

0
. . . . . . . . . 0 · · · 0

0 · · · − 1

2h2
F (xi)− En − 1

2h2
· · · 0

0 · · · 0
. . . . . . . . . 0

0 · · · 0 0 − 1

2h2
F (xm−1)− En − 1

2h2

0 · · · 0 0 0 − 1

2h2
F (xm)− En

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

(D.35)
Para se obter as autofunções, basta substituir cada autovalor nas Eq. D.31 e resolver o sistema
linear correspondente.

É importante ressaltar que obter a solução da Eq. D.35 utilizando os pacotes computacionais
atuais tornou-se uma tarefa relativamente simples pois, diferente das linguagens compiladas
como C++, fortran,...que são mais complicadas, as linguagens de script como Matlab, Scilab,
Octave, R, ... já vem com uma coleção muito rica de bibliotecas com numerosos algoritmos em
um ambiente de desenvolvimento agradável.

D.3 Método de Crank-Nicolson

O método de Crank-Nicolson (MCN), desenvolvido por John Crank e Phyllis Nicolson na
metade do século XX, é um método das diferenças finitas usado para resolver numericamente
equações quemodelam problemas de difusão (equação do calor e equações diferenciais parciais
similares). O MCN é uma combinação dos métodos explícito e implícito utilizando a fórmula
de diferença atrasada para a derivada temporal

∂Ψ

∂t
=

Ψj,k+1 −Ψj,k

h
+O(h2), (D.36)

e uma combinação ponderada de diferenças avançadas e diferenças atrasadas para o restante da
equação
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∂2Ψ

∂x2
=

1

2

[
Ψj−1,k+1 − 2Ψj,k+1 +Ψj+1,k+1

h2
+

Ψj−1,k − 2Ψj,k +Ψj+1,k

h2

]
+O(h2) (D.37)

e tem erro O (h2) +O (k2).

Figura 5.2: Malha do método de Crank-Nicolson.

Exemplo: partícula livre 1D

A equação de Schödinger que descreve um partícula livre de massam

i~
∂

∂t
Ψ(x, t) = − ~2

2m

∂2

∂x2
Ψ(x, t) (D.38)

é semelhante à equação da difusão ∂tu(x, t) = D∂xxu(x, t) sendo D o coeficiente de difusão.
Assim, reescrevendo a Eq. D.38 como segue abaixo

∂

∂t
Ψ(x, t) =

i~
2m

∂2

∂x2
Ψ(x, t) (D.39)

e aplicando a discretização de Crank-Nicolson na Eq. D.39 obtemos

i~
Ψk+1

j −Ψk
j

∆t
= − ~2

2m

[
Ψk+1

j+1 − 2Ψk+1
j +Ψk+1

j−1

∆x2
+

Ψk
j+1 − 2Ψk

j +Ψk
j−1

∆x2

]
. (D.40)

onde Ψk
j ≡ Ψ(xj, tk). Após algumas manipulações algébricas podemos reescrever a Eq. D.40

tomando σ = i~∆t
m∆x2 da seguinte maneira

− σΨk+1
j+1 + (4 + 2σ)Ψk+1

j − σΨk+1
j−1 = σΨk

j+1 + (4− 2σ)Ψk
j + σΨk

j−1. (D.41)

A discretização relativa à Eq. D.41 juntamente com as condições iniciais e condições de con-
torno, fornece-nos, para cada instante de tempo k+1, o valor deΨ, que pode ser escrito na forma
matricial
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AΨk+1 = BΨk, (D.42)

onde as matrizes

A =



4 + 2σ −σ · · · · · · 0

−σ 4 + 2σ −σ · · · 0
... ... . . . ... ...
0 · · · −σ 4 + 2σ −σ
0 · · · · · · −σ 4 + 2σ


, (D.43)

e

B =



4− 2σ σ · · · · · · 0

σ 4− 2σ σ · · · 0
... ... . . . ... ...
0 · · · −σ 4− 2σ σ

0 · · · · · · σ 4− 2σ


, (D.44)

são matrizes tridiagonais e os vetores

Ψk+1 =



Ψk+1
1
...

Ψk+1
j
...

Ψk+1
N


(D.45)

e

Ψk =



Ψk
1
...
Ψk

j
...

Ψk
N


(D.46)

Para equações de difusão (e muitas outras), pode-se provar que o MCN é incondicional-
mente estável [113], isso significa que não existem restrições a escolha do passo espacial ∆x e
do passo temporal∆t. Contudo, as soluções aproximadas podem ainda conter oscilações signi-
ficativas caso a razão entre o passo de tempo e o quadrado do passo de espaço for grande.

Enfim, como condição inicial para a ESL que descreve a partícula livre, utilizaremos a gaus-
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siana normalizada e as condições de contorno lim
x→±∞

Ψ(x, t) = 0. Assim

i~
∂

∂t
Ψ(x, t) = − ~2

2m

∂2

∂x2
Ψ(x, t)

Ψ(x, 0) =
(mω
π~

)1/4
exp

(
−mω

2~
x2
)

lim
x→±∞

Ψ(x, t) = 0

↓ discretização



Ψk+1
j −Ψk

j

∆t
=

i~
4m

[
Ψk+1

j+1 − 2Ψk+1
j +Ψk+1

j−1

∆x2
+

Ψk
j+1 − 2Ψk

j +Ψk
j−1

∆x2

]

Ψ0
j =

(mω
π~

)1/4
exp

(
−mω

2~
x2j

)

Ψk
0 = Ψk

m+1 = 0

Figura 5.3: Pacote de onda gaussiano. Observa-se que a medida que o tempo aumenta, |ψ|2 se achata e amplia. Isso
ocorre devido à dispersão do pacote de onda gaussiano, sendo este formado pela combinação linear de infinitas
ondas planas com diferentes momentos, p = ~k, com k ≡ ±

√
2mE/~. O resultado acima está de acordo com a

solução analítica [37], porém, por conveniência, adotamosm = ω = ~ = 1.
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D.4 Método split-step

O método split-step é um método numérico que possibilita determinar a solução de uma
equação diferencial parcial não linear. Pode-se dizer que este método numérico complementa o
MCN, permitindo que a solução de uma equação diferencial parcial de segunda ordem, sujeita
a um potencial externo, seja determinada. Além disso, podemos tratar um termo não linear
como um “potencial” e, utilizando o mesmo procedimento, determinar soluções de equações
diferenciais parciais não lineares.

A ESL-1D é dada por

i~
∂Ψ

∂t
= ĤΨ. (D.47)

OHamiltoniano Ĥ pode ser expresso por Ĥ = T̂ + V̂ , sendo T̂ ≡ − ~2
2m

∂2

∂x2 o operador energia
cinética e V̂ ≡ V̂ (x̂) o operador energia potencial. A Eq. D.47 pode ser resolvida de forma exata:

i~
∂Ψ

∂t
=
(
T̂ + V̂

)
Ψ ⇒

ˆ t

t0

1

Ψ
dΨ = − i

~

(
T̂ + V̂

) ˆ t

t0

dt, (D.48)

obtendo, assim, a solução

Ψ = e−i(T̂+V̂ )∆t
~ Ψ0, (D.49)

sendo ∆t = t− t0 e Ψ0 ≡ Ψ(t = t0).
Pelo fato de não conhecermos o operador e−i(T̂+V̂ )∆t

~ , é preciso separá-lo em um produto
dos operadores e−iT̂∆t/~e−iV̂∆t/~. Entretanto, devido ao fato dos operadores T̂ e V̂ não comuta-
rem, utilizaremos uma aproximação baseada na demonstração da Fórmula de Campbell-Baker-
Hausdorff, sendo esta dada por

eÂeB̂ = eÂ+B̂+
1
2 [Â,B̂]+ 1

12([Â,[Â,B̂]]+[B̂,[B̂,Â]])+.... (D.50)

A partir das expansões abaixo

eλ(Â+B̂) = 1 + λ
(
Â+ B̂

)
+
λ2

2!

(
Â+ B̂

)2
+ . . .

= 1 + λ
(
Â+ B̂

)
+
λ2

2!

(
Â2 + ÂB̂ + B̂Â+ B̂2

)
+ . . . ; (D.51)
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eλÂeλB̂ =

[
1 + λÂ+

λ2

2!
Â2 + . . .

] [
1 + λB̂ +

λ2

2!
B̂2 + . . .

]
= 1 + λ

(
Â+ B̂

)
+
λ2

2!

(
Â2 + 2ÂB̂ + B̂2

)
+ . . . , (D.52)

podemos subtrair a Eq. D.51 da Eq. D.52 e obter:

eλ(Â+B̂) − eλÂeλB̂ = −λ
2

2!
ÂB̂ +

λ2

2!
B̂Â+O

(
λ3
)
. (D.53)

Reescrevendo a Eq. D.53, torna-se possível verificar que

eλ(Â+B̂) = eλÂeλB̂ − λ2

2!

[
Â, B̂

]
+O

(
λ3
)
, (D.54)

que, caso os operadores Â e B̂ não comutem, possui um erro da ordem de λ2. Com o intuito de
melhorar essa aproximação podemos reescrever a exponencial da seguinte forma:

eλ
Â
2 eλB̂eλ

Â
2 =

1 + λ
Â

2
+
λ2

2!

(
Â

2

)2

+ . . .

[1 + λB̂ +
λ2

2!
B̂2 + . . .

]1 + λ
Â

2
+
λ2

2!

(
Â

2

)2

+ . . .

 .
(D.55)

Comparando as Eqs. D.51 e D.55, constatamos que esta apresenta um erro da ordem de λ3

na aproximação. Tomando Â = V̂ , B̂ = T̂ e λ = −i∆t/~ obtemos:

e−i(T̂+V̂ )∆t
~ = e−i

V̂
2
∆t
~ e−iT̂

∆t
~ e−i

V̂
2
∆t
~ +O

(
△t3

)
, (D.56)

que nos fornece um erro relativamente pequeno para o “split-step”, da ordem de △t3. Agora a
solução da ESL-1D para o potencial V

Ψ = e−i
V̂
2
∆t
~ e−iT̂

∆t
~ e−i

V̂
2
∆t
~ Ψ0, (D.57)

é calculada numericamente em três etapas que serão descritas a seguir, sendo Ψ ≡ Ψ(t0 +∆t) a
solução após uma evolução temporal de um instante de tempo ∆t.

Com o intuito de resolver a EGP, isto é, uma equação diferencial parcial de segunda ordem
não linear (sendo que este tipo equação, em geral, não possui solução analítica), buscamos apre-
sentar nessa tese o algoritmo para a obtenção da solução numérica usufruindo do método split-
step com Crank-Nicolson, abordado na seção anterior.

A EGP-1D é dada por
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i~
∂

∂t
Ψ(x, t) = ĤGPΨ(x, t) . (D.58)

O Hamiltoniano ĤGP pode ser expresso por ĤGP = T̂ + V̂ , sendo T̂ ≡ − ~2
2m

∂2

∂x2 o operador
energia cinética e V̂ ≡ Vext(x) + VNL o operador energia potencial. O termo VNL representa o
termo não linear da EGP que, como foi comentado acima, será tratado como um potencial.

A solução da Eq. D.58

Ψ(x, t) = e−i
V̂
2
∆t
~ e−iT̂

∆t
~ e−i

V̂
2
∆t
~ Ψ(x, t0) (D.59)

é calculada numericamente em três etapas:

Primeiramente, obtém-se Ψ⋆ = e−i
V̂
2
∆t
~ Ψ(x, t0) aplicando o operador e−i

V̂
2
∆t
~ . Como conhe-

cemos o valor do potencial V (x) em qualquer ponto do espaço, aplicar este operador nada
mais é que simplesmente multiplicar o valor da função Ψ(x, t0) em cada ponto do espaço por

e−i
V̂
2
∆t
~ , que possui umvalor específico para cada ponto do espaço. Na segunda etapa, resolve-se

Ψ⋆⋆ = e−iT̂
∆t
~ Ψ⋆. Aplicar e−iT̂

∆t
~ à função Ψ⋆ é o mesmo que evoluir a função Ψ⋆ por um inter-

valo de∆t. Utilizamos aqui, para a evolução temporal, oMCN. Enfim, obtemos o resultado final

Ψ(x, t) por outra simples multiplicação do operador e−i
V̂
2
∆t
~ pela funçãoΨ⋆⋆. Este procedimento

é válido pelo fato de que Ψ(x, t) varia lentamente para este caso.
O método é chamado de “split-step” pois o potencial é resolvido em dois passos separa-

dos, antes e depois de se aplicar o operador correspondente ao MCN (Método split-step Crank-
Nicolson ).

Pode-se dizer que no processo de implementação deste método, primeiramente separamos
a EGP em uma parte linear e uma parte não linear:

i~
∂Ψ

∂t
= T̂Ψ

↗

i~
∂Ψ

∂t
=
(
T̂ + V̂

)
Ψ

↘

i~
∂Ψ

∂t
= V̂Ψ

(D.60)

A aplicação do operador e−iT̂
∆t
~ para evolução temporal é obtida ao resolver o subproblema

linear

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2m

∂2Ψ

∂x2
(D.61)
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através do método de Crank-Nicolson pois a Eq. D.61 é a equação da difusão e a aplicação do

operador e−i
V̂
2
∆t
~ é obtida ao resolver o subproblema não linear

i~
∂Ψ

∂t
= VextΨ+ VNLΨ (D.62)

de forma exata, isto é, integrando a Eq. D.62 como foi feito na Eq. D.48.

Propagação de tempo imaginário

Para o estado fundamental estacionário, a função de onda é essencialmente real e o método
da propagação do tempo imaginário (método de relaxação), que trata de variáveis reais, torna-
se bastante conveniente [114, 94, 34]. A ideia básica da propagação do tempo imaginário é
substituir a variável temporal t da EGP:

i~
∂Ψ

∂t
= ĤGPΨ, (D.63)

pela variável temporal imaginária −it:

t→ −it. (D.64)

A evolução temporal sobre a Eq. D.63 pode ser escrita em termos dos autoestados ψn, que
são definidos por ĤGPψn = µnψn com autovalores µn:

Ψ =
∑
n

cnψne
−iµnt/~, (D.65)

onde é importante perceber que cada próximo autoestado possui uma energiamaior que o auto-
estado anterior (µn+1 > µn) e os coeficientes cn são definidos pela expansão da condição inicial:

Ψ(t = 0) =
∑
n

cnψn. (D.66)

A propagação da Eq. D.63 no tempo imaginário altera a evolução temporal dada pela Eq.
D.65 para

Ψ(t→ −it) =
∑
n

cnψne
−µnt/~, (D.67)

Assim, todas as autofunções irão decair exponencialmente com o tempo. No entanto, todos
os estados excitados com µn maior irão decair exponencialmente mais rápido em comparação
com o estado fundamental com o menor valor de µn. Consequentemente, após algum tempo,
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apenas o estado fundamental sobrevive. Ou seja, este procedimento irá convergir à solução do
estado fundamental de mais baixa energia ψ0 [115]:

Ψ
−it−→ ψ0. (D.68)

Isto pode ser facilmente observado colocando o termo e−µ0t/~ da eq. D.67 em evidência:

Ψ(t→ −it) = e−µ0t/~
[
c0ψ0 + c1ψ1e

−(µ1−µ0)t/~ + c2ψ2e
−(µ2−µ0)t/~ + . . .

]
. (D.69)

Entretanto, como o termo e−µ0t/~ também está tendendo a zero com t → ∞ temos que limi-
tar o número de simulações no tempo imaginário antes de perdermos o condensado também.
A propagação em tempo real do método SSCN preserva a normalização da função de onda,
enquanto a propagação do tempo imaginário do método SSCN não preserva a normalização.
Este problema pode ser contornado restaurando a normalização da função de onda após cada
operação de propagação de Crank-Nicolson [34]. Uma vez feito isso, o método de propagação
do tempo imaginário para problemas estacionários no estado fundamental produz resultados
muito precisos a baixo custo computacional.
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