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Resumo

Considere um triangulo ABC' e a bissetriz r de A. Neste trabalho apresentamos duas
demonstragoes do problema geométrico que consiste em determinar X em r para o qual a

razao g;))g é extrema. Supondo, sem perda de generalidade, que AC > AB entdo a razio
¢ minima quando X for o incentro; por outro lado, a razao é maxima quando o ponto X
for o ex-incentro relativo ao lado BC'. Para a primeira demonstracao, utilizamos alguns
resultados referentes aos circulos inscrito e ex-inscrito e a maximo e minimo de fungoes
de uma variavel real a valores reais. Ja na segunda, utilizamos fungoes trigonométricas e
alguns resultados sobre cevianas, como por exemplo, Versao Trigonométrica do Teorema
de Ceva.

Palavras-chave: Bissetriz, Incentro, Ex-incentro.
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Abstract

Consider a triangle ABC and r the angle bisector of A. In this work we present two
proofs of geometrical problem of determining X in 7 for which the ratio §:§ is extreme.
Assuming, without loss of generality, that AC' > AB then the ratio attains its minimum
value at the incenter of the triangle and maximum value at the excenter to the vertex
A. For the first proof, we used some results about incircle and excircle of a triangle and
maximum and minimum of real-valued functions of a real variable. In the second, we use
trigonometric functions and some results about cevians, such as the Trigonometric Form
of Ceva’s Theorem.

Key words: Angle bisector, Incentre, Excentre.
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Introducao

Uma demonstracao, de modo geral, é semelhante a montagem de um quebra-cabeca.
As pecas representam resultados matematicos que quando interligados corretamente, nos
conduzem a configuragao desejada.

Assim como ao final da montagem de um quebra-cabeca, este trabalho apresenta um
interessante desfecho no que diz respeito ao estudo de uma razao derivada de um problema
em geometria plana. A fim de apresenta-lo, utilizamos conceitos geométricos como, por
exemplo, circulo ex-inscrito e ex-incentro relativos a um lado de um triangulo dado. Além
disso, ap6s modelagem do problema geométrico empregamos o calculo diferencial no que
se refe a teoria de pontos maximais de funcoes de uma variavel real a valores reais.

Para tornar mais preciso a questao estudada, descrevemos o referido problema geome-
trico: dado ABC um triangulo e r a bissetriz relativa ao vértice A, determinar X € r,

BX

ox © extrema.

para o qual a razao

Tendo em vista a questao geométrica levantada, este trabalho se propoem a relatar,
com rigor matematico, duas formas de abordar a questao. A primeira delas, é uma
abordagem analitica, ou seja, apresentamos uma demosntragao dentro do campo do célculo
diferencial. Ja a segunda abordagem, isto é, a segunda demonstracao segue um estratégia
trigonométrica. O resultado deste problema é que os pontos em que a razao é extrema
sao o incentro e o ex-incentro relativo ao lado BC.

Este trabalho esta organizado em capitulos e, além desta introducao, sera desenvolvido
da seguinte forma. No Capitulo 1, nos preocupamos em elencar os resultados geométricos
que serao de grande valia para as provas dos teoremas dos capitulos 2 e 3. Cabe comentar
que alguns resultados geométricos foram assumidos tais como: Teorema de Tales, Teorema
de Pitagoras, casos de congruéncia e semelhanca entre triangulos, de forma a darmos

énfase apenas aos resultados mais relevantes.

Ja no segundo capitulo, foram apresentados alguns teoremas sobre pontos extremos de



funcao de uma variavel real a valores reais que nos auxiliarao na demonstracao analitica,
que se eoncontra no préprio capitulo.

O Capitulo 3 é dedicado a segunda demonstragao, chamada de versao trigonométrica.
Para este propédsito, o capitulo conta com o auxilio de trés teoremas fundamentais, a
saber: Teorema de Menelaus, Teorema de Ceva e a Versao Trigonométrica do Teorema
de Ceva. Como estratégia para demonstra-los, utilizamos os exercicios dos capitulos 4 e
6 de [5].

No ultimo capitulo apresentamos a conclusao deste trabalho. Nela comentamos sobre
os modelos de demonstracoes que utilizamos para resolver o problema norteador apresen-
tado e os resultados obtidos. Além disso, demos uma sugestao para um possivel estudo

posterior.



Capitulo 1

Conceitos preliminares de geometria

plana

Neste capitulo enumeramos alguns conceitos de geometria plana necessarios para o
desenvolvimento dos Capitulos 2 e 3.

Em todo trabalho, a palavra angulo representara apenas a regiao convexa ilimitada do
plano e delimitada pelas semirretas que o define. Seguem algumas notagoes que usaremos
em todo o texto. A medida do angulo ZAOB indicamos por AOB e a medida de um
segmento AX serd denotada por AX. As referéncias para este capitulo foram os livros

textos [4], [5] e [6].

1.1 Circulo inscrito

A seguir, o conceito de bissetriz e o lugar geométrico que ela descreve.

Definicao 1.1 Dado um angulo ZAOB. A bissetriz de ZAOB é a semirreta (ﬁ, com

C pertencente a regiao angular convexa, tal que AOC = COB.

Para os resultados subsequentes, assumiremos conhecidos os casos de congruéncia entre

triangulos. Cada um deles, quando usados, serao mencionados no texto.

Proposicao 1.2 A bissetriz r do angulo ZAOB é o lugar geométrico dos pontos equidis-

S
tantes das semirretas OA e O?

Demonstragao: Sejam P € r, P’ o pé da perpendicular baixada de P sobre a reta

&)4, P" o pé da perpendicular baixada de P sobre a reta Oﬁ e X a colecao dos pontos
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n .1 S A
da regiao convexa que equidistam de OA e @ Temos que as distancias entre P e as

S—r
retas OA e O<? sao os comprimentos dos segmentos PP’ e PP”. Considere os triangulos

—_—

OPP" ¢ OPP". Por hipétese, ZPOP' = Z/POP", OP'P = OP"P = 90° ¢ OP é um
lado comum entre OPP" e OPP" | pelo caso de congruéncia LAA, (lado, angulo e angulo
oposto) entre tridngulos, OPP' = OPP". Assim, PP’ = PP" ¢ P € . Logo, r C ¥.

Agora, seja P € X. Assim, sendo P’, o pé da perpendicular baixada de P sobre a reta
531, P”, o pé da perpendicular baixada de P sobre a reta @, entdo PP’ = PP”. Como
OP élado comum entre OPP’ e OPP" | pelo caso de congruéncia C'H (cateto, hipotenusa)
entre triangulos retangulos, OPP’ = OPP". Consequentemente, /POP' = /POP" e
P € r. Logo, ¥ C r. Portanto, r = 3.

Outro conceito em geometria plana necessario serd o de tangéncia entre reta e circulo.

Definicao 1.3 Dizemos que um circulo > e uma reta r sao tangentes, se r e ¥ tiverem

exatamente um ponto P em comum. Em tal caso, P é o ponto de tangéncia de r e 2.
A seguinte proposicao mostra como a tangéncia entre reta e circulo se caracteriza.

Proposicao 1.4 Dados um circulo ¥ de centro O e um ponto P € ¥. Uma reta t é

tangente ao circulo ¥ em P se, e somente se, t é perpendicular ao segmento OP.

Demonstracgao:
Seja t perpendicular a OP. Como P € t e para qualquer ponto ) # P em t, temos que
o triangulo OPQ é retangulo em P, entdo OP < OQ. Logo, todo Q # P nao pertence a
3], assim, P é o tnico ponto comum entre ¢ e 3. Portanto, ¥ e t sao tangentes.
Suponhamos que ¥ e t sejam tangentes e nao perpendiculares em P. Entao, existe

Q € t, tal que OP = OQ. Mas isto implicaria em Q € ¥, que é uma contradicdo. .

Definicao 1.5 Dizemos que um circulo ¥ é inscrito a um triangulo ABC, se tangencia

todos os lados de ABC.

Para facilitar o entendimento das demonstragoes a seguir, representaremos a bissetriz
de um determinado angulo por sua reta suporte. Deixando claro que a bissetriz em questao
¢ a intersecao entre tal reta e a regiao convexa ilimitada, delimitada pelas semirretas de

mesma origem que compoem o angulo.



CAPITULO 1. CONCEITOS PRELIMINARES DE GEOMETRIA PLANA 5

Teorema 1.6 Em qualquer triangulo, as bissetrizes de seus angulos internos intersceptam-

se em um unico ponto.

Figura 1.1: Intersecao entre as bissetrizes de um triangulo.

Demonstragcao: Dado um triangulo ABC' qualquer. Sejam r, s e t as bissetrizes
dos angulos internos ZA, /B e ZC' de ABC, respectivamente. Se I € r N s entao, pela
Proposicao 1.2, I equidista de AB, CA e CB. Em particular, I equidista de CA e de CB

e, novamente pela Proposicao 1.2, I € t. Portanto, r, s e t intersetam-se em 1.

Defini¢ao 1.7 (Incentro) Sejam r, s e t as bissetrizes dos angulos LA, /B e ZC,
respectivamente, de ABC. O ponto I de interse¢ao entre as bissetrizes r, s e t é chamado

de incentro de ABC.

O Teorema 1.8 garante a existéncia e a unicidade de circulo inscrito a um triangulo

qualquer.

Teorema 1.8 Dado um triangulo ABC' qualquer. Existe um tnico circulo inscrito em

ABC.

Demonstragao: Sejam r, s e t as bissetrizes de ZA, /B e ZC, respectivamente.
Pela Proposicao 1.2, o incentro I de ABC' equidista de %, /@ e f@ Sendo A’, B' e (',
respectivamente, os pés das perpendiculares baixadas de I sobre % , 28 e j?ﬁ , 0 circulo
¥ de centro I e raio R = T A’ contém os pontos A’, B’ e C'. Pela Proposicdo 1.4, como

% 1L IA, 1@ L IB e j@ 1 IC’, entao R, j@ e jﬁ sao retas tangentes a X. Logo,

Y esta inscrito a ABC'. A unicidade é consequéncia do Teorema 1.6.
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Figura 1.2: Circulo inscrito ao triangulo ABC'.

1.2 Angulo inscrito e propriedades

Nesta secao indicamos algumas das relagoes entre as medidas dos angulos inscritos e

os centrais de um circulo.

Definicao 1.9 Angulo inscrito em um circulo é o angulo cujo vértice é um ponto do

circulo e os lados sao cordas do mesmo.

P

Figura 1.3: Angulo inscrito ZRPS.

Teorema 1.10 Se AB e AC sao cordas de um circulo ¥ de centro O, entao a medida do
angulo inscrito ZC'AB é igual a metade da medida do angulo central Z/COB correspon-

dente.
Demonstragao: Para demonstracao consideremos trés casos.

(i) Quando uma das cordas AB ou AC' contém o centro O de X.
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Figura 1.4: A corda AB contém o ponto O.

Considere O € AB. Como OA = OC, o triangulo OAC é isésceles de base AC, assim,
CAB = CAO = OCA. Mas,@z@—l—@, logo,@:2@:2@e
CAB = LCA0.

(ii) Quando o centro O de X estd entre as cordas AB e AC.
!
B A
Il |

Figura 1.5: O ponto O esta entre AB e AC.

Seja A’ o ponto de intersegao entre ¥ e a semirreta B Como OA = OB = OC,
entao OBA e OAC sao isésceles de bases BA e AC, respectivamente. Dessa forma,

1?14\3 = (ﬂ\B = A/B\O e m = C/’A\O = O/B\A Consequentemente,

A'OB = OAB + ABO = 20AB e COA = CAO +OCA = 2CAO.
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Além disso, COB = A0B + COA , assim:
COB =2 (@B + 5,4\0) .
como OAB + CAO = @, logo
— 1 —
CAB = §COB.

(iii) Quando o centro O de ¥ ndo estd entre as cordas AB e AC' e ndo pertence a nenhuma

delas.

Figura 1.6: O centro O nao estd entre as cordas AB e AC.

Considere A’ como ponto de interse¢ao entre 3 e a semirreta @ Os triangulos OBA
e OC A sao isosceles de bases BA e C'A, respectivamente, pois OA = OB = OC'. Assim,
A'AB = OAB = ABO e AAC = OAC = ACO. Consequentemente,

A'OB = OAB + ABO = 20AB e A'OC = OAC + ACO = 20AC.
Mas7C/O§:A/’OT3—A/’O\C, assim
COB — 2 (0B - OAT)
ecomo@—@:@, segue que

@:%@.
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Corolario 1.11 Seja ZBAC' um angulo inscrito em um circulo - de centro O e de raio

r. Se BAC = 90°, entao BC' é diametro de X.
Demonstragao: Pelo Teorema 1.10, temos que:

90° = BAC = %BﬁO\C#B/O\CZQ-W]O = 180°.
Portanto, BC' é diametro de X.

Corolario 1.12 Sejam A, B, C' e D pontos distintos no circulo ¥ de centro O, tais que
A e D pertencem ao mesmo arco cujas extremidades sao B e C. Temos que os angulos

/BAC e Z/BDC sao congruentes.
Demonstracao: De fato, pelo Teorema 1.10, tem-se
BAC = §BOC’ e BDC = §BOC’

—_— —_—
logo, BAC = BDC. .
Os proximos teoremas a serem demonstrados serao, respectivamente, Lei dos Senos e

Lei dos Cossenos.

Teorema 1.13 (Lei dos Senos) Sejam ABC um triangulo de lados BC, AC e AB
medindo, respectivamente, a, b e ¢ e X um c¢'rculo de centro O e raio R, seu circulo
circunscrito. Tem-se que

a b c

() () wn(@)

Demonstragao: Sejam A’, B’ e C' pontos de I tais que, A’BC, B'C A e C'"AB sejam

retangulos em ZA'BC, /B'CA e ZC'AB, respectivamente. Assim, pelo Corolario 1.11,
A'C é diametro de T'.

sen(@)z%:%@@:ﬂ%,
CoA) - L o b

sen (C’B A) _B’A_QT@ . <@> 2R

sen (AC'B) = ¢ :i@;:ﬂ%.
)
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desta forma,

a _ b _ c _op

wn (BHC)  sen (OBA)  son (40°B)

~

Pelo Corolario 1.12, BAC = 121\, CBA=BeACB=0C

Portanto,

Teorema 1.14 (Lei dos Cossenos) Sejam ABC um triangulo qualquer, BC = a, AC' =
be AB = c. Temos que

a? = b* + 2 — 2bc cos (A\) ,

b = + a® — 2cacos <§> ,

A = a®+b> — 2abcos (é) .

Demonstracao: Faremos a demonstracao da igualdade a? = b% 4 ¢ — 2bc cos (E) As
demonstracoes das outras igualdades sao analogas.

Temos trés casos a serem considerados: A = 90°, A<90°e A > 90°.

Caso 1: A = 90°.

De fato, pelo Teorema de Pitagoras teremos
a> =0+ =0+ —2ab-0=0b*+ c — 2abcos <@)

Caso 2: A < 90°

Figura 1.7: A < 90°.
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Sendo H o ponto de intersecao entre a reta jﬁ e a reta perpendicular a ela que passa
por C e HC = h, temos dois casos: quando H € AB e quando H € E \ AB. No
primeiro, AH = ¢ — HB e no segundo, AH = ¢+ HB. Demonstraremos o caso onde
AH =c— HB.

Aplicando o Teorema de Pitagoras aos triangulos AHC e HBC, retangulos em H,

obtemos h? = b* — (c — ﬁf e h?=a?— ﬁQ, respectivamente. Dalf,
>~ HB =’ -~ —HB +2cHB

ou seja,

a2:bz—|—62—2c(c—ﬁ)

como AH =c— HB ¢ AH = bcos <A\>, entao
a® = b* + ¢ — 2bccos (ﬁ) :

Caso 3: A > 90°.

Figura 1.8: A > 90°.

Considere H como o ponto descrito em Caso 2 e h = HC'. Aplicando o Teorema de

Pitdgoras em HAC e HBC, retangulos em H, temos

B —HA =1 = — (HA+¢)”

assim, a® = b® + 2 + 2cHA.
Como HA = bcos (@), CAH =7 — A e cos <7r — A\> = CoS (2), segue que

a® = b + ¢ — 2bccos (ﬁ) .
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1.3 Circulo ex-inscrito

Na presente secao, elencamos alguns tuteis resultados sobre circulos ex-inscritos de um

triangulo. Esta secdo foi embasada em [5].

Teorema 1.15 Seja ABC' um triangulo. Existe um tunico circulo tangente ao lado BC e

aos prolongamentos dos lados AB e AC.

Demonstragao:

Figura 1.9: Circulo ex-inscrito relativo ao lado BC'

Sejam s e t bissetrizes externas dos vértices B e C, repectivamente, e I, € sNt. Entao,
d (Ia; %) —d (Ia;ﬁ> e d <Ia; %) —d (Ia;f@> .

Denote por D, B" e (', respectivamente, os pés das perpendiculares baixadas de I, sobre
as retas %, f@ e j@ Ser,=1,D = 1,B" = 1,C" entdo o circulo ¥ de centro I, e raio
r, contém os pontos D, B’ e C'. Por construcao, temos que % 1 1,D, jﬁ 1L I,B e
?O 1 1,7, logo ¥ tangencia as retas %, jﬁ e % em D, B’ e C', respectivamente,

pela Proposicao 1.4.

Agora, suponhamos que exista outro circulo de centro I, que tangencia BC e os
prolongamentos de AB e AC'. Dessa forma, I equidista de %, jﬁ e z@ entao I € sNt,
pela Proposigao 1.2. Portanto, I/ = I,.

O circulo ¥ é chamado de circulo ex-inscrito ao lado BC' e seu centro I, de ex-

incentro de ABC relativo a BC' (ou ao vértice A). n

Corolario 1.16 Em todo triangulo, a bissetriz interna relativa a um vértice concorre com

as bissetrizes externas relativas aos outros dois vértices no ex-incentro.
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Demonstracao: Sejam s et as bissetrizes externas dos vértices B e C' de um triangulo
ABC e r a bissetriz do angulo ZBAC'. Seja . o circulo ex-inscrito ao lado BC de ABC,
de centro I, = sNt. Entao, vale que d (Ia; jﬁ) =d (Ia; f@) , ou seja, I, equidistam de

f@ e j@ Logo, I, € r. "

O Teorema 1.17 é uma consequéncia dos resultados acima.

Teorema 1.17 Seja ABC um triangulo de lados AB = ¢, BC = a, CA = b e semipe-
rimetro p. Sejam D, C” e B” os pontos em que o circulo inscrito em ABC' tangencia os
lados BC', C'A e AB, respectivamente, e suponha, ainda, que o circulo ex-inscrito a BC'
tangencia tal lado em D’ e os prolongamentos de AC' e AB, respectivamente, em C’ e B’.

Entao:

(a) BB"=BD =p—bCC"=CD =p—c,AB" = AC" = p — a;
(b) AB'=AC" =p;

(¢c) BD'=BB =p—¢,CD' =CC' =p—b;

(d) C"C" = B"B' = a;

(e) O ponto médio de BC' também é o ponto médio de DD'.

Demonstracao:

Figura 1.10: Circulos inscrito e ex-inscrito relativo a BC' de ABC'.

(a) Pela relacao de congruéncia CH, obtemos AB” = AC” = z, BB” = BD =y e
CC" = CD = z. Consideremos o sistema
rT+y=c
y+z=a
z24+x=0
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Somando ordenadamente essas igualdades, obtemos = + y + z = p e, assim,
r=(x+y+z)—(y+tz)=p—a
Analogamente, obtemos
y=@+y+z)—(r+2)=p—-bez=(r+y+2)—(z+y =p—-c

(b) Sendo AC" = AB’ = u (pela relagao de congruéncia C'H entre os triangulos AC'I,
e AB'I,), temos

2u=AC"+ AB'

=(AC+CC")+ (AB+ BDB')

= (AC+ AB) + (CC" + BB')
=((b+c)+ (CD' + BD')

=b+c+BC=a+b+c=2p

(as igualdades CN = CM e BP = BM decorrem, respectivamente, das congruéncias
CNI, = CMI, e BPI, = BMI,, também garantidas pela relacao de congruéncia CH
entre triangulos retangulos) de modo que u = p.

(¢) Temos que BD' = BB’ e que C D’ = C'C". Por outro lado,

BD =BB =AB —AB=p—c

CD' =(CC"=AC"— AC =p—b.

(d) Facamos a prova de que C”"C'" = a (a prova de B"B’ = a é feita de maneira

andloga):

C"C"'=AC"—- AC" =p— (p—a) =a.
(e) Basta provar que CD' = BD. De (a) e (b) temos, respectivamente, BD =p —b e
CD"=p—b. Portanto, BD = C'D'.
|
O teorema a seguir é de suma importancia para a conclusao da demonstragao analitica

(Teorema 2.12) do problema de méaximos e minimos apresentado na introducao deste

trabalho.
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Teorema 1.18 Sejam ABC' um triangulo, r a bissetriz de ZBAC, I o incentro e I, o

ex-incentro de ABC. Consideremos que os comprimentos dos segmentos BC', AC e AB

sejam respectivamente a, b e c. Temos que:

(a) AT = 2=
o)
ST _ p
(b) Al, = . (é)
Demonstragao:

(a) Na figura 1.10 o triangulo AB"I é retangulo em B”, assim

A AB"
9

cos (£/B"AI) = cos | = —.
Al
Mas pelo Teorema 1.17, AB” = p — a, assim,
Al = %_
cos <5>
(b) Mais uma vez pela figura 1.10, o triangulo ABB’ é retangulo em B’, dessa forma

A\ AB
cos (£/B'AI) = cos | — —.
Al,

2

Como AB’ = p, temos

@)
o
]
N
[N
N——



Capitulo 2

Maximos e minimos: um tratamento

analitico

Neste capitulo recordamos alguns conceitos e resultados de um curso de analise real.
Mais especificamente, o conceito de ponto de acumulagao, derivada e maximo e minimo
de uma funcao de uma variavel dependente a valores reais. De posse deste conjunto de
ferramentas, estaremos a iniciar a primeira verao da demonstragao do problema de méxi-
mos e minimos (Teorema 2.12) apresentado na introdugao. Para este capitulo utilizamos

os livros textos [7], [8], [9] e [1]

2.1 Conceitos preliminares em analise

Defini¢ao 2.1 (Ponto de acumulagao) Um real a é ponto de acumulacao de U C R

quando para todo € > 0, o intervalo aberto (a — €, a + €), de centro em a, contém algum

zeU\{a}.
O conjunto dos pontos de acumulacao de U serd denotado por U’.

Definicao 2.2 Sejam a € R e U C R. Dizemos que a é ponto de acumulagao a direita
de U quando, para qualquer € > 0, o intervalo [a, a + €) tem um ponto de U diferente de
a. Do mesmo modo, a é dito ponto de acumulagao a esquerda de U quando no intervalo

(a + €, a] existe um ponto de U diferente de a, para qualquer € > 0.

Os conjuntos dos pontos de acumulagao a direita e a esquerda de U serao denotados,

respectivamente, por U} e U’.

16
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Defini¢ao 2.3 (Continuidade) Sejam f : U — R uma func¢do definida em U C R.
Dizemos que f é continua em a se para cada € > 0, é possivel encontrar 6 > 0, tal que,

|f () — f(a)] < e sempre que |z —a| < 4. Ou seja,
Ve>0,30>0,zelU |z —al<d=|f(x)— f(a)] <e

Defini¢ao 2.4 (Derivada) Sejam U C R, f: U — R e a € U' NR. Dizemos que f é

derivavel em a quando existe o limite

f/ (a) — lim f(ZL’) B f(a)

r—a Tr — Qa

Em tal caso, f'(a) é a derivada de f no ponto a.

Teorema 2.5 Seja f: U — R derivéavel a direita em a € U NU.. Se fi (a) > 0, entdo

existe  >0talquer e U, a <z <a+0= f(a) < f(x).

Demonstragao: Temos que:

i @ =1 (@)

T—ray xr—a

= 1} (a) > 0.

Pela definicao de limite a direita, tomando € = f% (a), obtemos § > 0 tal que z € U,

a <z <a+tdentao

—f(‘“zig(“)—f;(a) <e:f'+(a);»—f(2:£(&> > 0.
Comoxz—a >0, f(z)— f(a) >0, ouseja, f(x) > f(a). .

Corolario 2.6 Sejaa € UNUL. Se f: U — R ¢é derivdvel a direita em a e tem af um

méximo local, entao f’ (a) < 0.

Demonstracao: De fato, se f) (a) > 0 teriamos pelo teorema anterior que, para cada
x € U a direita e suficientemente préximo de a, f (a) < f (z), o que acarretaria em a nao

ser um maximo local de f.

Corolario 2.7 Sejaa c UNU_ NUL. Se f: U — R é derivavel em a e possui maximo

ou minimo local nesse ponto, entdao f'(a) = 0.
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Demonstracao: Com efeito, se a é maximo local de f, entao f} (a) <0e f’ (a) > 0.

Como f! (a) = f'(a) = f) (a), entao

0< fL(a)=f"(a)=fi(a) 20= f'(a) =0.
u
A seguir enunciaremos e demonstraremos o teorema que sera muito importante para a

demonstracao analitica que faremos. Antes de demonstrarmos o Teorema 2.10, definimos

funcao crescente e decrescente em um intervalo e ponto critico.

Definicao 2.8 Seja f uma funcao definida em R e U um intervalo aberto de R. Dizemos

que f é crescente em U, quando

x1 <xo= f(x1) < f(21),V 21,290 €U
e decrescente em U, quando

r1 < xo= f(x1) > f(21),V 21,29 € U.

Definicao 2.9 Se U C R é um intervalo aberto e f : U — R é uma funcao derivavel.

Dizemos que ¢ € U é um ponto critico de f se f'(¢) = 0.

Teorema 2.10 Seja f uma funcao definida em R, continua em [a, b] e derivivel em (a, b).

Entao:
(i) Se f'(x) > 0 em (a,b), entdo f é crescente em [a, b];
(ii) Se f'(z) <0 em (a,b), entdo f é decrescente em [a, b].

Demonstragao:

Suponha que f'(z) > 0 em (a,b) e sejam z1,z9 € [a,b], com x; < x3. Como f é
continua em [z, x| e derivdvel em (z1,x9), pelo Teorema do Valor Médio, existe xy €
(x1,22) tal que

oy L) = F )

To — 1

Por hipétese, segue que f’(xg) > 0. Sendo x5 — 1 > 0, teremos f (z9) — f (x1) > 0, ou
seja, f(x2) > f(x1). Portanto, f é crescente.

Suponhamos que f é crescente em (a,b). Seja zg € (a,b). Dado outro ponto = € (a,b),

consideremos a razao M, que, pela hipétese, é positiva. Pelo teorema de
r — Tg
f (@) = f (xo)

= f/ (l’o) > 0.

conservacao de sinal, lim
T—T0 T — Xo

(7i) A demonstracao é analoga.
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2.2 Uma demonstracao analitica

Seguindo as ideias em [1] e utilizando as ferramentas apresentadas neste capitulo jun-
tamente com as desenvolvidas no Capitulo 1, daremos uma demonstragao analitica do
problema geométrico (veja Teorema 2.12) cuja estratégia é modelar o problema por meio
de uma funcao de uma varidvel real a valores reais e entao determinar seus maximos

globais. Segue enunciando preciso do problema na forma de teorema.

Defini¢ao 2.11 (Segmento orientado) Dados um angulo ZBAC de vértive A e X um
ponto sobre a reta suporte da bissetriz r do angulo dado. Denotamos por AX o segmento
orientado de A para X. Para cada segmento orientado AX podemos associar um nimero

real AX da seguinte forma

(i) Se X € r pomos AX = z, sendo z o comprimento do segmento de reta AX em

relacao a uma dada unidade de medida;

(ii) Se X ¢ r pomos AX = —uz;

Teorema 2.12 Sejam ABC, com AB # AC, um triangulo e r a reta suporte da bissetriz

do angulo ZBAC'. Os pontos X de r para os quais a razao g—§ é maxima ou minima, sao

o incentro I e o ex-incentro I, relativo ao lado BC' de ABC.

Demonstracao: Sejam a, b e ¢ com b # ¢ os comprimentos dos segmentos BC', AC
e AB, respectivamente. Dado X em r, consideremos o segmento AX = z orientado.

Aplicando a Lei dos Cossenos aos triangulos AX B e AXC, obtemos

S

A
BX = AB —|—AX2 —2AB - AX cos <5> = c? 4+ 2% — 2cx cos (—) ,

).

\V)

N[ )

A
CX2 = AC’2 —|—AX2 —2AC - AX cos <§> =% + 2% — 2bx cos (

Assim,

C'_X2 b2 + 22 — 2bx cos <A)‘

BYX> & + 2% — 2cx cos (é)
2

Considere a fungao f : R — R, definida por f(x) = g:iz Desse modo, o problema

geométrico enunciado no teorema pode ser modelado matematicamente por f, ou seja,
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para determinarmos o ponto X € r devemos encontrar x para o qual f assume seu valor
maximo ou minimo. De fato, primeiramente localizamos seus pontos criticos. Derivando

a funcao f obteremos:

(22— 20008 (1)) (3 + 47 — 20005 (1))

f'(x) = (b2 + 2 — 2bx cos <§>)2

(= 2crcos () (20— 2005 (3))
(54 tocon(3))

= -2 |:(CCOS (é) - $> (62 + 2 — 2bx cos (é»]

(5422~ on (3))

(e aene (2)) (beon (3) )]
(b2+x2 WCOS( >)2

_ COS( >(Cb2+$0_bc — )

= <b2+x2_2b$008 <§A>)

+~”E<c — 0?42z (b—c) COS@))

<b2 + 22 — 2bx cos (‘;‘))

[ z(b+c) +a? cos( >+bccos<§>]

=-2(b-2c) —
<62 + 22 — 2bx cos (%))
Dessa forma,
! 2 A\ A\
f'(x)=0< —x(b+c) + x°cos 5 + be cos ) =0. (2.1)

Em vista do polinémio de grau dois, seu discriminante é dado por:
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A= OF — thecos? ( )
)
#(2) = (:)
N

DO | iy

=02+ ¢ — 2be | 2cos?

:b2—|—02—2bc

:b2—|—cz—2bc (
E

= b% + ¢ — 2bc cos?

l\?|:f>->/_\

2O | )
2O | sy

Assim, os pontos criticos de f sao

:(b—l—c)—l—\/?_aan—l—c 2p P

2 cos (é) 2 cos (é) 2 cos (é) CoS (é) ,

_(b+c)—\/a_2_b+c—a 2(p—a) p—a

2 cos <§)  2cos (é) ~ 2cos @) - cos <§A>

Dai, em vista do Teorema 1.18, os candidatos a maximo ou minimo sao I e [,. Agora,

iremos classifica-los.

Vejamos, inicialmente o caso AB > AC. Neste caso, o sinal da constante —2 (b — ¢) é
positivo e, assim o comportamento de f é dado pelo estudo do sinal da parabola em (2.1).
Desde que o coeficiente de maior grau em (2.1) é positivo entao a esquerda de z;
e a direita de x;, os valores assumidos por f’ sdo positivos e entre x; e z;, negativos.
Entao, pelo Teorema 10, a fungao f é crescente em (—oo, x| U [z, ,+00) e decrescente

em [zr,xr,]. Dessa forma, x; e x;, sdo, respectivamente, pontos de maximo e de minimo

local de f.
Observe que
R 2 2 A
BX c“+x —20xcos<—>
lim f(z)= lim = lim A
r—=400 r—4o00 CX r—+o0o b2 + 12 — 2bx COS (g)

ou seja, f possui uma assintota horizontal y = 1. Para demonstrarmos que x; e x;, sao,
respectivamente, pontos de maximo global e minimo global de f, iremos assumir, por um

momento, que f(zy,) <1< f(zg).
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Figura 2.1: Uma representacao grafica para f.

Por defini¢ao de limite no infinito, dado 0 < ¢ < min{1 — f (zg,), f (x7) — 1}, existem
reais u, v > 0, tais que f(xr,) < f (z) < f(z;) para todo z € (—o0, —u| N [v, +00).

Como 0 < z; < x;, podemos supor que =, xj, € J = [—p,v|. Desde que z; e xj, sdo
os unicos pontos criticos de f em J segue, pelo Teorema de Weierstrass, que z; e xy, sao,
respectivamente, pontos de maximo e minimo globais de f em R.

A seguir, daremos os detalhes que justificam as desigualdades assumidas anteriomente.

Desde que AB > AC entdo 0° < B < C < 180°. Logo,

a7 Cos (Q) 72
O<§§a< ; <1:>O<BI“2:f(a:1a)<1,
a COS <§) C]a
sen(g> BT 2
1< 2 =£=>1<B:IZ—J”(SUI)
sen(%) CI CI

Portanto,
flzr,) <1< fz)).

Para finalizar, vamos determinar os valores de f(x;,) e de f(zy). Explicitamente,

obteremos

cos (g) sen(%)
flar)=—7=% e flzr)=—£-
cos <§) sen(%)
De fato, seja D o ponto em que o circulo inscrito a ABC tangencia o lado BC. Denote

por R e R, os raios dos circulos inscritos e ex-inscritos a ABC| respectivamente.
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Figura 2.2: Os circulos inscrito o ex-inscrito relativo a BC' de ABC.

Como os triangulos CID e IBD sao retangulos em D, tem-se

o —_— E —_
sen ¢ :sen<DC’I>:::i:> I:L
2 cl

CI sen %)
wn(B) = (D) =D B gy R
2 BI BI sen %)

Consequentemente,

~

B_ senRg ) sen (g)

Ty w(l)

Sejam C” e B’ os pontos que o circulo ex-incrito tangencia, respectivamente, os prolonga-

v|Q

mentos de AC' e AB. Pelo teorema do angulo externo temos a igualdade DCC' = A+ B.
Dai, sendo C1, bissetriz temos ITC'\C” = @ e, consequntemente, CTIQ\C’ = g Analoga-

mente, mostra-se que @’ = %. Assim, j& que os triangulos CC'I, e BB'I, sao retos

em D,
~ - el
oS ¢ = cos (C”LL’) = ¥ _ Lt = Cl, = RGA
2 cl, ClI, oS <§>
E 57 5 ]aB/ a a
cos | — | = cos (BLIB’) = = 1t = BI, = 1t —
2 BI, BI, oS <§>
Logo,

o
O
wn
/N
NWWENI e
N———



Capitulo 3

Maximos e minimos: um tratamento

geométrico

Neste capitulo apresentamos os Teorema de Menelaus e em seguida o Teorema de
Ceva. Agora segue um lema técnico que nos auxiliard na demonstracao dos teoremas

supracitados. Para mais informacoes, vide [5].

Lema 3.1 Sejam P e P/, pontos de um segmento AB qualquer. Se
P=PFr.

el
3

= 55 entao,

Demonstracao:  Seja P # P'. Se tivéssemos AP < AP’ obterfamos PB > P'B.
Dali,

AP AP AP AP AP
< < = < ,
PB PB P'B PB P'B

o que contradiz a hipétese. Logo, P = P’. De modo analogo, segue o caso AP > AP’. =

Para a demonstracao a seguir, aderiremos as seguintes convencoes:

i) Dados A e B pontos distintos no plano, AB denota o segmento orientado de A para
B. Dessa forma, os segmentos orientados AB e BA possuem orientacoes diferentes,

assim escrevemos AB = —BA para indicar isso.

ii) Sejam A, B e C pontos colineares. Denotamos:

AB
BC

S| 2
S

se AB e BC' tém a mesma orientagao e

24
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AB
BC

3

caso AB e BC possuam orientacgoes distintas.

Teorema 3.2 (Teorema de Menelaus) Seja ABC um triangulo e A, B’ e C pontos
sobre %, j@ e j@, respectivivamente, todos distintos dos vértices de ABC. Temos
que,

AC' BA' CB'
C'B AC BA

se, e s6 se, A’, B" e C' forem colineares.

Figura 3.1: Teorema de Menelaus.

Demonstracao:  Suponhamos que A’, B’ e C’ sao colineares e t seja a reta que
os contenha. Faremos a demonstracao para o caso onde A" € @ \ BC, B € AC e
C'" € AB, para os demais casos a demonstragao é andloga. Considere a reta t' que passa

por A paralela a reta t e P a interseccao com % Aplicando o teorema de Tales nas

transversais Ag e ﬁ, obtemos

C'B BA ___  AC'-BA
—=—— = AP=——
AC" AP C'B

Da mesma forma, aplicando o teorema de Tales nas transversais A(E e C ﬁ, teremos

¢ _AC  gpo AC-BA

B'A A'P cp

Assim,

AC"-BA AC-HA:>AO BA CB

C'B CB C'B AC BA
:>AC’1%¥ CB{__l

C'B AC BA
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Agora, consideremos que a ultima igualdade acima seja verdadeira. Vamos mostrar
que A’, B’ e (' sao colineares. Para isso, sejam r a reta que passa por A" e B' e C”, o

ponto de intersecao entre r e Ag. Pelo o que demonstramos, temos

AC" BA CB
C"B AC BA

Mas pela hipotese, obtemos

AC"  AC BA AC N AC" AC
C'"B BA CB C'B C'B (B

o que, pelo Lema 3.1, s6 é possivel quando C" = C". .

No texto, o Teorema de Ceva estd como um resultado imediato do Teorema de Mene-

laus.

Teorema 3.3 (Teorema de Ceva) : Sejam ABC um triangulo, A’ € %, B e AC ¢
C' e AB. Temos que,

AC' BA' CB
C'B AC BA

\ Vi \

ya ya
7,
se, e s6 se, AA", BB' e C'C" sao concorrentes ou paralelas.

\
7/,

Demonstracao:  Suponhamos que AA’, BB’ e C'C sejam concorrentes e que A’ € BC,

B € AC e C" € AB, sendo andloga a demonstragao para os demais casos onde as cevianas

sao concorrentes.

AN Vi

7,

Considere O, o ponto comum entre as cevianas ;414/', BB’ e CC". Pelo Teorema 3.2,
<
aplicado aos triangulos ABA" e AA'C, considerando, respectivamente, as retas CC’ e

—
BB, obtemos

AC" BC A0 1:>OA_ AC" BC
C'B AC OA A0 OB AC
e
B'A BC A’O__1:>OA__B’A BC
B'C BA OA A0 OB BA’
Dessa forma,
AC" BA CB AC' BA OB

. ) -1 . .
OB AC BA OB AC BA
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Consideremos valida essa ultima igualdade. Sejam P o ponto de intersecao entre as

S < <
cevianas AA’ e BB' e C”, o ponto de interse¢ao entre ﬁ’ e jﬁ Como AA’, BB e CC"

sao concorrentes, pela primeira parte da demonstracao, obtemos
AC" BA CB ]
C"B A'C BA

Pela hipétese,

AC" AC BA AT N AC" AC
C'"B BA" CB (OB C'B (B

\ Vi
7,

Logo, pelo Lema 2, C” = C’. Portanto, AA’", BB e CC" sdo concorrentes. Suponhamos,

7/,

Vi \
< /AR 7 D) - .
agora que AA’, BB' e CC’ sejam paralelas. Para esta demonstragao estamos considerando

A" e BC, B' € CA \AC e (' € BA \ AB. Aplicando o teorema de Tales nas transversais

B C
/ T
Figura 3.2: Cevianas paralelas.

«—
% e BC', obtemos

BA AB —  BA-AC
=— = AB=———rr—.
AC AC’ A'C
L = = .
Agora nas transversais BC’ e C'B’, mais uma vez pelo teorema de Tales, teremos
AB B'A B'’A-C'B
= — = B = -,
C'B CB CB'
logo
BA'-AC"  B'A-C'B _ A0 BA OB _
AC OB C'B AC BA

_AC BA OB
C'B AC BA
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Considere a ultima igualdade como verdadeira e que AA’ e CC’ sejam paralelas (a de-
X A 4 3 : " / ;/
monstracao é andloga para os demais casos). Existe B” € CA \ AC tal que AA’, BB" e

S~ . L .
C'C’ sao paralelas. Assim, pela primeira parte demonstrada no caso em questao

AC" BA CB" L CB" (OB AC
C'B AC B'A B"A  AC' BA

Como, por hipétese,

AC" BA CB - CB (B AC
C'B AC BA B'A  AC' BA"

assim

CB" CB
B"A  BA

\ Vi

Logo, pelo Lema 2, B’ = B”, consequentemente, AA", BB e CC" sao paralelas.

3.1 Versao trigonométrica do Teorema de Ceva

Para auxiliar a demonstracao do principal resultado desta secao, utilizaremos o lema

abaixo.

Lema 3.4 Sejam ABC um triangulo e AA’, BB’ e CC’ cevianas, com A’ € %, B € /ﬁ
e C' e f@ Temos que

9

s sen (FAF) - sen (©)
c ) en (B)

W sen (C@) - sen <2{)
m - Sen <§-B\14> - sen <6)

A_CY/ sen <m> - sen (B\)
CYI_B sen (CTC(\B> - sen (/T) ‘
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Figura 3.3: Teorema de Ceva, versao trigonométrica.

Demonstragao:
= / / =~ ’
Faremos a demonstragdo para o caso em que A’ € BC, B’ € CA\ AC e (' € AB,
para os demais casos a demonstracao é andloga.

Pela Lei dos Senos aplicada aos triangulos ABA’ e AA'C, obtemos, respectivamente,

BY____AX__ AC _ AA

sen (@) sen (é) sen (m) sen (6) 7

assim
o —lB) gy =0
sen (BAA’) sen <A’AC)
Logo,

BA _ sen (EE/) - sen (6)
AC  gen <m> - sen (E) '
Analogamente, pela Lei dos Senos aos triangulos CAC" e C'C’' B, obtemos

- sen (A\> - sen (E) —
ey N a(oen)

ou seja,
ACT  sen <m> - sen (E)
OB sen (C'OB) - sen (A)

Finalmente, aplicando a Lei dos Senos aos triangulos B'BC', B'BA, teremos

A

sen (CBB') sen (B’BA)
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entao

5 sen (CBB) - sen (7 - A)
T e (BBA) - sen (C)

Q

\‘

Sy
o

Mas, sen <7r - /T) = sen (ﬁ) assim

o sen (CBB) - sen (A)
" sen (BBA) - sen (€)

3
s

Teorema 3.5 (Versao Trigonométrica do Teorema de Ceva) Sejam ABC um tri-
2
angulo, A’, B’ e C' pontos de E(%, A(% e AE, respectivamente. Temos que AA’, BB e

< ;
C'C’ sao concorrentes ou paralelas se, e s se,

sen (AC’C”) ' sen (BAA’) . sen (C’BB’) _1

sen (C@) sen (@) sen (@)

Demonstracgao:
De fato, se %, j@ e jﬁ sao concorrentes ou paralelas, pelo Teorema de Ceva,

teremos

AC" BA CB/_1
C'B AC BA

Assim, pelo Lema 3.4, obtemos

_AC" BA TP

Reciprocamente, se
on (1) s (BAF) sn (CBF)
sen (C@) sen (@) sen (@)
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entao

sen (E—él\fl’) sen <@)

sen (CAZ)  sen (B'BA)

Sen @ Sen (A\ Sen <m> Sen (E) . Sen <_B//-B\/l> Sen (6)
AC" BA OB
“ OB AC BA

\

\
< ? A
Logo, pela reciproca do Teorema de Ceva, AA’, BB’ e C'C" sao paralelas ou concorrentes.

3.2 Uma demonstracgao trigonométrica

A seguir examinamos o mesmo problema geométrico aqui apresentado pelo Teorema
3.6 a luz do trabalho [3]. Neste, a principal ferramenta é a Versao Trigonométrica do
Teorema de Ceva e as propriedade elementares das fungoes trigonométricas seno, cosseno

e tangente.

Teorema 3.6 Seja ABC um triangulo, com AB < AC, r a bissetriz de ZBAC e X €.
BX

A razao = ¢ maxima quando X é o incentro I e minima, quando X é o ex-incentro I,

relativo a BC de ABC.

Demonstragao: Sejam A’ € %ﬂr, B e j@ﬂ W e € j@ N C<’—)(2 Denote por
B" e C" os pontos de intersegao entre o circulo ex-incentro relativo a BC' e as retas jﬁ
e jﬁ , respectivamente.

Considere A = 20, B= 20 e C= 27v. Sejam x e y tais que

XBA=BBA=f+z c ACX = ACC' =~ +y.

Consequentemente, CBB' = g —xe C'CB = v — 1. Observe que, quando X = [,
teremos z = y = 90°, pois as bissetrizes interna B—[> e a externa E]_a) sao perpendiculares.
QuandoX:A’,A/’B\A:Q,Bem:2% logo, x = ey=nr. SeX:I,m:B
e ACX = v, dessa forma, v = y = 0. Agora, quando X = A, XBA = ACX = 0° logo,

r=—[fey=—.
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Figura 3.4: Demonstracao trigonométrica.

Vi Vi \ Vi
7, hY N 7, . , .
Como AA', BB' e CC" concorrem em X, pela Versao Trigonométrica do Teorema de

Ceva, teremos

&
=}
—
I
Q
Q

sen(y+y) sen (8- 2)

). _ | )
)

sen (@) sen (y —y) sen (B + )

pois,
sen <BAA’> sen (a)
E—a. —1.
sen (C’AA’) sen (a)
Logo,
sen (v +y)-sen(f —x)=sen(y—vy)- sen(S+x). (3.1)

Note que, cada fator em (3.1) pode ser expresso da seguinte forma

sen(y) cos(7)
sen(7) cos(y))

sen(y + y) = sen(y)cos(y) |1+ (3.2)
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0 (8 — 2) = sen(8) cos(z [ B sen(x) cos(p)
sen (5 — ) = sen() cos(a) |1 = 5 cos(@} (3.3)
n(y—y) = sen(y)cos [ sen(y)cos (7)
sen (v — y) (7) cos () L () cos (y)} (3.4)
sen ) = sen (8) cos (z sen () cos (B)
(B +x) (B) cos(2) | 1+ s COS(I)] (3.5)

Dal, substituindo (3.2) — (3.5) em (3.1) e apds alguns célculos, obtemos que (3.1) é

equivalente a equacao (3.6)

sen (y)cos(y)  sen(x)cos(f)  tan(y) tan(zx)
= & = : (3.6)
sen (y)cos(y)  sen(f)cos(x)  tan(y)  tan(f)
- BX ¢
Vamos encontrar os extremos da razao —. Quando X = A, teremos que — = —. Por
X cxX b

outro lado, aplicado a Lei dos Senos em ABC, obtemos

P2t (sa0)) ().

c OX sen(28)
Para X # A, aplicando a Lei dos Senos nos triangulos BX A e XC A, obtemos

BX  AX oX  AX

sen(a)  sen(B + x) ¢ sen(a)  sen(y +y)

O que acarreta em

Se X # A, I,, entao cos (x) # 0 e vale que

sen(y) cos(v)
sen(y ) _ W) 1 o] .
sen(f + x) 0(8) cos(z sen(x) cos(/3) .
st |1+ S

De (3.6) e de (3.8) podemos escrever a razao em (3.7) conforme segue

T I
oo S ()

tan (5)



CAPITULO 3. MAXIMOS E MINIMOS: UM TRATAMENTO GEOMETRICO 34

Se X = 1,, teremos

=< sen () - cos ()
BX _ sen () cos (90°) 4 sen (90°) cos () _ cos () _ sen ()
CX  sen(p)cos(90°) 4+ sen (90°) cos (8)  cos(f) sen () - cos (B)

sen (5)

[ sen(y) tan(f)
~ ) \tan(n) )
: . BX .
Assim, a razao ox pode ser representada pela fun¢ao f(X), com X € r, dada por

cos (y) X 41,
-1y
tan (y)' = ¢

Desde que f > 0, podemos considerar a funcao f?, para X em r. Assumindo, por um

momento, que
2 2
| < cos” (y) _ tan” (3)
cos? (z) ~ tan?(v)
BX BX

segue que a razao —— ¢ maxima quando X = I,. Além disso, ——
sted OX E “ CX

(3.9)

¢ minima quando

2
cos” () ¢ menor possivel, isto é, quando
cos? (z)
2
oS
S W) )y y—0e X =T
cos? ()

A seguir, aprersentamos os detalhes que justificam as desigualdades em (3.9). Inicial-

mente, note que

1 sen? (1) + cos? ()
cos’ (y) _cos? (z) cos? (x) B tan? (z) + 1
cos?(x) 1 sen’(y) +cos’(y)  tan®(y) + 1 (3.10)
cos? (y) cos? (y)

tan (y) _ tan (x)
tan () tan(5)

De (3.6) temos a identidade = ), logo podemos escrever as seguintes

igualdades
tan® (z) = EZEE Ei; -tan® (B)
tan? () = 20 o (o)
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consequentemente, podemos reescrever (3.10) da seguinte maneira

tan? (y)
cos? (y) _ tan? (x) + 1 _ tan’ (y) -tan® (B) +1 _ A tan?(8) + 1 (3.11)
2 tan(y) +1  tan? A tan?(y) +1° ‘
o T T )y )
Sendo AB < AC, entdao v < 3, o que acarreta em tan (y) < tan (3). Dai, tem-se
tan? tan?
tan® () - tan? (3) - tz; Ezi + tan? (y) < tan? () - tan? (3) - t:EQ Eg; + tan? (B)
equivalentemente,
t 2 t 2
tan? (7) - t:EZ Ez; -tan? (B) + 1] < tan? (33) - [terllQ ((zi ~tan® (7) + 1
ou ainda, ,
tan* (y)
tan® (7) i _ tan® (9 (3.12)
tan? tan? () ‘
E

Finalmente, de (3.11)-(3.12) segue a desigualdade em (3.9). n



Capitulo 4

Conclusao

Mostramos, assim, que dados ABC' um triangulo qualquer e r a bissetriz de ZA, os
BX

ox assume seus valores extremos sao o incentro e o

pontos X para os quais a razao
ex-incentro relativo a BC' em ABC.

Com auxilio dos resultados do Capitulo 1 pudemos demonstrar o resultado apresentado
em [1] que, nesse trabalho, chamamos de Demonstracao Analitica. A nossa contribuigao
foi na linha de expandir e detalhar a demonstragao em [1]. Mais especificamnte, deixamos
demonstrado por meio da andlise criteriosa relacionada a valores extremos de fungoes de
uma variavel a valores reais que o incentro e o ex-incentro sao de fato extremantes do
problema geométrico declarado no Teorema 2.12.

No Capitulo 3, mostramos o poder da trigonometria na demonstracao de resultados
geométricos nao tao elementares. A demonstracao do Teorema 3.6 é o segundo caso da
apresentada em [3] e, particularmente, é uma das demonstra¢oes mais bonitas apresen-
tadas neste trabalho. Infelizmente, nao apresentamos aqui a generalizacao desta razao
extremal, que é um dos possiveis estudos posteriores a este trabalho que sugerimos. Indi-
camos [2| para mais detalhes.

De forma geral, esperamos que este trabalho, que é uma resolugao de um problema
geométrico, motive outros com o mesmo objetivo e que, além disso, seja um auxilio na

demonstracao de outros resultados geométricos relativos a maximos e minimos.
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