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Resumo

Este trabalho apresenta alguns métodos para determinar a solucao de uma recorréncia
linear. Estes sao divididos em duas categorias, sendo chamado de método tradicional aqueles
que utilizam de composicao de funcoes exponenciais e aqueles que a solucao é obtida pelo uso
de fungoes geradoras. O outro é o chamado método de BenTaher-Rachidi, que consiste em uma
abordagem para inverter as matrizes de Vandermonde e, consequentemente, obter a solucao
particular de recorréncias lineares. Finalmente, com o software Scilab, sao destacadas algumas
das vantagens e desvantagens ao abordar através do método apresentado por BenTaher-Rachidi.

Palavras-chave: Recorréncia Linear, Fungoes Geradoras, Matriz de Vandermonde.



Abstract

This paper presents some methods to determine the solution of a linear recurrence. These
are divided into two categories, being called the traditional method those that use the compo-
sition of exponential functions and those that the solution is obtained by the use of generating
functions. The other is the so-called BenTaher-Rachidi method which consists of an approach
to invert Vandermonde matrices and consequently to obtain the particular solution of linear
recurrences. Finally, with Scilab software, some of the advantages and disadvantages of the
approach through the method presented by BenTaher-Rachidi are highlighted.

Keywords: Linear recurrence, Generating Function, Vandermonde matrix.
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Capitulo 1

Introducao

Relagoes de recorréncia sao amplamente estudadas nas diversas dreas do conhecimento. Seu
uso na matematica aparece desde a antiguidade, sendo encontrada durante o século I no livro
Metrica, escrito pelo matematico Heron de Alexandria, onde mostra como aproximar uma raiz
quadrada através de uma sequéncia recorrente [15].

Em 1202, Leonardo de Pisa, também conhecido como Fibonacci, em seu livro Liber Abaci
resolve um famoso problema descrito no Capitulo 12 de seu livro sobre a reproducao de coelhos,
gerando a conhecida sequéncia de Fibonacci que pode ser descrita por uma recorréncia. Na area
da analise matematica, também pode ser encontrado o método de Newton-Raphson, divulgado
em 1690, que permite determinar raizes de funcao de forma recursiva. No campo da analise
combinatoria, diversos problemas podem ser modelados por recorréncias, como por exemplo
o jogo proposto pelo matemético francés Edouard Lucas em 1883 conhecido como Torre de
Hanoi.

Apesar dessa relagao aparecer ao longo da histéria em diversos periodos, a definicao for-
mal de sequéncias definidas em funcao de seus préprios termos, conhecida como relacao de
recorréncia, nasce entre o final do século XIX e inicio do século XX [17].

Atualmente, o estudo de sequéncias recursivas tem ganhado grande importancia devido a
facilidade de implementacao de algoritmos que usam desse artificio na resolucao de problemas
computacionais.

Academicamente, os alunos tém seu primeiro contato com esse tépico durante o ensino
médio, onde se é abordado de forma implicita o estudo das progressoes aritméticas e geométricas.
Apesar de nao aprofundado durante esse periodo, frequentemente é utilizado como um recurso

na resolucao de problemas de olimpiadas de mateméatica (OBMEP, OBM, entre outras).



Nesse trabalho temos o intuito de estudar recorréncias apresentando métodos tradicionais,
visto em geral nos cursos de matematica, como também métodos menos divulgados na literatura
para obtencao da solu¢ao de uma recorréncia.

No Capitulo 2 apresentamos as formulas mais relevantes e os contelidos que sao necessarios
para melhor compreensao dos tépicos seguintes, realizando um estudo de sistemas lineares,
matrizes e polinomios.

No Capitulo 3 trabalhamos com mais detalhes as diferentes resolugoes utilizando os métodos
tradicionais de resolucao de recorréncias, usualmente abordados em livros de graduacao como
[1] e [5].

No Capitulo 4 mostramos o método de resolucao de recorréncias apresentado no artigo de
BenTaher-Rachidi, [2], e realiza-se comparagoes desse método com um dos métodos previamente
apresentado no Capitulo 3, destacando vantagens e desvantagens na solucao de cada um dos
métodos computacionalmente.

Por fim, apresentamos as consideracoes finais e em anexo o cédigo utilizado na obtengao dos

graficos mostrados no Capitulo 4, encerrando com a bibliografia utilizada ao longo do texto.



Capitulo 2

Conceitos Basicos

Neste capitulo sao abordados temas fundamentais para determinagao da solucao de uma
recorréncia linear através do conceito de sistema linear e suas representagoes. Também serao
apresentados os conceitos de polinomios e suas propriedades, juntamente da definicao de matriz
de Vandermonde, conceitos esses que sao utilizados ao longo do trabalho nos capitulos seguintes.

Utilizamos as seguintes referéncias para a confecgao deste capitulo [3], [8], [11].

2.1 Sistemas lineares

Definicao 1 Dados os niumeros reais aq, ..., Qy,, B, a equagao
a1r1 + ...+ apx, = 0,

onde x; € R € chamado de equacao linear sobre R nas incognitas x, ..., x,. Uma solug¢ao dessa

equagdo € a sequéncia (by, ..., b,) tal que anby + ... + apb, = B.

Exemplo 1 A equacgao x1+ 319 —x3 = 5 € uma equacao linear que admite como uma possivel
solugdo a terna (1,1, —1), ou seja, x1 = 1, xo = 1 e x3 = —1 satisfazem a equa¢ao x1+3x2—x3 =

5.

Definicao 2 Um sistema com m equagoes lineares é um conjunto de m equagoes lineares con-
sideradas simultaneamente. Uma solugcao de um sistema é uma n-upla (cq, ..., ¢,) de nimeros

reais que € solucao simultanea de cada uma das equagoes do sistema.

Um sistema linear com m equagcoes, cada equagao com n incégnitas, pode ser representado

como mostrado em (2.1):



a;1ry + apxs + ... + apxr, =

a21T1 + 9299 + ... + aAonTy — C2
(2.1)

\ 1,1 + AmZT2 + ... + A1mTn = Cm

Exemplo 2 Considere o sistema linear

3I1 + 7ZE2 + 4£L'3 = 1
2331 -+ 41’2 + 5%’3 = 3

Uma solugao desse sistema de 2 equagoes e 3 incégnitas é dado por (—1,0,1), ou seja,
1 = —1, o = 0 e x3 = 1, pois essa terna, em particular, satisfaz ambas equagoes lineares

stmultaneamente.

Vejamos agora algumas propriedades de um sistema linear.

Dado um sistema linear de m equagoes e n incognitas, as solugoes desse sistema linear nao
se alteram ao realizar as seguintes operagoes:

a) Permutacao: Trocar a posigao de duas linhas entre si.

Considere (zy, 2, ...x,,) solucdo do sistema linear (2.2),

a11T1 + 122 + ... + ATy = b1

211 + A29T9 + ...+ Aonly = b2 (2 2)

| @m1T1 + 2Ty + o F AT = b

Note que pela definigao de solu¢ao de um sistema linear, a n-upla (x1, s, ..., z,,) deve satis-
fazer simultaneamente todas as equagoes lineares, assim ao trocar alguma das linhas de posicao,
a solucao nao sera alterada.

b) Multiplicagao por escalar (diferente de zero): Multiplicar toda uma linha por um
mesmo escalar.

Note que se (z1, xa, ..., ) é solucao da equacao linear, ag1x1+...+ap, T, = by, ao multiplicar
por um real A # 0, a equagdo \ag1x1 + ... + Aag,x, = Ab, também é satisfeita pela solucao
inicial, pois Aag1z1 + ... + Aagn®n = AMag121 + ... + @pny) = by

¢) Soma de composicao de linhas: Somar linhas do sistema em questao multiplicadas

por um escalar.



Se (x1, xa, ..., T,) € solucdo da equagao linear, a;x1+ ...+ ainT, = b; € ajyx1+...+ajn T, = bj,
entdo (an + Aaj1)x1 + ... + (@i + Aaj,)z, = b; + Ab; também é satisfeita por essa solugao. De
fato,

(Clz‘l + /\aj1>ZE1 + ...+ (am + )\ajn)xn = a;1T1 + )\ajlxl + ...+ apnT, + )\ajnxn
= (a1 + Aaj1)z1 + oo+ (i + Aajn )T = a1 + oo + @iy + Majzr + ..o+ ajpy)
= (aﬂ -+ )\ajl)ml + ...+ (am + )\Cljn).flﬁn =b; + )\bJ

Essas propriedades podem ser utilizadas na obtencao das solucoes de sistemas lineares.

Um sistema linear é classificado de acordo com o nimero de solugoes, sendo incompativel
quando nao admitir solucao, compativel determinado se admitir somente uma solucao e
compativel indeterminado quando admitir infinitas solugoes.

Um sistema linear compativel e determinado como definido anteriormente é um sistema de
equacoes lineares que apresenta somente uma solucao satisfazendo todas as equagoes simultane-
amente. Tais sistemas podem ser apresentados através de m equacoes lineares de m incognitas
cada.

Existem métodos conhecidos na obtencao da solucao desse tipo de sistema, como por exem-
plo o método de Cramer, adigdo e do escalonamento. Apresentamos somente o método do

escalonamento.

2.1.1 Meétodo de eliminacao de Gauss

Utilizando as Propriedades (a), (b) e (c¢) o sistema linear (2.1) quando compativel determi-

nado e m = n pode ser representado na forma escalonada (2.3).

/

anxry + apre + ... + almxm =
aory + ... + Ao2nTm = C_2
(2.3)
L GmmTm = Cm
. . . Cm
Apresentando como solugao do sistema o conjunto (z1,zs,...,x,,) tal que x,, = —— e
mm
k-1
c_k_ E Almn—iLm—i
—
T = : ,onde ke N, com 1 <k <m—1.
Ak

Exemplo 3 Determine a solugdo do sistema linear compativel determinado (2.4) utilizando o

método do escalonamento.



21’1 + 51’2 - X3 = 5
T + X9 - 2ZE3 = =5 (24)
—41‘1 + 21’2 + T3 = 3

Utilizando a Propriedade a) em (2.4) é possivel reescrever o sistema como (2.5).

T + X9 — 2553 = =5
25[51 + 5252 - X3 = 5 (25)
—41'1 —f- 25(]2 + xT3 = 3

Através da Propriedade c) em (2.5) € possivel eliminar a primeira incégnita da sequnda e
terceira linha fazendo duas vezes a linha um, menos linha dois e quatro vezes a linha um, menos

linha trés, respectivamente, obtendo (2.6).

Ty + i) - 21’3 = =5
233’2 — 9373 = =23

Utilizando a Propriedade b) € possivel simplificar a linha dois de (2.6) multiplicando todos

0s termos por um terco, resultando em (2.7).

Ty + i) - 2133 = -9
—xy — T3 = —D (2.7)
21’2 — 91‘3 = —-23

Por fim, basta utilizar novamente a Propriedade c) em (2.7), fazendo duas vezes a linha

dois, mais linha trés.

Ty + i) - 21:71 = =5
—xy — x, = b (2.8)
—11z,, = -33

Obtendo o sistema escalonado (2.8), onde € possivel obter x3 = 3 da terceira linha. Substi-
tuindo na sequnda linha se obtém xo = 2 e finalmente da primeira linha x4 = —1.

Logo, a terna (—1,2,3) € solu¢ao do sistema linear.

Todo sistema linear pode ser representado através de sua forma matricial, ou seja, o sistema

linear (2.9)



(
a11r1 + a1y + ... + ATy, = bl
a21r1 + Qo2 + ... + QopTy = bz
(2.9)
A1 + GimTs + ... + QmTn = bn

pode ser representado por Ax = b, onde

a1 a1 ... Qip T bl
921 Ao29 ... QA9pn i) bg
A= o z= b=
m1 Am2 ... Gmp T bm
L J4 mxn L 4 nx1 L 4 mx1

Através da forma matricial de um sistema linear é possivel determinar mais propriedades e
explicar a unicidade da solucao no caso compativel e determinado.

Para estudar um sistema linear no seu formato matricial é importante estudar o determi-
nante associado a essa matriz. Entao, dado um sistema linear existe uma matriz associada a
esse sistema. Assim, estudar esse sistema linear é estudar a sua matriz associada.

Vejamos como efetuar o calculo do determinante através do Teorema de Laplace.

Defini¢ao 3 O cofator de um elemento a; j de uma matriz A € um escalar dado por Cof(A,; ;) =
(—1)"*det(A; ), onde det(A; ;) € o determinante da matriz A ao se retirar a i — ésima linha

e j — ésima coluna.
Com isso, é possivel calcular o determinante de uma matriz A de ordem n.

Teorema 1 (Teorema de Laplace) Dado uma matriz A de ordem n, seu determinante é

dado por
det(A) =Y ai;- Cof(Aiy),
i=1
ou ainda,
det(A) = Z aij - Cof(Asy)
j=1

de acordo com a escolha da i — ésima linha ou j — éstma coluna.

Exemplo 4 Seja uma matriz de ordem 2 da forma

a11 A12

A:

Q21 A22



seu determinante € dado por

det(A) = Q711 * Q22 — A21 * A12.
Exemplo 5 (Regra de Sarrus) Seja uma matriz de ordem 8 da forma

ail aig Aais
A= 21 Qg2 Q23 | >
az1p azz Gaz3

seu determinante é dado pela expressio (2.10).

det(A) = (a11-a20-a33+a12-a23-a31+a13-A21-A32) — (A31-G22-A13+a91 - A12-A33+a11 - A32-A93). (2.10)

A partir de uma matriz A é possivel definir outras matrizes como por exemplo a matriz
transposta e a matriz inversa, essa ultima se A é uma matriz quadrada.

Vejamos a seguir a definicao de matriz transposta.

Definicao 4 Seja a matriz

aiy a12 e QA1n
G21 Q22 ... Q2
A= ,
m1 Am2 ... Qmn
L 4 mxn

a matriz transposta de A, representada por At, é a matriz onde o elemento da i — ésima linha e

j—ésima coluna de A se encontra na j—ésima linha e i—ésima coluna de A', respectivamente,

ou seja,
a1 921 RN QAn1
a12 9292 Ce (07%]
Al =
A1m A2 .. Qpm e

Através de propriedades do determinante é possivel obter propriedades do sistema linear

associado. Vejamos algumas propriedades do determinante.

Proposicao 1 Sejam A, B matrizes de ordem n. Entao valem

Prop. 1: Se A apresenta uma linha ou coluna em que todos seus elementos sao combina¢ao

linear de outras linhas ou colunas, respectivamente, entio det(A) = 0.

8



Prop. 2: Se A tem todos seus elementos multiplicados por uma constante k, entdo seu
determinante serd dado por k™ - det(A).

Prop. 3: O determinante de A € igual ao de sua transposta, ou seja, det(A) = det(A").

Prop. J: Ao trocar duas linhas ou colunas entre si de A, seu determinante serd multiplicado
por (—1).

Prop. 5: O determinante de uma matriz triangular, ou seja, uma matriz em que todas as
entradas abaizo ou acima da diagonal principal sao nulas ¢ dado pelo produtorio dos elementos
da diagonal principal.

Prop. 6: O determinante da matriz resultante do produto de matrizes quadradas € o produto
entre os determinantes de cada matriz, ou seja, det(A - B) = det(A) - det(B).

Prop. 7: O determinante de uma matriz nao é alterado ao adicionar uma combinagao linear

das linhas ou colunas a uma outra linha ou coluna, respectivamente.
O item 7 da Proposicao 1 representa o Teorema de Jacobi [3].

Definicao 5 A inversa de uma matriz quadrada A, quando existir, € a matriz represetada por
A7t tal que AA™Y = A7YA = I, onde I é a matriz identidade formada por um em sua diagonal

principal e zero em suas demais entradas.

Voltemos a resolucao do sistema Az = b. Para problemas em que a matriz A é uma matriz
invertivel, a solucao do problema em questao é dado por z = A~1 - b.
Assim, faz-se necesséario determinar a inversa de uma matriz. Para isso, utiliza-se o conceito

de matriz adjunta de A, representada por A.

Definicao 6 Seja uma matriz A quadrada de ordem n, sua matriz adjunta € dada pela expressao

9t

[ Cof(An) Cof(Asn) ... Cof(Aw)
- COf;Au) congm) OofﬁAm) (2.11)
| Cof(A1) Cof(Az) ... Cof(Aum)

E com isso é possivel apresentar o Teorema 2.

Teorema 2 Dado a matriz quadrada de ordem n, entdo A- A= A- A= det(A)l,.



Demonstragao: Note que o termo da ¢ — ésima linha e j — ésima coluna do produto

A - A é dado por

det(A) se i=j,
CLHCOf(Ajl) 4+ ...+ ClmCOf(Ajn> =
0 se i # 7,
pelo Teorema de Laplace e Propriedade 1 da Proposicao 1.

De forma anéloga esse resultado é obtido para A - A, obtendo A- A= A- A = det(A)l,. =

Corolario 1 Uma matriz quadrada A de ordem n € invertivel se e somente se det(A) # 0.

Demonstracao: Se A é invertivel, existe matriz A~! tal que A-A~! = I. Pela Propriedade

6 da Proposicao 1,
1

~ det(A)

Como o determinante de A~! deve existir, conclui-se que det(A) # 0.

det(A) - det(A™') =1 = det(A™)

A volta decorre diretamente do Teorema 2, pois

. 1 _
A A=A A=det(A), = A -
U= A A= Gaa

ou seja, se det(A) # 0, existe a inversa de A dada por A~ = mz. .

Os principais conceitos como as demonstracoes referentes a determinantes de uma matriz
nao sao apresentados de modo formal, atentando apenas a regras praticas para seu uso. O
leitor que apresentar interesse pode encontrar mais informagoes na referéncia [7].

Vejamos mais um exemplo.

Exemplo 6 Determine a matriz inversa associada ao sistema linear (2.12) e sua solugao.

2951 + 22 + a3 = 0
I + 21’2 — T3 = 3

Escrevendo o sistema linear 2.12 na sua forma matricial, Ax = b, tem-se

2 1 0 T 0
-1 3 =2 ||z |=]1
1 2 -1 T3 3

Primeiramente, note que A € inversivel, pois ao aplicar a formula obtida no Ezemplo 5,

det(A) = —6, logo det(A) # 0.

10



Tomando a matriz

a d g
A =10b e n|,
c f 1
pela definicao de matriz inversa € possivel escrever a rela¢ao
2 1 1 a d g 1 00
-1 3 =2 |-({b e h|=|0T10],
1 2 -1 c f 1 00 1

obtendo trés sistemas lineares apresentados a sequir.

20+ 1b+le=1 2d+le+1f =0 29+ 1h+1i=0
—la+3b—2c=0 , —1d+3e—2f=1 , —1g+3h—2i=0 .
—la+2b—1c=0 —1d+2 —1f=0 —lg+2h—li=1

Resolvendo os sistemas lineares,

—1 -1 5 1 1
“T6 2 T 2 T
-1 5 1 -7
f== 9=5 5 =g
Assim,
-1 =1 5
6 2 6
A7l = 1 -1
2 2 2 !
5001 -1
6 2 6
e consequentemente € possivel obter
-1 -1 5
T 2 6 0 2
r=A=x= % % =1 1| =z=1| -1,
5 1 =7
i 2 3 —3

ou seja, r1 =2, ro = —1 e x3 = —3.

2.2 Matriz de Vandermonde

A matriz de Vandermonde é um tépico importante a ser abordado, pois estard associado
na resolucao de sistemas lineares por meio do método de BenTaher-Rachidi, topico dessa dis-

sertacao. Segue sua definigao.

11



Definigao 7 Uma matriz de Vandermonde é uma matriz em que suas linhas (ou colunas) sdo

formadas por progressoes geométricas com primeiro termo igual a um.

Teorema 3 O determinante de uma matriz de Vandermonde de ordem n na forma

1 1 1
ay a2 an
_ 2 2 2
M=1 a a ... da ; (2.13)
ap™t ayt oo an!
L 4 nXn

¢ dado por:

det(M) = [ [(a; — ;) (2.14)

1<j

Demonstragao: A prova sera feita por indugao em n. Paran = 2, temos a determinante

= a2 — a4y,
a; Qg

que se verfica de imediato.

Agora supondo que a afirmacao é valida para uma matriz de Vandermonde M de ordem
n (2.13), basta provar que a expressao (2.14) é vélida para uma matriz de Vandermonde de
ordem n + 1.

De fato, seja M uma matriz de Vandermonde de ordem n + 1, entao

1 1 1
a; Qs ... Qp

det(M)=| 2 7 (2.15)
ay ay ... Gy

Seja C; a 1 — ésima coluna da matriz M, utilizando a Propriedade 7 da Proposigao 1 sobre
determinantes, ao fazer a operagao C; = C;—C4, com ¢ > 1, o determinante de (2.16) permanece

igual ao determinante de (2.15).

10 0
a; Ay — @ ... Gpip— @
det(M)=| " "* b T (2.16)
ai az —ay Upyy — OF
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Seja L; a i — ésima linha da matriz M, utilizando a Propriedade 7 novamente, fazendo
a operagdo L;y1 = L;y1 — a;L;, com ¢ > 1, o determinante de (2.17) permanece igual ao

determinante de (2.16).

1 0 0
0 as — a Apel — Q
det(M) = T oo (2.17)

0 af —ablay ... aly; —alia
1 0 0
0 a9 — A Apy1 — A1

= det(M) =
0 (ag—ay)ay™" ... (@np1 — ar)ali;

Por fim, pela Propriedade 2 dos determinantes, basta colocar em evidéncia o termo a; — a;

de (2.17) para cada coluna com ¢ > 1, obtendo (2.18).

1 0 0
o 1 ... 1

det(M) = (as — ay)...(Gpy1 — a1) . (2.18)
0w

Aplicando o Teorema de Laplace em (2.18), para a primeira linha, é possivel escrever o

determinante como apresentado na equagao (2.19).

1 1
det(M) = (ag — ay)...(aps1 — a1) : ) (2.19)
az~! a1
onde,
| 1
= H(aj a;)
a2_1 GZH !

¢ a hipotese de indugao.
Logo,

det(M) = [ [ (a; — ),

1<j

para todo n natural maior ou igual a dois. "

13



1 1 1

Exemplo 7 Calcule o determinante da matriz A= | 3 —2 1

9 4 1
Primeiramente observe que A é uma matriz de Vandermonde. Utilizando a regra de deter-

minantes para matrizes de Vandermonde, pode-se calcular o determinante pela formula (2.14),

sendo assim,
det(A) = (=2 —3)(1 —3)(1 — (—=2)) = det(A) = =5-(—2) -3 = det(A) = 30.

Outra forma para o cdlculo da determinante da matriz A é dado ao se aplicar a regra de

Sarrus, apresentada no Exemplo 5. De fato,
det(A)=(1-(-2)-141-1-941-3-4)—-(9-(-2)-14+3-1-14+1-4-1)
= det(A) = (—2+9+12) — (18 4+ 3 +4) = det(A) = 19 + 11 = det(A) = 30.
Nas se¢oes seguintes apresentaremos o conceito de polinomio caracteristico de uma matriz.

Esse conceito relaciona um polinomio com uma matriz através de seu determinante. Por isso

se faz necessario o estudo de algumas caracteristicas dos polinomios.

2.3 Polinomios

Nessa secao é apresentado algumas caracteristicas importantes de polinomios como seu
valor em determinado ponto e métodos para o cédlculo da raiz de um polinomio. Em seguida é

apresentado como calcular a derivada de um polinémio qualquer de grau n.

Defini¢ao 8 (Polinémio) Os polinémios ou fungéoes polinomiais sao um caso particular de

n

funcao, sendo formado pela soma de monomios, ou seja, termos do tipo a,x", onde a, € uma

constante, x,, € uma varidvel e n € um numero natural.

Escrevemos de modo geral,
p(l’) = anxn + anflmn_l + ...+t a1x + ag.

Um polinomio pode ser classificado de acordo com seu grau.

Defini¢ao 9 (Grau de um polindémio) O grau de um polindmio de uma varidvel é o maior

valor de n tal que a, # 0.
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Exemplo 8 A fungdio pi(x) = x® — 22 é um polinomio de grau trés. Jd a funcao ps(z) =
522 — 3z +42/? nao € um polinémio, pois um de seus termos apresenta x elevado a um nimero

nao inteiro, ou seja, nao € um MonoOMio.

As fungoes polinomiais podem assumir valores diferentes de acordo com a escolha do valor

de seu dominio. Esses resultados serao chamados de valor numérico do polinomio.

Definicao 10 O wvalor de um polinomio € o valor que a funcdo assume para um dado ponto de

seu dominio.

Exemplo 9 Seja o polinomio p : R — R, tal que p(z) = 2* — 8. Entdo o valor que p assume

para os valores de seu dominio x =0 e x = 2, € respectivamente, p(0) = —8 e p(2) = 0.

Os valores do dominio que satisfaca a equacao p(r) = 0 apresentam grande importancia,

sendo esses valores chamados de raizes, definido a seguir.

Defini¢ao 11 (Raiz de polinémio) A raiz de um polinémio p € o valor de x em seu dominio

que satisfaz a equagdo p(x) = 0.

No Exemplo 9 é possivel afirmar que x = 2 é uma raiz de p(z) = 2® — 8. O Teorema a seguir
afirma a respeito da existéncia de raizes em um polinémio qualquer de grau maior ou igual a

ui.

Teorema 4 (Teorema Fundamental da Algebra) Seja p um polinémio complexo, com grau

maior ou igual a um. Entao eziste zg € C que satisfaz p(zg) = 0.

O Teorema Fundamental da Algebra também assegura que um polinomio de grau n com
coeficientes complexos apresenta n raizes nao necessariamente distintas. Informacoes adicionais
em relacao ao Teorema podem ser encontradas na referéncia [6].

As raizes de um polinémio podem exigir técnicas diferentes, de acordo com seu grau, para
serem obtidas. Vejamos para os graus 1 e 2.

Um polinémio de 1° grau é um polinomio em que o expoente mais alto de x é um, sendo

assim pode ser escrito como p(z) = ax + b, onde a,b € R, a # 0. Entao,

px)=0=ar+b=0=2=—.
a

—b
Logo, a raiz de um polinomio de 1° grau é dado por z = — e pelo Teorema Fundamental
a

da Algebra é possivel garantir que essa é a Unica raiz existente.
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Exemplo 10 Seja p: R — R o polinomio p(z) = —2x 4+ 8. Como p é um polinémio de grau

um, sua raiz € dada por x =4, pois p(4) = 0.

Um polinomio de 2° grau é um polindmio em que o expoente mais alto de x é dois. Os
polindomios de segundo grau siao da forma p(z) = az? + bx + ¢, onde a,b,c € R,a # 0. Para
determinar suas raizes é necessario a seguinte manipulacao.

) , b ¢ b\’ b\’ ¢
ar"+brxr+c=0=2"+-2+-=0=(z2+—|) —|—) +—-=0.
a a 2a 2a a

Completando quadrados, obtemos

b\> B dac b Vb2 — dac
rt— ) =— s =g
2a 4a2 4a? 2a 2a

Fazendo A = b? — 4ac, entao
b+ VA

o (2.20)

X

A férmula (2.20) é conhecida como férmula de Bhaskara.

Os problemas que envolvem determinar as raizes de um polinomio de segundo grau com
coeficientes constantes sao classificados em 3 casos, sendo eles:

a) A > 0; neste caso o polinomio admite duas raizes reais distintas,

b) A = 0; neste caso o polinomio admite duas raizes reais iguais,

c) A < 0; neste caso o polinomio admite duas raizes complexas conjugadas entre si.

Exemplo 11 Determine a raiz do polinomio p(z) = x* — 3z + 2.

Primeiramente, € possivel afirmar que o polinomio apresenta duas raizes distintas, pois
A=V —dac=A=1>0.

Com 1isso,

—b+ VA —(=3)+V1
==

v 2% 2(1)

Logo, x =1 ou x = 2 sao as duas raizes de p.

As férmulas utilizadas para polinomios de ordem 3 e 4 sao de forma geral complexas e
nao praticas, sendo utilizadas apenas em 1ltimo recurso. Para polinomios de grau superior a 4,
Galois [4] mostra nao ser possivel criar uma férmula geral para o cdlculo de suas raizes. Quando
o polinomio apresenta raizes racionais o uso de técnicas como a pesquisa de raizes racionais e

o dispositivo pratico de Briot-Ruffini costumam ser mais convenientes.
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Teorema 5 (Pesquisa de raizes racionais) Dado o polinomio p(x) = ap,x™ + a, 12" ' +
... + asx?® 4+ a1 + ag, caso o polindmio apresente alguma raiz racional, essa raiz serd da forma

r 7/ . . Ve . .
x = —, onder € um diwisor de ag e s € um divisor de a,,.
s

~ . . . . r
Demonstragao:  Suponha que p admite uma raiz racional, ou seja, p (—> = 0, onde
S
mde(r, s) = 1.
Assim,

r\" ry\n-l T\ 2 r
n, (—) + ap—1 <—> + ..t ag <—> +ap <—> +ap=0
5 5 s s

= —aos" = 1(anr" 7 F ap1r" s+ A agrs™ T2 4 ays" )

Como 71 s, entao r | ag, pois —ags™ = r - k, com mdc(r,s) =1 e k € Z.

Da mesma forma,
~1 2 .n—2 ~1 ~1
=" = 8(An_ 1" o aer ST agrs T aps™ ).

E, analogamente, como s { r, entao s | a,, pois —a,r" = s- k', com mde(r,s) =1l ek’ € Z. m

O dispositivo pratico de Briot-Ruffini é utilizado para realizar divisoes de polindmios onde
o divisor deve ser um polinomio de primeiro grau.

Seja p(x) = a,a™ + ... + a1z + ag, para calcular a divisao de p(z) por x — r, utiliza-se o

algoritmo a seguir:

Figura 2.1: Dispositivo pratico de Briot-Ruffini.

O termo b,_; é sempre igual a a,, enquanto os demais sao obtidos por by = by 17 + agi1.
Basta seguir esse procedimento até o ltimo coeficiente, sendo ¢ o resto da divisao polinomial
p(z)/(x —r). Caso p seja divisivel por r, ou seja, ¢ = 0, entdo é possivel determinar as demais

raizes de p através da equacao b,_ ;2" ! + b,_ox™ 2 + ...+ bz + by = 0.

Exemplo 12 Determine todas as raizes do polinémio p(x) = x> — 4% + 6x — 4.
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Utilizando a técnica de pesquisa de raizes racionais, caso p admita uma raiz racional, ela

deve ser uma das sequintes opgoes:

r € {£1,+2, +4}

Note que o inico valor que satisfaz p(x) = 0 ocorre quando x = 2, logo essa € a tunica raiz
ractonal de p.
Utilizando o dispositivo prdtico de Briot-Ruffini, € possivel reduzir o problema para a equacdo

de sequndo grau z* — 2x +2 = 0, como apresentado na figura 2.2.

2| 1 —4 6 —4

Figura 2.2: Dispositivo prético de Briot-Ruffini para p(z) = 23 — 422 + 62 — 4.

A equagio x*—2x+2 = 0 tem A = —4 < 0, logo apresenta duas raizes complexas conjugadas.
Utilizando a formula de Bhdskara, € possivel determinar que a solucao dessa equacdo € dada
para x =141 oux =1—1, onde t € a unidade imagindria.

Com isso, as raizes do polinomiop sacorx =2, x =1+1i oux=1—1.

Uma outra caracteristica fundamental de polinémios é a derivada de um polinomio. Apesar
de suas diversas aplicabilidades e fun¢oes na matematica, nesse trabalho estamos interessados

na obten¢ao do polindmio que representa a derivada de um polinomio p, sendo representado

por p/(z).

Definigao 12 (Derivada de um polinémio) Seja p(x) = a,x" + ap_12" ' + ... + a1 + ag

um polinomio de grau n, entao sua deriwada € dada por

P (1) = na,2” '+ (n — Dap_12" 2 + ... + ay.

Exemplo 13 Determine a derivada do polinomio p(z) = 2% — 32 + 4x — 7. Utilizando a regra

do tombo, p'(x) = 6x° — 6x + 4.

Apo6s definir alguns conceitos de sistemas lineares, matrizes e polinomios, daremos inicio ao

tépico de principal interesse desse trabalho que trata das sequéncias recorrentes.
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Capitulo 3

Recorréncias - método tradicional

Nessa secao ¢ apresentado os principais métodos tradicionalmente encontrados em livros

didéticos, como [1] e [5], para a resolucao de problemas de recorréncias lineares.

Definicao 13 (Recorréncia) A sequéncia de nimeros reais definida por

ik = [Ny Qik—1s Qi k2, -y Q) + B(N), (3.1)

onde f e h sao fungoes e n € N, é chamada de sequéncia recorrente e sua expressio (3.1)

conhecida como relacao de recorréncia.

Quando os termos de uma relagao de recorréncia nao dependerem da funcao h, ou seja, a
equacao (3.1) apresentar h(n) = 0, chamaremos de relacdo de recorréncia homogénea.
As sequéncias recorrentes também podem ser classificadas como linear caso possam ser

escritas na forma

Unyie = f1(N)pgr—1 + fo(n)anyp—2 + ... + fru(n)a, + h(n). (3.2)

Tais sequéncias sao chamadas de sequéncias recorrentes lineares e generalizam as progressoes
aritméticas, geométricas e polinomiais.

As recorréncias também podem ser classificadas de acordo com sua ordem, que é expressa
de forma mais detalhada nesse capitulo.

Em [1] define-se que resolver uma relagdo ou equagao de recorréncia significa encontrar
uma féormula fechada para a recorréncia, ou seja, uma expressao que fornega cada termo a,, da
sequéncia em funcao apenas de n e nao dos termos anteriores. Tal expressao é chamada solucao
da recorréncia.

Apresentamos agora distintos métodos de resolucao da recorréncia linear de acordo com sua

classificagao quanto a ordem.
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3.1 Recorréncia Linear de 12 ordem

As recorréncias lineares sao classificadas de primeira ordem quando cada termo da sequéncia
é obtido utilizando o termo imediatamente anterior, ou seja, tomando k& = 1, a equagao (3.2)

pode ser escrita como
an1 = f(n)an + h(n),

onde f e h sao fungoes que podem depender de n e f nao é a fungao nula.

3.1.1 Equacgoes do tipo a,.; = a, + h(n)

As fungoes do tipo a,+1 = a, +h(n) sdo classificadas como recorréncias lineares de primeira

ordem nao homogéneas, com f(n) = 1.

Note que,
a = a +  h(1)
az = ay +  h(2)
ags = a3 +  h(3)

ap, = ap1 + h(n—1)

e, fazendo o somatdrio, obtém-se:

an = ay + Z h(i). (3.3)

A expressao obtida acima é uma solucao genérica para a recorréncia dada. A solucao
especifica desse problema é determinada ao estipular um valor fixo de a; que chamaremos de

condicao de contorno

Exemplo 14 Seja a recorréncia a, 1 = a, + 3, com a; = 2. A solugao dessa recorréncia tem

a forma da equagdo (3.3), dada por

n—1 n—1
an:al—i-Zh(z’) :>an:2+23.
i=1 i=1
Ao somar n — 1 vezes o numero 3, € possivel escrever a solu¢ao do problema como
apb=24+3n—-1)=a,=3n—1.

Um tipo de sequéncia de grande importancia, estudada no ensino médio que pode ser ex-
pressa como uma recorréncia linear de primeira ordem nao homogénea, com a funcao f(n) = 1,

¢ a chamada progressao aritmética.
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Definicao 14 Uma progressao aritmética a,,comn € N, também chamada de P.A., é uma
sequéncia em que seus termos sao definidos através da soma entre um termo imediatamente
anterior ao que se deseja obter e um valor constante chamado de razao (r). As progressoes
aritméticas podem ser definidas pela recorréncia linear de primeira ordem nao homogénea e
escritas como

Upi1 = Qp + 7 (3.4)

Os conceitos fundamentais de progressao aritmética estudados no ensino médio podem ser
estudados através do uso de recorréncias. E possivel expressar a férmula do termo geral de
uma progressao aritmética através da solugao da recorréncia que a define.

Seja a; o primeiro termo e r o valor da razao de uma P.A., tem-se que a equagao (3.4) é um
caso particular da féormula (3.3), onde h(n) = r para todo n € N.

Entao, a formula do termo geral de uma P.A. é dada por

n—1
an:a1+2r:>an:a1+(n—1)fr.
i=1

Outro importante tépico das progressoes aritméticas é a soma de seus termos.

Lema 1 A soma dos n primeiros numeros naturais ¢ dada por

n(n+1)

5 (3.5)

Sp =

Demonstragao: A prova sera feita por indugao em n.

Paran =1,
1(1+1)

=5 =1
9 S1 )

S1 —

que é verdadeiro.
Agora supondo que a afirmacao é valida para a soma dos n primeiros nimeros naturais,
basta provar que a expressao (3.5) é valida para a soma dos n + 1 primeiros naturais.

Seja s,+1 a soma dos n + 1 primeiros niimeros naturais,
Spr1 =142+ .. +n+(n+1). (3.6)

Note que a equagao (3.6) pode ser escrita como S,11 = s, + (n + 1).

Utilizando a hipdtese de indugao, é possivel escrever (3.6) como apresentado a seguir.

n(n+1
Sn—&-l:%‘F(n‘Fl)
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Obtém-se,

_ (n+1)(n+2)
Spi1 = 5 )

Logo, a equagao (3.5) é valida para todo n € N. .
A equagao (3.5) é também conhecida como soma de Gauss.
Dado uma sequéncia de termos em progressao aritmética, (aj, as, ..., a,, ...), € seja S, a soma

dos n primeiros termos dessa sequéncia, é possivel escrever a recorréncia
SnJrl = Sn + apy1

que representa o proximo termo da sequéncia .S,,.

Como a,, é uma progressao aritmética, utilizando a expressao (3.4),
Sn+1 = Sn + ai +nr.

Solucionando essa recorréncia linear de primeiro grau nao homogénea,

n—1

Sn=3S(1) + Z(al + nr).

=1

n—1 n—1 n—1
Note que S1 = a1 e que Z(al +nr) =Y (a1)+r Z(n) Ao somar n —1 vezes a constante
i=1 i=1 i=1
n—1

a; se obtém (n —1)ay, e r Z(n) representa uma soma de Gauss de n — 1 termos multiplicada
i=1
por 7. Assim,

-1 1
Sp=a;+ (n—1)a; + rw =S = [a1 + (a1 +2(n )T)n]
Mas, a; + (n — 1)r = ay41, obtendo

(a1 + ap)n

Sn: 5
2

que é a férmula do somatério de uma P.A. apresentada usualmente nos livros didaticos de

ensino médio.

3.1.2 Equagoes do tipo a,.; = f(n)a,

As fungoes do tipo a,y1 = f(n)a, sdo classificadas como recorréncias lineares de primeira

ordem homogéneas, ou seja, h(n) = 0.
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Note que,

as = f(May
as = f(2)a2
ay = f(3)a3

Ap = f(n - 1)an71

e, fazendo o produtoério, obtém-se:
n—1
an = [ f(D)ar. (3.7)
i=1

A expressao (3.7) é uma solugao genérica para a recorréncia linear de 1* ordem homogénea

dada.

Exemplo 15 (Fatorial) Determine a solu¢ao da recorréncia any1 = (n+ 1)a,, onde a; = 1.
Note que o problema em questao se trata de uma recorréncia linear de primeira ordem
homogénea, podendo aplicar a técnica previamente apresentada.
Utilizando a férmula (3.7) obtida anteriormente, com f(n) =n + 1, tem-se que

n—1

a, = H f()ay = a, = H(@ + 1)ay.

i=1
O produto dos n primeiros numeros naturais € representado por n!, sendo assim, a solu¢ao
do problema € dado por

a, = an!.
Como a; = 1, a recorréncia em questdo representa a operacao fatorial, ou seja, a, = n!.

Outra sequéncia de grande relevancia vista durante o ensino médio, que é expressa como

uma recorréncia linear homogénea, é a chamada progressao geométrica.

Definicao 15 Uma progressao geométrica a,, com n € N, também chamada de P.G., € uma
sequéncia em que seus termos sao definidas através do produto entre um termo imediatamente
anterior ao que se deseja obter e um valor constante chamado de razdo (q). As progressoes

geométricas podem ser definidas pela recorréncia linear de primeira ordem homogénea
Upy1 = Ang, (3.8)

Os conceitos fundamentais de progressao geométrica estudados no ensino médio podem ser

estudados através do uso de recorréncias de forma andloga ao realizado com as progressoes

23



aritméticas. E possivel expressar a férmula do termo geral de uma progressao geométrica
através da solugao da recorréncia que a define.

Seja ay o primeiro termo e g o valor da razao de uma P.G., tem-se que a equagao (3.8) ¢é
um caso particular da férmula (3.7), onde f(n) = ¢ para todo n € N.

Entao, a féormula do termo geral de uma P.G. é dada por

n—1

n—1
an = ||qa1=>an=a161 :
i=1

De forma andloga as progressoes aritméticas, também é possivel apresentar férmulas que
representam a soma dos termos de uma P.G.

Seja S, a soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica,
S, =a;+as+..+a,.
Multiplicando a expressao anterior pela razao g dessa progressao geométrica,
qS, = qay +qas + ... + qa, = qS, = as +az + ... + apy1.

Calculando ¢S, — S,,, obtém-se
(¢ —=1)Sp = any1 — ar,

e utilizando a férmula do termo geral de uma progressao geométrica,

a(q" —1)

Sp=——".

qg—1

Outra expressao estudada durante o ensino médio é a soma infinita dos termos de uma P.G.,
que representa o valor da soma .S,, quando n é suficientemente grande.

Essa soma somente faz sentido, ou seja, tende para um nimero real, quando |¢| < 1. Quando
isso ocorrer, essa soma é obtida de forma intuitiva e representada por
a1

S, =
1—g¢q

, (3.9)

sendo nada mais que lim S,,.
n—oo

3.1.3 Equagoes do tipo a,.; = f(n)a, + h(n)

De forma geral, as sequéncias recorrentes sao escritas como a,+1 = f(n)a, + h(n), com f e

h nao nulas. Essas sao recorréncias lineares de primeira ordem nao homogéneas.
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Teorema 6 Dada a recorréncia a,+1 = f(n)a, + h(n), se x, € solu¢do da recorréncia ho-
mogénea T, = f(n)x, entdo

Demonstragao:  Para obter a solugao da recorréncia a,y; = f(n)a, + h(n) , tome a

substituicao a, = x,y,, onde z, é uma solu¢cao nao nula da recorréncia homogeénea z,,; =

Com isso, a equacao inicial pode ser escrita como T, 11Yn+1 = f(n)x,y, +h(n). Mas, z,1 =
f(n)z,, entdo f(n)rnyni1 = f(n)zpyn + h(n).

Obtendo a seguinte recorréncia linear,

h(n)
f(n)ay

que é uma recorréncia linear de primeira ordem nao homogénea que tem solucao dada pela
equagao (3.3),

Ynt1 = Yn +

S~ _h()

Retornando a variavel de interesse, y, = *, a solugao ¢ dada por
n

Exemplo 16 Determine a solug¢ao da recorréncia a,, 1 = 2a, — 1, com a; = 3.

Seja z,, a solu¢ao da equagao homogénea x, 11 = 2x,.

Ela apresenta solucao x,, =

212"t e adotando x; = 1, é possivel escrever a solucdo da
equagao homogénea como

z, = 2" L.

Assim, tomando f(n) = 2 e h(n)

—1 para todo n € N, e a, = x,y, € possivel reduzir o
problema dado na recorréncia Ypi1 = Yn — =

z_n.

Resolvendo a recorréncia linear de primeira ordem nao homogénea y,+1 = Yy, — 2, obtém-se

n—1

1
ynzyl—Z(E)éynzyl—lJr

=1

2n71'

Mas, como y, o~ a solugao geral da recorréncia é dada por

1
an=$n(3—1+2n1> =aqa,=2"+1.
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Muitos problemas sao modelados através de recorréncias lineares de 1* ordem, sendo desta-
cados os problemas conhecidos como Torre de Hanoi e Pizza de Steiner.

A Torre de Hanoi é um “quebra-cabecas” que consiste em uma base contendo trés estacas,
no qual sao dispostos discos uns sobre os outros numa das estacas em ordem decrescente de

diametro.

=1

r-—-—-—‘—

Figura 3.1: Representacao do “quebra-cabecas”torre de Hanoi..

Este jogo foi inventado pelo matematico franceés Edouard Lucas inspirado numa lenda Hindu,
em 1883. Detalhes a respeito da histéria do jogo e mais informagoes sao encontradas em [16].

As regras consistem em mover um disco de cada vez e nunca um disco maior deveria ficar
por cima de um disco menor. O objetivo é transferir todos os discos de uma estaca a outra.

Uma pergunta advinda do jogo Torre de Hanoi é determinar o menor nimero de movimentos

para resolver o “quebra-cabeca’”.

Exemplo 17 (Torre de Hanoi) Para exemplificar o problema em questdo, vamos determinar
o menor numero de movimentos para resolver o problema da Torre de Hanot quando se tem 5
discos.

Primeiramente é necessdrio modelar esse problema, que pode ser feito através do uso de
recorréencia.

Seja a, o menor numero de movimentos para transferir n discos de um pilar para outro, sa-
tisfazendo as condigcoes do problema. Agora considere um total de n+1 discos. Para solucionar
esse problema é necessdrio mover n discos para determinado pilar, levando a,, movimentos, em
sequida colocar o maior disco no pilar novo e realizar novamente a, movimentos para retornar

0s n discos mouvidos inicialmente para cima do maior disco.
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Logo, o problema € modelado pela recorréncia
Upy1 = 2a, + 1, (3.10)

que se trata de uma recorréncia linear de primeira ordem mnao homogénea. Perceba também
que a1 = 1, pois havendo somente um disco € necessdrio apenas um movimento para resolver o
“quebra-cabeca’”.

Seja x,, a solug¢do da recorréncia homogénea x,1 = 2x,, utilizando a formula (3.7), obtém-

se x, = 2" 1x1. Em particular, tomando x; = 1,,
z, = 2" L.

Realizando a transformagao a,, = x,y, na equacgdo (3.10),

TnUn 1
y—l—

Y
Tn+1  Tn+l

Tn4+1Yn+1 = anyn +1= Yn4+1 = 2
mas T, = 2" %, logo
Yntl = Yn T 27"

Utilizando a equagao (3.3) e o somatdério de uma progressio geométrica,

1

Como a, = x,Y,, entio y; = 1 e retornando a varidvel de interesse,
a, = 2" — 1.
Com 1isso, o problema seria determinado utilizando n =5, ou seja, as = 31 movimentos.

Vejamos outro problema pratico. O geémetra alemao Jacob Steiner (1796-1863) propds e
resolveu, em 1826, o problema conhecido como Pizza de Steiner que consistia em determinar o
maior nimero de partes em que se pode dividir o plano com n linhas.

Pensando no plano como se fosse uma grande pizza, temos uma explicacao para o nome do

problema. E possivel visualizar alguns casos na figura 3.2.

I I 11

Figura 3.2: Numero de regioes que o plano é dividido com I-uma, II-duas e III-trés retas.
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Exemplo 18 (Pizza de Steiner) Dando sequéncia no problema solucionado por Steiner, va-
mos determinar qual € o mator numero de partes em que se pode dividir um plano com 10
linhas.

Note que a representacao geométrica do problema com um grande nimero de linhas se torna
muito trabalhoso, sendo mais vidvel solucionar o problema algebricamente.

Para isso, o problema € primeiramente modelado através de uma recorréncia. Analisando
a figura 3.2, percebe-se que cada nova reta adicionada deve cruzar todas as outras para que o
plano se divida no maior nimero de regioes.

Seja p, o maior numero de regioes em que o plano € dividido com n retas. Ao adicionar
uma reta que cruza as demais, n + 1 regioes sao geradas além das p, regioes anteriores, ou
seja,

pn+1:pn+n+1'

Utilizando a equagao (3.3), a solugdao dessa recorréncia é dada por,

P =P+ S+ 1) % py =2l 1)/2+ (1= 1) = p, = <"‘”;”+2>+2.

Assim, conclui-se que 10 linhas podem separar o plano em no mdximo p;g = 56 regioes.

3.2 Recorréncia Linear de 22 ordem

As recorréncias lineares sao classificadas de segunda ordem quando cada termo da sequéncia
¢ obtido utilizando os dois termos imediatamente anteriores. Ou seja, tomando k = 2, a equacao

(3.2) pode ser escrita como

Ap42 = f(n)an—i-l + g(n)an + h(”)?

onde f, g e h sao fungoes que podem depender de n € N e g nao é a funcao nula.
Quando as fungoes f e g sao constantes e h(n) = 0, para todo n € N, é possivel estabe-
lecer uma relagao entre a recorréncia e uma equacao de segundo grau, chamada de equacao

caracteristica.

Defini¢ao 16 (Equacao Caracteristica) Seja uma recorréncia linear de 2* ordem do tipo
Tpio + PTng1 + qrn, = 0. A equacdo de sequndo grau x* + px +q = 0 é chamada de equagdo

caracteristica associada a recorréncia linear T, o + pxyi1 + qr, = 0.
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A solugdo de uma recorréncia linear de 2* ordem com coeficientes constantes é dada de
acordo com o discriminante (A), e consequentemente, as raizes de sua equagao caracteristica

associada.

Teorema 7 Se a equacgao caracteristica apresenta duas raizes distintas, 1 e ry, a solu¢ao geral

da recorréncia linear de 2* ordem associada € dada por
x, = O] + Cory, (3.11)
onde Cy e Cy sao constantes.

Demonstragao: Primeiramente, vamos mostrar que a equagao (3.11) é de fato solucao
da recorréncia .5 + pT,i1 + qr,, quando A = p? — 4q > 0.

Da equagao (3.11), tem-se
_ n+1 n+1 _ n+2 n+2
Tpt1 = 017"1 + 027'2 (& Tpio = 017"1 + 027“2 ,

onde 71 e ry sao raizes distintas da equagao caracteristica associada a recorréncia.
Substituindo os valores de z,,, ;11 € T,12 Na eXpressao T,io + pryi1 + qT,, obtém-se:
Tnto 4+ PTpi1 + quy = Ciri ™2 4 Cory ¥ + pCiri ™ + pCory ™ + qC1r} + qCory
Tpio + PToi1 + qr, = C1r(r + pri + q) + Cori(r2 + pry + q)
Mas, 72 + pry +q = r2 + pry + ¢ = 0, pois 71 e 75 sdo raizes da equagao z* + px + q.
Logo, x,19 + pxyi1 + qx, = 0, mostrando que z,, é solucao.
Agora, vamos mostrar que toda solucao de uma recorréncia linear homogénea de segunda
ordem ¢ escrita da forma da equagao (3.11).
Seja v, uma solucao qualquer de x,, 1o +pz,+1+qz, = 0, é possivel determinar as constantes

C; e Oy que satisfazem o sistema (3.12),

Ciry + Corg = 1 (3.12)

2 2 _
017‘1 + 027"2 = Y
Solucionando o sistema, obtém-se

T3y — 71 1Yy — T3
= 2Y1 2Y2 e Cy = 1Y2 1Y1

7“17”2(7”2—7“1) _7”17“2(7’2—7”1)’
com 71 e ry nao nulos e r; # 7.

Seja z, =y, — (C1r? + Cyry). Basta mostrar que z, = 0 para todo n € N.
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Note que z, também é solucao da relacao de recorréncia em questao, pois

Zn+42 +pzn+l + qzn = (yn+2 +pyn+1 + qyn) - 017"?(7’% —|—p7“1 + Q) - 027"3(7“3 —|—p7“2 + Q)a

e do fato de que y,, é solucao da recorréncia e r; e ry sdo raizes da equacao % + pr + ¢ = 0.
Do sistema (3.12), Ciry + Cory = y1 e C17? + Cyr3 = ys, tem-se que 21 = 29 = 0. E como a
recorréncia 2,19 + pzpi1 + ¢z, = 0, todos os termos obtidos dessa sequéncia sao zero.

Logo, z, = 0 para todo n € N, o que mostra que y, = C1r? + Cyr3. "

Exemplo 19 A recorréncia x, 0 —2x, 11+ 3x, = 0 tem como equagao caracteristica associada
a equacdo x° — 2x — 3 =0, que admite r, = —1 e ry = 3 como solugao.

Logo, a solugao geral da recorréncia € dada por x, = C1(—1)" 4+ Cy3™.

O Exemplo 17 apresenta como solucao uma familia de sequéncias que satisfazem a re-
corréncia. Para determinar uma sequéncia em especifico é necessario determinar as constantes
C, e Cy através das condigoes de contorno, ou seja, de informagoes adicionais a respeito da

sequéncia que se procura.

Exemplo 20 Determine a solucao da recorréncia do Exemplo 17, sabendo que xr1 = 2 e x9 = 5.
Como a solugdo dessa recorréncia tem a forma x, = Ci(—1)" + C23", basta resolver o

sistema linear (3.13) para determinar as constantes Cy e Cs.

—C7 + 3C, = 2
Ci + 9C, =5

(3.13)

Resolvendo o sistema,

-1 7
G=7 ¢ Gy
~ s (_1)n+1 7 n
Logo, a solugao ¢ dada por x,, = e + Ioh 3",

Teorema 8 Se a equacdo caracteristica apresenta discriminante nulo, A =0, a solugao geral

da recorréncia linear de 2* ordem associada € dada por
Tn, = Cir"™ 4+ Conr™, (3.14)

onde C e Cy sao constantes e r € raiz da equacao.
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Demonstracao: De forma andloga a demonstracao do Teorema 7, vamos provar que a
equagao (3.14) é solucao da recorréncia x, 2 + prp1 + qx,, quando A = 0.

Da equagao (3.14), tem-se
Topr = Cir™ T+ Coln+ )" e app0 = Cir™ P 4 Co(n + 2)r" 2,

onde r é a raiz de multiplicidade dois da equacao caracteristica associada a recorréncia.
Substituindo os valores de x,,, T,11 € T, 12 Na eXpPressao Ty + Pryy1 + qr,, obtém-se:
Tpio+DTpi1 +qry = C1r" 2+ Co(n+ 2)r" 2 + pCrr™ ™ + pCo(n + 1)r" 1 4 qCir™ + qConr™
Tny2 + Pnir + g = C1r"(r? +pr 4 q) + Cor™((n + 2)r* + p(n + 1)r + qn)
Tpio + PTni1 + qrn = Crr™(r2 + pr+ q) + Cor™(n(r? + pr + q) + 21> + pr)
Como A =0, entao r = —7]9 Logo, a expressao 2r2 + pr = 0. E também 7% + pr 4+ ¢ = 0,
pois 7 é raiz da equacao x% + pz + q.
Assim, x40 + pr,yy1 + qr, = 0, mostrando que z,, satisfaz a equacao.
Agora, basta provar que toda solucao dessa recorréncia é da forma da equacao (3.14).
Seja y, uma solucao qualquer de z,, o +px,+1+qx, = 0. E possivel determinar as constantes

(1 e Cy que satisfazem o sistema (3.15),

Cir + Cor =
1 2 1 (3.15)
Cir? + Cyor? = 1

Solucionando o sistema, obtém-se

2y1r — -7
_ y1r2 Y2 02:y2 > n

Ch

Y

com 1 # 0.
Seja z, =y, — (C1r™ + Cynr™). Basta mostrar que z, = 0 para todo n € N.

Note que z, também é solucao da relacao de recorréncia em questao, pois
Zn+2 +pzn+1 +qzn = (yn+2 +pyn+1 + an) - Clrn (TQ +pr+ q) - Can (TQ +pr+ q) - 02rn+1 (27“ _'_p)a

e do fato de que ¥, é solucao da recorréncia, r é solucao da equacao 22 +pr+q=0e 2r+p = 0.
Do sistema (3.15), C1r + Cyr = y; e C17? + Cor? = 3y, tem-se que 2; = 2, = 0. E como a
recorréncia 2,o + pzpt1 + ¢z, = 0, todos os termos obtidos dessa sequéncia sao zero.

Logo, z, = 0 para todo n € N, o que mostra que y, = C1r" + Conr™. "

Exemplo 21 Determine a solu¢ao da recorréncia xn.o — 4x,11 +4 = 0, quando z1 = 0 e

$2:8.
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A equacdo caracteristica associada a recorréncia dada é v* —4x +4 =0 que tem A = 0 e,
consequentemente, x = 2 como unica raiz dessa equagao.
Logo, a solugao geral da recorréncia € dada por x, = C12" + Con2™.

E resolvendo o sistema,
201 + 202 - O

401+802:8 7

obtém-se como solugao

Logo, a solugao ¢ dada por x, = —2-2" 4 2n - 2", ou ainda,
T, = (n —1)2"*h

Quando o discriminante for menor que zero, o problema pode ser resolvido da mesma forma
que o caso (a), pois as duas solugdes sao distintas, ja que A < 0 implica em duas raizes
complexas conjugadas, 1 = a + bi e 7o = a — bi, com b # 0.

Para evitar trabalhar com ntimeros complexos, a solu¢ao de uma recorréncia linear de 2

ordem pode ser escrita utilizando a formula de Moivre. Seja r = a + bi € C, com a,b € R,
r" = p"(cos(nb) + isen(nh)),

onde p = Va2 +0b? e 6 é o angulo entre [0,27) que satisfaz simultaneamente as equagoes

cos(0) = e sen() = é
p p

Com isso a solugao obtida pela equagao (3.11) é escrita como
x, = p"(Cycos(nh) + Cysen(nh)), (3.16)
onde C] e (3 sdo constantes.

Exemplo 22 Determine a solugao da recorréncia T, o — 2\/33;%1 + 4x,, onde x1 = 1o = 1.
A equagdo caracteristica da recorréncia € dada por 2 —2v/3x +4 = 0 que apresenta discri-
minante Menor que zero e raizes ri = \/g +1ery= V3 —i.
Utilizando a forma polar dos nimeros complexos, p = 2 e 6 = %, a solucao geral da
recorréncia € dado pela formula (3.16).

T, = 2" <C’lcos <n%> + Cysen (n%)) )
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Das condigoes de contorno é possivel construir o sistema linear,

2C cos (%) + 2C5sen (%) =1
4C cos (%) + 4Cysen (%) =1

equivalente a
V30 +Cy =1
2C1 +2V3C, =1
Resolvendo o sistema, obtém-se

:2\/§—1 V3 =2

= A € A

Logo, a solugao da recorréncia € dada por
s T ™
Ty, =2 ((2\/§ —1)cos (ng) + (V3 —2)sen <ng>) :

Agora considerando as equacoes de segunda ordem de coeficientes constantes nao homogénea,

ou seja, h(n) # 0, vamos encontrar as solu¢oes do problema
Tnta + DTpy1 + qr, = h(n), (3.17)

em termos da solucao das equacgoes de 2* ordem com coeficientes constantes homogénea. Segue

o resultado.
Teorema 9 Se a, ¢ uma solugao da equacao
Tniy2 + PTni1 + qT, = h(n),
entao a substituicao x, = a, + y, transforma a equacao em
Ynt2 + PYnt1 + qyn = 0. (3.18)
Demonstracao: Realizando a substituigao x,, = a, + y, na equagao (3.17), obtém-se

(ans2 + Pant1 + qan) + (Ynta + DYns1 + qUn) = h(n),

mas G192 + pani1 + qa, = h(n), pois a, é solucdo da equagao (3.17).
Logo, simplificando a equacao, y,12 + pyns1 + qyn = 0. "

Note que a equagao (3.18) pode ser resolvida utilizando os Teoremas 5 e 6 apresentados neste

capitulo. Sendo assim, a soluc¢ao de problemas como a equagao (3.17) é dada por duas parcelas,
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sendo uma a solugao da relacao de recorréncia homogénea e outra uma solucao qualquer da
nao homogeénea. Essa solucao, para alguns casos, pode ser obtida através de tentativas.
Os valores utilizados na obtengao da solucao particular para os casos em que a funcao h é
um polindémio, uma funcao exponencial ou uma combinagao dessas duas é apresentado a seguir.
Caso a funcio h seja um polindmio, ou seja, h(n) = apn® + ap_1n* 1 + ... + an + aq, é

esperado que a solucao particular seja dada por um polinomio de grau k,
tn = Cyn® + Cr_ 1+ ...+ Cin + Cy,

onde C; é um coeficiente a determinar.
Quando a fungao h for uma funcao exponencial, h(n) = a-b", e h(n) nao é uma solugao da

recorréncia homogénea, a solucao particular da recorréncia nao homogénea é dada por,
_ n
t, = Cb",

onde C' é uma constante a determinar.

Se h for um produto ou adicao de uma funcao polinomial com uma funcao exponencial,
a solucao particular é dada por, respectivamente, um produto ou uma adicao de solucoes
particulares para polindmios e exponenciais.

Por fim, se h é solucdo da recorréncia homogénea, a solucdo particular é dada por n - h(n).
Caso a fungao n-h(n) também seja solucao da recorréncia homogénea, entao a solugao particular

serd dada por n?- h(n).

Exemplo 23 Dada a sequéncia descrita pela recorréncia T,io — Tpy1 — 122, = 2" +n — 1,
determine a solucao geral dessa recorréncia.

Solucionando a recorréncia homogénea, Ypio — Yni1 — 12y, = 0, obtém-se

Note que h(n) = 2" +n — 1 € a adi¢io de uma fun¢do exponencial (diferente da solugdo)
com um polinomio, sendo assim, uma solugao particular € dada por x, = C52" + Cyn + Cs.

Para determinar as constantes Cs, Cy e Cs, basta substituir x, na recorréncia
Tpyo — Tpi1 — 122, =2" +n — 1.
Obtendo,
C32"2 + Cy(n+2) + C5 — (C32"™ + Cy(n+ 1) + C5) — 12(C52" + Cyn + C5) = 2" +n — 1.
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Mas, como x, € solugao da recorréncia, as sequintes relagoes devem ser satisfeitas.

-10C52" = 2"
—12Cyn = n
C,— 1205 = —1
Logo,
—1 —1 11
G=1 G=13 ¢ G=ip

Como a solug¢ao geral de x, € dada pela soma da solucao particular com a solugao ho-
mogeénea, tem-se
2" n 11

Tp = Cl<4>n + 02(_3)71 — E — E + m

Um dos problemas mais conhecidos que pode ser modelado por uma recorréncia linear de

2% ordem ¢é o problema de Fibonacci.

Exemplo 24 (Sequéncia de Fibonacci) Um homem pds um par de coelhos num lugar cer-
cado por todos os lados por um muro. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir
desse par em um ano se, supostamente, todos os meses cada par dd a luz um novo par, que €
fértil a partir do sequndo més?

E possivel ilustrar o problema de Fibonacci através da figura 3.3 [13].

[N .

N g
Vo
et

N
/\ i
AT N

Figura 3.3: Representacao dos pares de coelhos ao longo de 4 meses.

-/‘

o

Note que o problema pode ser modelado por uma recorréncia como apresentado a sequir.
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Seja F11 o numero de pares de coelho ao se passar n + 1 meses. No més sequinte, 0s
coelhos existentes no n — ésimo meés irao reproduzir, gerando F, novos pares de coelho além

dos ja existentes. Com isso é possivel escrever a recorréncia,
Fopo=F, 1+ F,. (3.19)

Perceba que essa sequéncia se inicia em n = 0, jd que antes de se passar 1 meés ja existia
um par de coelhos. Nesse caso, as condigoes de contorno sao dadas por Fy = Fy = 1.

O polinomio caracteristico da equagao (3.19) € dado por

2 —x—1=0,

1+v5 1-+5
e :
2 2
Logo, a solugdo geral de (3.19) é dada por

1+v5\ 1-v5)
e (1) e (1)

Utilizando as condi¢oes de contorno,

que apresenta como raizes T =

4 + Cy =1

()i - () = o

Solucionando o sistema linear (3.20) a solu¢do particular da recorréncia (3.19) € dada por,
F,=—

sl -(=9))

Para o problema em questao, apos um ano existiria um total de Fio = 144 pares de coelho.

De forma andloga as recorréncias lineares com coeficientes constantes de ordem dois, pode-se
estender os conceitos de equacao caracteristica e o método de determinar suas solucoes através

de uma combinacao de fungoes exponenciais para recorréncias de ordem superior.

3.3 Recorréncia Linear com coeficientes constantes

Nessa secao é apresentado a solugao de recorréncias lineares com coeficientes constantes de
qualquer ordem utilizando uma abordagem analoga ao método abordado em recorréncias de

ordem dois com coeficientes constantes.
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Essas recorréncias sdo um caso particular da equagao (3.2), onde as fungoes f1, fa, ..., fx sdo

todas constantes, apresentando a forma da equacao (3.21).
Upik = Clapik—1 + Colpig_2 + ... + Cra, + h(n). (3.21)

A equagao (3.21) é classificada como uma recorréncia linear com coeficientes constantes de
ordem k. Podendo ser ndo homogénea se h(n) # 0 ou homogénea se h for a fungao nula.

Para determinar a solugao da recorréncia (3.21), no caso em que seja homogénea, associa-se
uma equacao de k — ésimo grau como realizado com as recorréncias de ordem dois, também
chamada equacao caracteristica.

A equagao caracteristica associada a recorréncia

Upti + QOptk—1 + Qaptip—2 + ... + qrap, =0

é dada por
k k—1 _
'+ qrT + o+ g+ g =0,

onde ¢1, qo, ..., ¢ SA0 NUMeEros reais.

Teorema 10 Seja rq,...,1¢, com respectivas multiplicidades mq, ...,my, as raizes da equagao

caracteristica associada a recorréncia
Uik + QL Opgk—1 + @Apip—2 + ... + qra, =0,
entao a solucao dessa recorréncia é dada por
a, =Ciri + ...+ C’mlnmrlr? + oo+ Chpyrry + oo + Cpn™
onde C1, ..., Cy sao coeficientes a determinar e my + ...+ my =k

Exemplo 25 Considere a recorréncia de ordem trés an 3 — Tan,yo + 16a,41 — 12a, = 0. A
equacdo caracteristica associada a essa recorréncia € dada por x3 — Ta? 4+ 162 — 12 = 0, que
apresenta como solugao ry = 2, com multiplicidade dois, e uma raiz simples ro = 3.

Assim, a solucao geral dessa recorréncia € dada por
ap = 012n + CQTLQn + 033717

onde C1,Cy e C3 sao coeficientes a determinar.
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Essas recorréncias sao utilizadas na aplicagao de diversos problemas, como na generalizaao
de sequéncias (P.A., P.G., polinomios, entre outras). O estudo de séries e os chamados niimeros
poligonais sao alguns dos casos vistos na sequéncia.

Como visto anteriormente, uma progressao geométrica pode ser descrita por uma recorréncia
linear de primeira ordem homogénea (3.8).

As progressoes aritméticas podem ser escritas como recorréncias lineares com coeficientes
constantes. Como a razao de uma P.A. é dada pela subtracao de qualquer termo da sequéncia
por seu antecessor, entao r = a,1 — a,, ou ainda, r = a,12 — a,11, obtendo a relacao a, o —
Ap41 = Ap41 — Qn.

Logo, uma P.A. também pode ser descrita pela recorréncia linear homogénea de segunda

ordem

Gnio — 20p4+1 + a, = 0.

Os polinomios também sao representados por recorréncias de coeficientes constantes.

Teorema 11 A recorréncia de ordem k + 1,

k
k41
Apik4+1 = Z(_l)l( )an—i—k—iy (322)

=0 i+1

generaliza os polinomios de grau k.

Demonstracao: A recorréncia (3.22) apresenta como equagao caracteristica,

k
k1N

k+1 —1)¢ k—i _ ]

=D FG g =0

=0

k+1
. ) (k+1 ,
Note que o termo a esquerda da igualdade pode ser escrita como g (—-1) < , >xk_z, que
7

i=0
é o desenvolvimento através do binomio de Newton de (x — 1)1,

Logo, a solucao da equacao ¢ dada por x = 1, com multiplicidade k£ + 1, obtendo como

solugao da recorréncia,

ou ainda,

an = Co(1)" + Cyn + ... + Cyn®,

onde Cy, C1, ..., Cy sao coeficientes reais e a,, ¢ um polinomio de grau k. "
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As sequéncias do tipo (an+b)q", muitas vezes chamadas de progressoes aritmética-geométrica,
também podem ser representadas por esse tipo de recorréncia.

Note que,

Tnt1 — qTn = (a(n+1) +b)¢" — glan + b)q" = Tps1 — qxn = ag"*,

que é uma progressao geométrica de razao q.
Assim, x,19 — qTpy1 = q(Tpi1 — qx,), Obtendo a recorréncia linear homogénea de segunda
ordem,

Tpt2 — 2qxn+1 + qzxn = 0.

Para mostrar a aplicabilidade desse tipo de recorréncia, vamos introduzir o conceito do

operador diferenga (A) e com isso, apresentar as chamadas progressoes aritmética de ordem k.

Definicao 17 Dada uma sequéncia a,, o operador diferenca de primeira ordem dessa sequéncia
¢ definida como

Aa, = api1 — Q.

Da mesma forma, é possivel estender a Definigao 16, introduzindo o operador diferenga de

ordem k.

Definicao 18 O operador diferenca de ordem k é dado por
AFq, = Ak_lanﬂ — Ak lg,,

onde Aa, = Gpi1 — Qy.

Note que uma progressao aritmética, dada por uma recorréncia linear com coeficientes
constantes de 2* ordem apresenta Aa, = r, em que r é uma constante.

E possivel estender esse conceito para a chamada progressao aritmética de ordem k.

Definicao 19 Uma progressao aritmética de ordem k € uma sequéncia a,, que satisfaz a relagao

AFa, =7, onde r € uma constante.

O seguinte Teorema permite estudar as progressoes aritméticas de ordem k através de

polinoémios.

Teorema 12 Toda progressao aritmética de ordem k pode ser representada por um polinomio

de grau k.
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Demonstracao: Dada uma progressao aritmética de ordem k, tem-se que
k
A%a, =,

e desenvolvendo o operador através da definicao até que se obtenha apenas termos da sequéncia,

obtém-se

S (1) (§)amsas =

=0

mas o Teorema 11 mostra que a parcela da esquerda da equacgao acima representa um polinémio
de grau k. Com isso, solucionar uma progressao aritmética de ordem k é andlogo a determinar

os coeficientes de um polinomio de grau k. "

Exemplo 26 Dada a sequéncia de nimeros reais definida por s,.1 = s, + n?, com a; = 1,

essa sequéncia representa a soma dos n primeiros naturais ao quadrado,
(Sp)nen = (1,1 4221 +22 +3% .. 1422 +3% + .. +n?).
A sequéncia s, é uma progressao aritmética de ordem trés, pois A3s, € constante para todo
n € N, como apresentado a sequir.

2
As, = Spi1 — Sp = As, =n”,

A?s, = Aspi — As, = A%s, = (n+ 1) —n? = 2n +1,
A’s, = A%s, 1 — A%s, = A’s, =2(n+1)+1-2n—1= A%, =2.

Consequentemente € possivel concluir que o termo geral dessa sequéncia € dado por um
polinomio de terceiro grau,

$p = ax’® + bx? + cx + d.

Utilizando as condicoes de contorno, s1 = 1,8y = 5,s3 = 14,54 = 30, € possivel montar o

sistema linear (3.23),

a + b + ¢ + d =1
8a + 4b + 2¢ + d = 5
, (3.23)

27a + 9% + 3c + d = 14

| 64a + 160 + 4c + d = 30
. 1 1 1 1
que apresenta como solu¢ao a = =, b= —-,c=—=,d = —.
3 6 3 6
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Logo, a sequéncia que representa a soma dos quadrados dos n primeiros naturais € dada por

3 2

AR
Sp = — + —
6

1
3 7

6

w3

ou ainda, tradictonalmente apresentada como

_n(n+1)2n+1)

Sn 6

O dltimo caso apresentado nessa secao envolvendo recorréncias lineares com coeficientes
constantes contempla as sequéncias dos ntumeros figurados, entrando em detalhes a respeito

dos niimeros poligonais.

Definicao 20 Os numeros figurados sao uma sequéncia de numeros obtida através da cons-
trucao geométrica de pontos equidistantes. Quando a figura formada pelo conjunto de pontos

forma um poligono reqular, esses numeros sao chamados de niumeros poligonais.

As figuras 3.4, 3.5 e 3.6 mostram a construgao para se obter os numeros triangulares,

quadrados e pentagonais, respectivamente.

®
@ e e
® L I e @ @
] L I e o0 e e 0 0
] o e (I o o 00 o o0 00
3 6 10 15

Figura 3.4: Cinco primeiras construgoes dos nimeros triangulares.
Perceba que a n—ésima figura apresenta n pontos em sua extrema diagonal esquerda, sendo
assim, seja T, o nimero de pontos da n — ésima figura, tem-se que
Tn+1 :Tn+7’b+1
Logo, os nimeros triangulares sao uma progressao aritmética de ordem dois, pois
AT, =n+1= AT, =1

Para determinar sua solucao, pelo Teorema 12, somente é necessario determinar os coefici-

entes do polinomio

T, =an®*+bn+c,
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com as condicoes de contorno 77 =1, T, = 3 e T3 = 6.

Com isso, é possivel construir o sistema linear

a + b + ¢ =1
4da + 2b + ¢ = 3,
9a + 3b + ¢ = 6

1
que apresenta como solucao a = > b= 3 ec=0.

Entao,
2
n®+n
T, = 5
ee e
oo o0 ee o0
L e e 00 eeo e 00
o0 L oo o0 ee e 00
B e L ) oo o0 ee e o0
1 “ 9 16 25

Figura 3.5: Cinco primeiras construgoes dos nimeros quadrados.

Analisando a construcao dos nimeros quadrados, seja (2, o nimero de pontos da n — ésima
figura, percebe-se que a figura seguinte é construida adicionando n+ 1 pontos na lateral direita

mais n pontos na parte superior, ou seja,
Qnit =Qn+n+1+n= Qn=0Q,+2n+1.

Da mesma forma que a recorréncia dos numeros triangulares foi solucionada é possivel
encontrar a féormula fechada que representa os nimeros quadrados.

Note que os problemas de progressoes aritméticas de ordem k ou de modo mais geral, os
exercicios envolvendo recorréncias com coeficientes constantes resultam em sistemas lineares
que sao tao complexos quanto a ordem da recorréncia. Sendo assim, é interessantes procurar
métodos alternativos de resolugao que sejam mais rapidos e envolvam menos operagoes.

Especificamente na sequéncia dos nimeros quadrados, note que é possivel representar o
problema de outra forma. Perceba que a n — ésima figura é construida pela juncao de dois
triangulos que apresentam a mesma quantia de pontos que os nimeros triangulares da n—ésima

e (n — 1) — ésima posigoes.
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Entao, Q, =T, + T,,_1, que ja foi determinado.

Por fim, substituindo as férmulas obtidas para os ntimeros triangulares, obtém-se

n?+n (n—172%+n-1
_l’_

o’
e ®
) [ ] - L]
.. I. ... .. [ ]
B @ @
e o ® 9 o * LI B
® *o, * o, oo o, %0 o
P e oo e ®oo0 e ®se
& o0 e o ee e YRR K
1 5 12 22 35

Figura 3.6: Cinco primeiras constru¢oes dos niimeros pentagonais.

Por fim, o mesmo procedimento adotado para os ntmeros triangulares pode ser utilizado
para se obter a sequéncia que define os nimeros pentagonais.

Note que, A2P, = 3. Logo, a sequéncia que descreve os ntimeros pentagonais é dada por
um polinémio de segundo, P, = an? + bn + c.

Utilizando as condigoes de contorno e resolvendo o sistema linear obtido delas, conclui-se

que
B 3n?—n

I
2

(3.24)

Da mesma forma realizada para determinar a sequéncia que define os niimeros quadrados,
é possivel solucionar o problema dos nimeros pentagonais ao relacionar sua sequéncia com
as sequeéncias previamente obtidas dos numeros triangulares e quadrados. Note que P, =
Qn+ T, 1, sendo esses valores previamente obtidos, torna-se simples chegar ao resultado (3.24)

Para obter a solucao especifica de uma recorréncia é necessario determinar os coeficientes
que aparecem na solucao geral, sendo necessario resolver um sistema linear de mesma ordem
que a recorréncia em questao. E evidente que recorrencias de alta ordem levam um maior tempo
de resolucao, havendo necessidade de outras abordagens para contornar esse problema, como
apresentado no caso dos nimeros quadrados e o método alternativo dos niimeros pentagonais.
Uma outra ferramenta utilizada para evitar trabalhar com sistemas lineares de alta ordem é

conhecida como funcao geradora que é apresentada a seguir.
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3.4 Recorréncias - funcoes geradoras
De acordo com Sampaio [14] é possivel definir fungdo geradora como mostrado a seguir.

Defini¢ao 21 Uma fun¢ao f(x) € uma funcao geradora para uma sequéncia de nimeros reais

(ag, a1, as, ...), relativa a sequéncia de fungoes (fo(x), f1(x), fo(z),...) se:

f(@) = aofo(x) + arfi(z) + azfo(x) + ... + anfu(2) + ...,

ou ainda,
oo

@)= anfula).

n=0

As fungoes geradoras podem ser classificadas como ordinarias ou exponenciais.
Definigao 22 Definimos f(x) uma fun¢ao geradora ordindria quando
f(x) =ap + a1w + axr® + ... + a,2™ + ...,

ou ainda,
oo
flx) = Z anx".
n=0

Como exemplo, 3+2x%—1 ¢ a fungao geradora ordinaria para a sequéncia (—1,0,2, 1,0, 0,0, ...).

Definigao 23 Definimos f(x), a func¢do geradora exponencial quando

2 n

B AT an
f(x) —a0+a1x+7+...+ .y

+ ..,

ou ainda,

fla) =3

n=0

Exemplo 27 Como exemplo, a funcdo exponencial, e*, que pode ser representada pela ex-
oo

. o . :
pansao de Taylor em torno de x = 0 como g —~ ¢a funcao geradora exponencial para a
n!

n=0

sequéncia a, = 1,Yn € N.

Como apresentado anteriormente, as fungoes geradoras sao apresentadas através de somas
infinitas. Sendo assim, o estudo de algumas séries se torna de fundamental importancia para
que se possa trabalhar com esse recurso.

Uma série de fundamental importancia para essa secao é a conhecida expansao em série de

Taylor, j& vista no Exemplo 27.
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Teorema 13 Seja uma funcdao f, sua expansio em série de Taylor em torno de um ponto xg

¢ dada por

flo)=>" fr(%)(f! — )" (3.25)

Mais detalhes a respeito da férmula (3.25) podem ser encontradas em [9].
Com o uso da férmula (3.25) é possivel gerar a série que representa a expansao do bindémio

de Newton quando n € R.

Exemplo 28 Seja xz,n € R, entao ao aplicar a formula (3.25) na funcdo f(x) = (14+2)", com

xo = 0, tem-se

o0 n! " ©° n!
f(x)zzo(n r)!'ﬁ / )_ZOT!(H—T)':UT

Logo,

(1+2)" = i (:) o (3.26)

r=0
Na subsecgao 3.1.2 desse trabalho é apresentado a equacao (3.9) que representa a soma de
infinitos termos de uma progressao geométrica. Agora, de forma mais abrangente, demonstra-se

um caso geral que é utilizado na resolucao de problemas envolvendo funcoes geradoras.

Teorema 14 Para n € N wvale a identidade
= —1 1
Z (n +r )x”’ = T (3.27)
r=0 r ( -7 )
Demonstracao: Note que
2 3 1
1+ +aP+2P+ .. = :
1—aP
pela férmula (3.9).
Assim,

(1 +£Ep +x2p ‘I‘.fljgp + )n = m = (1 — .flfp)_n.

Fazendo uso da expansao binomial (3.26)
14+ aP + 2% 4+ 2% 4 )" = ) (=P = ) (=1 (@)
(1+ 2P + 2P+ 2P+ ...) ;(T)(x) ;(r (—=1)"(z)
Por fim, pela definicao do coeficiente binomial,

<—n) R ] o P oV

rl
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r!

(—n> (—1)" (n)(n+1)...(n+r—1)

-n . n+r—Ln+r—2)...(n+1n(n—1)!
(") - LRSS RUES L

(—Tn) 1y — (Z!&T—_nl!)! _ <n e 1)‘

Logo,
- +r—1
1 P 2p vy — n pr
(142 +2P+2P+..) ;:0( . T
> (n+r—1 1
)3 = Ay
— r (1 —aP)n

Perceba que nao estamos preocupados com a convergéncia da série, pois em nenhum mo-
mento ha necessidade de atribuir valores a .
Outro recurso necessario para o estudo das fungoes geradoras sao as chamadas fragoes

parciais.

Definigao 24 (Fragoes Parciais) Toda fragao de polinomios com coeficientes reais, F(t) =

f@t)
O onde

n

o) =TI = (t - a.

k=1

e o grau de f(t) é menor que g(t) pode ser escrita na forma de frag¢oes parciais, ou seja,

FP(t)=>_ A

t—ag’
k=1 k

onde Ay, As, ..., A, € R.

Com isso, realizando algumas manipulagoes algébricas é possivel determinar a solugao de
recorréncias. As funcgoes geradoras sao utilizadas em diversas recorréncias, incluindo casos
nao lineares. Como visto anteriormente, muitas recorréncias podem ser transformadas em
recorréncias lineares com coeficientes constantes, sendo apresentado um método de resolucao
somente para esse caso.

Considere a equagao (3.21), com h(n) = 0 e primeiro termo ay,

Qntk = C10pyk—1 T C20ptk—2 + ...  CrpQp.
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Seja g a funcdo geradora associada a sequéncia (ay,)n>0, entao

g(z) = Z a,z’.
r=0

Considere também r o polinomio

k
r(z)=1-— Zcrxr
r=1
Com isso,
k—1
g(x)r(z) = Z b.x" = B(x),
r=0
k
pois by = Z Crlpip—r = 0.
r=0

B(x)
r(z)

Da mesma forma, definida a equagao caracteristica associada a uma recorréncia, tem-se que

Logo, a fungao geradora g é uma funcao racional dada por g(z) =

o polinomio caracteristico da sequéncia é dado por

k

f(z) =2 — Z et

r=1

1
Comparando as funcoes f e r, vale a relacao r(z) = ¥ f(=).
x

Sejam «; e m; a i — ésima raiz do polinomio caracteristico e sua respectiva multiplicidade,

S

ky = H(l — ax)™r,

r=1

onde s é o niumero de raizes distintas de f.

Como g ¢ uma funcao racional, pode-se expressar essa funcao em termos de fragoes parciais,

onde (3;; sao os coeficientes que tornam a expansao em fracoes parciais verdadeira.

Utilizando a equagao (3.27), ﬁ = ; Bij (j + Z )a?x” — ; Bij (j jﬁ | )Oz?a:n.

E note que,

Jg—1

> By (‘7 o )Oé? = Pi(n)af,
j=1

onde P; é um polinomio de grau menor ou igual a m; — 1.

Logo,
g(z) = Z Z Pi(n)alz" = Zanx".
n=0 i=1 n=0
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Concluindo que a sequéncia (a,)nen é dada por
ay, = Z P;(n)a".
i=1

Exemplo 29 Determine a solucao da relacao de recorréncia a, = 3a,_1 — 2a,_o, com ag = 1
e a; = 3, através do uso das fungoes geradoras.
Seja, f(x) => " a,x" a fungio geradora da sequéncia ay,.

Reescrevendo o problema como, a,x™ = 3a,_12" — 2a,_2x", e somando os termos para

n>2,
Z a,r" = Z 3a,_12" — Z 20, _ox
n=2 n=2 n=2
Logo,
f@) = ap — a1z = 3z (f(2) — ap) — 22* f(z)
ag + (a3 — 3ap)x 1
= = = e h—
J@) =g 70 =150
Separando a expressao de f em fracdes parciais,
-1 2
J@) =y Yo
E como
1 o
— kTL n
1—kx nZ:o .
entao,
floy==Y"a"+2) 2"a" = f(z) =) (2" — )"
n=0 n=0 n=0

Com isso, € possivel concluir que a resolucao da recorréncia em questao € dada por
a, = 2"t — 1.

A secao seguinte introduz uma outra abordagem que contorna a resolucao de sistemas
lineares utilizando abordagens mais simples, sem necessidade de se trabalhar com séries. Esse

método ao longo do trabalho é chamado de método de BenTaher-Rachidi, [2].
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Capitulo 4

Método de BenTaher-Rachidi e

Simulacoes

Na secao 3.3 desse trabalho é apresentada a forma da solucao de uma recorréncia linear de
ordem k com coeficientes constantes, sendo necessario para determinar a solucao geral somente
as raizes do polinomio caracteristico associado a recorréncia. Em contrapartida, a dificuldade
em obter a solucao particular é proporcional ao grau da recorréncia, sendo necessario resolver
um sistema linear de mesma ordem.

Com isso, nessa se¢ao apresentamos o método de BenTaher-Rachidi [2] que na integra é um
método utilizado para inverter matrizes de Vandermonde.

Para simplificar o estudo desse método, divide-se em dois casos, sendo analisado primeiro as
recorréncias lineares cujo polinomio caracteristico apresenta somente raizes simples e em seguida
obtém-se a férmula para problemas em que o polindmio caracteristico apresente alguma raiz

com multiplicidade maior que um.

4.1 Polinomio caracteristico contém somente raizes sim-
ples

Seja a solucao geral de uma recorréncia que apresenta como polinémio caracteristico somente
raizes simples dada por

Vi = Broz™ + ... + Bror™,
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ou seja, o polinomio caracteristico da recorréncia apresenta somente raizes com multiplicidade
igual a um, e considere conhecida as condi¢oes de contorno Vi, ..., Vi, entao a solugao particular
dessa recorréncia é obtida ao determinar os valores das constantes 3; o, determinados ao resolver

o sistema linear (4.1) dado por

Bi0 + B2,0 + ...+ Bro = W
A T o+ Mo = W
1810 282,0 . Bro 1 (4.1)
\ N7'Bo 4+ A B + oo 4+ A8 = Vi

Como apresentado na segao 2.1, o sistema (4.1) pode ser escrito na forma matricial Az = b,

onde A é a matriz dos coeficientes dada por

1 1 ... 1
A A oA
Az | o e A (42
_A’fjol ASBI Ai;ﬁ_

Para determinar o valor dos coeficientes de interesse, um método consiste em obter a matriz
inversa de A, sendo os coeficientes dados pela expressao z = AVb.

O primeiro questionamento em relacao a essa técnica é em relacao a existéncia da matriz
inversa. Para isso, note que a matriz (4.2) é uma matriz de Vandermonde, e consequentemente,
sua determinante é dada pela expressao (2.14).

Como \; # \; para todo i # j, entao det(A) # 0, garantindo a existéncia da matriz inversa.

Logo, basta determinar a inversa de A para obter os coeficientes desejados. No artigo de
BenTaher-Rachidi [2] mostra-se uma técnica para encontrar essa matriz, e consequentemente,

a solucao especifica da recorréncia.

Teorema 15 (Teorema 2.2, [2]) Seja uma recorréncia linear homogénea cujo o polinémio

Tl —Gp_0z—a,_1, com a,_1 # 0, tenha apenas raizes simples

caracteristico, p(z) = 2" — apz
A1, -y A € Sejam conhecidos os valores de Vi, ..., Vi._1, entao a solucao dessa recorréncia é dada

pela equagao (4.3).

1
V, = ;p’(&)

para n >k, onde A, = a1V, + ... + a,Vi_1.

>
RS
b e
o

-1
A n
Wpl) A (4.3)
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Note que essa abordagem nao requer a resolucao de um sistema linear como é exigido ao

utilizar o método tradicional.

Exemplo 30 Determine uma expressao para a relagao de recorréncia V,.1 = 3V, — 2V, 1,
sabendo que Vo =1 e V) = 2.

O polinémio caracteristico da recorréncia serd dado por p(z) = 22 — 32+ 2, com \; =1 e
Ao = 2 e ambos com multiplicidade um, m; = mg = 1. Com isso € possivel aplicar o método

BenTaher-Rachidi e a solu¢ao da recorréncia serd dada pela formula (4.3),

1 Ap Ay 1 Ap Ay
v, = A AL,
7o) (A&’“WH) TOw (A%WH) 2

Com isso, basta determinar as contantes A, e p'(\;).

A0:a1%+a0V1:>A0:—2-1+3-2:>A0:4

A1:G1WZ>A1:—2'2:>A1:—4.

Derivando o polinomio p(z), p'(z) = 2z — 3, logo p'(1) = —1 e p'(2) = 1. E portanto,
substituindo na equacao, obtém-se

V, =2"

4.1.1 Simulacao das recorréncias que apresentam polindmio carac-

teristico com raizes de multiplicidade um

Ao estudar diferentes métodos para resolucao de um mesmo problema é interessante avaliar
quais sao as vantagens e desvantagens que um apresenta em relagao ao outro. Para isso,
foram realizadas simulacoes utilizando o software computacional Scilab com os dois métodos
e um grafico apresentando o tempo de execucao é gerado. Para obter um tempo médio para
representar o tempo de processamento de cada método foram realizadas cem simulagoes.

O resultado das simulacoes para cada caso listado é apresentado nas figuras a seguir.
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Figura 4.1: Tempo de processamento para uma relagao de recorréncia de ordem dois.

A primeira simulagao feita consiste em resolver a recorréncia de ordem dois, V1

tempo

a0 0

de Fibonacci descrita na se¢ao 3.2. Nessa simulag

éncia

A

hecida sequ

_1, que € a con

Va

médio de processamento utilizando o método de Taher-Rachidi ¢ inferior a 0,6 ms enquanto o

método tradicional é superior a 1,2 ms, mostrando que o método de Taher-Rachidi demanda

menor tempo de resposta para resolver recorréncias de ordem baixa.

Recoréneia: Win+1)

3v(n) - V(1) - 2V(n-2)

JE

tradicional

—— BenTaherRachidi

100

=[]

13f-----

(5w} odway

n®- compilagdo

Figura 4.2: Tempo de processamento para uma relagao de recorréncia de ordem treés.

Da mesma forma, soluciona-se a recorréncia V,, 1 = 3V,,—V,,_1 —2V,,_s, que tem ordem treés,
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e novamente o método de Taher-Rachidi demanda um menor tempo. E importante notar que
ao aumentar a ordem da recorréncia, ambos os métodos aumentam o tempo de processamento,

porém o método tradicional apresenta um menor aumento.

Recaréncia: Vin+1)= 4W{n)+ 7vWin-1) - Win-2) - BWin-3)
28 F----- o o o e oo e —
—— BenTaherRachidi

— tradicional
2BT-----

244

I ) s

tempo (ms)

s Bl

i
1

| | i

1 1 1

1 1 1

1 1 1

T t T 1
a0 G0 70 80 an 100

n®- compilagdo

o
=
[)
o
w1
o

Figura 4.3: Tempo de processamento para uma relacao de recorréncia de ordem quatro.

A terceira simulagao consiste em resolver a recorréncia de ordem quatro, V,,.1 = V,+7V,,_1—
V,._o — 6V,,_3, e percebe-se que o método tradicional exige um menor tempo de processamento

para essa recorréencia, seguindo um crescimento mais expressivo de tempo para o método de

BenTaher-Rachidi.
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Recoréncia: Wn+1) = -4} + 40W(n-1) + OBV({N-2) - 530V(n-3) - 40BV(n-4) + 1940V(n-5) + 312(n-8) - 1440V(n-7)
e S e e A e e m oo R
| — BenTaherRachidi

I N R e S T

I
'
I
“““ F| — tradicional ‘I
'
I

tempo (ms)

n®- compilagdo

Figura 4.4: Tempo de processamento para uma relagao de recorréncia de ordem oito.

Por fim, utiliza-se a recorréncia V.1 = —4V,, + 40V,,_1 + 98V,,_o — 539V,,_3 — 406V,,_4 +
1940V,,_5 + 312V,,_¢ — 1440V,,_7, que apresenta ordem oito. Verifica-se, como anteriormente,
que o crescimento do tempo de processamento do método de Taher-Rachidi segue crescendo
de forma mais intensa quando comparado com o método tradicional, levando a uma diferenca
para concluir o processamento cada vez mais expressiva.

Note que as recorréncias estudadas com maior énfase ao longo da graduacao e as principais
sequéncias vistas durante o ensino médio sao descritas por recorréncias de baixa ordem, de
segunda e terceira ordem, sendo os casos em que o método de BenTaher-Rachidi apresentou

um desempenho computacional melhor, justificando a importancia do estudo desse método.

4.2 Polindmio caracteristico apresenta raizes com mul-
tiplicidade maior que um

Para o caso em que o polindmio caracteristico nao apresenta somente raizes simples, os
coeficientes a serem determinados sao fungoes polinomiais, sendo utilizado o Teorema a seguir.

Teorema 16 (Teorema 2.4, [2]) Dada uma recorréncia em que seu polindmio caracteristico,

p(z) = 2" — agz"!

— . — Qp_2Z — Qp_1, cOM a,_1 # 0, apresenta como raizes Ay, ...,\s com
multiplicidades mq, ..., mg, respectivamente, entdo a solucdao especifica dessa recorréncia € dada

por
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V=S Qiman, (4.4)

onde

r—1
Qi(r) = Z ApH; p (a0 (T), (4.5)

p=0
Ap = ar_ﬂ/;, + ...+ apW_l, (46)
HLP,(M,M,)\S)(”) = Z Ki,PJ’%‘](”)Qi,p()‘l? s As), (4.7)

ki+..+ks=m;—1

("t (—p—1)

K; J(n) = s 48
w1 = T (n—p—k; — 1) (48)
[ | i
Qi,p()\la ceey >\s) - N ; ’ : . (49)
)‘erkZH Hj:l,j;éi()\i - )‘j)mj+kj

Observe que o somatério da equagao (4.7) ocorre sobreo que chamamos de equagao diofan-

tina. Segue sua definigao.

Definicao 25 Uma equacao polinomial de duas ou mais varidveis que admita apenas valores

inteiros € chamada de equagao diofantina.

Os distintos métodos para obter as solucoes de uma equacgao diofantina podem ser encon-
trados em [10].
Mais detalhes a respeito da formulagao das expressoes (4.3) e (4.4) sao encontrados nas

referéncias [2] e [12].

Exemplo 31 Determine a solucao da recorréncia Vi, 1 = 5V, — 8V, 1 + 4V, _o, onde Vy =1,
Vi=1eVy=2.

O polinomio caracteristico dessa recorréncia é dado por p(x) = x* —5x*+8x —4 e apresenta
como raizes \y = 1, commq =1 e Ay =2, com my = 2.

Analisando a recorréncia também se obtém os valores das constantes ag = 5, a1 = —8 e

as = 4. Utilizando a formula (4.6), calcula-se

A0:a2%+a1‘/1+a0\/2:>A0:6,
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Al =i+ V= Al =—12,
Ay = anVy = Ay = 8.

Sei =1, entdo ki + ke = m; — 1 =0, logo k; = ke = 0. Assim, as equagies (4.8) e (4.9)

resultam em,
(—1)ym-1=kr (p—p—1)!

K1) () =
= K1,0,0] = K1,1,)0] = K1,2,)0] = 1,
Qo= =Q=1

Entao,

Hiog=Hi1=H=1

Da mesma forma, se i =2, entdo ki + ko =mo—1=1,logoky =1 eko=0o0uk, =0e

ko = 1. Para o primeiro caso,

K2,0,[0] = K2,1,[0] = R2,2,[0] = -1,
1 1 1
Qoo == Qo1 = - Qye = —.
20 =5 21 = 22 =3
Para o sequndo caso,
R20,1] =N — 1, Ro11 =N — 2, Koo =N — 3,
1 1 1
2,0 47 2,1 87 2,2 16
Logo,
n—3 n—4 n—>5
Hyo = Hyy, = Hyo = .

4 7 8 ’ 16

Assim, obtém-se
Q1(n) = AoH1 o+ A1Hiq + AsHi 5 = Q1(n) = 2,

n—2

2

Q2(N) = AoHa + ArHyy + AyHyp = Qa(n) =

E consequentemente,
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4.2.1 Simulagao das recorréncias que apresentam polinémio carac-

teristico com alguma raiz de multiplicidade maior que um

Apesar de problemas envolvendo polinomios caracteristicos que apresentem somente raizes
simples se apresentarem rapidos e simples para obtencao de sua solucao, o Exemplo 31 se
mostrou longo pela simples adicao de uma raiz com multiplicidade dois.

Algumas simulagoes utilizando o método de BenTaher-Rachidi foram realizadas para os
casos em que o polinomio caracteristico apresenta alguma raiz com multiplicidade maior que

uImn.

Recoméncia: Vin+1)= Svin) - Bvn-1) + 4vin-2)

tempo (ms)

J BT

= Sy, RO
=]
a

|
1
'
T

2] 10 20 30 40 S0 B0 70 20

n®- campilagdo

Figura 4.5: Tempo de processamento de uma recorréncia de ordem trés (raiz com multiplici-

dade).

A figura 4.5 mostra o tempo de processamento para solucionar a recorréncia V,, .1 = 5V, —
8V,_1 + 4V,,_o que apresenta como raizes de seu polinomio caracteristico os valores A\ = 1 e
Ao = 2 com multiplicidades um e dois, respectivamente.

J& nesse caso, com o menor nimero de raizes com multiplicidade maior que um, o método
de BenTaher-Rachidi acarreta um maior tempo de resposta quando comparado com o método

tradicional.
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Recarénaia: Win+1) = 10W{n) - 33V(n-1) + 44W(n-2) - 20W(n-3)
1
—— BenTaherRachidi v
1

tradicional

tempo (ms)

n°- compilagdo

Figura 4.6: Tempo de processamento de uma recorréncia de ordem quatro (raiz com multipli-

cidade).

A segunda simulacao se utiliza da recorréncia de ordem quatro, V,,; = 10V, — 33V,,_1 +
44V, 5 — 20V, 3. E possivel perceber que ao aumentar a ordem da recorréncia, no método de
BenTaher-Rachidi ocorreu um grande aumento em seu tempo de processamento, enquanto o
método tradicional houve pouco aumento.

Da mesma forma que resolver a recorréncia do Exemplo 31 se mostrou complicado, a re-
solucao pelo software também acarretou em um maior tempo de execucao quando comparado
com o método tradicional.

Outro detalhe importante que deve ser levado em conta é em relagao ao trabalho de imple-
mentacao do método de BenTaher-Rachidi para recorréncias que apresentem em seu polinomio
caracteristico raizes com multiplicidade maior que um. De acordo com a ordem da recorréncia
foi necessario implementar algoritmos diferentes pela grande dificuldade de se resolver a equacao

ki + ...+ ks = m; — 1 que aparece em (4.7).
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Conclusao

Esse trabalho tem o intuito de apresentar um dos métodos amplamente conhecidos na
resolucao de problemas envolvendo recorréncias como também apresentar um método pouco
divulgado.

Ao trazer distintas maneiras de se resolver um mesmo problema, procura-se destacar vanta-
gens e desvantagens que um método apresenta em relagao ao outro, justificando a importancia
das diferentes abordagens.

No Capitulo 4 desse trabalho conclui-se que o método de BenTaher-Rachidi é capaz de
solucionar equacoes recorrentes lineares de ordens dois e trés de modo mais rapido, quando
comparado com o método inicialmente apresentado no Capitulo 3. E importante notar que
em sua maior parte, as recorréncias estudadas no ensino médio (PA, PG e recorréncias que
modelam problemas de olimpiada) sdo dessa ordem, justificando a importéancia do estudo desse
método.

Em trabalhos futuros, pode-se realizar um estudo a respeito da implementacao dos codigos,
principalmente nos que se referem as recorréncias que apresentam polinomio caracteristico com
raiz de multiplicidade maior que um, aprimorando a velocidade de solucao. Note que maior
parte do tempo para esses casos envolvem a solucao de uma equacao diofantina, logo uma
melhor abordagem computacional nessa parte geraria uma melhora nos resultados.

Por fim, espera-se que esse trabalho sirva como meio de consulta para um estudo rapido nos
métodos de resolugao de recorréncia como também para instigar aos futuros leitores a estudar

esse método aqui apresentado.
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Apeéendice A

Programacao utilizada na obtencao dos graficos 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4.

/ MENU //
// exercicio = 1 para recorréncia: V(n+1l) = V(n) + V(n—1)

// exercicio = 2 para recorréncia: V(n+1) = 3V(n) — V(n—-1) — 2V(n—-2)

// exercicio = 3 para recorréncia: V(n+1l) = 4V(n) + 7V(n—1) — V(n—2) — 6V(n—3)

// exercicio = 4 para recorréncia: V(n+1l) = —4V(n) + 40V(n—1) + 98V(n—2) — 539V(n—3) — 406V(n—4) +
+ 1940V(n—5) 4+ 312V(n—6) — 1440V(n—7)
/ //
clear //limpa os dados antigos do programa
exercicio 2;
cronometro = 1; //Método de BenTaher—Rachidi
while cronometro <= 100,
tic (); //inicia o crondmetro
if exercicio == 1 then
p = poly([—-1 =1 1], ’z’, ’coeff’)
contorno = [1 1]°
elseif exercicio == 2 then
p = poly([2 1 -3 1], ’z’, ’coeff’)
contorno = [1 1 5]’
elseif exercicio == 3 then
p = poly ([6 1 =7 —4 1], ’z’, ’coeff’)
contorno = [1 1 5 3]’
else
p = poly ([1440 —312 —1940 406 539 —98 —40 4 1], ’z’, ’coeff’)
//polinémio caracteristico da recorréncia —> p(z) = z"r — a_{0}*z"(r—1) — ... — a_{r—1}
contorno = [1 1 0 —10 10 1 2 —1]°
//condigdes de contorno do problema —> V(0), V(1), ., V(r—1)
end
vetor = coeff(p)
for i = 0:(degree(p)—1), coeficientes(i+1) = vetor(degree(p)—i); end
coeficiente = coeficientesx(—1) //coeficientes a_{0}, a-{1}, ..., a_-{n} da recorréncia
derivada_p = derivat(p) //derivada do polindémio caracteristico
raiz = roots(p) //raizes do polindédmio caracteristico
for i l:degree(p), for k = O:degree(p)—1, OMEGA(i, k+1) = 0; end; end

for i = 1l:degree(p), for k = 0O:degree(p)—1, for j = 0:k, OMEGA(i, k+1) = OMEGA(i, k+1) +
coeficiente (degree(p)+j—k)/((raiz (i) (j+1))*horner(derivada_p, raiz(i))); end; end; end

constantes = (OMEGA#contorno);
tempol (cronometro) = toc ();
cronometro = cronometro + 1;

end;

//Recorréncia//
for i = 0:15, F(i+4+1) = 0; end
for i = 0:15, for j = 1l:degree(p), F(i+1) = F(i+1) + constantes(j)*(raiz(j)) i; end; end

/1 //
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cronometro = 1; //Método tradicional
while cronometro <= 100,

tic ()5

deff(’v = arred(x,n)’,’v = round (x*(10"n))/(10"°n)’)

if exercicio == 1 then
pol = poly([—-1 -1 1], ’z’, ’coeff’)
contorno = [1 1]’
elseif exercicio == 2 then
pol = poly([2 1 =3 1], ’z’, ’coeff’)
contorno = [1 1 5]’
elseif exercicio == 3 then
pol = poly([6 1 =7 —4 1], ’z’, ’coeff’)
contorno = [1 1 5 3]’
else
pol = poly([1440 —312 —1940 406 539 —98 —40 4 1], ’z’, ’coeff’)
//polinémio caracteristico da recorréncia —> p(z) = z"r — a_{0}*xz"(r—1) — ... — a_{r—1}
contorno = [1 1 0 —10 10 1 2 —1]°
//condigdes de contorno do problema —> V(0), V(1), ..., V(r—1)
end

r = degree(pol);

raiz = roots(pol);

num = 0;

while i < r,

if (arred(raiz (i) ,5) == arred(raiz(i+1),5)), num = num + 1; end;
= 4 1;

end;

for i = l:r—num, m(i) = 1; end;

i = 1;

=1

while i < r,
if (arred(raiz(i),5) == arred(raiz(i+1),5)), m(j) =m(j) + 1;
// multiplicidade de cada raiz encontrada no polinémio caracteristico

else j = j 4+ 1; end;

i =14 1;
end;
p = 0;
s = length (m); // ntumero de raizes diferentes do polindmio caracteristico
for i = 1:s,
for j = 1:i, p=p + m(j); end;
lambda (i) = raiz(p); // diferentes raizes encontradas no polinémio caracteristico
p = 0;
end;
for j = 1:r, for i = 1:r, A(j,i) = lambda(i)"j; end; end;

n = poly (0,”n”);

x = inv (A)xcontorno;
tempo3(cronometro) = toc ();
cronometro = cronometro + 1;

end;

//Recorréncia//

for n = 1:10, V(n) = 0; end;

for n = 1:10, for i = 1:s, V(n) = V(n) + x(i)xlambda(i) " n; end; end;
for n = 1:10, V(n) = arred(V(n),5); end;

// Graficos //
t=1:1:100;

plot2d (t, [1000xtempol(t’), 1000xtempo3(t’)],[5,2]);
legends ([ ’BenTaher—Rachidi ’; > tradicional ’] ,[5,2] ,opt="ur”)
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if exercicio == 1 then

xtitle (’Recorréncia: V(n+1) = V(n) + V(n—1)’, 'n® — compilagdo’, ’tempo (ms)’) ;
elseif exercicio == 2 then

xtitle (’Recorréncia: V(n+1) = 3V(n) — V(n—1) — 2V(n—2)’, ’n® — compilagdo’, ’tempo (ms)’) ;
elseif exercicio == 3 then

xtitle (’Recorréncia: V(n+1) = 4V(n) + 7V(n—1) — V(n—2) — 6V(n—3)’, 'n°® — compilagdo’, ’tempo (ms)’) ;
else

xtitle (’Recorréncia: V(n+1l) = —4V(n) + 40V(n—1) + 98V(n—-2) — 539V(n—-3) — 406V(n—4) + 1940V(n—-5) +
312V(n—6) — 1440V(n—7)’, 'n° — compilagdo’, ’tempo (ms)’) ;
end
xgrid

62



Apendice B

Programacao utilizada na obtencao do grafico 4.5.

clear //limpa os dados antigos do programa
cronometro = 1; //método de BenTaher—Rachidi
while cronometro <= 100,

tic (); //inicia o crondémetro

deff(’v = arred(x,n)’,’v = round(x*(10"n))/(10"°n)’)

pol = poly([—4 8 —5 1], ’z’, ’coeff’)
//polinémio caracteristica da recorréncia —> p(z) = z"r — aO*xz"(r—1) — — a(r—1)
contorno = [1 1 2]’
//condigdes de contorno do problema —> V(0), V(1), ..., V(r—1)
r = degree(pol); //ordem da recorréncia
vetor = coeff(pol);
for i = 0:(degree(pol)—1), coeficientes(i+1) = vetor(degree(pol)—i); end;
coeficiente = coeficientes*(—1);
//coeficientes a0, al, ..., a(r—1) da recorréncia
raiz = round(roots(pol)); //raizes do polinémio caracteristico
for i = 1:r, A(i) = 0; end;
for i = 1:r, for p = i:r, A(i) = A(i) + coeficiente (r—p+i)*contorno(p); end; end;
// Ap = a(r—1)*V(p) + ... + a(p)*V(r—1)
i = 1;
num = 0;
while i < r,
if (arred(raiz(i),5) == arred(raiz(i+1),5)), num = num + 1; end;
i =14 1;
end ;
for i = l:r—num, m(i) = 1; end;
i = 1;
=1
while i < r,
if (arred(raiz(i),5) == arred(raiz(i+1),5)), m(j) =m(j) + 1;
// multiplicidade de cada raiz encontrada no polinémio caracteristico
else j = j + 1; end;
i =14 1;
end;
p = 0;
s = length (m); // ntumero de raizes diferentes do polindédmio caracteristico
for i = 1:s,
for j = 1:i, p =p 4+ m(j); end;

lambda (i) = raiz(p);
// diferentes raizes encontradas no polindmio caracteristico
p = 03

end;
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//para i = 1 (nesse caso, lambdal = 2 e ml = 2)

//Definindo a matriz k: k1, k2, ..., ks para i =1 (k1 + k2 + ... 4+ ks = mi — 1)
i = 1y
for cont = 1:s, Q(cont) = 0; end;

while i <= s,

solucoes = factorial(m(i) — 1 + s — 1)/(factorial (m(i)—1)xfactorial(s—1));

// ntimero de solugdes pra equacao kl + k2 + ... + ks = mi — 1

jo=1;

for p = 0:(m(i)—1), matriz_-k(p+1,j) = m(i)~1-p; end;

// matriz das diferesntes solug¢des kl 4+ k2 + ... + ks = mi — 1 para determinado valor de i
=2

for p = 0:(m(i)—1), matriz_k(p+1,j) = p; end;

/ KAPPA //
n=poly (0,”n”);
for contl = 1l:solucoes, for j = 1l:r, produto_fatoriall (contl,j) = 1; end; end;
for cont2 = 1:solucoes,
for p = 0:r—1, if matriz_k(cont2,i) == 0 then produto_fatoriall (cont2 ,p+1) = 1;
else
for jl1 = 1l:matriz_k(cont2,i), produto_fatoriall (cont2,p+1) = produto_fatoriall (cont2,p
+1)*(n — jl1 — p); end;
end;
end;
end;
for j = l:solucoes, produto_fatorial2(j) = 1; end;
for contl = 1l:solucoes, for j =1l:s, produto_fatorial2(contl) =

produto_fatorial2 (contl)*factorial (matriz_k (contl,j)); end; end;

for a = 1l:solucoes, for b = 1l:r, KAPPA(a,b) = (((—=1)"(m(i) — 1 — matriz_k(a,i)))/
produto_fatorial2(a))* produto_fatoriall(a,b); end; end;

// //
/, OMEGA //
for contl = 1l:solucoes, for j = 1l:r, produto_fatorial3 (contl,j) = 1; end; end;
if i == 1 then j = 2; end;
if i == 2 then j = 1; end;
for cont2 = 1l:solucoes,
for p = 0:r—1, if matriz_k(cont2, j) == 0 then produto_fatorial3 (cont2,p+1) = 1;
else
for jl1 = 1l:matriz_k(cont2, j), produto_fatorial3 (cont2,p+1) = produto_fatorial3 (cont2,p
+1)*(m(j) + jl — 1); end;
end ;
end ;
end ;

for a = l:solucoes, for b = 1: r, produtorio2(a,b) = (lambda(i) — lambda(j))  (m(j) +

matriz_k(a,j)); end; end;

for a = 1l:solucoes, for b = 1: r, OMEGA(a,b) = produto_fatorial3 (a,b)/((lambda(i)” (b +
matriz_k (a,i)))* produtorio2(a,b)); end; end;

/7 /!

/ H(i,j) //

for p = 1:r, H(p) = 0; end;

for p = 1:r, for cont = l:solucoes, H(p) = H(p) + KAPPA(cont ,p)*OMEGA(cont ,p); end; end;
/ //

% Q(i) /!
for cont = 1:r, Q(i) = Q(i) 4+ A(cont)*H(cont); end;
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/, 1/

i =14 1;
end;
tempo2(cronometro) = toc (); // tempo de compilagao
cronometro = cronometro + 1;

end;

/ //

cronometro = 1; //método tradicional
while cronometro <= 100,
tic (); //inicia o crondmetro
deff (’v = arred(x,n)’,’v = round (x*(10"n))/(10"°n)’)

pol = poly([—4 8 =5 1], ’z’, ’coeff’)
//polinémio caracteristico da recorréncia —> p(z) = z"r — a0*z"(r—1) — ... — a(r—1)
contorno = [1 1 2]’

r = degree(pol);
raiz = round(roots(pol));

//raizes do polindédmio caracteristico

num = 0;

while i < r,

if (arred(raiz(i),5) == arred(raiz(i+1),5)), num = num + 1; end;
=i 4 1;

end;

for i = l:r—num, m(i) = 1; end;

i = 1

=1

while i < r,
if (arred(raiz(i),5) == arred(raiz(i+1),5)), m(j) =m(j) + 1;
// multiplicidade de cada raiz encontrada no polinémio caracteristico

else j = j 4+ 1; end;

i =14 1;
end;
p = 0;
s = length (m); // ntmero de raizes diferentes do polindmio caracteristico
for i = 1:s,
for j = 1:i, p =p + m(j); end;
lambda (i) = raiz(p); // diferentes raizes encontradas no polinémio caracteristico
p = 0;
end;

n poly (0,”n”);
cont = 1;
for i = 1:s,
for j = 1:m(i),
vetor (cont) = lambda(i)*n”(j—1);
cont = cont + 1;
end;
end;
cont = 1;
b = 1;
for a = 1:r,
for i = 1:s,
for j = 1:m(i),
H(a,b) = vetor(b)*(lambda(i)” (cont — 1));
b=D>b+4+ 1;
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end;

end;
cont = cont 4+ 1;
b = 1;
end;
for i = 1:r,
for j = 1:r,
A(i,j) = hormer(H(i,j), i);
end;
end;
x = inv (A)xcontorno; // constantes da solugao
tempo4 (cronometro) = toc (); // tempo de compilagao
cronometro = cronometro + 1;
end;
// Gréaficos
t=1:1:100;

plot2d (t, [1000xtempo2(t’), 1000xtempo4(t’)],[5,2]);
legends ([ ’BenTaher—Rachidi ’; > tradicional ’] ,[5,2] ,opt="ur”)
xtitle (’Recorréncia: V(n+1) = 5V(n) — 8V(n—1) 4+ 4V(n—-2)’,
xgrid
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Apéndice C

Programacao utilizada na obtencao do grafico 4.6.

clear

cronometro 1;

while cronometro <=

tic ()

100,

//limpa os dados antigos do programa

//inicia o crondémetro

deff(’v = arred(x,n)’,’v = round(x*(10"n))/(10"°n)’)

pol = poly ([20 —44 33 —10 1], ’z’, ’coeff’)
//polinémio caracteristica da recorréncia —> p(z) = z"r — aO*xz " (r—1) —
contorno = [1 1 2 3]’

//condi¢des de contorno do problema —> V(0), V(1), ...,

r = degree(pol);

vetor coeff(pol);

for i

coeficiente

//coeficientes a0, al,

raiz =
for i = 1:r, A(i) = 0;
for i = 1:r, for p = i

// Ap = a(r—1)xV(p) +

i = 1;

num = 0;

while i < r,
if (arred(raiz(i),5)
i =14 1;

end ;

for i = l:r—num, m(i) =

i = 1y

=1

while i < r,

if (arred(raiz(i),5)

// multiplicidade de cada raiz encontrada no polinémio caracteristico
else j = j + 1; end;
i =14+ 1;
end;
p = 0;
s = length (m); // ntumero de raizes diferentes do polinémio
for i = 1:s,
for j = 1:i, p =p 4+ m(j); end;
lambda (i) = raiz(p); // diferentes raizes encontradas no polinémio
p = 03
end;
//para i = 1 (nesse caso, lambdal = 2 e ml = 2)

0:(degree(pol)—1),

arred (roots (pol),5);

end;

V(r—1)
//ordem da

coeficientes (i+1) = vetor(degree(pol)—i);

coeficientes x(—1);

a(r—1) da recorréncia

//raizes do polinémio caracteristico

:r, A(i) = A(i) + coeficiente (r—p+i)*contorno(p);

+ a(p)*V(r—1)

arred(raiz(i+1),5)), num = num + 1; end;

arred(raiz(i+1),5)), m(j) =m(j) + 1;
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end ;
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//Definindo a matriz k: k1, k2, ..., ks para i = 1 (k1 + k2 +
i = 1;
for cont = 1:s, Q(cont) = 0; end;
while i <= s,
cont = 0;
linhal = 0;
solucoes = factorial(m(i) — 1 + s — 1)/(factorial (m(i)—1)xfactorial(s—1));

// ntimero de solugdes pra equacadao kl + k2 + + ks = mi —

while cont < m(i),

1

if cont < m(i) — 1 then
=1
for p = 0:(m(i)—cont), matriz_k (p+1+linhal ,j) = m(i)—1—p—cont; end;
// matriz das diferesntes solug¢gdes kl + k2 + + ks = mi — 1 para determinado valor de i
i=2;
for p = 0:(m(i)—cont), matriz_k (p+1+linhal ,j) = p; end;
i =3
for p = 0:(m(i)—cont), matriz_k (p+14+linhal ,j) = cont; end;
=4
for p = 0:(m(i)—cont), matriz_k (p+1+linhal ,j) = p+l4linhal; end;
linhal = linhal 4+ p;
else
=1
for p = 0:(m(i)—cont—1), matriz_k (p+1+linhal ,j) = m(i)—1—p—cont; end;
// matriz das diferesntes solug¢des kl + k2 + + ks = mi — 1 para determinado valor de i
=2
for p = 0:(m(i)—cont—1), matriz_k (p+1+linhal ,j) = p; end;
i=3;
for p = 0:(m(i)—cont—1), matriz_k (p+1+linhal ,j) = cont; end;
=4
for p = 0:(m(i)—cont—1), matriz_k (p+1+linhal ,j) = p+l+linhal; end;
linhal = linhal 4 p;
end;
cont = cont + 1;
end;
/7 KAPPA /
n=poly (0,”n”);
for contl = 1l:solucoes, for j = 1l:r, produto_fatoriall (contl,j) = 1; end; end;
for cont2 = 1:solucoes,
for p = 0:r—1, if matriz_k(cont2,i) == 0 then produto_fatoriall (cont2 ,p+1) = 1;
else
for jl1 = 1l:matriz_k(cont2,i), produto_fatoriall (cont2,p+1) = produto_fatoriall (cont2,p
+1)*(n — jl — p); end;
end;
end;
end;
for j = 1l:solucoes, produto_fatorial2(j) = 1; end;
for contl = 1l:solucoes, for j =1l:s, produto_fatorial2(contl) =
produto_fatorial2 (contl)*factorial (matriz_k (contl,j)); end; end;
for a = 1l:solucoes, for b = 1:r, KAPPA(a,b) = (((—=1)"(m(i) — 1 — matriz_k(a,i)))/
produto_fatorial2(a))* produto_fatoriall (a,b); end; end;

% //
/, OMEGA- //
for contl = 1l:solucoes, for j = 1l:r, produto_fatorial3 (contl,j) = 1; end; end;
for contl = 1l:solucoes, for j = 1l:r, produtoriol(contl,j) = 1; end; end;
for contl = 1:solucoes, for j = 1l:r, produtorio2(contl,j) = 1; end; end;
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=1
if i == j then j = j + 1; end;
while j <= s,

for cont2 = 1l:solucoes,
for p = 0:r—1, if matriz_k(cont2, j) == 0 then produto_fatorial3 (cont2,p+1) = 1;
else
for jl1 = l:matriz_k(cont2, j), produto_-fatorial3 (cont2,p+1) =
produto_fatorial3 (cont2,p+1)*x(m(j) + jl1 — 1); end;
end;
end;
end;
for contl = 1l:solucoes, for jl = 1l:r, produtoriol(contl,jl) =

produtoriol (contl,jl)*produto_fatorial3 (contl,jl); end; end;

for a = 1l:solucoes, for b = 1:r, produtorio2(a,b) = produtorio2(a,b)x(lambda(i) —

lambda(j))  (m(j) + matriz_k(a,j)); end; end;

if i == j then j = j + 1; end;

for a = l:solucoes, for b = 1: r, OMEGA(a,b) = produtoriol(a,b)/((lambda(i)” (b +
matriz_k (a,i)))* produtorio2(a,b)); end; end;

for a = 1l:solucoes, for b = 1: r, reserva(a,b) = OMEGA(a,b); end; end;

for a = l:solucoes, for b = 1: r, OMEGA(a,b) = reserva(solucoes—a+1,b); end; end;

/7 //

/ H(i, j) /!
for p = 1:r, H(p) = 0; end;
for p = 1:r, for cont = l:solucoes, H(p) = H(p) + KAPPA(cont ,p)*OMEGA(cont ,p); end; end;

/ /!
% Q(1) /!
for cont = 1:r, Q(i) = Q(i) 4+ A(cont)*H(cont); end;
/7 /]
i =14 1;
end;
tempo2(cronometro) = toc (); // tempo de compilagao
cronometro = cronometro + 1;
end;
/, //
cronometro = 1;

while cronometro <= 100,
tic (); //inicia o crondmetro

deff(’v = arred(x,n)’,’v = round(x%(10°n))/(10"°n)’)

pol = poly ([20 —44 33 —10 1], ’z’, ’coeff’)

//polinémio caracteristico da recorréncia —> p(z) = z"r — a0*z"(r—1) — ... — a(r—1)

contorno = [1 1 2 —1]’

//condigdes de contorno do problema —> V(0), V(1), ..., V(r—1)

r = degree(pol); //ordem da recorréncia (grau do polinémio caracteristico)
raiz = arred(roots(pol) ,4);

//raizes do polinémio caracteristico ##**ANALISAR PRECISAOx # *

i = 1;

num = 0;

while i < r,
if (arred(raiz(i),5) == arred(raiz(i+1),5)), num = num + 1; end;
i =14 1;
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for i = l:r-num, m(i) = 1; end;
i = 1;
=1
while i < r,
if (arred (raiz(i),5) == arred(raiz(i+1),5)), m(j) =
// multiplicidade de cada raiz encontrada no polinémio
else j = j + 1; end;
i =14+ 1;
end;
P 0;
s = length (m);
// ntmero de raizes diferentes do polindédmio caracteristico
for i = 1:s,
for j = 1:i, p =p + m(j);
lambda (i) = raiz(p);
// diferentes raizes encontradas no polindédmio
p = 0;
end;
n = poly (0,”’n”);

cont = 1;
for i = 1:s,
for j = 1:m(i),
vetor (cont) = lambda(i)*n"(j—1);
cont = cont + 1;
end;
end;
cont = 1;
b =1;
for a = 1:r,
for i = 1:s,
for j = 1:m(i),
H(a,b) = vetor(b)*(lambda(i)” (cont — 1));
b=D>b+ 1;
end;
end;
cont = cont + 1;
b = 1;
end;
for i = 1:r,
for j = 1:r,

A(i,j) = horner(H(i,j),

x = inv (A)xcontorno;
tempo4d (cronometro) = toc ();
cronometro = cronometro 4+ 1;

end;

t=1:1:100;

// constantes

da

m(j) + 1;

caracteristico

caracteristico

solugao

// tempo de compilagao

plot2d (t,[1000*tempo2(t’),1000*tempod(t’)] ,[5,2]);
legends ([ ’BenTaher—Rachidi ’; > tradicional ’] ,[5,2] ,opt="ur”)

xtitle (’Recorréncia:

xgrid
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