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Resumo

Essa dissertacao aborda conceitos de conjuntos convexos, func¢oes convexas e introducao a
otimizacao multiobjetivo com foco nos problemas biobjetivos. O desenvolvimento apresenta
uma revisao bibliografica contendo defini¢des, propriedades, proposigoes, lemas, teoremas e
aplicagao em situagoes reais. Espera-se que esse trabalho venha contemplar estudantes e pro-

fessores de matematica que buscam enriquecer o conhecimento sobre convexidade e otimizacao.

Palavras-chave: Conjuntos Convexos, Funcoes Convexas, Otimizagao Biobjetivo.
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Abstract

This dissertation addresses the main concepts related to convex sets, convex functions and
the introduction to a multi-objective optimization focusing on biobjective problems. The de-
velopment introduces a bibliographical review, which comprehends definitions, properties, pro-
positions, lemmas, theorems and their application to real situations. It is expected that this
work will include students and math teachers who seek to enrich knowledge about convexity

and optimization.

Keywords: Convex Sets, Convex Functions, Biobjective Optimization.
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Nomenclatura

Conjuntos sao normalmente representados por letras maitsculas e funcoes por letras mintsculas.

N : Conjunto dos niimeros naturais

Z : Conjunto dos niimeros inteiros

Q : Conjunto dos nimeros racionais

R : Conjunto dos nimeros reais

R™ : Produto cartesiano de n copias da reta real R
R, : Reais nao-negativos

B(a,¢€) : Bola Aberta do R™

AN:e

V : Qualquer

>~ : Somatério

4 : Nao Existe

~: Aproximadamente

C,.p : Combinagao simples de n elementos tomados p a p.
f'(a) Derivada da funcdo f em a

f~}(z) : Fungao inversa de f

H : Hiperplano

H . : Semiespaco aberto

H_ : Semiespago aberto

{a,z) = a”x : Produto interno entre os vetores a e x
&r + Epigrafo de uma funcao f

T : Cone

con(C): Casca convexa de C
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int(C): Interior de C
Vf(x): Gradiente de f em x

Of(x) : Subdiferencial de f em x
fi (k) : Derivada lateral & direita de f em k

()
“(k)

S~

Derivada lateral a esquerda de f em k
H[f(z,y)] : Matriz Hessiana da funcao f(z,y)
F(z1,25) : Fungao Global

X : Espago factivel

X, : Espago factivel e

Y : Espaco de objetivos

efi(X) : Conjunto de solugoes eficientes

P, : Problema multiobjetivo genérico

P : Problema de otimizacao multiobjetivo

P : Problema mono-objetivo

P, : Problemas escalares

P,, : Problema da soma ponderada

Py (¢) : Problema € — restrito

vii
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Capitulo 1

Introducao

O desenvolvimento historico sobre convexidade ocorreu de forma lenta, as primeiras contri-
buicoes sobre o assunto surgiram das defini¢coes sobre poligonos e sélidos a partir do livro XI
da grande obra “Os Elementos”de Euclides (300 a.C) mas, foi com Arquimedes (287-212 a.C)
a origem da primeira definicao sobre convexidade para curvas e superficies. Na obra “Harmo-
nices Mundi” publicada por Kepler (1571-1630), o autor apresenta problemas relacionados com
os poligonos regulares e poliedros regulares nao-convexos porém, no final do século XIX é que
surgem os primeiros resultados e estudos aprofundados sobre conjuntos convexos em dimensao
finita, introduzidos pelo matematico Minkowski (1864-1909) [1], [2]. A fungao convexa foi de-
finida pelo engenheiro Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859-1925), mostrando que
desigualdades decorrem das propriedades destas fungoes, um dos resultados relevantes sobre o
estudos de fungoes convexas é que o minimo local de uma funcao convexa é também o minimo
global. E importante ressaltar que nesse periodo nao foi apenas tedrico o estudo de andlise
convexa, contudo foi a partir do século XX é que houve um grande desenvolvimento no estudo
da convexidade envolvendo aplicagoes importantes em Pesquisa Operacional.

O termo Pesquisa Operacional surgiu na 2* guerra mundial (1939-1945) com o objetivo
de melhorar a utilizacao de recursos militares um tanto quanto escassos naquele momento.
A pesquisa operacional utiliza uma modelagem matematica na ajuda a tomada de decisoes
que busca melhorar ou otimizar um problema real. A Otimizacao Matematica consiste em
minimizar ou maximizar uma funcao sobre um subconjunto de alternativas factiveis. A partir
da década de 70 tem sido crescente o emprego de modelos de otimizagao para representarem
uma situagao problema real, onde varios objetivos, em geral conflitantes, concorrem para a

melhor solugao de um problema, estabelecendo um problema de Otimizacao Multiobjetivo. A



solugao de um problema multiobjetivo dependera da nocgao de equilibrio utilizada para resolver
os conflitos que surgem da consideracao simultanea de varios objetivos e raramente existe uma
solugdo que seja Gtima para todos os objetivos simultaneamente [3]. A nogao de Equilibrio
Cooperativo de Pareto é aplicado em problemas envolvendo duas funcoes objetivos, ou seja,
um problema de otimizacgao biobjetivo.

O engenheiro e economista franco-italiano Vilfredo Frederico Damaso Pareto (1848-1923)
publica em seu livro “Cours d’Economie Politique”a Lei de Eficiéncia de Pareto. A formulagao
matematica do equilibrio cooperativo de Pareto foi publicada em 1906, O “Otimo de Pa-
reto” ocorrerda quando nao for possivel melhorar a situacao de um objetivo sem degradar a
situacao de outro objetivo qualquer.

A motivacao para o desenvolvimento deste trabalho se da pelas possibilidades de estudar
conceitos oriundos da otimizacao que esta fortemente calcada nos conceitos advindos do Célculo
Diferencial de Integral e da Algebra Linear. Nesse sentido, modelos matematicos elaborados,
complexos e criteriosos podem requerer conhecimentos mateméticos especificos. Os professores
de matematica do ensino médio resolvem problemas com uma funcao, no entanto, em situagoes
reais, é necessario duas ou mais fungoes para modelar o problema, dessa forma essa dissertacao
pode acrescentar um diferencial para estudantes e professores de matematica.

Esta dissertacao tem como objetivo estudar os principais conceitos acerca de conjuntos e
funcoes convexas, funcoes convexas no R? e uma introducao a otimizacao multiobjetivo, com
focos em problemas biobjetivos. Sendo assim, a dissertacao esta organizada como segue:

O capitulo 2 aborda conceitos, defini¢coes, teoremas e proposicoes referentes a Conjun-
tos Convexos, Fungoes Convexas no R"™, um breve comentario sobre Fungoes Convexas Di-
ferencidveis e Aplicacoes de Funcoes Convexas no R2.

O capitulo 3 destina-se a Introducao de Otimizacao Multiobjetivo apresentando definigoes,
teoremas e uma situacao-problema que consiste em preparar um refeicao saudavel para diabéticos
envolvendo dois critérios, custo e quantidade de calorias.

No capitulo 4 serao apresentadas as conclusoes e trabalhos futuros.



Capitulo 2

Analise Convexa

Este capitulo apresenta defini¢oes, teoremas e resultados cldssicos de analise convexa. A

revisao aqui abordada foi baseada em [2], [1], [4], [5], [6], [7], [8], [9],[10] e [11].

2.1 Conjuntos convexos

Defini¢ao 1. Um conjunto C' C R™ € convexo quando para quaisquer x1,x2 € C' e a € [0, 1],

tem-se que o ponto genérico x = ax; + (1 —a)ry € C' .

Geometricamente, um conjunto é convexo em C' quando qualquer segmento de reta, com
extremidades em C', esta totalmente contido em C', caso contrario o conjunto é nao-convexo.

Na figura 2.1 (a) é um conjunto convexo e (b) um conjunto nao-convexo.

B

c - ~_ D

(@) (b)

Figura 2.1: (a) Conjuntos Convexo e (b) Conjunto nao-Convexo

Por defini¢ao o conjunto vazio é um conjunto convexo.

Definicao 2. Um conjunto A € um conjunto afim se a reta que passa por dois pontos distintos

quaisquer em A estda em A. O conjunto vazio € um conjunto afim.



Definicao 3. Uma combinacao linear é denominada afim dos vetores u; € R™ quando oy +
Qs+ ...+ oy, =1, ou seja, >0 o = 1.

Se a; > 0 para qualquer 1 < i < m, entao a combinag¢ao v € uma combinagao positiva.

Definicao 4. Uma combinacgao linear é convexa quando € simultaneamente afim e positiva,
ou seja, dado v; € R", o; € [0,1],i = 1,2,3,...,m, tais que Y ., a; = 1, 0 ponto Y " ov; €

combinacao convexa dos pontos v; € R™ com parametros a;,t =1,2,3,...,m.

Teorema 1. Seja C' C R™ um conjunto convexo com x1,xs,...x, € C, entdo toda combinacdo

convera aq Ty + Qals + ... + @z, =y ¢ oz € C.

Demonstragao: A demonstracgao sera feita por inducao em n.
Considere n = 1 a base da indugao, segue que 23:1 oaxy = oy € C
Seja aq @y + e + ... + apx, = Y ¢ oyx; € C a hipétese da indugao.

Observe que
n
Q1T + QT + .o+ ATy + Q1 Tpypr = E AiTi + Ap1Zny1 € C
7

Sem perda de generalidade, considere que a,,4+1 # 1. Entao fazendo o = Y . | o, segue que

a
n+1 = 1y € @ # 0. Pela hipStese da indugao e considerando que Y i | — = 1,tem-se que
o

o s
T=y ", sz‘ € C. Logo M avar; = ax + (1 — @)z, € C, pois C é Convexo. .

Definigao 5. Sejam Cy e Cy conjuntos convexos. O conjunto soma/subtracao destes conjuntos

¢ um conjunto de pontos da forma
Ci+Cy= {CL’ € R”/x =] :l:OQ,Cl € 01702 € CQ}
Propriedades dos Conjuntos Convexos

(i) Suponha que C},Cs,..., Cy, sejam conjuntos convexos do R, entao C' = C1NCyN...NCy,
¢ um conjunto convexo.

(ii) Se k € R e C é um conjunto convexo, entdo k.C' é um conjunto convexo.

(iii) Sejam C4 e Cy conjuntos convexos do R"™, entao C; + C3 é um conjunto convexo.

Demonstragao:

(i) Caso C' = (), pela definicao 1 nao hé nada a demonstrar. Suponha que C' # () e ainda

considere arbitrariamente z; e x5 tais que x; e o € C' e a € [0, 1], dessa forma z; e x5 € C;



,onde 1 < i < m, como todo C; é convexo, segue que, axy + (1 — a)zy € C,Cy, ..., Cp,, para
qualquer « € [0, 1] e assim, conclui-se que az; + (1 — a)zy € C.
(ii) Caso C' = ), pela definigao 1 nao hd nada a demonstrar. Suponha que C' # () e considere

que z ey € C com « € [0,1]. Fazendo x = k.c; e y = k.cy, onde ¢ e ¢ € C, segue que:
z=oar+ (1 —-a)y
z=ak.c;) + (1 —a)(k.co)
z = k.Jac; + (1 — a)co] = ke,

onde k € R e c € C. Portanto, kc é um conjunto convexo.

(iii) Se C7 = 0, entao Cy + Cy = Cy, no entanto, se Cy = ), entao C; + Cy = Cf.

Caso C) # 0 e Cy # 0, suponha z,y € C; & Cs, ou seja, existem z1,y; € C) e 29, Yo € Oy
tal que . =1 + 12 € y = Y1 + Y.

Considere agora que z = ax + (1 — a)y, com « € [0, 1], segue que
z=ar+ (1—a)y
z=o(r1 +22) + (1 —a)(y1 + v2)
z=axr;+ (1 —a)y; + azxs + (1 — @)y,

Pondo 21 = ax; + (1 — a)y; e 20 = axs + (1 — a)y, segue que z = 21 + 2o.

Portanto, 7 £ C5 é um conjunto convexo. "

Definicao 6. Um ponto interior de um conjunto C' C R™ é um elemento a € C' se para algum

€ > 0 tem-se B(a,e) C C. O conjunto dos pontos interiores de C' é denotado por int(C).

Defini¢ao 7. Seja C C R™, conv(C) € o fecho convexo do conjunto C, ou seja, a interse¢ao

de todos os conjuntos convexos que contém C, e
m m
conv(C) ={zx e R"/x = Z%‘%Zaz’ =1,meNuv eC,a >0}
i=1 i=1
O fecho convexo de um conjunto C € o menor conjunto convexo contendo C.

Proposicao 1. Se C C R" € convexo, entdo int(C) e conv(C) sdo convezos.

Definicao 8. Um conjunto T C R™ € um cone quando ¢ € T, entao k.c € T,V k > 0. Denota-
se cone (T ), o conjunto de todas as combinagoes ndo negativas de elementos de T, ou seja,
uma combinagdo de elementos x1,22,T3,..., Ty € T da forma Y ;" a;x; em que os coeficientes

a; > 0.



Defini¢ao 9. O cone gerado por vetores x,y € R" é um conjunto T = {z € R"/z = ax +

By, > 0,8 > 0}.

Exemplo 1

A solucao de um sistema de equagoes lineares da forma AX = b, onde X € R", A € R™*"
e b € R" é um conjunto convexo.

Solucao:

Considere o conjunto C' = {X € R"/AX = b} e sejam 1 e 29 € C.

Como x1 e 9 € C, segue que, Ary = b e Axy = b. Por outro lado,
Az = A(azy + (1 — a)zo)

Az = a(Azy) + (1 — a)(Axs)
Az = a(Axy) + Azy — a(Axs)
Ar=ab+b—ab=0>

Dessa forma conclui-se que © = a.z1 + (1 — a).zy € C para cada o € [0, 1].

Exemplo 2

Todo subespago vetorial do R™ é um conjunto convexo.

Solugao:

Seja C' um subespaco do R™, caso C' = () ou C' seja unitdrio, nao tem nada a ser feito pois a
demonstracao é imediata, afinal sao conjuntos convexos triviais. Suponha a situacao contraria,
ou seja, C'# ) e C um conjunto convexo nao unitario.

Considere z ey € C' e a € [0, 1], a demonstragao seré concluida quando a.x + (1 —a).y € C.
Como C' é um subespaco do R"ez,y € C,entaou=x —y € C e a.u € C.

Com isso, segue que:

ar+(l—a)y=azx—ay+y
ar+(l—a)y=alr—y)+y
ar+(l—a)y=au+y

Logo, tem se que au +y € C, ou seja,ax + (1 — a)y € C.



Defini¢ao 10. Um hiperplano H do R™ é um conjunto tal que H={z € R"/{a,z) = k}, onde
acR"ekeR.

Uma outra forma de representar um hiperplano H: H={z € R"/aTx = k}.

Exemplo 3

Todo hiperplano é um conjunto convexo.
Solugao:

Considere z et € H e a € [0, 1] e observe que

(a,z) = (a,az + (1 — a)t)
(a,z) = (a,az) + (a, (1 — a)t)
(a,7) = ala,z) + (1 — a)(a, )
pela definicdo, (a, z) = k = (a, ), sendo assim segue que
(a,z) = ak + (1 — a)k
(a,z) = ak — ak +k = k.

Definigao 11. Considere os subconjuntos H, ={x € R"/a’z >k} e H_. ={z € R"/a"x < k}
contidos no R™. H é um hiperplano suporte de um conjunto convexo C, se C' C H_ ou C' C Hy
e H contém um ponto pertencente ao complementar de C.

A figura 2.2 representa um conjunto convexo C' e um hiperplano separador H.

Figura 2.2: Hiperplano Suporte



Definigao 12. Considere C e D subconjunto quaisquer do R"™. O conjunto H = {x € R"/aTx =
k} é um hiperplano separador de C'e D se C C Hy e D C H_.

Teorema 2. Sejam C; e Cy conjuntos convexos do R™ tais que C possui pontos interiores e
Cs nao contém nenhum ponto interior de Cy. Entdo existe um hiperplano H separando Cy e
Cy ou, de forma equivalente, existe k € R™, ¢ # 0, tal que sup[zy, € C1]{k,x) < Inf (k,x), com

r1 €0y exy € Ol

Demonstragao: SejaC =C1—Cy={y:y=1x1—129,11 € C1,25 € Cs}, por hip6tese, C
¢ um conjunto convexo e que 0 € int(C), existe entdo k € R", k # 0, tal que (k,z) < 0,Vy € C,
ou seja,

<kZ,ZL’1> < <k?,£(]2>,VI1 € Cl,ng € Cy

Sendo assim, existe § € R, tal que

SUPzeC, <k‘, $> S B S infxeCz <ka 33>

e H={x:(kz)=0} .

Observe exemplos de hiperplanos separadores na figura 2.3

(2) / )4 )

Figura 2.3: Hiperplano Separador H

Definig¢ao 13. Seja a um vetor nao nulo em R™ e seja k um escalar. Os subconjuntos Hy ={x €

R"/a"z >k} e H. ={x € R"/a"x < k} contidos no R™ sdo denominados semiespaco aberto.



Exemplo 4

Qualquer semiespaco em R”™ é um conjunto convexo.
Solugao:
Considere o semiespaco fechado H ={z € R"/(a,z) > k}.

Sejam x7 e x5 pertencentes a H e a € [0,1]. Tome z = azy + (1 — o)y e observe que:
(a,z) = (a,axy + (1 — a)xq)
(a,x) = (a,az1) + {(a, (1 — o))
(a,z) = afa,z1) + (1 — a){a, z2)
Como z7 e xo € H, temos que (a, 1) > k e {(a,xs) > k, segue que
(a,z) > ok + (1 —a)k =k.
Para semiespacos aberto a solugao é analoga.

Definigao 14. A intersecao de um niumero finito de semiespagos fechados é denominado um

poliedro. Um poliedro limitado é denominado politopo.

2.2 Funcao Convexa

A definicao de funcao convexa foi introduzida por Johan Ludwig William Valdemar Jensen

(1859-1925), utilizando a desigualdade do ponto médio.

Definicao 15. Seja C um conjunto convexo e uma funcao f : C'— R, entdo f € convexa em C

se, para todos x,y € C e o € [0,1] tem-se,

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+(1—a)f(y) (2.1)

Se a desigualdade 2.1 seja estrita para quaisquer x ey € C', com x # vy, a funcao f € denomi-
nada estritamente convexa. Por outro lado, se f € convexa, -f € definida concava e estritamente

concava se f for estritamente convexa.

Seja C um conjunto convexo e f : C' — R uma funcao convexa. Na figura 2.4 é possivel
observar geometricamente que para quaisquer z,y € C' e « € [0, 1] tem-se que z < azx + (1 —

a)y < yeainda, f(z) < af(x) + (1 —a)f(y) < f(y). Os pontos do segmento formado por

9



(z, f(z)) e (y, f(y)) estdao acima de f ou sobre f, sendo assim o grafico da funcao esta sobre ou

acima de qualquer uma de suas tangentes.

()

af(z)+ (1 —-a)f(y)

f(z)

flaz+(1-a)y)

z ar+ (1 —a)y Yy

Figura 2.4: Grafico de uma Fungao Convexa

A definicao 15 pode ser estendida para mais de dois ponto, sem perda de generalidade,
para uma colegao de pontos {1, zs,...,x,} num intervalo I e para uma colegdo de nimeros
{ai, ag, ..., a, } onde para cada «; > 0, i=1,2,.....,n tem-se Y _ ol ; = 1, formando a desigualdade

de Jensen
n
f( D i T ) < Zaif(xi)
i=1
Teorema 3. Seja C' C R™ um conjunto convexo, com x1,xs,..x, € C e f: C — R conveza,

entao tem-se f ( Yo 04T ) <Y oif(x).

Demonstragao: A demonstracao serd feita por inducao em n.

A base da inducao serd n=1, note que f ( 2321 o7 ) =aif(r) < 23:1 aqg f(xq).
Considere agora que, f < o > < > a;f(x;) seja hipdtese da indugdo, basta

mostrar que f < ZZ | QT ) < Z:Hrll i f(x;).

De fato, observe que
f ( Z?;l QL5 ) = f( Z?:1 QGT; + O 1Tn41 )

(st ) =7 (X Sat (- )

10



como a funcao f : C' — R, por hipdtese, é convexa tem-se

r(staw ) <or (X Sat (- )

pela hipdétese da inducao segue que

n+1

n+1 . Q;
% < — ) 1-— n [ [
f(zlax>_a;:1af(w)+( ) f(zpi1) Ea ;)
logo,

f ( n+1 ) s
oy Zalf ;).

Propriedades das Fungcoes Convexas

(i) Seja C' C R™ um conjunto convexo e as fungdes convexas f; : C' — R, com i =1,2,....n

entao, para quaisquer a; € R, 2 =1,2,...,n, a funcao

f(x) :a1f1<x>+a2f2( )+ +anfn Zazfz

é convexa em C.

(i) Sejam g(x) : R™ — R e h(z) : R™ — R fungdes convexas e h(x) crescente, entao a fungao

f(x) = h(g(z)), f:R" = R

é convexa em C' C R".
(iii) Seja C' C R™ um conjunto aberto convexo. Toda func¢ao convexa f : C'— R é continua.
Demonstragao:

(ii) Como g(z) : R™ — R é uma funcao convexa, exitem z,y € R™ e o € [0, 1], tal que

glaz + (1 —a)y) < ag(z)+ (1 — o) f(y)

Supondo h(x) : R® — R crescente, tem-se

h(g(az + (1 — a)y)) < h(ag(z) + (1 —a)f(y))

pelo fato de h(x) : R™ — R ser convexa,

h(g(az + (1 — a)y)) < ah(g(z)) + (1 — a)h(f(y))

As demonstragoes dos itens (i) e (iii) encontram-se em [9] n
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Teorema 4. Seja C' C R™ um conjunto convexo e f: C — R uma funcdo convexa e invertivel
entao:
(i) Se f(x) € decrescente, f~'(x) € conveza.

(ii) Se f(x) é crescente, f~1(x) é concavo.

Demonstragao:

(i) Suponha f : C' — R decrescente, convexa e invertivel, com g(z) = f~(z), f~(z) :
f(C)—C.

Sejam y1,y2 € f(C), com y1 = f(z1) e y2 = f(22) e x1,29 € C.

Como f(z) é convexa, tem-se que

flazy + (1 —a)zs) < af(zr) + (1 —a)f(ze),a € [0, 1].

Pelo fato de que g(x) também é decrescente, segue que
azy + (1 = )z 2 g(af(z1) + (1 - a)f(z2))

portanto,

glayr + (1 — a)ya) < azq + (1 — o)y

glay + (1 —a)yz) < ag(yr) + (1 — a)g(y2)

Logo g(z) = f~!(z) é convexa.

A demonstracao do item (ii) é andlogo ao item (i).

Exemplo 5

A funcao f(x) = sen(x), f: R — R, é estritamente concava no intervalo [0, 7].

Solucao

Sejam x e y € [0, 7] esena:+seny:2sen( wT—i_y >cos< x;y >,comoxey€ [0, 7],

~ T+ T — ~

entao Y € [0, ], segue que sen < Ty ) >0 e cos ( Ty ) < 1, entao senx + seny <
r+y ~ s A

2sen — ) dessa forma a fungao seno é concava.

Por outro lado a igualdade ocorre se, e somente se, cos < % ) =1 ou sen < IETHJ ) =

0.
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3

x — T —
Suponha inicialmente que cos ( Ty ) =1 e como ) < 5 Y

s
< 5 segue que

sen(%)zO@x;y:O ou x—;—yzﬂ

Logo = =y, o que garante a funcao f(z) = sen(x), f : R — R ser estritamente concava.

Definicao 16. Seja um conjunto convero C' C R™. Uma funcao f : C' = R € quase-conveza

quando para todo k € R o conjunto Cy, = {z € C; f(x) < k} é convezo.

Proposicao 2. Seja C C R™ um conjunto convexo, f : C'— R € quase-convexa se, e somente

se, f((a)x + (1 —a)y) < maz{f(x), f(y)} para z,y € C e a € [0,1] quaisquer.

Demonstragao:  Suponha que a funcao f : C — R seja quase-convexa, z,y € C e
ainda que k = max{f(z), f(y)}. Entao f(z) < ke f(y) <k, logo (f(a)r+ (1 —a)y) <k=
max{f(x), f(y)} para todo a € [0, 1].

Por outro lado, suponha agora que f((a)z + (1 — a)y) < maz{f(z), f(y)} para quaisquer
z,y € Cea €[0,1]. Sejam z,y € C tais que, f(z) < ke f(y) < k. Entao mazx{f(z), f(y)} <k,
portanto, como a € [0, 1], tem-se que f((a)z + (1 — a)y) < maz{f(z), f(y)} <k, dessa forma

f:C — R é quase-convexa. "

Definicao 17. O epigrafo de uma funcao continua f:C— R é o conjunto Ey, tal que:
Ey={(z,k) € O xR/ f(x) < k}

Teorema 5. Seja C C R™ um conjunto convero. Uma funcdao f: C — R é convera em C se,

e somente se, o epigrafo de f € um conjunto convero em R™ x R.

Demonstragao:

Inicialmente serd demonstrado que Ey é um conjunto convexo em R™ x R, entao a fungao
f é convexa.

Suponha Ey um conjunto convexo e sejam = e y € C quaisquer, onde (x,f(x)) e (y,f(y))

€ Ey, como E; é convexo para qualquer a € [0, 1] segue que,

(ax+ (1 —a)y,af(z) + (1 —a)f(y) = alz, f(2)) + (1 —a)(y, f(v))
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Logo a(z, f(x))+ (1 —a)(y, f(y)) € Ey. Como E; é uma funcéo convexa em C e pela definicao
17 segue que f(az + (1 —a)y) < af(z) + (1 —a)f(y), o que garante f(z) convexa em C.

Por outro lado, tem-se a reciprocidade. Suponha que f é convexa em C e considere (x,a) e
(y,b) pertencentes ao epigrafo de f. Pela convexidade de f, f(az + (1 — a)y) < af(x) + (1 —
a)f(y) e pelo fato de (z,a) e (y,b) € Ey, tem-se que f(z) < ae f(y) <b, sendo assim,

aa+(I—a)b <af(x)+(1-a)f(y)
flaz+(1—a)y) < aa+ (1 —a)b
0 que equivale a
a(z,a) + (1 — a)(y,b) = (ax, aa) + (1 — )y, (1 — a)b)

a(z,a) + (1 —a)(y,b) = (ax+ (1 — a)y,aa+ (1 — a)b) € E;

A relagao entre conjunto convexo e fungao convexa existente no teorema 5 pode ser melhor

compreendida através da figura 2.5.

‘
f é convexa ; ! f nao é convexa
;

- 1 -

Figura 2.5: Epigrafo de uma funcgao f

Teorema 6. Sejam C' C R"™ um conjunto convexo e f : C — R uma func¢ao convexa em C.

Entao todo minimo local € minimo global.

Demonstragao: Suponha a € C' um minimo local de f : C'— R e que existe x € C tal

que f(z) < f(y). Entao para 0 < a < 1 tem-se,

fl(l—a)atax) < (1-a)f(a) +af(r) <(1—-a)f(a)+af(a) = f(a).
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Fazendo o > 0 pequeno, os pontos y = (1 —«a)a+ ax estariam tao préximos de a quanto deseja-
se, com f(y) < f(a), logo a nao seria um ponto de minimo local, o que é uma contradigao.

Portanto todo minimo local ¢ minimo global. "

Teorema 7. Seja C C R™ um conjunto convexo. A funcgao f : C — R € convexa se, e somente

se, para quaisquer a,b € C' a fungao g : [0,1] = R definida por g(x)=f(a+zv), v=b-a, é conveza.
Demonstragao: Se f:C — R" é convexa entao para s, t e a € [0, 1], tem-se que
g(1—a)s+at) = fla+[(1 — a)s + at]z)
g((1—a)s+at) = f[(1 — a)(a+ sx) + ala + tx)]
g(1—a)s+at) <(1—a)f(a+ sz)+af(a+tr)
9((1 = a)s +at) < (1 —a)g(s) + ag(t).
Logo a funcao g(z) = f(a+ xv), v = b — a é convexa.

Por outro lado, se todas as fungoes g(z) = f(a + zv), v = b — a s@o convexas entao, dados

ry ey € Ceac€l0,1], fazendo g(x) = f(x1 + 2(y; — x1)), tem-se que
f(L=a)zr +ay) = flzr + alyy — 1)) = g(a) = a((1 —@).0+ a.1)

F(T=a)azy +ay) < (1 —a)g(0) + ag(l) = (1 — a) f(z) + af(y)

portanto a funcao f : C' — R™ é convexa. "

2.3 Funcoes Convexas Diferenciaveis

Suponha que a funcao f : C — R" seja diferenciavel no conjunto aberto e convexo C
logo, em cada ponto z € C existe V f(x), sendo assim, a convexidade da fungao f(x) admite
caracterizagoes. Nesta subsecao serao abordados conceitos e teoremas relacionados a fungoes

convexas e diferenciabilidade.
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Teorema 8. Se f: C' — R € convexa no intervalo aberto C entao existem as derivadas laterais
fi(k) e f_(k) em todo ponto k € C.

fx) — f(F)
(z — k)

(k,4+00) e k € C. Observe que a fun¢ao gx(z) é mondtona nao-decrescente no intervalo I =

Demonstragao: Sejam a fungao gip(z) = , gk(x) - I — Ry onde [ = CnN

C' N (k,+00), ou seja, para x1 e zo € I = C' N (k,4+00) com 27 < 3 como k €, tem-se que

g(z1) > g(z2) o que equivale a

f(x1> - f(k?)
(z1 — k)

f(@) - f(k)
(22 — k)

>

Considere a € I tal que a > x, entdo gi(a) < gi(x), logo a fungdo gx(z) é limitada
inferiormente na vizinhanga de k e continua em I, sendo assim, existe o limite a direita fjr(k:) =

lim  f(x). De forma analoga para a derivada a esquerda. ]
x—k+gx ()

Teorema 9. As sequintes afirmacoes sobre a funcao f: C — R derivavel no intervalo C, sao
equivalentes.

(i) f é conveza.

(ii) A derivada f : C — R é mondtona nao-decrescente.

(i) Para quaisquer a,x € C tem-se f(x) > f(a)+ f (a)(x —a), ou seja, o grdfico de f estd

situado acima de qualquer de suas tangentes.
A demonstracao desse teorema estd em [8].
Corolario 1. Todo ponto critico de uma funcdo convexa € um ponto de minimo.

Demonstracao: Considere a € C' ponto critico da fungao f : C' — R, isso significa que
a funcao f possui derivada igual a zero no ponto a. Se a funcao f é convexa e a € C' é ponto
critico da func¢do entdo pela condigao (iii) do teorema 9, tem-se que f(z) > f(a) para todo

x € C. Logo a é ponto de minimo para f : C' — R. "

Corolario 2. Seja uma funcao f: C — R, duas vezes derivdvel no intervalo aberto C, entao:
(i) f € convexa em C se, e somente se, f (x) > 0 para todo z € C.

(ii) f € estritamente convera em C' se, e somente se, f (x) > 0 para todo x € C.

Teorema 10. Sejam C C R"™ um conjunto convexo aberto e f : C' — R uma funcao dife-
rencidvel em C. A funcao f : C — R € convexa se, e somente se, para a € C ea+x € C
quaisquer, tem-se

fla+z) = f(a) +(Vf(a), )
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Demonstragao:  Considere f : ' — R uma funcao diferenciavel em C e convexa. Pelo
teorema 7, se a e a+x € C entao a fungao g : [0, 1] — R, definida por ¢(t) = f(a+=xt), é convexa.
Portanto, pelo teorema 9 tem-se que g(1) > g(0) + ¢'(0). Mas g(1) = f(a + z),g(0) = f(a) e
g'(0) = (Vf(a),z). logo f(a+x) > f(a) +(Vf(a),z).

Por outro lado, considere que f(a+z) > f(a)+(V f(a),x), para quaisquer a € C' e a+x € C.
Fazendo g(t) = f(a+xt), tem-se uma fungao g : [0,1] — R tal que ¢ (t) = (Vf(a+at),z) para
todo ¢ € [0, 1], ou ainda, para quaisquer ¢, ty € [0, 1], segue que f(a+xt) = f(at+zto+(t—tp)z) =
fla+ zty + xs), com s =t — ty, logo

fla+at) > fla+tox) + (Vf(a+ tyx), sx)

fla+at) = fla+tox) + (Vf(a+tox), x)(t —to).

Pelo teorema 9, a funcao g(t) é convexa e o teorema 7 garante a convexidade da fun¢ao f. =

Teorema 11. Sejam C' C R™ um conjunto convexo aberto e f : C'— R uma funcao duas vezes

diferencidvel em C.

(i) A funcgdo f: C — R € conveza se, e somente se, a matriz Hessiana de [ é semidefinida
positiva em todos os pontos de C.

(i) A funcao f : C — R € estritamente convezra se, e somente se, a matriz Hessiana de f
¢ definida positiva em todos os pontos de C.

(11i) A fungao f: C — R € concava se, e somente se, a matriz Hessiana de [ € semidefinida
negativa em todos os pontos de C.

(iv) A funcgdio f: C — R € estritamente concava se, e somente se, a matriz Hessiana de f

é definida negativa em todos os pontos de C.

Demonstragao:

(i) Considere g(t) = f(x + tv), com v = (1, a, ..., &, ), por outro lado,

/ " Of
g (t) = (x + tv)ay e

" " 9%f
g (t)= Z i, (z + tv)ay(x + tv)ya; = H(x + tv)v?.

2,7=1
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Sendo assim tem-se as equivaléncias,

A matriz hessiana é semidefinida positiva para todo 2 € C < ¢ (1) > 0,V z, 2+ v € C e
te[0,1]

g (t)>0,Va,z+veCetec|0, 1]+ todas as fungdes g(t) = f(z + tv) sdo convexas
todas as fungoes g(t) = f(z + tv) sao convexas<> f : C'— R é convexa.

Sendo assim, matriz hessiana é semidefinida positiva para todo x € C' <+ f : C' — R é convexa.

A demonstragao dos itens (ii), (iii) e (iv) é de maneira andloga. n

Teorema 12. Sejam C' C R™ um conjunto convezo e f(x1,xs,...,x,) uma funcao definida nos
reais que possui deriwadas parciais de sequnda ordem continuas em cada ponto (xq1,Zg, ..., T,) €
C'. Entao f(x1,xs,...,x,) € uma fungdo convexa em C' se, e somente se, para cada x € C todos

0s menores principais da matriz Hessiana da fung¢ao sao nao negativos.

Teorema 13. Sejam C C R™ um conjunto convezo e f(xq,xs, ..., z,) uma funcao definida nos
reais que possui derivadas parciais de sequnda ordem continuas em cada ponto (xy,Ta, ..., T,) €
C. Entao f(x1,x2,....,x,) € uma fungdo concavo em C se, e somente se, para cada v € C e
k=1,2,3,...,n todos os menores principais nao nulos da matriz Hessiana da fun¢ao tem o mesmo

sinal que (—1)F.

2.4 Fungoes Convexas no R?

Essa se¢@o tem como objetivo provar a convexidade e/ou concavidade de fungoes definidas

no R? e acrescentar no final de cada problema o gréfico da funcao.
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’ Problema 1 ‘

Mostre que o paraboloide circular é uma funcao convexa em R2.

Solugao:
A superficie obtida pela rotacao completa de uma parabola em torno do seu eixo de simetria

¢ denominada paraboloide circular.

2

Fazendo z = x? ,em torno do seu eixo z, obtém-se z = /2 ou z = —/z e tomando f(z) = /=

ou f(z) = —v/z em 2% + y* = (f(2))? encontra-se a fungao f: R? = R, f(z,y) = 2 + >
Considere a fungao f : R? —» R, f(z,y) = 22 + y? e sejam z; = (a1,by), 2o = (az,by) € R?,

com x; # x9 e o € [0, 1]. Note que:
af () + (1= a)f(w) = alat + a3) + (1 = ) (07 + b3)

af(z) + (1 —a)f(ze) = aa® + a3 + b3 + b3 — ab® — ab; (2.2)

Por outro lado,
flaz; + (1 —a)zsy) = (aa; + (1 — a)by)? + (aag + (1 — a)by)?

flazi+(1—a)xs) = a?ai+2a(1—a)arb; + (1 — )b + a3 +2a(1 —a)agby + (1 —a)?b; (2.3)

Subtraindo (2.3) — (2.2) e desenvolvendo os quadrados perfeitos, obtém-se:
ai(a — o) +a3(a — a®) + b} (a — a?) + b3(a — a?) — 2(a — a?)arb; — 2(a — a?)agby

(a — a?)(af — 2a1by + b3 + a3 — 2azby + b3)
(o = a)[(ar = b1)* + (a2 — b)’]

como « € [0,1] entao (a — a?) > 0, sendo assim, (a — a?)[(a; — b1)* + (ag — b2)?] > 0,
af(x)+ (1 —a)f(xs) — flax; + (1 —a)zy) >0

flaxry + (1 —a)zg) < af(zy) + (1 —a)f(zs).
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Logo, o paraboloide circular é uma fungao convexa para todo « € [0, 1], cujo gréfico estd

representado pela figura 2.6.

Figura 2.6: Paraboloide Circular
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| Problema 2|

Mostre que a fungio f: R? — R, f(z,y) = ¥ é estritamente convexa em R2.

Solucgao:
Considere a fungao f : R? — R, f(z,y) = " diferencidvel de segunda ordem.
Inicialmente serd determinado a matriz Hessiana da fungao f : R* — Ry, f(z,y) = e,

para isso segue que

ox Oy 0x2 0xdy Oydr

8f_g_82f_ o’f  of _ ot

eTty Tty
Dessa forma a matriz Hessiana H[f(z,y)] = , Observe que a matriz

2x2
Hessiana depende de x e y.

Relembrando: Um i-ésimo menor principal de uma matriz quadrangular de ordem n é o
determinante de qualquer matriz obtida eliminando n-i colunas da matriz.

Por outro lado os primeiros menores principais da matriz Hessiana H|[f(z,y)] sao as entradas
da diagonal principal, ou seja, e*™¥ onde e**¥ > 0,Vz,y € R.

O segundo menor principal é o préprio determinante da matriz H|[f(x,y)] que é igual a zero.
Pelo teorema 12 a funcao f : R? — RY, f(z,y) = e**Y, representada pela figura 2.7, é uma

funcao estritamente convexa em R2.

Figura 2.7: Grafico de uma Funcao Estritamente Convexa
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|Problema 3|

Mostre que a funcio f: R?* = R, f(z,y) = 6z — 4y — 2® — 2y* é concava em R2

Solucgao:
Encontrando inicialmente a matriz Hessiana da funcao f : R? = R, f(z,y) = 6z — 4y — x* —

2y? para isso tem-se que

of o of o of o orf OPf
or 6 - 22; oy -4y or? % oy? 4 oxdy 0 oydx 0
-2 0

Dessa forma a matriz Hessiana H[f(z,y)] =

—4
2Xx2

Observe que os primeiros menores principais da matriz H[f(z,y)] sdo as entradas da di-
agonal, ou seja, -2 e -4, que sao ambos negativos e que possuem o mesmo sinal de (—1)¥ =
(=1)' = =1 < 0. O segundo menor principal é o préprio determinante de H que é igual a
(=2)(—4) — (0)(0) = 8 > 0 que possui o mesmo sinal de (—1)¥ = (—=1)? =1 > 0. Pelo teorema
13 a fungao f : R?> — R, f(z,y) = 6x — 4y — 2> — 29, representada pela figura 2.8, é uma

funcao concava em R2.

Figura 2.8: Grafico de uma Fungao Concava
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’ Problema 4 ‘

Mostre que a fungao f: R*? = R, f(z,y) = cos(x) + cos(y) nao é uma fungao convexa e nem

concava em R2.

Solucgao:
Encontrando inicialmente a matriz Hessiana da fungao f : R? — R, f(z,y) = cos(x)+cos(y)

tem-se que:

of _ of _ O _
9 —sen(x); o sen(y); e cos(x);
PI sty 28 g, O
oy? 5 oxdy  Oydx
—cos(x) 0

Dessa forma a matriz Hessiana H[f(z,y)] =

0 —cos(y) po

Note que a matriz Hessiana depende de x e y.
Por outro lado, os primeiros menores principais da matriz H[f(z,y)] s@o as entradas da
diagonal, ou seja, —cos(x) e — cos(y) e o segundo menor principal é o préprio determinante de

H que é igual a cos(z)cos(y). Nesse caso tem-se quatro casos para serem verificados.

e Caso 1: cos(z) > 0 e cos(y) > 0.

Nessa situac¢ao os primeiros menores —cos(z) e —cos(y) sdo ambos negativos e possuem
o mesmo sinal de (—1)* = (=1)! = —1, por outro lado o segundo menor principal
cos(z)cos(y) > 0 que possui o mesmo sinal de (—1)* = (—=1)? = 1. Pelo teorema 13

a fungao f: R? = R, f(z,y) = cos(x) + cos(y) é uma fungao concava.

e Caso 2: cos(z) > 0 e cos(y) < 0. Nessa situacdo os primeiros menores principais -
cos(x) e -cos(y) sdo negativos e positivos, respectivamente. Pelo teorema 12 e 13 a fungao

[ R? = R, f(z,y) = cos(x) + cos(y) ndo é uma funcio convexa e nem concava.

e Caso 3: cos(x) <0 e cos(y) > 0.

O caso 3 ¢é anéloga ao caso 2.
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e Caso 4: cos(x) <0 e cos(y) <O0.

Nessa situacao os primeiros menores principais —cos(z) e —cos(y) ambos sao positivos e o
segundo menor principal cos(x)cos(y) também é positivo, pelo teorema 12 a fungao f : R* —
R, f(z,y) = cos(z) + cos(y) é uma fungao convexa.

Em cada caso tem-se uma conclusao distinta em relagao a convexidade da funcao f(z,y) e
os quatro casos estdo diretamente restritos ao dominio das fungdes cos(x) e cos(y) porém, A
fungao f : R? = R, f(x,y) = cos(x) + cos(y), representada pelo grafico da figura 2.9, possui o

dominio R?, dessa forma, ndo é convexa e nem concava em R?.

Figura 2.9: Grafico de uma Fung¢ao nao Convexa e nem Concava
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Capitulo 3
Introducao a Otimizacao Multiobjetiva

Este capitulo apresenta definicoes e teoremas associados a otimizacao multiobjetivo. Os
conceitos aqui abordados foram baseados em [3],[12],[13],[14],[15].

A forma padrao de um problema de programacao linear é

minimizar flx)=c"x
s.a: Ar = b,
x>0,

sendo f(x) chamada de funcao objetivo onde, z € R", A € R™X" b € R™ e ¢ € R".
O problema é de programagao nao-linear se pelo menos uma das fungoes envolvidas no
problema seja nao-linear.

Um problema geral de programacao nao-linear é da forma

minimizar f(zx)
s.a h(z) =0
g(xz) <0

onde f: R* > RAh:R" - R eg:R" — RP. Note que o problema possui r restricoes de
igualdade (hi(x), ho(z), ..., h.(x)) e p restrigoes de desigualdade.

A otimizacao multiobjetivo se distingue de todos os demais ramos da teoria de otimizagao
quanto ao sentido que o conceito de solucao do problema adquire. De fato, pode-se definir
um problema de otimizagao multiobjetivo como a otimizacao (nessa disserta¢ao, minimizagao)
de um vetor composto por fungoes escalares, escolhidas como forma de avaliar o impacto das
decisoes factiveis do problema sobre diferentes indices de desempenho. Entretanto, sabe-se que

fungoes vetoriais estao definidas num conjunto parcialmente ordenado (por exemplo, o R™),
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e que portanto podem existir alternativas factiveis que nao satisfazem nenhuma relacao de
ordem, do tipo (<) , inviabilizando desta forma a utilizagao do conceito usual de solugao 6tima
adotado em problemas mono-objetivos (escalares).

A solucao do problema depende de como equilibrar as decises para resolver os conflitos que
surgem através das funcoes objetivos. A dominancia de Pareto é uma técnica que se adapta
para resolver o problema.

Um problema multiobjetivo genérico pode ser formulado no espaco das varidveis de

decisao como

P, : minimizar f(z)
s.a: reX
onde, f = (f1, fay-s fm), m > 2, x = (x1,29,...,7,) é 0 vetor de decisdes e observe que

f:XCR" - R”com X ={z € X :g(xr) <b/b € RP} conjunto de solugoes factiveis e g(x)

sao as restrigoes.

Definicao 18. Um ponto x* € X € um minimo local do problema P, se existe ¢ > 0 tal que

f(z*) < f(x) para todo x € X satisfazendo ||z — x*|| < e.

Defini¢ao 19. Um ponto z* € X € um minimo global do problema P, se f(z*) < f(x) para
todo x € X.

Defini¢ao 20. A solugdo utopica y = (y1,ys,...yr) do problema multiobjetivo € definida como
yi = fi(x;),i=1,2,...,r onde x; = argminf;(x),z € X.

Definicao 21. Uma solucao x* € X € eficiente ou Pareto-otimo se nao existe qualquer outro

ponto x € X tal que f(z) < f(z*) e f(x) # f(z*).

Definicao 22. O Conjunto de todas as solucoes eficientes é denominado conjunto eficiente ou
conjunto Pareto-otimo. A imagem em Y = f(x*)(ponto Pareto-étimo) é denominado fronteira

Pareto-otimo.

Suponha z* uma solugao eficiente, de acordo a definicao 22, nao existe nenhuma solugao
x € X que propicie a melhora de um objetivo sem piorar o outro, a figura 3.1 ilustra esta

propriedade para funcao biobjetivo.
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Figura 3.1: Conjunto efi{X'}

Definicao 23. Sejam x1 e xy € X, f(x1) e f(x3) sdo nao dominados entre si, ou incompardveis

entre si, se f(21) £ f(x3) e f(x1) # f(z2).

Definicao 24. Para qualquer dois vetores de parametros x1 e xo, entao:
(i) 1 domina x4 se, e somente se, f(x1) < f(x2).
(i1) x1 domina fracamente x4 se, e somente se, f(z1) < f(z2).
(111) x1 € indiferente a x4 se, e somente se, f(x1) £ f(xa) A f(z2) £ f(x1).

As definicoes para problemas de mazimizacao sio andlogas.

Na figura 3.2 tem-se uma fungao biobjetivo que associa vetores decisao (z1,z2) do conjunto
factivel X ao conjunto de espaco de objetivos ). Através das linhas de dominancias D, Do
e D3 as solugoes eficientes A, B e C nao sao dominadas por nenhuma solugao eficiente, pois
pertencem a fronteira de Pareto, a solucdo A domina a solucao F que por sua vez domina a

solucao G.
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Figura 3.2: Conjunto de Solugoes Factiveis; Espago Objetivo Factivel e Linhas de Dominancia

em um Problema Biobjetivo

Definigao 25. z* € X é uma solugdo localmente eficiente numa dada vizinhanga S(z*€), isto

é, v €efi(X)NS(x*e), se existe € > 0 tal que x* € eficiente em X N S(x*,¢€).

A hipétese de convexidade permite que a vizinhanca de cada solugao local envolva toda a

regiao de factibilidade.

Teorema 14. Sejam f; : C C X, i=1,2,...,m func¢oes convexras sobre um subconjunto convexo

C C X. Entao toda solugao localmente eficiente é também uma solugdo globalmente eficiente.

A demonstracao do teorema 14 estd em [3].

3.1 Caracterizacao de Solucoes Eficientes

A utilizacao de problemas mono-objetivos para descrever e gerar as solucoes eficientes estao

associadas as condicoes de otimalidade dos problemas escalares.

A seguir apresenta-se um

método com estratégia de aglutinagao para resolver problemas multiobjetivos.

Considere o problema de otimizacao multiobjetivo:

P : minimizar

S.a:
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onde:f(z) = (fi(x),..., fr(x)), 7 > 2; © = (21,29, ...,2,) € X é 0 vetor de decisoes; X = {z €
X :g(z) <b/b € RP} é o conjunto de solugoes factiveis e g(x) sao as restrigdes.
Uma solucao 6tima é um vetor de varidveis de decisao o qual sempre minimiza a fungao

global F(x), respeitando as restrigdes do problema. A fungao global F(z) do problema P, é

obtida por:
fil@) = filz) | f3(z) — fal@) fi (@) = fi(2)
F(x) = e
e ) R 1 B E1
onde, f(x), f3(x),...,, f(x) sdo solugodes dtimas individuas das fungoes objetivos fi(x), fa(x),, ...

respectivamente. Dessa forma a solugao eficiente do problema P(x) resume-se em encontrar a

solugao étima-Pareto do problema mono-objetivo P.

P minimizar F(x)

s.a. re X

O problema P é um problema com estratégia de aglutinacao denominado Método do Critério

Global.
Teorema 15. z* € efic(X) se, e somente se, x* resolve os n problemas escalares

P manimizargex fi(z)
s.a. fil@) < fi(@"),Vj #1

Demonstragao: Considere z* uma solucao eficiente em X', entao pela definicao 22, nao
existe nenhum z € X'/ f(x) < f(a*) e f(z) # f(z*) sendo assim z* resolve P, parai = 1,2...,m.
Suponha que z* nao seja solucao eficiente em X, para concluir a demonstracao, z* nao
resolve o problema P;. De fato: Como x* nao é solucao eficiente em X, entao existe x € X tal

que f(x) < f(x*) e que para algum i f;(z) < fi(z*) e 2* ndo resolveria o problema P, n

Teorema 16. Se x* € X ¢ solugdo unica de P; para algum i, entio x* € efi(X ).

Demonstracao: Se z* ¢ efi(X), existe z € X tal que f(z) < f(z*) e f(z) # f(z*) e

em particular f;(z) < fi(z*) logo x é solugao de P; e ainda, x* nédo é solugao tunica de P;. n
Teorema 17. Seja x* € X uma solugao de
P, : minimizargex(w, f(x))

para w € R™ w > 0 dado. Entio x* € efi(X) se
(i) z* € a solugao unica de P, ou

(1)) w; >0,i=1,2,...m
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Demonstragao:

(i) Se x* é solucao tunica de P, entdao (w, f(z*) — f(a)) <0, Va € X, a+# z*. Suponha,
por absurdo, que x* ¢ efi(X), isto é, que existe algum a € X tal que f(z*) — f(a) > 0
e f(z*) — f(a) # 0. Como w > 0 logo, tem-se que (w, f(z* — f(a)) > 0, contradizendo a
unicidade de z*. Logo z* € efi(X). A demonstragdo do item (ii) é andogo. n

O problema P, pode ser assim formulado:
P, : minimizar,ex(w, f(x))

ondew e R={w:w>0,>7" w; =1}

Por outro lado, em problemas convexos tem-se:
P, : minimizaryex w’ f(x)
onde, w € R e sejam definidas:
X(r) ={x:xresolve P.} e fI[X(r)|={y = f(x),z € X(r)}.

Se fi, fo,...fm s@o fungoes lineares e X é um poliedro, efi(X) pode ser gerado por pro-
gramagao linear.

Em problemas biobjetivos tem-se a representacao:
P, minimizaryexy wfi(z)+ (1 —w)fo(z)

onde w € [0,1] e x(w)= arg min wfi(z) + (1 —w) fo(z),z € X.

O problema P, é um problema com estratégia de priorizacao denominado Método da
Soma Ponderado, onde 7 € [0, 1].

Resolver um problema multiobjetivo utilizando o método da soma ponderada consiste em
gerar diferentes retas suportes s determinadas por fo(z) em fungao de fi(x) e definidas pelo

vetor (a, 1 — ). A reta s é dada por:

- fi(z) + &

fo(z) = —

1l -« 11—«

w

onde — ] é a inclinacao da reta e ¢ a intersecdo entre a reta s e fa(x).

— —
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O padrao dos problemas onde as fungoes possuem a mesma unidade de medida é:

minimizar F(x) = < S alfi — fi(x)® )S ,iai =1
i=1

onde f/ é a solugao 6tima individual para cada fungao objetivo f;. Caso as fungoes objetivos

nao tenham a mesma unidade de medida deverd ser assim representada:
1
n B &
minimizar  F(z) = Y0 ai(2)° : E a; =1
i=1

fi(z™e®) — fi(x)
fi(zmae) — fi(zmin)

onde Z =

Para S = 2 o espago é o Euclidiano, nesse caso, as fungoes F(z) apresentam um maior grau
de complexidade, pois nao representam mais funcoes lineares, para S = 1 o problema é linear
e dessa forma reduz a dificuldade em sua resolucao.

Uma das vantagens do método da soma ponderada é a simplicidade e facilidade de entender
0 processo que garante gerar todas as solugoes eficientes para um problema de otimizagao

convexa.

Teorema 18. Se z* € efi(X), entao existe um inteiro k € T = {1,2,...,m} e nimeros reais

€j,7=12..m (j#k) tais que z* resolve
Pi(e) :  minimizaryex  fr(x)

s.a filx) <e€, Vj#k

onde € estd definido em e, = {€ = (€1..., €g_1, €ks1s ey €m) : Xi(€) £ O} €

X(e) ={z € X: fj(x) < €Vj # k}.

Demonstragao:

Considere f* = fi(z*), i = 1,2,..,m e suponha, por absurdo, que z* nao é solugdo do
problema P (e) para nenhum k£ € Z e ndmeros reais €;,j = 1,2,...,m (j # k). Sendo assim,
para k=1 e ¢; = f;, j = 2,3,...m deve existir 21 € X tal que f.(r1) < fe(z*) e fi(z1) < f},

contradizendo a hipdtese que z* nao é solugao do problema
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Teorema 19. Seja € € g, uma solugio x* de Py(€) € eficiente se
(i) * € solugdo unica de Py(€) para algum k.

(ii) x* resolve Py(€) para todo k € T.

Demonstragao:
(i) Considere z* a solucdo tnica do problema Pg(e) para algum k. Sendo assim z* também
¢ solucao para o problema

P.: minimizargexy  fr(T)
s.a. filx) < fi(z¥), Vj#k
Pelo teorema 18, x* é solugao eficiente.

(ii) Suponha, por absurdo que z* é solucao eficiente mas nao resolve o problema Pj(¢) para

todo k € Z. Dessa forma, existe um £* tal que x* nao resolve

Py(e) : minimizaryexy  fi- ()
5.4 filw) < f3(@%), Vi K,
contradizendo x* ser solucao eficiente do conjunto X'. "

O problema Pj(e) é um problema de priorizacdo denominado de Msétodo e-Restrito.
O método exato e-restrito consiste em priorizar na otimizagao o objetivo mais importante

respeitando as restrigoes impostas pelo problema.
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3.2 Aplicacgoes

Nessa secao serao resolvidos problemas com duas funcoes objetivos e uma situagao problema
envolvendo o consumo de alimentos para diabéticos. As estratégias utilizadas para a resolucao
dos problemas serao de aglutinagio( Método do Critério Global) ou prioriza¢ao(Método da

Soma Pondera e Método ¢ — Restito).

|Problema 1|

Aplicacao do método Critério Global para otimizar um problema biobjetivo.
Sejam as funcoes fi, f2 : R? = R e g1, g2, g3 : R? — R.

O problema biobjetivo linear é
minimizar fi(xy, 22) = =621 + 4o
f2($1,$2) = X1 — 2x9
s.a. gi(x1,29) = =21 + 22 —2 <0

Go(w1,22) =221 — 22 — 10 <0
93(x1,2) =21 + 719 —8 <0

x1,22 20
Solucgao

Inicialmente serd determinado o espago factivel e o espaco de objetivos e em seguida aplicado
o método para a obtencao da solucao. A solucao deste problema consiste em transforméa-lo num

problema mono-objetivo, inicialmente serd construido o espaco factivel X' e o espaco de objetivos

V.
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O espago factivel X é representado pela figura 3.3.

—10/

Figura 3.3: Espacgo Factivel X

Observe que X é um poligono com vértices O(0,0), A(0,2), B(3,5), C(6,2) e D(5,0). Encon-
trando o valor numérico das fungoes fi(z1,x2) e fao(x1, x9) nos vértices desse poligono tem-se:
f1(0,2) = 8; f1(3,5) = 2; f1(6,2) = =28 e f1(5,,0) = —30. Por outro lado,f>(0,2) = —4;
f2(3,5) = =T7; f2(6,2) =2 e f5(50) = 5. Dessa forma segue que

fi(zy,29) = =30 e fi(xy,m9) =—T7
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A figura 3.4 representa no R? o espaco de objetivos do problema.

b
D 5
O Nemmim s o 2
L 0 2 8
30 28 y : o
gl LA
7 ,,,,é/

Figura 3.4: Espaco de Objetivos

Pelo Método do Critério Global , a fungao global F(xy,z5) é dada por:

fi(, 00) — filwwy, x| fo(wy,22) — fo(21, 20)

F(x1,x0) =
(@1, 72) i v, 22) Fi(er, 22)
—30 — (—6x; + 4z -7 —(x1 — 2z
F(ZL’l,CL’Q) = (_301 2) + (_17 2)
30 — 6z, +4 7+ -2
F(xy,29) = :?O ) + <I17 72)

Os valores da fungao F(z1, x2) nos pontos com vértices no poligono (OABCD) sao: F(0,2) ~
1,7, F(3,5) =~ 1,06; F(6,2) ~ 1,34 e F(5,0) &~ 1,71 A melhor solugao global é F(3,5) = 1, 06.
A solucao 6tima para o problema é x* = (3,5) onde f1(3,5) =2 e f5(3,5) = —T.
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’ Problema 2 ‘

Aplicacao do Método da Soma Pondera para otimizar um problema biobjetivo.
Sejam as funcoes fi, fo : R? =R e g1, 92,95 : R = R. .

O problema biobjetivo linear é

minimizar fi(z1, x9) = =221 — 39
f2($1,$2) = =211 —
s.a. gi(xy,20) =21+ 22— 10 <0

go(z1,22) =21 —6 <0
93(z1,22) =29 —6 <0

Ty, T2 > 0

Solucgao

Inicialmente serd determinado o espaco factivel, o espaco de objetivos e em seguida aplicado
o método para a obtencao da solucao. Esse método depende do peso r a ser atribuido a cada

funcao objetivo, sendo assim o problema sera resolvido para r = 3 nao priorizando nenhuma

. I . 1 . . .
das duas fungoes objetivos e em seguida para 3 e 3 priorizando respectivamente as fungoes

f2($1,$2) € f1(9€1,$2)-
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O espaco factivel X é representado pelo poligono de vértices (OABCD) da figura 3.5.

T2

10

Figura 3.5: Espago Factivel X

Observe que & é um poligono com vértices O(0,0), A(0,6), B(4,6), C(6,4) e D(6,0). En-
contrando o valor numérico das fungoes fi(z1,22) e fo(x1, z2) nos vértices desse poligono tem-
ser f1(0,0) = £2(0,0) = 0 f1(0,6) = —18; £(0,6) = —6; fi(4,6) = —26; fo(4,6) = —14;
£1(6,4) = —24; £,(6,4) = —16; £1(6,0) = —12 ¢ £(6,0) = —12.

O poligono de vértices (O'A'B'C'D’) da figura 3.6 representa o espaco de objetivos ), onde
O =(0,0); A" = (18, —6); B' = (=26, —14); C" = (—24,—16); D' = (—12, —12).

f2

26 —24 -18 12 o i

Figura 3.6: Espaco de Objetivos Y

37



O valor 6timo individual referente as fungoes fi(z1,x2) e fao(x1,22) sdo respectivamente,

-26 e -16,por outro lado, note que: fi (w1,22) = —26; fi (x1,22) = 0; fy (w1, 22) = —16;
fo (@1, 22) =0

Normalizando as fungoes fi(x1,z2) e fo(x1, x2), tem-se que

f_(x . ) . fl(xl,l’2> . —2371 — 3&32 . —2271 — 35(}2
W e () ) — fi(w,ma) 00— (=26) 26

— B fo(xy, x2) 2wy 211 — X
o) = e a) — G 0—(-16) 16

Suponha r € (0,1),0 problema ponderado é:

— 9, — — 9, —
minimizar z=r 2 = 3 +(1-r) it
26 16

s.a T+ 2, —10<0
1 —6<0
o —6 <0
T1,29 > 0

Observe que para obter a solucao do problema é necessario encontrar o minimo de uma funcao

mono-objetivo dependente de € (0, 1), ou seja, para cada valor atribuido para r é determinada

uma solucao eficiente para o problema.

Suponha r = > esta escolha nao foi aleatoria, pois para r = — nao existe priorizagao entre

as fungoes objetivos. Dessa forma, tem-se o problema:

.. 421’1 371’2
minimizar z=— —
416 416
s.a. T+ 25 —10<0
r1 — 6 S 0
To — 6 S 0
1,2 20
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Reescrevendo na forma padrao, segue que

mIntmiLzar

Ss.a.

As restrigoes formam um sistema linear com 3 equagoes e 5 variaveis, onde baseado no
método Simplex o numeros de varidveis nao basicas é igual a 5-3=2 e o total de solugoes

basicas é C5 3 = 10, segue a tabela 1 de solugoes basicas.

Z =

ZE1+$2+ZE3:100

421’1
416 416

37:13'2

$1+.1'4:60

$2+I5:6

Soucoes Basicas | x1 | xo | 3 | x4 | x5 z* z
Solugao Bésical | 0 | 0 [ 10| 6 | -4 | (0,0) 21 =0
Solugao Basica2 | 0 | 10| 0 | 6 | -4 | (0,10) 29 =74
Solugao Bésica3d | 0 | - | - | 0 | - - Nao Factivel
Solucao Béasica4 | 0 | 6 | 4 | 6 | 0 | (0,6) | 24 = —0,533
Solugao Basica 5 | 10| 0 | 0 | -5 | -5 | (10,0) 25 =4
Solugao Basica6 | 6 | 0 | 4 | 0 | 6 | (6,0) | z6 = —0,605
Solucao Bésica7 | - | 0 | - | - | O - Nao Factivel
Solucao Bésica8 | 6 | 4 | 0 | 0 | 2 6,4) | zzs =~ —0,960
Solucao Bésica9 | 4 | 6 | 0 | 2 | O 4,6) | zg =~ —0,937
Solugao Béasica 10 | 6 | 6 | -2 | 0 | 0 | (6,6) 210 =7

1
A solugao 6tima do problema para r = 5 é o ponto C' = (6,4) da figura 3.5 e associando no

Tabela 1: Solucoes Basicas

espago de objetivos o resultado do problema é f,(6,4) = —24 e f»(6,4) = —16.

Utilizando o mesmo processo para r = 3 a solucao otima do problema é a mesma, no

entanto, para r = 3 a solugao 6tima passa a ser o ponto B=(4,6) da figura 3.5 e associando no

espago de objetivos, o resultado do problema fica determinado por fi(4,6) = —26 e f5(4,6) =

—14.

Dessa forma a solucao do problema pelo método da soma pondera é:

10;0.5], x* = (6,4);

T =

10.5;1], 2 = (4,6);

f1(6,4) = =24, f»,(6,4) = —16.

f1(4,6) = =26, f»(4,6) = —14
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Situagao-Problema

Dados divulgados pela Organizagao Mundial da Satde (OMS) mostra que a diabetes é uma
doenca que atinge uma em cada 11 pessoas no mundo, passando de 108 milhoes em 1980 para
422 milhoes em 2014, a projecao feita pela Internatinal Diabetes Federation (IDF) é que em
2030 haja um aumento de 123% dos casos. No Brasil, segundo o ministério da satde, entre os
anos 2006 e 2016 os casos de diabetes cresceram 6,8% e o numero de pessoas com a doenca
¢ aproximadamente de 8,9% da populacao brasileira, a previsao da IDF é que 23 milhoes de
pessoas tenham a doenga no Brasil em 2045. A diabete é uma doenca cronica que exige uma
alimentacao mais saudavel, entre os quais a maca e a batata doce sao alimentos imprescindiveis
no preparo de uma refeicao pois, a batata doce é um aliado de quem pratica esportes e possui
um baixo indice glicémico, isso quer dizer que seus carboidratos sao absorvidos lentamente pelo
organismo, o que ajuda no controle da doenca. Por outro lado a maga é uma fruta que possui
na sua casca uma fibra chamada pectina, importante para o controle da glicemia e para reduzir
o mau colesterol e também como a batata doce, a maga tem baixo indice glicémico.

Pretende-se preparar uma refeicao saudavel, ou seja, com um ntmero minimo de calorias
porém, com menor custo possivel. A refeicao tem que conter maga e/ou batata doce, sendo que
a quantidade maxima de maca e batata doce é de 200 g, a quantidade minima de carboidratos
ingerida pelo consumo da batata doce por refeicao é de 20 g e a quantidade minima de proteinas
éde 1,0 g. O custo, a quantidade de calorias, quantidade de carboidratos e proteinas encontra-se

na tabela 2 e foram obtidos em [16].

Por 100g | Custo(centavos) | Calorias | Carboidrato | Proteinas

Maga 50 52 Kcal 10 g 0,3 ¢g
Batata Doce 20 86 Kcal 20 g 15¢g
Tabela 2

O problema consiste em encontrar uma solucao que minimize o nimero de calorias e o custo,

sendo modelado como um problema biobjetivo. Dessa forma segue o problema P.
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P :minimizar  fi(z1,22) = 5021 + 2022

fo(xy, x9) = 521 + 8629
s.a. 1+ xg <2

10x1 + 2025 > 20
0,3z1 + 1,529 > 1
L1, T2 Z 0

sendo x; a quantidade de maga e x5 a quantidade de batata doce, em centenas de gramas.

Inicialmente sera determinado o espaco factivel, o espaco de objetivos e em seguida aplicado

o Método do Critério Global e o Método e-Restrito.

O espago factivel é representado pela figura 3.7.

Ty
B

Figura 3.7: Espaco Factivel X

Observe que X é um poligono com vértices A(0,1), B(0,2), C’(%, %) e D(%O, %‘). Encontrando

o valor das fungbes fi(x1,22) e fo(x1,22) nos vértices desse poligono tem-se f1(0,1) = 20;

f1(0,2) = 40; f1(3,3) =90 e fi(5,35) =~ 64,44. Por outro lado, f2(0,1) = 86; f2(0,2) = 172;

33
f2(§, %) ~ 115,33 e fg(%o, %) = 96. Dessa forma tem-se que

fi(xy,20) =20 e fy(x1,20) = 86
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A figura 3.8 representa o espaco dos objetivos do problema.

f2

172

115,33 .
96 | |
86 Al. E : E
L | LA
20 40 64,44 90

Figura 3.8: Espaco de Objetivos

Pelo método do critério global, a funcao global F (1, x3) é dada por:

fi(w1,m2) — fi(wy, 22) . fo (01, m2) — fo(w1, 72)

Flxy,19) =
(@1, 22) i (or, 22) 5 (or, 22)
20 — (50xq + 20x 86 — (52x1 + 86x
F(x1, 1) = ( 26 2)—1— ( 8(13 2)
—267
F(x1,x0) = 86x1 — 2wy + 2
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Minimizando F(z1,x2) e Reescrevendo na forma padrao tem-se:

minimizar  F(xy,x2) =

s.a. 1+ To + 23 =2
$1+21’2—l‘4:2

3.1‘1 + 15[E2 — T5 = 10

As restrigoes do modelo sao lineares e formam um sistema com 3 equagoes e 5 variaveis, o

numeros de varidveis nao basicas ¢ igual a 2 e o total de solucoes basicas ¢ C5 3 = 10.

Soucoes Basicas | w1 | o | x3 | 4 | T5 z* z
Solucdo Basical | 0 | O | 2 | -2 |-10| (0,0) 72 =7
Solugdo Basica2 | 0 | 2 | 0 2 120 | (0,2) 2y = —2
Solucao Basica3 | 0 | 1 | 1 0 5 1 (0,1) 23 =10
Solugao Basica4 | 0 | =2 | & | =2 | 0 | (0,3) 24 =7
Solugdo Basica5 | 2 | 0 | 0 0 4 1 (2,0) 25 =4
Solugdo Basica6 | 2 | 0 | 0 0 | 4| (2,0 26 =7
Solugao Basica 7 | 2| 0 | -3 | 3 0 | (,0) | Nao Factivel
Solucao Basica 8 | - - 0 0 - - Nao Factivel
Solugdo Bésica9 | 2 | 2 | 0 3 0 | (3,3) | 2~ —3,836
Solugdo Basica 10 | 22 | 2 | 5 | 0 | 0 | (%,3) | 210~ —2,388

Tabela 3: Solugoes Béasicas

Na aplicagao do Método Critério Global tem-se a minimizagao da fungao global, dessa forma
a solucao étima do problema é x* = (g, %), 29 &~ —3,836, e fl(g, %) =90 e fg(%, %) = 115, 33.
Logo o preco da maga e da batata doce é de 90 centavos a cada 100g e a quantidade étima de
calorias é de 115,33 Kcal.

Considerando as mesmas restri¢oes, suponha que o custo para cada 100g de alimentos seja

menor ou igual a 80 centavos, dessa forma a estratégia utilizada é a de priorizacao e o problema

de otimizacao a resolver é:
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P(e) : minimizar  fa(w1,x2) = 5221 + 8672
fl(ilfl,mg) = 501’1 + 20332 < €1 = 80

T+ 21’2 > 2
3[)31 + ]_5.172 Z 10

A estratégia para a resolucao do problema P(€) é a priorizagao pois, a fungao custo fi(z1, z2)
estda sendo priorizada quando considera-se o limite de 80 centavos para cada 100g de alimento.
O método para resolver o problema sera Método e-Restrito.

O espaco factivel do problema P(e) é representado pela figura 3.9.

Figura 3.9: Espaco Factivel X
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Observe que X, é um poligono com vértices A(0,1), B(0,2), C(3, 2), D(1,45;0,38) e E(X, 5)

e encontrando o valor da funcdo fo(x1,2z2) = 52z + 8625 em cada um desses pontos tem-se:
f2(0,1) = 86; f2(0,2) = 172; fo(3,3) ~ 126,66; f2(1,45;0,38) ~ 108,8 ¢ fo(4, 5) = 96.

A solucao étima para o problema através do método e-restrito é xz* = (0,1) e f(0,1) = 86,
ou seja, supondo €; = 80 o consumo de maga nao ocorrera e havera o consumo de uma batata
doce com 86 kcal. Caso seja necessario o consumo dos dois alimentos, a solugao 6tima para o
problema ¢ z* = (2, 3) e tem-se 96 kcal consumidas.

A solucao obtida pelo método e-restrito esta relacionada com a escolha de € e da pri-
orizacao da funcao objetivo, o que resulta num controle de cobertura da fronteira eficiente,
obtendo melhor resultado que o método do critério global porém, os dois métodos apresen-

taram simplicidade de resolucao.
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Capitulo 4

Conclusao

Nessa dissertacao foi apresentada uma introducgao sobre conjuntos convexos, fungoes conve-
xas e otimizacao multiobjetivo.

No capitulo 2 apresentou-se de forma objetiva a fundamentacao tedrica de conjuntos con-
vexos, funcgoes convexas, fungoes convexas diferencidveis e aplicagoes com funcoes convexas no
R2. Nesse capitulo, ao aplicar teoremas envolvendo diferenciabilidade reduz-se a dificuldade
para verificar a convexidade de uma funcao.

O capitulo 3 apresentou uma introducao sobre otimizacao multiobjetivo e aplicagao de
problemas de otimizacao biobjetivo. Esse capitulo possibilita aos professores de matematica
conhecer técnicas que utilizam mais de uma fungao para resolver problemas reais.

Em trabalhos futuros pode-se explorar um aprofundamento no estudo de analise convexa e

otimizacao multiobjetivo
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