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Resumo

Esta dissertacdo utiliza os principios da modelagem matematica para analisar a estrutura de um
sistema fisico massa-mola. Alguns sistemas reais nos quais 0s agentes interagem de forma
semelhante ao sistema massa-mola e cujos modelos matematicos sdo descritos por equacbes
diferenciais foram estudados. A analise do sistema fisico massa-mola permite a extensdo do
conhecimento adquirido de modo que pode ser aplicado em outros fendmenos que ocorrem em

campos diversos.

Palavras-chave: Sistema Massa-Mola; Modelagem Matemaética; Sistemas Reais.



Abstract

This dissertation uses the principles of mathematical modeling to analyze the structure of a
spring-mass physical system. Some real systems in which agents interact similarly to the spring-
mass system and whose mathematical models are described by differential equations were
studied. The study of the spring-mass physical system allows the extension of the acquired

knowledge so that it can be applied to other phenomena that occur in different fields.

Keywords: Spring Mass System; Mathematical modeling; Real systems.
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Capitulo 1 - Introducéo

Este trabalho tem dois objetivos:

1. Utilizar os principios da modelagem matematica na analise da estrutura de um sistema
massa-mola, bem como nas aplicagfes envolvendo sistemas reais que se comportam
como massa-mola.

2. Estudar alguns sistemas reais em que 0s agentes interagem de forma semelhante ao
sistema massa-mola e cujos modelos matematicos sdo descritos por equagdes
diferenciais.

Estudar a mecénica do sistema massa-mola com detalhes, cujo legitimo representante é
0 oscilador harmdnico, é muito importante porque este sistema tem analogos gue Ihe sdo muito
préximos, em outros campos do conhecimento. Além disso, as equagdes que governam o
comportamento deste sistema s&0 muito parecidas com as equagfes que governam
comportamentos semelhantes de fendmenos que ocorrem em outras ciéncias. Deste modo, o
estudo detalhado do sistema fisico massa-mola pode permitir a extensdo do conhecimento
adquirido para ser aplicado em outros fendmenos que ocorrem em campos diversos.

O sistema massa-mola que vamos estudar tem como modelo matematico uma equagéo
diferencial, que também é um modelo matemético para uma série de fenémenos vistos em
diferentes areas. Como exemplo, temos as vibra¢cdes de um diapasdo que estd gerando ondas
sonoras; as vibracoes analogas dos elétrons em um atomo, que geram ondas de luz; as equacdes
para o funcionamento de sistemas de controle automatico, tais como um termostato tentando
ajustar a temperatura; interacbes complicadas em reacdes quimicas; o crescimento de uma
coldnia de bactérias em interacdo com a fonte de comida e 0s venenos que as bactérias
produzem; raposas comendo coelhos que comem grama e assim por diante (FEYNMAN, 2008).

Com isto em mente, o desenvolvimento deste trabalho ocorrera em quatro etapas
(capitulos), que passamos a descrever.

No capitulo 2, definiremos o conceito de sistema tendo por base diferentes defini¢oes
estampadas na literatura, com énfase nos sistemas mecanicistas. A seguir, descreveremos

alguns sistemas reais cujos modelos matematicos levam a equacges diferenciais. Finalmente,
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trataremos sobre o conceito envolvendo modelagem matematica de sistemas reais definindo os
principais estadios a serem seguidos para a solucdo de problemas reais.

No capitulo 3, trataremos do aspecto central deste trabalho, que € o sistema massa-mola.
A anélise da estrutura deste sistema serd feita com alguns detalhes, abordando diferentes
modelos fisicos, utilizando a metodologia da modelagem matematica e o software MAXIMA,
como auxilio computacional.

No capitulo 4, serdo propostos alguns problemas reais, tratados a luz do modelo fisico
massa-mola e da metodologia de modelagem matematica. Os problemas escolhidos passaram
por um processo de modelagem para definir o modelo matematico adequado. Uma relagéo sera
estabelecida com o modelo fisico massa-mola e as solugdes sdo analisadas por meio de

simulacdes, utilizando o software MAXIMA.
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Capitulo 2 — Sistemas, Modelos e Modelagem Matematica

Neste capitulo, discorreremos sobre conceitos basicos e ideias que incluem a definigcdo
de termos como sistema, modelos, modelagem e modelagem matematica. Estas noc¢Ges basicas
s80 necessarias para todo aquele que pretende trabalhar com a complexidade dos problemas
tratados nas ciéncias em geral. De fato, as dificuldades que surgem ao tratar um problema real
sdo provenientes da complexidade dos sistemas e 0s modelos sdo uma ferramenta adequada

para quebrar esta complexidade e tornar os problemas trataveis (VELTEN, 2007).
2.1 Sistemas e Modelos

Um sistema ndo é facil de definir. Podemos apenas esbocar uma ideia do que poderia
representa-lo. Existe, na literatura, um numero razoével de diferentes conceitos sobre sistema.
Neste trabalho, pensaremos em “sistema” como sendo “algo” presente no mundo real (mundo
ndo matematico), cujas propriedades queremos estudar. Assim, entenderemos “sistema” como
sendo nosso objeto de interesse, que segundo (VELTEN, 2007), pode ser uma parte da natureza
(tal como uma célula de uma planta, um atomo, uma galéaxia, etc.) ou um sistema tecnoldgico
complexo (e.g., processadores de computador).

Sistemas fisicos sdo, em geral, muito complexos e dificeis de analisar. De fato, na
maioria das vezes eles sdo compostos por um grande nimero de componentes agindo como
entidades isoladas. Para analisar tais sistemas, os varios componentes precisam ser identificados
e suas propriedades fisicas determinadas. Estas propriedades que governam o comportamento
do sistema, geralmente sdo determinadas por meios experimentais. Os sistemas podem ser
classificados como continuos ou discretos no tempo. Modelos discretos possuem um ndmero
finito de graus de liberdade, enquanto que os modelos continuos possuem infinitos graus de
liberdade. O numero de graus de liberdade de um sistema é definido como o nimero de
coordenadas independentes requeridas para descrever completamente o seu movimento
(MEIROVITCH, 1986).
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Na literatura existem diversas definicbes de sistemas e tipos de sistemas. Seguem
algumas delas (VELTEN, 2007):

1 — Sistema é uma colecéo de entidades, por exemplo, pessoas ou maquinas, que agem
e interagem em conjunto para a realizacao de algum fim logico.

2 — Sistema € uma colecao de objetos e relagdes entre objetos.

3 — Um sistema é uma potencial fonte de dados.

4 — Um sistema é um objeto ou uma colecdo de objetos cujas propriedades queremos
estudar.

Neste trabalho, adotamos a definicdo 4, ou seja, “sistema” ¢ “algo” presente no mundo
real (mundo ndo matematico), cujas propriedades queremos estudar.

Um modelo é uma descricdo simplificada de um sistema. O modelo aprofunda nossa
compreensdo do sistema. De fato, ndo importa qual seja o problema que queiramos resolver,
teriamos sérias dificuldades se resolvéssemos ataca-lo diretamente, sem decidir quais aspectos
do problema sdo mais importantes reter. Isto porque a situacdo real associada aquele sistema
possui tantas facetas que ndo poderiamos levar todas em consideracdo. Um modelo pode ser
fisico ou conceitual. Modelos conceituais sdo aqueles que usamos para resolver problemas do
dia a dia, como por exemplo, o eshogo da planta de uma casa. Neste caso, 0 modelo esta em
nossa mente e podemos retrata-lo esbocando-o em um papel. Modelos fisicos, por outro lado,
referem-se a problemas mais complexos e que exigem experimentacdo. De fato, modelos deste
tipo ndo estdo s6 em nossa mente, mas correspondem também a uma parte real do mundo fisico.
Modelos fisicos sdo aplicados, em geral, por cientistas e engenheiros de forma semelhante.
Considere, por exemplo, o problema de entender o processo da fotossintese em plantas.
Semelhante a um engenheiro, o cientista estabelecera um cenario experimental simplificado,
gue pode ser um recipiente com uma cultura de células vegetais, no qual ele pode facilmente
observar e medir as variaveis importantes, como CO., agua, luz e assim por diante. Neste caso,
0 sistema seria a planta, enquanto que o modelo seria o cenario experimental (VELTEN, 2007)

O conceito de modelo que estamos apresentando sugere que modelar é uma atividade
gue exige que pensemos a respeito e esbocemos um cenario fisico adequado para descrever
como os dispositivos ou objetos de interesse se comportam. Existem muitas maneiras de se
descrever isto. De fato, podemos utilizar palavras, esbocos, modelos fisicos, implementacdes
computacionais ou formulas matematicas. Portanto, existem muitas representacdes possiveis
para fazer a atividade de modelagem, inclusive simultaneamente (ALDER, 2001).

Listamos abaixo alguns exemplos de sistemas reais cujos modelos matematicos sdo
equac0es diferenciais (THOMAS, 2013):
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1. Capitalizagdo de investimentos: € uma aplicacdo utilizada no Sistema Financeiro;

2. Oscilador harmdnico amortecido: é uma aplicacdo utilizada na Fisica e Engenharias
em geral,

3. Circuito RLC (tipo de circuito elétrico encontrado especialmente em radios, sendo
constituido por um resistor de resistor de resisténcia R, um indutor de indutancia L,
um capacitor de capacitancia C e uma fonte de tenséo;

4. Dispersao de uma medicdo encapsulada em um organismo vivo.

2.2.  Modelagem Mateméatica

A matematica € um meio de comunicacdo poderoso, no sentido de que representa uma
linguagem concisa e exata, permitindo solucdes criativas de problemas. Além disso, envolve
observacao, representacédo, investigacdo e comparacdes de padrdes que atingem os fendmenos
fisicos e sociais. De fato, em seu nivel atual de desenvolvimento, a matematica esta sendo
utilizada em praticamente todos os ramos da atividade humana, sendo essencial para o
desenvolvimento cientifico e tecnoldgico, permitindo a interpretacdo e analise de informacdes,
bem como modelando situagcdes problemas do mundo real. Neste sentido, a modelagem
matematica trabalha como sendo aquela parte que liga os problemas reais que queremos
resolver, com aqueles problemas que exigem respostas quantitativas, sejam eles oriundos das
industrias, da medicina, da economia, da biologia, da geofisica, etc.

Segundo (FOWLER, 2005), existem trés espécies de modelos: Estatistico, discreto e
continuo. Os modelos estatisticos sdo diagnosticos, isto &, tentam interpretar o processo a partir
de dados mensurados. Ja os modelos discretos e continuos sdo prognésticos, ou seja, eles
propdem um modelo descritivo para um fenémeno e, entdo, predizem o que ocorrera no futuro.
Todos estes modelos exigem validacdo. Um modelo discreto propord uma equacdo de
diferencas para a variavel que estd sob investigacdo, enquanto que o modelo continuo
descreverd o mesmo processo utilizando equac@es diferenciais. A razdo para os modelos
continuos repousa na hipétese do continuo, a qual afirma que o comportamento atual de uma
variavel discreta pode ser precisamente representado pela evolugdo de uma varidvel continua
(usualmente diferenciavel).

Neste contexto estaremos interessados, particularmente, em utilizar a matematica para
descrever situacfes problemas detectadas em situacdes reais, observando os principais estadios
gue envolvem este procedimento (modelagem matematica) e direcionar estas ideias no sentido

de aplica-las a diferentes areas do conhecimento. Em particular, estamos interessados em
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revisitar o sistema massa-mola, pela sua importdncia como modelo fisico adequado na
descricdo de alguns fendmenos fisicos, aplicando os principios da modelagem matemaética.
Iniciaremos esta sessdo apresentando 0s conceitos envolvidos na modelagem
matematica, ilustrando os principais estadios para a solucdo de problemas do mundo real. De
maneira geral, VELTEN (2007) sugere um roteiro para a investigagao de um sistema complexo

utilizando modelos:

1. Definicbes
(@) Definir um problema a ser resolvido e/ou uma quest&o a ser respondida.
(b) Definir o sistema, isto é, a parte da realidade que é pertinente ao problema ou a questao.

2. Analise do sistema
e Identificar quais sdo os aspectos do sistema que sdo relevantes para o problema em

questao.

3. Modelagao
e Desenvolver um modelo do sistema baseado na anélise dos aspectos relevantes do

sistema.

4. Simulacdo
(@) Aplicar este modelo ao problema em questéo: Simulages computacionais
(b) Desenvolver uma estratégia para resolver o problema ou responder a questéo.

5. Validacado
e A estratégia desenvolvida na simulacdo resolve o problema ou responde a questao para
0 sistema real?

Um anélogo deste roteiro pode ser mostrado na figura 1:
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[ Defini¢oes J—’[ Anidlise do Sistema J—{ Modelacio ]

[ Validagio ]-—[ Simulagio ]

[ Aplicagio a Pro- J

blemas Reais

Figura 1: Roteiro para Modelagem Matematica.
Fonte: VELTEN (2007).

Vamos aplicar este roteiro utilizando um exemplo que pode ser encontrado em

MEYER (1984).

1. Defini¢ao do problema.

(@) Por que os objetos caem na Terra? Esta foi uma das primeiras questfes especificas sobre

a gravidade. No tempo de Galileu, as pessoas comegaram a perguntar “como os objetos
caem na terra”, ao invés de por que. O proprio Galileu queria descrever uma forma que
mostrasse como 0s objetos ganham velocidade quando eles caem. Entdo, Galileu
formulou duas perguntas:

i Qual formula descreve o ganho de velocidade de um corpo quando ele cai?

ii. Qual férmula descreve até que ponto um corpo cai em um dado intervalo de

tempo?

(b) O sistema, neste caso, é constituido por objetos que caem em queda livre sobre a Terra.

Observacdo: No tempo de Galileu, o célculo diferencial ndo havia, ainda, sido
formalizado, entretanto, utilizaremos a notacdo moderna destes conceitos para melhor

ilustrar a aplicacéo do roteiro.

2. Andlise do sistema

(a) Os fatores relevantes que Galileu decidiu considerar foram: distancia, tempo e

velocidade. Ent&o, sua primeira suposicao, baseada nestes fatores relevantes, foi:
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3. Modelagao
(@) Se um corpo cai, a partir do repouso, entdo sua velocidade em qualquer ponto é
proporcional a distancia ja percorrida.
(b) O prdprio Galileu percebeu mais tarde que esta suposi¢do estava errada. Entretanto,

antes de descarta-la ele completou o processo de investigagéo.

Modelo Matemético: Consideremos uma escala vertical em que x mede a distancia ao longo
desta escala. Em um certo instante no tempo, digamos, t = 0, comegamos a observar o
objeto caindo. Por conveniéncia, seja x = 0 o ponto inicial de observacdo. Consideremos

x(t) adistancia do objeto apos t segundos de queda. A figura 2 descreve esta situacéo.

_

@ —> POSICAOQINICIAL -x(0) =0

®

T;" g= aceleracgio da gravidade

—> POSICAOFINAL - x(i) = kx

- .
v =velocidade

7

Figura 2: Queda de corpos.
Fonte: Elaborada pelo Autor (Autocad).

Entre os instantes de tempo t, e t, + t a distancia percorrida pelo objeto é dada por

x(to+t)—x(to)
—

. . . d - . .
Se fizermos h — 0 0 quociente se aproxima de d—f, avaliado em t,. Assim, a descri¢éo
matematica (modelo matematico) da suposicdo de Galileo é:
dx
E = ax (1)
Em que a é uma constante a ser determinada.
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4. Simulacdo
(@) A solucdo da equacdo (1) é
x(t) = ke® )

Podemos calcular a constante de integracéo k, utilizando o fato de que emt =00
objeto estd em repouso. Assim, x = 0 quando t = 0. Substituindo na Equacdo (2),
obtemos

0=ke® =k.
Portanto,
x(t) = 0,para todo t. (3)

5. Validacdo
De acordo com a equacao (3), o objeto nunca se movera, nao importa quanto tempo
esperemos.
Como a conclusdo contraria a suposicdo feita na modela¢do e ndo houve erros no
processo de resolucdo do modelo matematico, entdo, é preciso retornar a analise do
sistema e reformular as suposicdes.
E evidente que Galileu também chegou a concluséo da ineficiéncia deste modelo e o
reformulou.
BURGHES (1981, pp. 13-14), também apresenta os principais estadios na modelagem

de problemas reais e os ilustram conforme a Figura 3, a seguir:

— Formulacio do
[ Modelo Real ]_'[ e ‘ [ Modelo Mﬂftemético ]

Inte i i
[Va]idagﬁﬂ = Mc»delc] n rpmtagao Solugiio do ,N,ID_
da Solugio delo Matematico

|

Use o modelo
para: Explicar,

prediciio e decisio

Figura 3: Roteiro para Modelagem Matematica.
Fonte: BURGHES & BORRIE (1981).

18



Neste diagrama, o problema relacionado ao mundo real pode ser explicar alguns dados
obtidos por observacdo, fazer previsdes ou tomar uma decisdo. Para se conseguir isto é
necessario fazer algumas suposicdes e simplificacBes, definindo variaveis importantes e as
relacGes entre elas. Isto deve levar a formulacdo de um modelo matematico que seja passivel
de ser tratado. A seguir, utilizando técnicas matematicas adequadas, o problema é resolvido.
Apos a solucdo, esta deve ser interpretada em termos do problema real, de modo que o modelo
possa ser validado. Uma vez validado, o0 modelo pode ser utilizado para explicar, fazer previséo
ou tomar decisdo. Como menciona BURGHES & BORRIE (1981), no diagrama, a primeira
coluna representa 0 mundo real, a ultima coluna, 0 mundo matematico e a coluna do meio, as
conexdes entre estes dois mundos.

Como pode-se observar, tanto o roteiro apresentado por VELTEN (2007), quanto o
apresentado por BURGHES & BORRIE (1981), estabelecem uma relacdo entre o mundo real
e 0 mundo matematico que passa pelo estabelecimento de conexdes, que compreendem uma
simplificacdo do problema real (sistema) de modo a possibilitar a construgdo de um modelo que
permita um tratamento adequado das equacdes que aproximam a solucdo daquele modelo e
consequentemente do problema real. Na continuidade deste trabalho estaremos tratando de

situacdes reais e modelos tendo por substrato os conceitos apresentados neste capitulo
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Capitulo 3 — Sistema Massa-Mola

Um sistema massa-mola € uma estrutura mecanica sujeita a forcas cuja grandeza,
direcdo ou ponto de aplicagdo varia com o tempo. E um sistema bem conhecido na literatura,
principalmente nas areas da fisica e das engenharias e pode ser utilizado para retratar
comportamentos de sistemas naturais.

E neste sentido que, neste capitulo, analisamos especificamente dois modelos
representando, respectivamente, um sistema com um grau de liberdade e outro com dois graus
de liberdade, isto €, sistemas que sdo descritos por uma equacdo diferencial ordinaria de
segunda ordem ou por um sistema de equacdes diferenciais ordinarias de segunda ordem.
Procuraremos desenvolver os dois modelos aplicando as nocdes estabelecidas no capitulo 2,
referentes a modelagem matematica. A intencdo é utilizar os resultados deste capitulo para
mostrar como estes sistemas fisicos se relacionam com modelos associados a alguns sistemas
reais.

Assim, o objetivo deste capitulo é estudar o comportamento deste sistema sujeito a
pequenos deslocamentos. O comportamento, aqui referido, é caracterizado pelo movimento
causado por um dado deslocamento em relacdo ao ponto de equilibrio e referido como resposta
do sistema. A descricdo do movimento do sistema sera feita pelo deslocamento e a excitacdo

ocorrerd na forma de um deslocamento inicial.
3.1 Um Sistema Massa-Mola com Um Grau de Liberdade
A analise do comportamento dinamico deste sistema, tem como finalidade nos conduzir

a um modelo matematico do mesmo. Para isto, vamos seguir o roteiro sugerido por VELTEN

(2007), apresentado no capitulo anterior.
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3.1.1 Definicdes

(a) Definicdo do Sistema

Consideremos um sistema mecanico de um grau de liberdade composto por um bloco
de massa m sobre uma superficie plana, interligada a uma mola de comprimento [, presa a uma
estrutura fixa. Sob as componentes deste sistema atuam for¢cas como mostra 0 modelo

representado na Figura 4.

—ex@
k

—AAAA—

M=
L
[

AN

Figura 4: Sistema Massa-Mola em Equilibrio.

Fonte: Elaborado pelo Autor (Autocad)

(b) Questdes a serem respondidas
i. Considere que o sistema foi deslocado por uma quantidade x, e depois foi
solto. Qual € o tipo de movimento resultante?

ii. Que férmulas descrevem este comportamento?
3.1.2  Andlise do Sistema

A fim de simplificar a andlise do sistema, representado na figura 4, adotaremos as
seguintes suposicoes:

(@) O atrito entre a massa e a superficie é considerado desprezivel.

(b) Forgas externas ndo serdo consideradas, isto €, ), F, = 0.

(c) A massa da mola é desprezivel.

(d) A forca da mola obedece a Lei de Hooke, isto €, F,, = —kx.

(e) A forca de amortecimento é dada por F, = —b %.
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3.1.3 Modelacéo

Considerando as simplificagdes feitas no item anterior, nosso modelo aproximado do

sistema € mostrado na Figura 5, que inclui o diagrama de corpo livre.

—t it —
/ ko Fi
—F Fi a— ——F (t
E Fe o (t) Fea— o (}
(a) (b)
F. AAAAA F. X
Feo—e—{F e v
(c) (d)

Figura 5: (a) Modelo aproximado do Sistema, (b) Diagrama de Corpo Livre: bloco de massa
m, (c) Diagrama de Corpo Livre: Mola e amortecedor,(d) Diagrama de Corpo Livre: bloco de
massa m, considerando a Forca da Mola e Forca de Amortecimento, a F(t) (Forca Externa)
sera considerada nula, conforme suposicao.

Fonte: Elaborada pelo Autor (Autocad).

Para obter a equacdo do movimento, vamos utilizar a segunda Lei de Newton em
conjuncdo com o diagrama de corpo livre mostrado na Figura 5(b). No caso da mola, assumida
sem massa, a forca F;, que age de um lado da mola deve ser balanceada por uma forca Fj, agindo
do outro lado da mola, que é igual em modulo, mas de direcdo oposta (Figura 5(c)). Devido a
forca F, a mola sofre um alongamento igual a diferenga entre os deslocamentos x, e x; dos
pontos finais. Para pequenos valores de x, — x;, a for¢a pode ser vista como proporcional ao

alongamento, em que a constante de proporcionalidade € a inclinagdo k. Portanto, no dominio
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em que a forca é proporcional ao alongamento, a relacdo entre a forca da mola e o alongamento

é dada por
Fy = k(xy — x1) = kx(t) 4)

em que estamos definindo x(t) = x, — x;. A constante k é chamada de constante da mola ou
rigidez da mola. No caso da forga de amortecimento, a forca F,, que sempre atua na direcdo
oposta do movimento da massa, deve ser balanceada por uma forga F, , agindo do outro lado
do amortecedor, que é igual em modulo, mas de direcdo oposta (Figura 5(c)).

Segundo BOYCE & DIPRIMA (1998, pp. 127), esta forca pode ser devida as
propriedades viscosas do meio no qual o corpo se move (resisténcia do ar, por exemplo), ou 0
corpo pode estar ligado a um dispositivo mecénico, como um absorvedor de choques, que
proporciona uma forca resistiva ao movimento. Este dispositivo é frequentemente denominado

amortecedor. Em qualquer caso, vamos admitir que a forca resistiva seja proporcional a
velocidade escalar (dx/ dt) do bloco. Os resultados experimentais verificam que esta hipotese
é razoavelmente precisa no caso de corpos que se deslocam, ndo muito rapidamente. Se
dx/dt > 0, entdo x esta crescendo e 0 bloco esta se deslocando no sentido adotado como

positivo. A relacdo entre a forca resistiva do amortecedor e a velocidade € dada por:

Fe(t) = b= (), (5)

Onde b € uma constante de proporcionalidade positiva, conhecida como constante de
amortecimento.

A componente que relaciona forca com aceleracdo é a massa. Esta relacdo tem a forma
E, =m—. (6)

A equacéo (6) representa a segunda lei do movimento de Newton, segundo a qual, a

X

. . ~ d? . .

forca resultante sobre o bloco E,, é proporcional a aceleragédo = medida com relagdo a um
sistema de referéncia inercial, em que a constante de proporcionalidade é simplesmente a massa
m. Assim, considerando o diagrama de corpo livre (Figura 5(b)), a analise dos componentes

do sistema e invocando a segunda Lei de Newton, temos
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F(t) - F, — F, =m%=Z. @)

Utilizando as Equacdes (4) e (5) e lembrando que ndo existem forgas externas atuando
no sistema (F(t) = 0), obtemos (BOYCE & DIPRIMA, 1998):

dZx

m
dt?

+bE+kx=0, (8)
dt

que é uma equagcdo diferencial ordinaria linear de segunda ordem, com coeficientes constantes.
Os coeficientes constantes m, b e k representam os parametros do sistema. No caso do modelo
do sistema mostrado na Figura 5(a), a posicao de equilibrio coincide com a posigdo na qual a
mola esta ndo esticada.

A Equacdo (8) representa o modelo matematico aproximado do sistema fisico cujo
modelo é mostrado na Figura 4. O proximo passo é encontrar uma solucao para o modelo

matematico em questéo.
3.1.4  Simulagdo

A Equacao (8) tem coeficientes constantes (reais) arbitrarios e procuraremos solucdes
do tipo exponencial para ela. Assim, vamos supor que x = e, onde r € um parametro a ser
determinado. Vem entdo que:

x'=re’ e x"=r%e" 9)
levando as expressdes de x, de x'e x" na Equacdo (8), obteremos

(mr? + br + k)e™ = 0. (10)
como e = 0, para qualquer r e t,

mri+br+k=0 (11)

A Equacéo (11) € a equacdo caracteristica da equacao diferencial (8). O seu significado

estd em, no caso de r ser uma raiz da equacdo polinomial (10), x = e"® serd uma solucéo desta

24



equacdo diferencial. Uma vez que a Equacéo (10) é uma equacao quadratica com os coeficientes
reais, tem duas raizes (r; e r,)que podem ser reais e diferentes, reais e iguais ou complexas
conjugadas. Logo

x(t)=ent e x,(t)= et (12)

sdo solucbes da Equacdo (8); Portanto a combinacdo linear das duas, também ¢é solucédo da

Equacéo (8).

Teremos, portanto, como SOLUCAO GERAL da Equacéo (8):

x(t) = cie™t + cye™?! (13)

Onde ¢, e ¢, Sdo constantes.

- Consideremos a hipétese das raizes da equacdo caracteristica (11) serem reais e diferentes, ou

seja b? — 4mk ser um nimero maior do que zero. Assim sendo, vamos denota-las por ry e r,,
comr, #1,. (CASO SUPERAMORTECIDO)

Essa situacdo, em termos fisicos, implica na condicdo b > 2vkm. Nessa situacdo o
sistema ndo oscila mais e, ao ser deslocado e libertado, retorna para sua posicao de equilibrio

mais lentamente do que no caso de amortecimento critico.

Temos que a solucdo geral da Equacéo (8) é dada pela Equacao (13) e na hipdtese acima

considerada, teremos:

—b+VbZ—-4mk

T =
1 2m

ry = —-b—Vb%2-4mk (14)

2m
Temos ainda que:
x'(t) = ¢yrie™t + cyrye™t (15)
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Suponhamos agora que desejamos encontrar um certo membro da familia de solu¢des

(13) que satisfaca as condigdes iniciais:

x(t)) =x0 € x'(ty) = v (16)

Pela substituicdo t = t, € x = x, na Equacdo (13), obtemos

cre™to + ¢ et = x, (17)

Analogamente, fazendo t = t, e x'(t,) = v, na Equacéo (13), vem

et + coreto =y, (18)

A resolucédo simultanea das Equacdes (17) e (18), em termos de c; e c,, fornece

Vog—Xol2 _ XoT1—Vo —
Cl =20 -0z e rltO, CZ — 2071 70 e T2to (19)
r1—T2 r1—T2

Assim, quaisquer que sejam as condicOes iniciais estipuladas, ou seja, quaisquer que
sejam os valores de t, de x, € de v,, é sempre possivel determinar c; e c¢,, de modo a satisfazer
as condicOes iniciais. Além disso, s6 hd uma escolha possivel de c; e de ¢, paracada conjunto
de condic0es iniciais. Substituindo os valores de ¢, e ¢, dados pela equacdo (19) e r; e r, dados
pela Equacéo (14), na Equagéo (13), teremos resolvido o problema do valor inicial e teremos a
solucgéo da equacéo (8),

x Y =0
e dc T

para esta hipotese, ou seja, sujeita as condicdes iniciais

x(0) = xq
v(0) = v, (20)
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- Consideremos a hipétese de as raizes da equacao caracteristica (11) sejam nimeros complexos

conjugados, ou seja, b* — 4mk ser um nlmero menor do que zero.
(CASO SUBAMORTECIDO)

Essa situacdo, em termos fisicos, implica na condicdo b < 2vkm. Nessa situacdo o

sistema oscila com uma amplitude que diminui continuamente.

Calculando os valores de r; e 1, utilizando a Equacéo (14), teremos que r; e r, Serao

ndmeros na forma:
n=A+iu e nr,=A-iu, (21)

onde A e u sdo nUmeros reais. As expressdes correspondentes a x; (t) e x,(t), dadas pela

Equacdo (12), substituindo r; e r, pela Equacgéo (21), serédo:

x(8) = exp[(A+it],  x(8) = exp[(A —ip)t]. (22)

A Férmula de Euler: A fim de ter um significado para as expressdes das Equacdes (22),
precisamos ter a defini¢cdo de uma funcdo exponencial complexa. Como é claro, queremos que
a definicdo se reduza a funcdo exponencial real, bem conhecida, quando o expoente for real.
Ha varias formas de conseguir esta extensdo da funcdo exponencial. Vamos usar um método

baseado nas séries infinitas. Com isto em mente, consideremos a série:

eiut =1+iut +%(l’ut)2 +%(l,ut)3 +%(lﬂt)4 + -

1 1 . 1 1
= 1= 5 (WO? + 5 u)* = i (ut = 5 (WD + 5 () — )
= cos(ut) + isin(ut). (23)
analogamente, temos que:

et = cos(ut) — isin(ut). (24)

A Equacéo (23) é conhecida como formula de Euler.
Queremos agora generalizar a definicdo de funcdo exponencial para expoentes

complexos arbitréarios da forma (4 + iu)t.
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Uma vez que desejamos que as propriedades usuais da funcdo exponencial tenham

validade para expoentes complexos, certamente queremos que exp[(A + iu)t] satisfaca a

e(/1+iu)t — e)lteiut. (25)

Assim, ao substituir e**t pela expressdo da Equago (23), obteremos

e+t — oM (cospt + isinut)

= eMcosut + ie*sinput. (26)

Agora, tomamos a Equacéo (26) como a defini¢cdo de exp[(A + in)t]. O valor da funcédo
exponencial com um expoente complexo é um nimero complexo cujas partes real e imaginaria
sdo dadas pelas parcelas no segundo membro da Equacéao (26). Observemos que as partes real
e imaginaria de exp[(A + iu)t] estdo expressas inteiramente em termos de funcdes elementares
reais.

As fungdes x; (t) e x,(t) dadas pelas Equacdes (22) e com significado expresso pela
Equacdo (8), sdo solugdo da Equacdo (8) quando as raizes da equacao caracteristica (11) forem
nameros complexos. Infelizmente, as solugBes x; (t) e x,(t) sdo fun¢bes complexas, enquanto,
em geral, se fosse possivel, teriamos preferéncia por soluc@es reais. Estas solugcdes podem ser
encontradas considerando que, se x; e x, forem solucGes da Equacdo (8), entdo qualquer
combinacéo linear de x; e x, € também uma solucdo. Em particular, fagamos a soma e depois

a diferenca de x; e x,. Temos:

x1(t) + x,(t) = e (cosut + isinut) + e (cosut — isinut)

= 2eMcosut

x;(t) — x,(t) = e*(cosut + isinut) — e**(cosut — isinut)
= 2ie*cosut (27)

entdo, desprezando os fatores 2 e 2i, em cada expressdo, obtivemos um par de solucdes reais
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u(t) = e*cosut , v(t) = eMsinut (28)
Observemos que u e v sdo simplesmente a parte real e a parte imaginaria de x;.

Se as raizes da equacdo forem nlimeros complexos A + iu, com u # 0, entdo a
solucdo geral da Equacéo (8) é:

x(t) = cie*cosut + cettsinut (29)

- Consideremos agora a hipétese das raizes r; e r,da equacdo caracteristica (6) sejam iguais,
(CASO AMORTECIMENTO CRITICO)

Essa situacdo, em termos fisicos, implica na condi¢do b = 2vkm. Nessa situacdo o
sistema ndo oscila mais e, ao ser deslocado e libertado, retorna para sua posicao de equilibrio

sem oscilar.

n=r==b/ (30)
e a solucdo da Equacao sera:

x(t) = c tePt/2e 4 ¢, e bt/2a (31)
OBSERVACAO: Algumas consideracdes acerca de Oscilacdes amortecidas:

Segundo YOUNG & FREEDMAN (2008, pp. 56), os sistemas reais sempre possuem
alguma forca ndo conservativa, contudo a amplitude das oscilagdes vai diminuindo com o
tempo, a menos que seja fornecida alguma energia para suprir a dissipacdo da energia mecanica.

A diminuicdo da amplitude provocada por uma forca dissipativa denomina-se
amortecimento e 0 movimento correspondente denomina-se oscilacdo amortecida. O caso mais
simples ocorre com um oscilador harmonico simples tendo uma forca de atrito amortecedora
diretamente proporcional a velocidade do corpo que oscila. Esse comportamento ocorre no
escoamento de um fluido viscoso, tal como em um amortecedor ou um caso de atrito entre

superficies lubrificadas com 6leo. Nesse caso, existe uma forca de atrito adicional que atua

d d . ,
sobre o corpo, dada por F, = —b d—’; , onde d—’; representa a velocidade e b € uma constante que
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descreve a intensidade da forca de amortecimento. O sinal negativo indica que a for¢a possui

sempre um sentido contrario ao da velocidade.

A frequéncia angular w é dada por (BOYCE & DIPRIMA, 1998):

Faremos a simulacao das trés hipoteses elencadas, através dos exemplos 1, 2 e 3 abaixo,
cabendo as seguintes consideracdes:
- Usaremos o software MAXIMA para simulagéo, onde escrevemos o algoritmo de resolucao
das equac0es no software, visando mostrar 0 passo-a-passo das etapas de resolugdo, mostrando,
primeiramente a modelagem do sistema massa-mola com um grau de liberdade e por Gltimo

uma sequéncia para resolucdo de equaces diferenciais homogéneas de segunda ordem.

- Para as trés hipoteses do célculo das raizes da equacéo (8), algumas etapas sdo as mesmas:

1) Identificar quem representa a massa (m, o coeficiente de amortecimento (b) e a
constante de rigidez da mola (k);

2) Determinar o valor de b?—4mk, cuja raiz quadrada denominamos de
discriminante ( A) delta, para verificar em qual dos casos iremos recair
(superamortecimento: A> 0, subamortecimento: A< 0 e amortecimento critico: A=
0);

3) A frequéncia natural dar-se-a pela relacao:

k b2
w= |=—
m  4m?

4) As condicdes iniciais, ou seja, para o tempo inicial (t,) deveremos informar x, € v,

%/ 4.

- As equacdes da posicdo resultante x(t) serdo especificas para cada caso, o0 que determinara

uma sequéncia diferente de resolugdo para cada hipotese.

a) Considerando a primeira hipdtese (A> 0), caso denominado de superamortecimento,

apos a incluséo das condigdes iniciais, obteremos um sistema linear resultante da

imposicéo das condicdes iniciais, em que seréo determinados os coeficientes c1 e c2. O
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deslocamento resultante serd a combinacéo linear dos resultados x; e x,, obtidos em

funcéo das raizes reais ja determinadas no inicio da validag&o.

b) Considerando a segunda hipotese (A< 0), caso denominado de subamortecimento,

apos a inclusao das condicdes iniciais obteremos como resultado duas raizes complexas
conjugadas, e teremos que separar, determinando por A e pu, 0s coeficientes da parte
real e da parte imaginaria; isto porque o deslocamento resultante depende destes dois
coeficientes. Como na hipotese anterior, obteremos um sistema linear resultante da
imposicdo das condigdes iniciais, em que serdo determinados os coeficientes ¢, e ¢,. O
deslocamento resultante serd a combinacéo linear dos resultados x; e x,, obtidos em

funcdo das raizes complexas conjugadas, ja determinadas no inicio da validacéo.

c) Considerando a terceira hipdtese (A= 0), caso denominado de amortecimento critico,

apos a inclusdo das condicdes iniciais, obteremos como resultado duas raizes reais
iguais. Como nas hipéteses anteriores, teremos um sistema linear resultante da
imposicédo das condiges iniciais, em que serdo determinados os coeficientes c; e ¢,. O

deslocamento resultante sera a combinacdo linear dos resultados x, € x,.

Validaremos os trés casos, citando exemplos de sistema massa-mola para cada um

deles, e compararemos o grafico do deslocamento resultante com a bibliografia consultada.

Exemplo 1. Adaptado (BOYCE & DIPRIMA, 1998 — pp.87)

Considere o sistema massa-mola mostrado anteriormente na Figura 5(a) e

reapresentado abaixo, com 0s seguintes parametros:
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m [—F(i)

SOV

Figura 5 (a) — Sistema massa-mola com amortecimento.

massa do sistema é m = 1kg, o coeficiente de amortecimento é b = 5 kg/s e o coeficiente de

rigidezdamolaék =6 N/m. Determinar a solucdo geral do sistema:

Solucgéo:
Substituindo os parametros fornecidos para o problema na equagéo (8), adotada como
modelo para o sistema com um grau de liberdade, temos:

d?x
dt?

152 5 L ex =0
dt

Usando o software MAXIMA,

EXFMPLO:
1. Egquac¢des Diferenciais Elementares e Problemas de Valores de Contorno, sexta edigioc -
Boyce e Diprima, pp. 87

N

-——> m,b,kl:[1,5,61;
(507) [1,5,6]

Calculo do discriminante delta da eguagdo caracteristica

R

- [delta]l : [ (b*b—-4*m*k) ]
($08) [1]

calculo das raizes rl e r2

= TN

——I [r1]: [ (~b+sgrt(delta) )/ (2*m)];
(502) [-21

[ -—> [r21:[(-b-sgrt(delta))/(2*m)];
(%010) [-31

E calculo da freguencia natural

E ——> calculo da freguéncia
- [w]:[sart ((k/m)—-((b*b)/ (4*m*m) })];
%1
(3011) [—1]
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caso 1l: delta > 0 SUPERAMORTECIMENTO

caso 1: delta > 0 SUPERAMORTECIMENTO

——> CONDIGCOES INICIAIS... (0 linhas escondidas)

—~ N Y

- [t0,=x0,v0]:[0,2,3];
(5c06) [0,2,3]

I -1 [2lfal]:[cl*exp(rl*t0) +ci*exp (r2*%t0)];
(507) [c2+4cl]

——> =x=b=alfal;
(%08) 2=c2+4+c1

7 -1 [2lfal]:[cl*rl*exp(rl*t0) +c2*r2%exp (r2*t0)];
(509) [-3 ec2-2 1]

——> wil=alfaZ;
(%010) 3=-3 c2-2 1

7 —-=>» algsys ([x0=alfal, wv0=alfaZ], [cl,c2]);:
(3011) [[cl=9, c2=-71]

——> ALIMENTANDO VALORES DE cl e cZ

-1 [cl,c2]:[9,-71;
(%212) [9, —-T7]

—-—> DESLOCAMENTOS X1 E X2

—] T~ TN

- [21] : [exp(xl*t)];
(3013) [%e2F)

=~

- [z2] : [exp(xr2*t) ];

(3014) [$e™>F]
--> DESLOCAMENTO RESULTANTE

®x(t) i=cl*xltcl2*x2;
#¥(t)i=cl x1+c2 x2

@
oo
IR

—-—> PLOT DO DESLOCAMENTO

- plot2d ([=(t) ], [t, 0,31}
(%01E)

obtemos a Figura 6, abaixo, que mostra o deslocamento do bloco em funcdo do tempo,

considerando o caso superamortecido.
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Figura 6: Deslocamento resultante do exemplo 1.
Fonte: Software MAXIMA.

A solucdo mostrada na Figura 6 € equivalente ao resultado apresentado em BOYCE &

DIPRIMA (1998, pp. 87).

Exemplo 2. Adaptado (BOYCE & DIPRIMA, 1998 — pp.131)

Considere o sistema massa-mola mostrado anteriormente na Figura 5(a) e

reapresentado abaixo, com 0s seguintes parametros:

m [—F(1)

AN
=
=

NUONNRNNNNNNY

(a)

Figura 5 (a) — Sistema massa-mola com amortecimento.
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a massa do sistema é m = 1kg, o coeficiente de amortecimento é b = 0.125 kg/s eo

coeficiente de rigidezdamolaé k = 1 N/m. Determinar a solucdo geral do sistema:

Solucgéo:
Substituindo os parametros fornecidos para o problema na equacéo (8), adotada como

modelo para o sistema com um grau de liberdade, temos:

d?x dx
1F+ 0125;‘}' Ix =0

Usando o software MAXIMA,

EXEMPLO:

1. Equacgdes Diferenciais Elementares e Problemas de Valores de Contorno, sexta edigdo -
Boyce e Diprima, pp. 131

($i1) [m,b,k]1:[1,0.125,1];
(%01) [1,0.125,1]

Calculo do discriminante delta da equacdo caracteristica

T N TN N

(%$12) [deltal:[(b*b—4*m¥*k)];
(%$0Z2) [—-3.984375]
calculo das raizes rl e r2
- (%$13) [rl]:[(-b+sgrtidelta))/ (2*m)];
1.996089927833914 %1 —-0.125
(303) I
2
- (%$14) [r2]:[(-b-sgrtidelta)}/ (2*m)];
-1.9%9608595%27833914 %1 -0.125
(304) I
2
K -—> lambda corresponde & parte real de rl e r2
" (3i5) [lambdal:[-b/ (2%*m)];
(%$05) [-0.0625]
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--»> mi corresponde a parte imaginaria de rl e rZ2

(%$16) [mi]:[sgrt(—-delta)/ (2%m)];
(%06) [0.998044563516%96]

calculo da frequencia natural
——> calculo da freguéncia

(%17) [wl:[sart((k/m)-((b*b)/ (4*m*m)))]1;
(¥07) [0.99804496391696]

O~ r< rN m <

caso 2: delta < 0 SUBAMORTECIMENTO

caso 2: delta < 0 SUBAMORTECIMENTO
——> CONDI(;E'}ES INICIAIS

(%12) [t0,=0,v0]1:[0,2,0]1;
(%0%) [0,2,0]

T N Y

7-{5i13} [alfal]:[cl*exp(lambda*t0) *cos (mi*t0) +c2*exp (lambda*t0) *sin (mi*t0)];
(3010) [cl1]
¥ (3i11) x0=alfal;

2
(%01l) 2=cI

(8i12) [ell:[2];
(3012) [2]

(2113) [alfa2]:[c2*sin(mi*t0) *lambda*%e” (t0*lambda)+cl*cos (mi*t0) *lambda*%e” (t0*lambda) —cl*mi*sin (mi*t0) *$e” (t0*lambda) +c2
*mi*cos (mi*t0) *$e”™ (t0*lambda)];

(%cl3) [0.998044%639169%6 c2-0.125]

(2114) w0=alfaZz;

(%0l4) 0=0.99804496391696 c2-0.125

1023

%015 oZ =
{reter Ll 8168

--» ALIMENTANDC VALORES DE cl e c2

(%il6) [cl,c2]:[2,1023/8168];
1023

%0l6) [2
(%o0le) [ ' 31es

1

—-->» DESLOCAMENTC RESULTANTE

(2117) = (t):=cl*exp(lambda*t) *cos (mi*t)+c2*exp (lambda*t) *sin (mi*t);
(2017) x(t):=cl exp(lambda t)cos(mi t)+cZ exp(lambda t)sin(mi t)

--» PLOT DC DESLOCAMENTO

[
[
( (3i15) algsys([v0=alfa2], [c2]);
i
F
E
i

|i (%118) plot2d([=(t)],[t,0,50]);

obtemos a Figura 7, abaixo, que mostra o deslocamento do bloco em fungdo do tempo,

considerando o caso subamortecido.
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0 10 20 30 40 50

Figura 7: Deslocamento resultante do exemplo 2.
Fonte: Software MAXIMA.

A solucdo mostrada na Figura 7 é equivalente ao resultado apresentado em BOYCE &
DIPRIMA (1998, pp. 131).

Exemplo 3. Adaptado (BOYCE & DIPRIMA, 1998 — pp.109)

Considere o sistema massa-mola mostrado anteriormente na Figura 5(a) e reapresentado

abaixo, com 0s seguintes parametros:

m [—F(i)

SUONSNNN NSNS

k
—AAANA
=
=

(a)

Figura 5 (a) — Sistema massa-mola com amortecimento.
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a massa do sistema é m = 1kg, o0 coeficiente de amortecimento é b = 4kg/s e 0 coeficiente

de rigidez damola é k = 4N/m. Determinar a solucdo geral do sistema:

Solucgéo:
Substituindo os parametros fornecidos para o problema na equacéo (8), adotada como

modelo para o sistema com um grau de liberdade, temos:

d%x
dt?

185 L 4 L g =0
dt

Usando o software MAXIMA,

EXEMPLO:
1. Equacgdes Diferenciais Elementares e Problemas de Valores de Contorno, sexta edicgdo -
Boyce e Diprima, pp. 107

——> [m,b,k]:[1,4,4]1;
(%0l1) [1,4,4]

Calculoc do discriminante delta da egquagdo caracteristica

- [delta]: [ (b*b—4*m*k)];
(302) [01]

calculo das raizes rl e r2

- [r1l]:[(-b+sgrt(delta))/(2*m) ]’
(303) [-21
- [r2]: [ (-b-sgrt (delta) )/ (2*m)];
(304) [-2]

célculo da frequencia natural

—--> calculo da frequéncia

——> [w]:[sart((k/m)—((b*b)/ (4*m*m)))];
(%05) [0]

e B T e B e e B o B e B o B e
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caso 3: delta =0 CRITICO

[ caso 3: delta = 0  AMORTECIMENTO CRITICO

' --> coNpIGéES INICIAIS

" (si€) [t0,x0,v01:[0,1,11;

L (%06) [0,1,1]

7 (2i7) [alfall:[cl*tO%exp (- (b*t0)/ (2*m))+c2%exp (—(b*t0)/ (2*m)) 15

(507) [e2]

" (2i8) x0=alfal;

(508) 1=c2

' (si9) 1c21:111;
(%09) [11

_7 (%110) [alfa2]:[(b*cl*t0*exp (- (b*tD)/ (2*m))-b*cZ¥*exp (- (b*t0)/(2%*m)) )/ (2*m) +cl*exp (- (b*t0)/ (2%m) )]s
(%010) [ec1-2]

(%1l11) wvO0=alfaZ;
(%0ll) 1=cl-2

" (3i12) algsys([v0=alfa2], [cl]);:
(2012) [[c1=31]

(%111) w0=alfaZz;
(%0ll) 1=ecl1-2

7 (2i12) algsys([v0=alfa2], [cl]);
(%3012) [[el1=311

——> ALIMENTANDO VALORES DE cl = cZ

(%113) [cl,c21:0[3,11:;
(%213) [3,1]

——>» DESLOCAMENTCO ERESULTANTE

-bt (-bt
(%0l4) x(t):=cl texp‘ +eo2 exp‘

2m . 2m

( (#114) x(t):=cl¥*t*exp(-(b*t)/(2%m))+c2%exp (- (b*t)/(2%m)};
f --» PLOT DO DESLOCAMENTO

——> plotZd([=(t)l,[t,0,2.31);
(%0l7)

obtemos a Figura 8, abaixo, que mostra o deslocamento do bloco em fungdo do tempo,

considerando o caso de amortecimento critico.
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3 Ghe A (2¥t)+ oe A-(2%E)
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t

Figura 8: Deslocamento resultante do exemplo 3.
Fonte: Software MAXIMA.

A solucdo mostrada na Figura 8 é equivalente ao resultado apresentado em BOYCE &
DIPRIMA (1998, pp. 107).

3.1.5 Validacdo

Os exemplos 1, 2 e 3 apresentaram resultados em graficos que descrevem 0s
deslocamentos dos blocos ao longo do tempo similares aqueles previstos nas bibliografias

consultadas, validando, portanto, a simulacgéo.

3.2 Um Sistema Massa-Mola com Dois Graus de Liberdade

Consideremos o sistema mostrado na Figura 7, que na auséncia de amortecimento e
forcas externas, € conhecido como um sistema conservativo porque ndo existe um mecanismo
que dissipe ou adicione energia. O sistema é descrito completamente por duas coordenadas x(t)
e y(t), as quais fornecem as posi¢des das massas m, e m,, respectivamente, para qualquer
tempo arbitrario t. Os deslocamentos x(t) e y(t) sdo admitidos pequenos o suficiente, de

modo que o sistema opera de forma linear.
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3.2.1 Definicdes

Consideremos um modelo fisico que tenha dois blocos de massas m; e m,,
respectivamente, acopladas por trés molas distintas, com constantes de rigidez iguais a
ki, k, e k3, respectivamente. Considere ainda as massas das molas despreziveis.

O movimento oscilatério descrito pelos blocos de massas m; e m, , interligadas pelas
molas, descrevera deslocamentos apenas na direcdo horizontal, considerando a posicao inicial
da massa m; sendo x(t) e a posicao inicial da massa m, sendo y(t). Como 0 movimento se
dara em apenas uma direcdo, no caso o eixo x, para cada uma das massas, diremos que o sistema

tem grau dois de liberdade.

Figura 9: Dois blocos acoplados a trés molas.

Fonte: Elaborada pelo Autor (Autocad).

3.2.2  Analise do Sistema

Consideraremos despreziveis os efeitos do atrito dos blocos com a superficie de contato,
bem como despreziveis a massa da mola e ndo adotaremos amortecimento no sistema
determinado.

Chamaremos as massas dos blocos 1 e 2, de massas m; e m,. O acoplamento das
massas se dara por interligagdo com molas interligadas pelas molas de constantes de rigidez
iguais a k4, k, e ks, respectivamente e consideraremos a posicdo inicial da massa m; sendo
x(t) e a posicdo inicial da massa m, sendo y(t). Em virtude desta dependéncia devemos
esperar que o movimento da massa m, influencie 0 movimento da massa m,, e vice-versa,
exceto se k, = 0, pois ndo teremos sistema com dois graus de liberdade, mas sim dois sistemas

de um grau de liberdade, completamente independentes.
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3.2.3 Modelacéo

A primeira vista o sistema determinado na Figura 7 se mostra mais complexo, porém
determinaremos uma maneira de estabelecer uma modelagem para um sistema deste tipo. Para
isto, dividiremos o problema em varias situacfes de mola Gnica e usaremos a l6gica do modelo
com mola Unica. Como ndo existe nenhuma forca externa aplicada a qualquer massa e nao
estamos considerando atrito (ou amortecimento), significa que o movimento do bloco €
determinado apenas pela forca da mola.

As Figuras 8 e 9 mostram diagramas de corpo livre para cada um dos blocos. Uma
andlise das forcas que atuam em cada um dos blocos permite a modelacdo do sistema,
traduzindo-o em um modelo matematico composto por um conjunto de equacdes diferenciais.

Para o bloco de massa m,, temos:

Kax(t ka(y () - X(1)

<— I
j Z

Figura 10: Diagrama de corpo isolado do bloco de massa m;.

Fonte: Elaborada pelo Autor (Autocad).

Aplicando a 22 Lei de Newton, temos:

d?x
moT = —kyx(8) + ko (y(8) — x(8))

d*x
—kqix(t) + kyy(t) — kpx(t) = mlﬁ

d*x
—(ky + k)x(t) + kyy(t) = my F

2

d
—1my = = Uy + k)x(8) + kyy () = 0

d*x
m1ﬁ + (kg + kp)x(t) — kyy(t) =0

Para o bloco de massa m, temos:
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-k (y (1) - x(1) Sk y(®)

Z
7

Figura 11: Diagrama de corpo isolado do bloco de massa m,.

Fonte: Elaborada pelo Autor (Autocad).

Aplicando a 22 Lei de Newton, temos:

d2
my =5 = —la(x(8) = Y(©) + ks (©

d?y
—koy(t) + kox(t) — ksy(t) = m, aiz

d?y
kox(t) — (ky + k3)y(t) = m, a2

2

d-y
M2z + kox(t) — (k2 + k3)y(©) =0

2

dy
M2 ez kax(t) + (ky + k3)y(t) =0

Atraveés do processo descrito acima, temos duas equacdes diferenciais, que colocaremos
como equag0es diferenciais simultaneas (sistema de equagoes):

my =+ (ky + kp)x(t) — kpy(t) = 0 @)
m; ZTZ — kyx(t) + (ky + k3)y(t) =0

3.24  Simulagdo

As equacdes (32) podem ser convenientemente postas na forma matricial. De fato, sejam

_ m1 O _ kl +k2 _kz

M_[O mz] K_[—kz ks + ks ¢
_[x®) [0

X = [y(t) 0= [o]
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As matrizes M e K dos coeficientes sdo conhecidas como matriz da massa e matriz de
rigidez, respectivamente, enquanto que X representa a matriz dos deslocamentos e 0a matriz

nula. Com esta notag&o, o sistema (32) pode ser escrito na forma

MX+KX=0 (33)

Em virtude do acoplamento é dificil encontrar uma solucdo do sistema (32). Assim,
vamos procurar a existéncia de um tipo especial de solugdo em que as coordenadas x(t) e y(t)
aumentam e diminuem na mesma proporgéo em que o tempo progride. Este tipo de movimento
é conhecido como movimento sincronizado, porque, neste caso, a dependéncia do tempo de
x(t) e y(t) é a mesma. Portanto, o tipo de movimento que buscamos é aquele em que a razdo
entre os dois deslocamentos permanece constante durante o movimento. Este padrdo de
deslocamento chamamos de configuracdo do sistema. Isto significa que a forma da
configuracdo do sistema ndo muda durante o movimento, embora a amplitude dos
deslocamentos, sim.

Com estas suposi¢des, vamos denotar a dependéncia do tempo de x(t) e y(t) por f(t).

Entdo a solucdo procurada, para cada deslocamento, pode ser escrita na forma

x(t) = U f (1)
y(@) = Uyf(t) (34)

Em que U, e U, sdo as amplitudes correspondentes aos deslocamentos x(t) e y(t),
respectivamente.
Substituindo (34) em (32), obtemos

my Uy 22+ [(ky + ko)Uy + kU, JF(6) = 0
myUy 2+ [koUy + (ey + k)Uy [ £(8) = 0 (35)

Para que a Equacéo (35) possua solucéo, devemos ter:

_ dz_f _ (kitko)+kaUy

(O === (36)
_ad*f _ kaUx+(kz+k3)Uy

qe [ (0 === = (37)
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Portanto,

(kq+k)+ko Uy, _ kaUx+(ka+k3)Uy

mlUx szy

p) (38)

Em que 4 é uma constante real porque my my, kq, ky, k3, U, € U,, sdo constantes reais.

Assim, 0 movimento sincronizado so sera possivel se:

dzf _

= TA(H)=0 (39)
€

[(kl + kz) - Aml]Ux + szy = 0

szx + [(kz + k3) - /1m2]Uy =0 (40)

Neste momento, temos que resolver separadamente as Equacoes (39) e (40).

3.2.4.1 Solucédo da Equacéo (39)

Suponhamos que a solugéo de (39) seja f(t) = Ae™. Substituindo esta solugdo em (39),

obtemos:

(r2 4+ MA4e™t =0 (41)

Como Ae™ nunca se anula, entdo, > + 1 = 0. Resolvendo esta Gltima equacéo,

obtemos que:

r=+v-—-1 (42)
Portanto,
F(6) = Ajemt + Aje™t = AjeV M 4+ 4,0Vt (43)
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Observemos que —A tem que ser menor do que zero. De fato, se A < 0 0s expoentes de

V=t e —/—At seriam nGmeros reais, iguais em valor, mas de sinais opostos. Neste caso,
quando t — oo 0 primeiro termo de f(t), em (43) tende ao infinito e o segundo termo tende a
zero. Mas isto € inconsistente com o conceito de sistema oscilatorio, para o qual o movimento
nunca pode reduzir-se a zero e nem crescer sem limites. Assim, a possibilidade de 4 < 0 tem
que ser descartada.

Definindo 1 = w?, em que w ¢é real, a equacao (42) assume a forma

r=tiw (44)

De modo que a solucédo (43) assume a forma

f(t) = Aleiwt + Aze_iwt (45)

Em que A; e A, sdo constantes de integracdo e, em geral, constantes complexas. Os
valores de A; e A, dependem do deslocamento incial £(0) e da velocidade inicial f'(0). A
equacdo (45) esta definida em termos complexos. No entanto, em bases fisicas, pode-se

argumentar que a solucdo deve ser real. Portanto, vamos reduzir esta solugdo em termos reais.

Para isto, consideremos a série

et =1+ iwt+ i(iwt)2 + i(iwt)3 + i(iwt)4 + i(iwt)5 + -
2! 3! 4! 5!

_q_Yeove o Lteona oo LNz leoas
=1-2(wt)? + = (wt) +L[a)t = (wt)® + = (wt) ]

= cos(wt) + isen(wt) (46)
Analogamente, podemos verificar que
e~ @t = cos(wt) — isen(wt) (47)

Substituindo (46) e (47) em (45), obtemos

f(t) = (A, + Ay)cos(wt) + i(A; — Ay)sen(wt) (48)
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Definindo

A, + Ay = Acos® (49)
i(A; — A,) = Asen® (50)

Lembrando que

cos(a — b) = cosacosb + senasenb (51)
A solucéo f(t) em (48) torna-se

f(t) = Acos® cos(wt) + Asen@cos(wt) = Acos(wt — @) (52)

As constantes de integracdo A e @ sdo conhecidas como amplitude e angulo de fase,
respectivamente. Como A e @ dependem de A; e A,, elas também podem ser vistas como
dependentes das condicdes iniciais £ (0) e f'(0). A Equacdo (52) descreve 0 movimento mais
simples de vibragdo e o sistema executa um movimento harmonico simples com frequéncia w.

Se A representa um vetor de grandeza A e o vetor faz um angulo wt — @ com relacéo ao eixo

vertical f(t), entdo, a projecdo do vetor A sobre o eixo f(t) representa a solucdo f(t) =
Acos(wt — @). O angulo wt — @ cresce linearmente com o tempo e o0 vetor gira no sentido

anti-horario, com velocidade angular w. Quando o vetor gira, a projecdo varia harmonicamente,

tal que o movimento é repetido toda vez que o vetor A completa um giro de 2. O tempo

necessario para completar um ciplo do movimento define o periodo T, dado por:

com w medido em radianos por segundo e T medido em segundos. Fisicamente, T
representa 0 tempo necessario para que uma oscilagdo completa aconteca. Ele € igual a
diferenca entre dois tempos consecutivos para 0s quais os oscilador atinge o mesmo estado, isto
€, a mesma posic¢éo e velocidade.

Vamos, agora, calcular as constantes de integracdo A e @ em termos das condicGes
iniciais. Sejam f(0) = F, e f'(0) =V, em que F, € o deslocamento inicial e V, a velocidade
inicial. Utilizando a equacdo (52), temos:
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f(0) = Acos® = F, (54)
f'(0) = Awsend =V, (55)

Portanto, comparando as equacdes (52), (54) e (55), obtemos a equacdo do movimento,

considerando as condicdes iniciais FO e VO,
f(t) = Fycos(wt) + %sen(wt). (56)

A amplitude A e o angulo de fase @ expressos em termos das condicdes iniciais podem

ser obtidos das Equacdes (54) e (55). De fato, sdo dadas por:

A= I+ (2) ©
¢ =tan™?! (F:—Ow) (58)

3.2.4.2 Solucédo da Equacéo (40)
O sistema (40) pode ser reescrito em termos do parametro w, da seguinte forma:

[(kl + kz) - (Uzml]Ux + szy =0
szx + [(kz + k3) - meZ]Uy =0 (59)

As equacdes em (59) correspondem a um sistema de duas equacgdes algébricas
simultaneas nas incognitas U, e U, , com w desempenhando o papel de um parametro.
Inicialmente precisamos encontrar o parametro w de modo que o sistema (59) possua solugdes
ndo triviais. Este problema é conhecido como problema de valor caracteristico ou problema
do autovalor algébrico.

De acordo com conceitos da algebra linear, o sistema (59) admite uma solucéo apenas

se o determinante da matriz dos coeficientes U, e U,, for zero, isto €,
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det (kl + kz) - (Uzml kz ] — 0

k, (ky + k3) — w?m,
Expandindo o determinante acima, obtemos
[(ky + k2) — w?my][(ks + k3) — 0?my] — k> = 0 (60)

Apols algumas manipulacbes algébricas na equacdo caracteristica (ou equacdo da

frequéncia) (60), obtermos suas raizes, isto e,

w? = My (kq+ko)+my (ky+ks) £/ [my (kg +kz)+my (ky+k3)]2—4mym,
2m1m2

(61)

Assim, existem apenas dois modos para 0s quais 0 movimento sincronizado € possivel.

De fato, um deles caracterizado pela frequéncia w,

(1)2 _ mz(k1+k2)+m1(kz+k3)+\/[m2(k1+k2)+m1(k2+k3)]2—4m1m2
1=

2m1m2 (62)
E o outro caracterizada pela frequéncia w,
w% — My (k1 +kz)+my (ky+ks)—/ [my(kq +kp)+my (ko +k3)]2—4m m, (63)

2Zmimy,

Que séo conhecidos como as frequéncias naturais do sistema.

Resta, agora, determinar os valores das constantes U, e U,. Vamos alterar nossa notacao
de modo a estabelecer uma realagdo das constantes com as frequencias naturais. Assim, vamos
definir as constantes correspondentes a w, por U;, € U, € as correspondentes a w, por U;, €
U,, em que o primeiro indice identifica a posi¢cdo das massas e o segundo indice indica se 0
movimento sincronizado corresponde a frequéncia w, ou w,. Com esta nova notacao, vamos
inserir w; € w, nas Equacdes (59), obtendo:

Para wq:

[(ky + k2) — wimy Uy + kpUpy = 0
koUpg + [(ky + k3) — wim,]Usy =0 (64)
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Para w,:

[(ky + k2) — wimy Uy, + kpUpy = 0

2 —

kyUsp + [(ky + k3) — wzmy|Uz, = 0 (65)

) A . ~ U U . .
Como o problema é homogéneo, nos interessa apenas as razdes —= e U—“ isto é,

11 12

Ui _ _ (ky+ky)-wimy - _ k2 (66)
Ui1 k2 (kp+k3)—wim,
Uaz _ _ (k1+ka)—wimy — _ ko (67)
Uiz k2 (kp+k3)—w5m,

~ U U. - . . .
As razdes —2* e 22 determinam a forma assumida pelo sistema durante o movimento

11 Us2

sincronizado com frequéncias w4 € w,, respectivamente.
Podemos definir um valor arbitrario para um elemento em cada razdo e, com isto, 0
valor do outro elemento seguira automaticamente. Os pares de nameros resultantes (U1, U,1)

e (U;2, U,,) sdo conhecidos como modos naturais de vibracdo do sistema.
3.2.4.3 Obtendo as Equacgdes do Movimento

Para obter as equacGes do movimento no tempo vamos utilizar as equacdes (46) e as

equac0es (34), respectivamente, para os dois possiveis movimentos sincronizados:

[x(t)] _ [U11 U12] fl(t)] _ [C1U11C05(0)1t + 0) + CyUspcos5(wst + @)

68
y(t) Uz Uzl Lf2(2) C1Uzicos(wqt + @1) + CoUzpc0s(w,t + 03) (68)

As amplitudes C; e C, e os angulos de fase @, e @, sdo determinados pelas condigdes
iniciais, que sdo os deslocamentos iniciais e as velocidades iniciais das massas m, e m,.

Sejam X, e Y, os deslocamentos iniciais e V, e 1, as velocidades iniciais das duas
massas. Admitindo que V, =V, = 0 para t = 0, temos para os deslocamentos x(t) e y(t),

respectivamente:

x(0) = C1U;c08(D1) + CoUszc05(02) = X
y(0) = C,Upc05(@y) + CUzyc05(D,) = X, (69)
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Resolvendo para C; e C,, obtemos:

Uz2X0—U12Y0

€= (U11U22—Uz21U712)cos(@4)
— Xo _  Uggcos(@q)
C2 N Uyzc0s(03) 1 Ujzcos(97) (70)

Exemplo 1. Adaptado (NAGLE, EDWARD & SNIDER, 2004 — pp. 224):

Em uma superficie horizontal lisa, uma massa m; = 2kg esta presa a uma parede fixa
por uma mola com constante de mola k; = 4 N/m. Outra massa m, = 1kg est4 presa ao
primeiro objeto por uma mola com constante de mola k, = 2 N/m. Os objetos estdo alinhados
na horizontal, de modo que as molas sdo seus comprimentos naturais. Se 0s dois objetos forem
deslocados 3m para a direita de suas posi¢des de equilibio e depois soltos, como sera o grafico

do movimento das duas massas?

Figura 12: Sistema acoplado em equilibrio.

Fonte: Elaborada pelo Autor (Autocad).

Para aplicacdo da implementacdo feita no software MAXIMA, iremos adotar adotar

para a terceira mola, um coeficente k; = 0.0000001, obterndo a figura abaixo:
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_ =

Figura 13: Sistema acoplado em equilibrio, com k3 com valor muito proximo de zero.

Fonte: Elaborada pelo Autor (Autocad).

Usando o software MAXIMA,

N TN = N

Sistema Massa-Mola com doilis graus de liberdade

Entrada de Dados:

1. R. Keng Nagle, Edward B. Saff e Arthur David Snider, Equag¢des Diferenciais, pag. 224,

ml=2, m2=1, kl=4, k2=2, e k3<<kl e k3<<k2, k3=0.0000001, ul0=3, u20=3,

(%11) [ml,m2]:[2,1]1;
[k1,k2,k3]:[4,2,0.00000017~;
k4:1/k2;

(g2l) [2,1]

($02) [4,2,9.9995999999999955 10_3]

(303) =
© 2

Calculo de Lambda

(%110) [a,b,c]l:[ml1*m2,ml* (k2+k3)4+m2* (k1+k2), (k1+k2)* (k2+k3)-k2*k2];
p:b/a;
r:c/a;
lambl:0.5%*p+sgrt (0.25%p*p-r) ;
lamb2:0.5%p-sgrt (0.25%p*p—-r) ;
(%¥cl0) [2,10.0000002,8.000000&]
(%0l11) 5.00000009599599995
(%¥o0l2) 4.0000003
(¥013) 4.000000033333333
(¥o0l4) 1.0000000ccc6E6GEE

Frequéncias Naturais
(%115) [wl,w2]:[sgrt(lambl),sqgrt(lamb2)];
(%015) [2.000000008333333,1.000000033333332]
Calculo dos modos... (0 linhas escondidas)
(%ile) [Ull,U12]:[1,1];
[auxll,auxl2] [ (((kl+k2)-wl*wl*ml) *kd), (((kl+k2)-w2%w24ml) *kd)];

betal:auxll*Ull;
betaZ:auxlZ*Ul2;

(3016) [1,1]

(2017) [-1.000000033333333,1.999999933333334]
(3018) -1.000000033333333

(%019) 1.999999933333334
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E Condigdo Inicial
4 (%¥120) [ul0,u20,v1l0,v20]1:[3,3,0,0]1;
lic:beta2*v10-v20;
mlc:betaZ*ulld-u20;
lic:-betal*v10+v20;
mZ2c:-betal*ulld+u2o;
det:betaZ-betal;
Cl:sgrt((llc/ (wl*det)) 24 (mlc/det)~2);
C2:sgrt ((1l2c/ (wl*det) ) "2+ (m2c/det) ~2);
[phil,phiZ2]: [atan(llc/ (Wwl*mlc) ) ,atan(l2c/ (Ww2*m2c) )]s
(3020) [3,3,0,0]
(%021) 0O
(%022) 2.999999800000003
(2023) 0O
(%c024) €.000000099999998
(%025) 2.99959589966666667
(%02e) 0.9959959594444444
(%027) 2.000000055555555
(%028) [

——> kill(all):
(%00) done

1 Deslocamentos para o Modo 1

(%12%) ul(t) :=Cl*cos (wl*t-phil)+C2*%cos (w2*t-phiZ) ;
(%029) ul(t):=cCl cos(wl t—phil)+C2 cos(wZ t—-phiZ)

Y 2 Deslocamentos para o Modo 2

(%130) uZ(t):=betal*Cl*cos(wl*t-phil)+betal*C2%cos (w2*t-phiZ2);
(%030) uZ(t):=betal Cl1 cos(wl t—phil)t+betaZ C2 cos(wz t—-phiZ)

Plot dos modos 1 e 2

|i (%i31) plot2d([ul(t),uZ(t)1,[t,0,201);

obtemos a Figura 14, abaixo, que mostra o deslocamento (eixo vertical) dos blocos de massa

m, (em azul) e de massa m, (em vermelho), em fun¢do do tempo (eixo horizontal).

funl ——
o fun2 ——

2|
1 :
o b A S R 0 S Y SO P
1k :
\ | | | ; |
2r 1 f { : I."' "'.H't f -
\ | '.I B : {
30 \oef S | f 7
I'| [ \ :'I l'u /
4 = II — JIIT . III P |TI|I II| . III. —
\ 7/ \/
5 \/l} 1 1 ]
] 5 10 15 20
t

Figura 14: Gréfico dos deslocamentos dos blocos de massas m; € m,
Fonte: Software MAXIMA.
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A solucdo mostrada na Figura 14 é equivalente ao resultado apresentado em NAGLE,
EDWARD & SNIDER (2004, pp. 225)

Exemplo 2: Adaptado (CRAIG, 1981 — pp.278):
Obtenha a frequéncia natural e formas de modo do sistema mostrado. As equacfes do

movimento sdo:

mu.l + 2ku1 - kuz = 0

mu, — ku, + 2ku, =0

Figura 15: Sistema Massa-Mola com 2 blocos de massas m e 3 molas.

Fonte: Elaborada pelo Autor (Autocad).

Para aplicagéo das equacdes obtidas para sistema Massa-Mola com 2 graus de liberdade,
adotaremos my; = m, = 1kg, k; = k, = k3 = 1 N/m e todas as condicdes iniciais iguais a
zero.

Usando o software MAXIMA,
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e Tl

Sis

tema Massa-Mocla com dois graus de liberdade

Entrada de Dados:

1. Roy

(3i1) I
[

R. Craig, Structural Dynamics, pp. 278, kl=k2=k3=1, ml=m2=1, ul0=0, u20=2, v10=v20=0.

ml,m2]:[1,1];
kl,k2,%k31:[1,1,11;

kd:1/k2;

(%c1) I
(%02) I
(303) 1

1,11
1,1,1]

Cdlculo de Lambda

(%19) [

a,b,cl:ml*m2, ml* (k2+k3)+m2*% (kl+k2), (kl+k2) * (k2+k3)-k2*k2];

pi:b/a;
r:c/a;
lambl:0.5*p+sgrt (0.25%p*p-r);
lamb2:0.5*p-sqgrt (0.25%p*p-r) ;

(%039) [
(%010) 4
(3011)
(%012)
(%013)

SR

1,4,3]

(=1 =)

Frequéncias Naturais

(%i14)
(2014)

Calcul

(%119)

(3019)
(%020)
(%021)
(%022)

Condig

(%138)

(%038)
(%039)
(%040)
(%o4l)
(%042)
(%043)
(%044)
(%045)
(%046)

-—>
(%00)

[wl,w2]:[sgrt(lambl),sgrt (lamb2)];
[1.732050807568877,1.0]

o dos modos... (0 linhas escondidas)

[U11,012]:[1,11;

[auxll,aux12]: [ (((kl+k2)-wl*wl*ml)*k4), (((kl+k2)-wZ*w2*ml) *k4)];
betal:auxll*Ull;

betal:auxl2*Ul2;

[1,1]

[-1.0,1.0]

-1.0

1.0

S0 Inicial

[ul0,u20,v10,v20]:[0,2,0,0]1;

llic:betal2*v10-v20;

mlc:betaZ*ulld-u20;

1Z2c:-betal*v10+v20;

mZc:-betal*ul0+u20;

det:betaZ-betal;
Cl:sgrt((llc/ (wl*det)) 24 (mlc/det)™2);
CZ:sgrt((l2c/ (wl*det)) 2+ (m2c/det)~2);

[phil,phiZ]: [atan(lle/ (wl*mlc) ) ,atan(1l2c/ (w2*m2c))];

[0,2,0,0]
o]
-2
o]
2
2.0
1.0
1.0
[0.0,0.0]
kill(all);
done

1 Deslocamentos para o Modo 1

(%147)

ul(t):=Cl*cos(wl*t-phil)+CZ2*cos (w2*t-phiZ) ;

(2047) ul(t):=C1cos(wl t—-phil)+C2cos(wZ t—-phil)
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" 2 Deslocamentos para o Modo 2

(%¥148) u2(t):=betal*Cl*cos (wl*t-phil)+betaZ*CZ*cos (w2*t-phiz);
(%5048) uZ(t):=betal C1 cos(wl t—phil)+betal CZ cos(wzZ t—phil)

Plot dos modos 1 e 2

|i (#149) plot2d([ul(t),uZ(t)]1,[t,0,151);

obtemos a Figura 16, abaixo, que mostra o deslocamento (eixo vertical) dos blocos de massa

m; (em azul) e de massa m, (em vermelho), em funcdo do tempo (eixo horizontal).

2.5 T T T T T T T
: : 1.0%cos(1.732050807568877*t)+1.0%cos(1.07t) ——
2 1.|:|*CDSI:l.U*t]'l.|:|*CDS(I.?3EDEUSD?56}E??*H — ]

“'I

Figura 16: Grafico dos deslocamentos dos blocos de massas m, € m,.
Fonte: Software MAXIMA.

A solucdo mostrada na Figura 16 € equivalente ao resultado apresentado em CRAIG

(1981, pp.278).
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Exemplo 3. Demonstracéo de que a modelagem desenvolvida para resolucéo de sistema com 2
graus de liberdade sem amortecimento pode ser utilizada para resolucéo de sistema com 1 grau
de liberdade, sem amortecimento.

Consideremos a situacao descrita na Figura 17, que consiste em uma massa de 1/8 kg presa a
uma mola com rigidez k = 16 N/m. Adaptado de NAGLE, EDWARD & SNIDER (2004 , pp.
165)

Figura 17: Sistema Massa-Mola com um grau de Liberdade.

Fonte: Elaborada pelo Autor (Autocad).

A massa é deslocada 0,5 metros para a direita do ponto de equilibrio e recebe uma velocidade
para fora (para direita) de v/2m/s. Desconsiderando qualquer amortecimento ou forcas
externas que possam estar presentes, determine a equacdo do movimento da massa, bem como
sua amplitude e frequéncia natural.

Para aplicagdo utilizando o software MAXIMA, iremos adotar algumas consideragGes com
relacdo a massa m, e aos coeficientes k., e k5, lembrando que a implementagdo no software

MAXIMA foi feita baseada nas equacOes diferenciais obtidas na figura abaixo:

Figura 18: Duas massas acopladas a trés molas.

Fonte: Elaborada pelo Autor (Autocad).
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Teremos que adotar condicOes para que a Figura 16 seja equivalente & Figura 15. Para

isso, adotaremos um valor minimo para m, (m, = 0,00000001 kg) e valores minimos
também para k, e k3 (k, = 0,00000001% e ks = 0,00000001%), criando a situacéo

abaixo:

Figura 19: Ajuste do sistema com 2 graus de liberdade para um sistema com 1 grau de
liberdade.
Fonte: Elaborada pelo Autor (Autocad).

Usando o software MAXIMA,

Sistema Massa-Mola com dois graus de liberdade

Entrada de Dados:

1. Equacgdes Diferenciais, R. Kent Nagle, Edward B Saff e Arthur D. Snider, pag. 165:
Exemplo de acoplamento fraco: k2 e k3 < < k1, com kl1=1, k2=0.0000001 e k3=0.0000001;ml1=1/8
e m2=0.0000001; uwl0=1/2; u20=0.0; v10=1.4142 e v20=0;

-——> [ml,m2]:[0.125,0.00000017;
[k1,k2,k3]:[16,0.0000001,0.00000011;
k4:1/k2;

K Calculo de Lambda

(2171) [a,b,c]l:[ml*m2,ml* (k24+k3)+m2* (k1+k2), (k1+k2)* (k2+k3)-k2*k2];
p:b/a;
r:c/a;
lambl:0.5*p+sgrt (0.25%p*p-x) ;
lamb2:0.5*p-sgrt (0.25%p*p-x) ;
(3071) [1.25107%,0.0160000251, 3.2000000100000001 1079
(%072) 128.0002008
(%0732) 0.02560000008
(%074) 128.0000008000006

(3075) 1.9999999937425628 1072
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N TN TN Y

Frequéncias Naturais

(%176) [wl,w2]:[sgrt(lambl},sgrt(lamb2)];
(%076) [11.31370853434013,0.014142135601608]

Calculo dos modos... {0 linhas escondidas)

(%177) [Ul1l1,U12]1:([1,11;
[auxll,auxl12]:[(((k1+kZ2)-—wl*wl*ml) *k4), (((kl+k2) —w2*w2*ml) *k4)];
betal:aux11*U11;
betaZ:auxl12*UlZz;

(%077) [1,1]

(¥078) [-7.81597009%3361102 10_7,1.59999?5100000077 108]
(3079) -7.815970093361102 1077

(¥280) 1.5999975100000077 10°

Condigdo Inicial

(%181) [ul0,u20,v10,v20]:[0.5,0,1.4142,0];
llc:betal*v10-vZ0;
mlc:betaZ*ull-uz20;
l2c:-betal*v104+v20;
mZc:-betal*ull+ui;
det:betaZ-betal;
Cl:sgrt((llc/ (wl*det)) "2+ (mlc/det) ~2);
C2:sgrt((l2c/ (wl*det) ) "2+ (m2c/det) *2);

[phil,phi2]: [atan(llc/ (wl*mlc)),atan(12c/ (w2*m2c))];

(%c081) [0.5,0,1.4142,0]1

(3082) 2.2627164786420107 10°

(%083) 7.9999875500000387 10”7

(¥084) 1.10533449%06031271 10°°

(%085) 3.907985046680551 1077

(%086) 1.5999975100000155 10°

(¥087) 0.5153879123678

(%088) 2.51766423658156 10712

(%c089) [0.24497640590889, 1.565796320519269 ]

——>  kill(all);
(500) done
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1 Deslocamentos para o Modo 1

(%190) ul(t):=Cl*cos (wl*t—phil)+C2*%cos (w2*t-phiZ) ;
(3050) ul(t):=cCl cos(wl t—phil)+C2 cos(wZ t—phiZ)

5 2 Deslocamentos para o Modo 2

(%¥191) uZ (t) :=betal*Cl*cos (wl*t—phil)+betaZ*CZ*cos (Ww2*t—-phiZ) ;
(3051) u2(t):=betal Cl cos(wl t—-phil)+betaZ CZ2 cos(wZ t—phiZ)

O

Plot dos modos 1 e 2

(%193) plot2d([ul(t),u2 (t)}]1,[t,0,2%%pi]);
(%3093)

N

obtemos a Figura 20 abaixo, que mostra o deslocamento (eixo vertical) do bloco de massa m,

em funcéo do tempo (eixo horizontal).

i
o 1 2 3 4 5 6 7
t

Figura 20: Gréfico do deslocamento da massa m;.
Fonte: Software MAXIMA.

A solucdo mostrada na Figura 20 € equivalente ao resultado apresentado em NAGLE,
EDWARD & SNIDER (2004 , pp. 165).
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O resultado demonstra que podemos utilizar 0 modelo adotado, com aplicacdo do
software MAXIMA, com dois graus de liberdade para aplicar, com condi¢des iniciais

previamente estabelecidas, para um modelo com um grau de liberdade.

3.25 Validacao
Os exemplos 1, 2 e 3 apresentaram resultados em graficos que descrevem o0s

deslocamentos dos blocos ao longo do tempo similares aqueles previstos nas bibliografias
consultadas, validando, portanto, a simulagéo.
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Capitulo 4 — Aplicaces

Neste capitulo, apresentaremos exemplos de sistemas reais, cujo comportamento se
assemelha ao comportamento de um sistema fisico massa-mola. No desenvolvimento destes
exemplos seguiremos o roteiro apresentado no capitulo 2, referente & modelagem matematica

de sistemas.

4.1. Viga engastada e em balanco

Exemplo Adaptado de BRASIL & SILVA, 2013 — pp.30.
4.1.1 Definicdes

Defini¢éo do problema a ser resolvido:
Considere a viga engastada e em balango, mostrada na Figura 27. A viga possui
comprimento L = 10 m, e secdo transversal retangular de medidas b x h (20 cm x 50 cm). O

material que compde a viga é concreto armado com modulo de elasticidade longitudinal E =

9
10 ZN = 203943 %) e densidade de 2500 %. No ponto A, para uma forca

20 GPa (1 GPa =

m

estatica F aplicada, a figura mostra o deslocamento u resultante. Considerando coeficiente de
amortecimento b = 883.8835 kg/s , determinar o deslocamento dindmico da extremidade da

viga.
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h = _[ : y & .‘7(_
3Kl

Figura 21: Viga de secdo transversal retangular com carregamento na extremidade.
Fonte: BRASIL & SILVA, 2013 - pp. 30.

4.1.2 Anélise do sistema

Para a transformacdo do modelo continuo em um modelo discreto de 1 grau de
liberdade, adotaremos como hip6tese que um quarto da massa total da viga seja concentrado no
ponto A, sendo entdo esta massa M = 625 kg. Este valor € uma regra pratica simples e tem sua
origem em aplicacBes do Método dos Elementos Finitos. Como uma simplificagdo adicional,
considera-se plano o modelo, permitindo-se apenas o deslocamento vertical.

Séo dados o deslocamento inicial de 0,1 mm e a velocidade inicial de 2 mm/s.

A rigidez, ou constante elastica, da estrutura para a carga aplicada e deslocamento no

ponto A é dada por:

o L bh3
Sendo que, para uma secdo retangular, tem-se 0 momento de inércia I = PER

4.1.3 Modelagéo

Iremos utilizar a Equacgéo (8) que representa 0 modelo matematico aproximado do

sistema fisico cujo modelo é mostrado na Figura 4.
2
A Equacdo (8) é dada por m% +b % + kx = 0, portanto teremos que determinar 0s

parametros m, b e k, para resolucao.
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A massa m, conforme hipdtese estabelecida na analise do sistema, serd de m =
625 kg.

O coeficiente de amortecimento é fornecido: b = 883,8835 kg/s

Substituindo-se E, I e L na expressédo de k, tem-se:
k = 125.000 N/m.

414  Simulagao:

Usando o software MAXIMA,

Sistema Massa-Mola com um grau de liberdade

EXEMPLO:
E 1. Introcugdo a Dinamica das Estruturas para a Engenharia Civil, BRASIL & SILVA, pp. 29 a 33

--> [m,b,k]:[625,883.8835,125000];
($0l) [825,883.8835,1250001]

E Calculo do discriminante delta da eqguagdoc caracteristica

- [delta]:[(b*b-4*m¥*k)];
(202) [-3.1171874995842773 10%)

E calculo das raizes rl e r2
4 (%$13) [rll:[(-b4+sgrt(delta))/(2*m)];

I 17655.5586136046 %1 —8B3.8835
1250

(%03)

4 (%14) [r2]:[(-b-sgrtidelta))/(2*m)];
[ -17655.5586136046 %1 —883.8835
1250

(%5o4)

——> lambda corresponds & parte real de rl e r2

(%15) [lambdal:[-b/(2%m)];
(%03) [-0.7071068]

-—>» ni corresponde a parte imagindaria de rl e r2

($16) [ni]:[sgrt(—delta)/ (2*m)];
(Fo6) [14.12444689%0883681]

=] =] = =
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E calculo da freguencia natural

E ——> calculo da fregué&ncia

(%18) [wl:[sgrt((k/m)-((b*b)/ (4*m*m)))]1;
(%08) [14.12444689088368]

" caso 2: delta < 0 SUBAMORTECIMENTO

caso 2: delta < 0 SUBAMORTECIMENTO
-2 CONDIQ@ES INICIAIS

(%i9) [t0O,=0,v0]:([0,0.0001,0.002];
(309) [0,1.0107%,0.002]

1 N N

(%110) [alfal]:[cl*exp(lambda*t0) *cos (ni*tl) +c2*exp (lambda*t0) *sin(ni*t0)];
(%010} [el]

[” (2i11) w0=alfal;
(3011) 1.0 10 %*=c1

' (3i12) [e11:1[0.000171;
(3012) [1.0 107%]

(3113) [alfa2]:[c2*sin(ni*t0) *lambda*%e” (t0*lambda)+cl*cos (ni*t0) *lambda*%e” (t0*lambda) —cl*ni*sin(ni*t0) *%e” (t0*lambda) +c2
*ni*cos (ni*t0) *%e”™ (t0*lambda)];

(¥013) [14.12444€83088368 c2-7.07106580000000013 10_5]

F'(3i14) v0=alfa2;

(2014) 0.002=14.12444689088368 c2-7.0710680000000013 107°

I (3i15) algsys([v0=alfa2], [c2]);
B 262612
(38015) [[c2=—"—1]
1791292865

—-->» ALIMENTANDC VALORES DE cl e c2

F'o(site) [c1,c2]:[0.0001,262612/1791292865];
262612

(2016) [1.0107%, ———
1791292865

——> DESLOCAMENTO RESULTANTE

(2017) x(t):=cl exp(lambda t)cos(ni t)+cZ exp(lambda t)sin(ni t)

- PLOT DO DESLOCAMENTO

——> plot2d([=(t)],[t,0,4.5]1);

E (3117) = (t):=cl*exp(lambda*t) *cos(ni*t)+cZ*exp(lambda*t)*sin(ni*t);

obtemos a Figura 22 abaixo, que mostra o deslocamento (eixo vertical) do bloco de massa m,

em funcdo do tempo (eixo horizontal).
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Figura 22: Gréafico demonstrando o deslocamento dindmico da extremidade da viga,
considerando o sistema livre e ndo amortecido.
Fonte: Software MAXIMA.

A solucdo mostrada na Figura 22 é equivalente ao resultado apresentado em BRASIL & SILVA (2013,
pp. 30).

415 Validacao

O resultado obtido na figura 22 descreve o deslocamento dindmico da extremidade da
viga, considerando o sistema livre e ndo amortecido, sendo o resultado equivalente ao

deslocamento previsto na bibliografia.

4.2 Circuito RLC

4.2.1 Definigdes:

Conforme REBELLO (2012), o circuito RLC representa uma unidade béasica para
construgéo de diversos sistemas elétricos imprescindiveis no nosso dia a dia: televiséo, radio,
controle remoto, maquina de lavar roupa, elevadores, GPS e por ai vai. O problema aqui é

determinar um modelamento para compreensdo do que ocorre no circuito em questao.

66



4.2.2 Anédlise do sistema:

Num circuito elétrico fechado, a tensédo aplicada € igual a soma das quedas de tenséo

dos componentes.

iitl = comente (A)
(X0

E(t) = fonte de alimentagae (V)

E(t)

Figura 23: Circuito RLC.
Fonte: Notas de Aula — Aplicacdes EDO 22 Ordem.

Entéo, vamos entender a quantificacdo da queda de tensédo em cada componente.

Resistor: No resistor, a queda de tensdo é proporcional a intensidade da corrente. Em

simbologia matematica fica:
Er = R.I, onde R = Resisténcia elétrica, e sua unidade de medida é Ohm ( Q).

Indutor: No indutor, a queda de tensdo é proporcional a taxa de variacdo da corrente

em funcdo do tempo. Matematicamente pode ser representada por:
E, = L.% , onde L = Indutancia, e sua unidade de medida é o Henry (H)

Capacitor: No capacitor, a queda de tensdo é proporcional a carga elétrica armazenada.

Em termos matematicos:

E; = 2, Q ,onde C = Capacitancia, e sua unidade de medida é o Farad (F).
C
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4.2.3 Modelacéo:

Pela Lei de Kirchoff: E; + Ex + E; = E(t)

dl 1
L—+RI+-Q=E(t) (71)
Como, por definigéo:

Z—f = I(t) ,podemos diferenciar (63) e obter: (72)
dz1 ar 1, _
L—+R—+-1=0 (73)

Que resulta numa equacdo diferencial similar a Equacdo (8), gerando 0s mesmos tipos
de solucGes e com as mesmas classificacBes, apenas com diferenca na escala de valores. Isto é
impressionante, pois sao aplicacdes fisicas tdo diferentes, e que do ponto de vista matematico

sdo de mesma natureza.
4.2.4 Simulagio:

A analogia entre o sistema mecanico e o sistema elétrico representa um conhecimento
fundamental para a engenharia. Muitas simulagdes mecéanicas foram feitas através de circuitos
elétricos analogos, em funcdo do custo de construcdo e da dificuldade de fazer aquisicdo de
dados do ponto de vista mecanico (posicdo e velocidade em funcdo do tempo).

Analogia entre os sistemas mecanico e elétrico:

Sistema Mecénico Sistema Elétrico

Massa (m) Indutancia (L)

Constante de amortecimento (b) Resisténcia elétrica (R)
Constante de rigidez da mola (k) Reciproco da Capacitancia (%)
Deslocamento Corrente eletrica
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Exemplo (BURGHES and BORRIE, 1981 - pp. 112).

Considere um Circuito RLC e suponha que: L = lhenry, R =100 ohms, C =
10~*farads, E = 1000 volts. As condicdes iniciais séo, para t(0) = 0,i(0) = 0ei'(0) =
1000.

Iremos considerar a equacdo (63), utilizando as analogias consideradas na modelagao
do circuito, teremos entdo:

2
1 % + 100% + 10%I = 0 , e usando o Software MAXIMA,

Sistema Massa-Mola com um grau de liberdade

EXEMPLO:

1. Linear First Order Differential Equationso -
EXXXXXXX®, pp. 113

(%$i1) [m,b,k]:[1,100,10000];
(%cl) [1,100,10000]

Calculo do discriminante delta da equacdoc caracteristica

(2i2) [deltal:[ (b*b-4*m*k)];
(302) [-30000]

calculo das raizes rl e r2
($13) [rll:[(-b+sgrt(delta))/(2*m)];

[lDD'\,'S l?:s:'_—]_DD]
2

(%03)

(%14) [r2]:[(-b-sgrt(delta))/(2*m)];
-1004/2'%i-100
2

(%04)
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—--> lambda corresponde a parte real de rl e rZ2

(%15 [lambdal : [-b/ (2%m) ] ;
(%05) [-501

--» ni corresponde & parte imaginiria de rl = rZ

(%16) [ni]:[sgrt({—delta)/ (2*m)];
($06) [504/31]

~ = —— —x

r

[

f calculo da fregquencia natural
f -->» calculo da freguéncia
7 (%17) [wl:[sgrt((k/m)-((b*b)/(4*m*m)))];
_ (307) [504/3]
3
caso 2: delta < 0 SUBAMORTECIMENTO
? caso 2: delta < 0 SUBAMORTECIMENTO
f --> CONDIGOES INICIAIS
7

--> [t0,=x0,v0]:[0,0,1000];
(¥0%) [0,0,1000]

(%110)
(%010)

(%i11)
(%011)

($112)
(%012)

(%i14)

I (%014)

(%i15)

(%015)

(%ile)

(%016)

-

(%117)

(%017)

[alfal]: [cl*exp (lambda*t0) *cos (ni*t0) +c2*exp (lambda*t0) *sin (ni*t0}];
[cl]

x0=alfal;
O=cl

[cll:[017
[01

[alfa2]:[c2*%sin(ni*t0) *lambda*%e” (t0*lambda)+cl*cos (ni*t0) *lambda*%e”™ (t0*lambda) —cl*ni*sin (ni*t0) *$e” (t0*lambda) +c2
*ni*cos(ni*t0) *%e” (t0*lambda)];

[50+/3 c2

VO:alfa2;|
1000=50~3"c2

algsys ([v0=alfa2], [cZ]);
20

=

[[e2=

11

ALIMENTANDO VALORES DE cl e c2

[cl,c2]1:[0,11.5470]1;
[0,11.547]
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™

(%115) w0D=alfaZ;
(3015) 1000=50+/3 c2

" (3i1€) algsys([v0=alfa2], [c2]);

(%016) [[c2=—]]

NE)

—-—-»> ALIMENTANDO VALORES DE cl = c2

(%i18) [ecl,c2]1:[0,11.5470];
(%c18) [0, 11.547]

——> DESLOCAMENTQC RESULTANTE

(%119) = (t):=cl*exp(lambda*t) *cos(ni*t)+c2*exp (lambda*t) *sin(ni*t);
(%019) =(t):=cl exp(lambda t)cos(ni t)+c2 exp(lambda t)sin(ni t)

——> PLOT DO DESLOCAMENTO

——> plot2d([=(t)]1,[t,0,0.11);
(%018)

=] e[ = T

(%¥11) kill({all};
(%500) done

obtemos a Figura 24 abaixo, que mostra 0 comportamento do circuito RLC, com a corrente

elétrica I (eixo vertical), em funcdo do tempo (eixo horizontal).

11.547% She A (0%t ¥s (S0 ¥sqrt(3)*1)

L L L L
0 0.02 0.04 0.06 0.08 01

Figura 24: Grafico demonstrando o comportamento do circuito RLC.
Fonte: Software MAXIMA.
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A solucdo mostrada na Figura 24 € equivalente ao resultado apresentado em BURGHES and
BORRIE, 1981, pp.113.

425 Validacao

O grafico que demonstra o comportamento da corrente elétrica | do circuito RLC

apresentado, em funcdo do tempo, sendo ao previsto na bibliografia.

4.3 Sistema Predador-Presa

O modelo de crescimento logistico mostra que, de uma forma néo linear, o crescimento
ou decaimento exponencial de uma Unica populacdo pode ser limitado. No caso de duas
espécies interagindo uma com a outra, 0 modelo de crescimento populacional de Lotka-Volterra
nos fornece informacgdes sobre o que acontece neste caso. Os modelos de interacdo entre
espécies, também devido a Lotka-Volterra serviram de base para os modelos posteriores
utilizados para descrever a dindmica de sistemas do tipo presa-predador (Chasnov, 2009).
Sistemas envolvendo presa-predador sdo exemplos de oscilagdes periddicas que ocorrem na
area biologica. Um problema deste tipo pode ser modelado obedecendo os principais estadios

relativos ao processo de modelagem matematica.

4.3.1  Definicgdes:

Exemplos adaptado (CORNETTE & ACKERMAN, 2013).

O problema consiste em analisar o comportamento de duas populacfes que interagem
como predador e presa em um meio ambiente que esta razoavelmente isolado.

Sejam U(t) e V(t) os numeros de presas e predadores, respectivamente, interagindo
uns com 0s outros no sistema (meio ambiente). Vamos admitir que os valores de equilibrio
sejam U, e V,, que correspondem ao ponto no qual as taxas populacionais dU/dt e dV/dt se
anulam e as duas populacdes estdo em equilibrio estatico, uma com relacdo a outra. Sob estas

condigdes, gostariamos de responder a questdes como:
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(1) Nas proximidades do ponto de equilibrio, qual é o comportamento das duas
populagdes?

(i)  Que tipo de comportamento é este?

4.3.2 Analise do Sistema:

Para simplificar a analise do sistema, vamos fazer as seguintes suposicdes:

(i) A taxa de diminuicdo da populacdo de presas é proporcional ao excesso da
populacédo de predadores.

(i) A taxa de aumento da populacdo de predadores é proporcional ao excesso da
populacdo de presas.

(iii) O numero de interacdes entre as duas espécies é proporcional ao produto U(t)V (t).
Entretanto, suporemos que este nimero € suficientemente pequeno, que possa ser
desprezado.

4.3.3 Modelagio:

Imaginemos, agora, que em um dado tempo t, as populacdes ndo estejam em equilibrio.
Neste caso, consideremos que

w(t) = Ut) - U,
v(t) =V(E) -V (74)

Mecam as diferencas entre as respectivas quantidades de presas e predadores em relacao a

posicao de equilibrio. Por fim, vamos supor que:

(i) A populacdo V (t) de predadores cresce, por exemplo, com uma eventual imigragdo
para o sistema em equilibrio, de alguns predadores. Isto acarretaria uma captura
maior de presas, causando uma diminuigéo inesperada na populagéo de presas.

(i) A populagdo de presas torna-se eventualmente mais numerosa. Neste caso, 0sS
predadores teriam um maior suprimento de alimentos e sua quantidade também

poderia aumentar.
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4.3.3.1 Modelo Matemaético:

Para pequenos desvios, u(t) e v(t)), a partir do equilibrio, assumimos, no item 4.3.2,
que:
1.  Ataxade diminuicdo da populacdo de presas, —U’(t), é proporcional ao excesso
de predadores na populagéo, v(t).
2. Ataxade aumento da populacgdo de predadores, V'(t), é proporcional ao excesso
de populacéo de presas, u(t).

Logo:

-U'(t) =a.v(t) ou U'(t)=-av(t),coma>0. (75)

Pela Equacdo (75), se a populacdo de predadores excede o equilibrio, V(t) >V,
((v(t) > 0), entdo U'(t) < 0 e apopulacéo de presas diminuird. No entanto, se a populacéo de
predadores é menor que o normal, V(t) <V, v(t) < 0), entdo U'(t) > 0 e a populagdo de
presas aumenta. Para este modelo, ambos as popula¢fes devem ser consideradas proximas ao
equilibrio. Por exemplo, uma populacédo de presas excedendo o equilibrio U,, pode suportar

uma populacao de predadores ligeiramente acima do equilibrio V, e ainda crescer, pois:

u(®) =U@) - U, Ut) =U, +u(t)eU'(t) =u'(t) . Assim,
u'(t) = —av(t).

Similarmente, v’'(t) = bu(t), onde b > 0, é uma constante de proporcionalidade.

O sistema de equac0es diferenciais de primeira ordem,

u'(t) = —av(t)
v'(t) = bu(t), (76)

descreve a dindmica das populagdes predador - presa.

De fato, este modelo matematico aproximado para descrever a realidade das duas
populagdes interagindo em seu meio ambiente, indica que a populagéo de predadores reduz o

crescimento da populagéo de presas, enquanto que, a presenca de presas na segunda equacgéo
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de (76) torna mais lenta a diminuigéo da populacédo de predadores. O sistema (76) constitui um

sistema acoplado de equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem, cujo acoplamento é

devido as varidveis dependentes u(t) e v(t) , que aparecem em ambas as equagdes.
Adotaremos um procedimento geral para obtencdo de uma Unica equacao envolvendo

apenas u ou V.

u'(t) = —av(t) Primeira equacéo original

[u' ()] = [—av(®)] Primeira equacéo diferencial

u"(t) = —av'(t)

u"(t) = —a(bu(t)) Substituindo na segunda equacéo diferencial, obtemos
u"(t) + (ab)u(t) =0 (77)

Definindo w = Vab, de modo que w? = ab , podemos reescrever (77) na forma:

w'(t) + wu(t) =0, (78)

Por um processo semelhante podemos chegar a equacéao

v"(t) + w?v(t) = 0, (79)

As equac0es diferenciais (78) ou (79) sdo equivalentes a equacdo diferencial do sistema
que corresponde a uma massa m ligada por uma mola de constante de mola k. A fim de
completar a analogia, precisamos definir condic¢Ges iniciais u(0) e u'(0) (o processo para
a segunda equacao (79) é semelhante).

Suponhamos, entdo, que temos um sistema de populacdes de presa e predador e que, em virtude
de alguma perturbacdo no meio ambiente (por exemplo, tempestade, frio em excesso ou fogo)
as populagdes passem a ser, respectivamente, U(0)e V(0) , ligeiramente diferentes dos valores

de equilibrio U(e) e V(e). Sejam

uy =Uy— U,

vy = Vo — 1,
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Entdo, definimos u(0) = u, e da primeira equacdo de (76), u'(0) = av, . Assim, 0

problema de valor inicial assume a forma

d?x(t)
dt?

+w?x(t) =0
sujeito a

u(0) = —au, e v'(0) = by,

Para a solucéo destas equacdes, precisamos de condicdes iniciais u(0) e u'(0).

Suponhamos que temos um par de populacdes predador-presa e por causa de alguma
perturbacdo ao ambiente (chuva, frio ou fogo, por exemplo), t = 0, as populac¢des estdo em
(U, V), proximos mas diferentes dos valores de equilibrio (U,, V). Para o equilibrio devemos
ter:

uy=U,—-U, e wvy=V,—1V,,entdoteremos u(0) = u,. Alémdisso, de u'(t) =

—av(t), nés conseguiremos u'(0) = —av(0) = —av,.

Assim, teremos o sistema completo:

u(0) = u, u'(0) = —avy,  u"(t) + w?u(t) =0

4.3.4  Simulagéo:

Exercicio (CORNETTE & ACKERMAN, 2013 — pp. 323):

Os trés exercicios anteriores mostram que paraa =b =1, uy =3 e v, = 4.

u(t) = —4sin(t) + 3cos(t)
v(t) = 3sin(t) + 4cos(t)

Usando o software MAXIMA, adotamos para a segunda mola, um coeficente k; =
0.0000001.
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Usando o software MAXIMA, temos:

Sistema Massa-Mola com dois graus de liberdade

Entrada de Dados:

1. Presa-Predador:Exemplo de acoplamento fraco: k2 = < k1=k3, com k1=k3=1, k2=0.0000001;m1=m2=1;
James L. Cornette and Ralph A. Ackerman, Calculus for Life Sciences: A modeling Approach, vol. 1, pp 323

[m1,m2J1,1]
[k1 k2 k3][1,0.0000001,1]
kd-1/k2
[1.1]
[1,1.01077,1]
1) 10000000.0

Calculo de Lambda

[a,b,clim1-m2 m1-(k2+k3)+m2-(k1+k2),(k1+k2)-(k2+k3)-k2-k2]
pbfa
r.cla
lamb1:0.5-p—-sqri(0.25-p-p-r)
lamb2:0.5-p+sqrt(0.25-p-p-r)
[1,2.0000002,1.0000002]
2.0000002
1.0000002
mb1) 1.000000000039972
mb2) 1.000000199960028
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(beta1)
(beta?2)

(Mc)
(m1c)
(12c)
(m2c)
(det)
(C1)
(C2)

Freguéncias Naturais

w1 w2l [sqrt{lamb1),sgrt{lamb2)]
[1.000000000019986, 1.000000099980009]

Calculo dos modos ... + 0 hidden lines

[U11,U12]01,1]

[aw 11, aw 1 21 [(((k1+k2)-w1-w1-m1)-k4),(((k1+k2)-w2-w2-m1)-kd)]
betal:aux11-U11

betaZ:aux12-U12

[1.1]

[0.9996002803269732, -0.9996002781065272]
0.9996002803269732

-0.9996002781065272

Condicéo Inicial

[u10,u20 w10 v20][3,4,-4,3]

Mcbeta2 v10-v20

micbetaZ-u10-u20

[2c-beta1-v10+v20

m2c:—-beta1-u10+u20

detbetaZ-betal
C1:sgrt((Mc/(wl-det))*2+{m1c/det)*2)
C2:sgrt((I2c/(w1-det))*2+{m2c/det)*2)
[phi1,phi2]jatan{1 c/iw1-m1c)),atan{l2c/{w2-m2c)))
[3,4,-4,3]

0.9984011124261087

-6.998800834319582

6.998401121307893

1.00119915901908

-1.9992005584335

3.536240870374638

3.536240874232806
[-0.1416971537049131,1.428699358388556]

kill(all)
done
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PV

1 Deslocamentos para o Modo 1

ul{ty=C1-cos{w1-t—phi1)+C2-cos(w2-t-phi2)
ul(t):=Ctcos(wft-phit)+C2cos(w2t-phi2)

2 Deslocamentos para o Modo 2

uZ2(ty=betal1-C1-cos(w1-t—phi1)+beta2-C2-cos(wZ-t—-phi2)
u2(t):=betat C1cos({wit-phil)+beta2 C2cos{w2t-phi2)

Plot dos modos 1 e 2

E plot2d([u(t),u2(t)L,[t,0,8])

obtemos a Figura 25 abaixo, que mostra 0 comportamento do sistema predador-presa (eixo

vertical), em fungdo do tempo (eixo horizontal).

Figura 25: Gréfico do comportamento do sistema predador-presa.
Fonte: Software MAXIMA.
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A solugdo mostrada na Figura 25 é equivalente ao resultado apresentado em CORNETTE &
ACKERMAN, 2013 — pp. 330.

4.3.5 Validagao:

O gréafico que demonstra o comportamento do sistema predador-presa (eixo vertical) em

funcdo do tempo (eixo horizontal) representou de forma equivalente o previsto na bibliografia.
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Capitulo 5 — Conclusao

Este trabalho tinha dois objetivos: Um deles era analisar a estrutura de um sistema fisico
massa mola, a luz dos principios da modelagem matematica, obedecendo um roteiro pré-
estabelecido. O outro, era mostrar que em certos sistemas reais 0s agentes interagem da mesma
forma que o sistema massa-mola, de modo que o modelo matematico é o mesmo. Para atender
estes objetivos, apresentamos, inicialmente, conceitos basicos sobre termos como sistema,
modelos e modelagem matematica. Estas no¢cdes sdo necessarias para aquele que pretende
trabalhar com a complexidade de problemas reais encontrados nas engenharias, fisica, quimica,
biologia, economia, etc. Estabelecemos um roteiro, que utiliza os principais estadios para a
solucdo de problemas reais, bem como conceitos envolvidos na modelagem matematica. Este
procedimento foi utilizado na andlise do sistema fisico massa-mola e utilizado também na
andlise de alguns sistemas reais, cujo comportamento mostrou ser o0 mesmo do sistema fisico
em questéo.

Assim, entendemos que 0s objetivos tracados inicialmente foram plenamente atendidos.

Na analise do sistema fisico massa-mola, nos limitamos a resposta livre de um oscilador
harmdénico com um e dois graus de liberdade, sem envolver uma excitagdo externa. No caso de
dois graus de liberdade, desprezamos, ainda, a forca de amortecimento. Estas limitagdes,
impediram que pudéssemos encontrar uma variedade maior de exemplos reais, que pudessem
ser enquadrados no contexto do sistema massa-mola. Isto significa que este trabalho pode ser
complementado para a solugdo de problemas mais complexos, com a utilizagdo de ferramentas
poderosas de analise (por exemplo, com énfase na analise modal e nas equacfes de Lagrange)

e em técnicas aproximadas, tal como o Método de Rayleigh-Ritz.
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