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RESUMO

Esta pesquisa teve como objetivo principa investigar a aprendizagem de probabilidade por
alunos do 9° ano do Ensino Fundamenta a partir de situaces que envolvessem duas visoes
diferentes de probabilidade, a classica e frequentista. Além disso, pretendeu-se evidenciar as
vantagens de se trabalhar com a dualidade dessas duas abordagens na introducdo desse
conceito. Para tanto, utilizamos como referencial tedrico alguns preceitos da Teoria das
SituagBes Didéticas, proposta por Brousseau, que foi de fundamental importancia para o
encaminhamento desta pesquisa auxiliando na elaboracdo da sequéncia didatica, na forma
como procedemos a apresentacdo das situagdes aos alunos. Tentamos levé-los a vivenciar
dialéticas adidéticas de agdo, formulacdo e validacdo, visando & aprendizagem da
Probabilidade por meio das abordagens cléssica e frequentista Como metodologia de
pesquisa nos inspiramos na Engenharia Didética, conforme sugerida por Artigue, que nos
auxiliou na elaboracdo, organizacdo e aplicacéo de nossa sequéncia didética, além de tornar
possivel redlizar as andlises e vaidagbes propostas nos objetivos, uma vez que essa visa
pesguisas que estudam os processos de aprendizagem de um dado objeto matematico,
favorecendo uma ligacdo entre a pesquisa e a agdo pedagogica. N0Ossos sujeitos de pesguisa
foram seis alunos voluntarios do 9° ano do Ensino Fundamental de uma escola estadual de
Campo Grande/M S, que participaram das sessdes, que ocorreram durante o horério normal de
aulas sob autorizagéo do professor e da direcdo da escola. Observamos que a realizaco dos
experimentos aeatdrios em conjunto com o recurso informéatico do simulador da roleta,
favoreceu a aguisicdo e compreensdo do cdculo de probabilidades por meio das visdes
classica e frequentista pelos aunos, bem como a articulacéo entre ambas. O simulador da
roleta propiciou uma observagdo concreta do que acontece quando realizamos um
experimento aeatério uma gquantidade pequena e um ndmero significativamente grande de
vezes, que se tornaria mais dificil sem este recurso, pois a redlizagdo de um mesmo
experimento por muitas vezes poderia se tornar penoso e tomaria muito tempo.

Palavras-chave: Probabilidade Cléssica, Probabilidade Frequentista, Ensino Fundamental.
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INTRODUCAO

A presente dissertagdo relata o desenvolvimento de uma pesguisa que teve como
objetivo principal investigar a aprendizagem de probabilidade por alunos do 9° ano do Ensino
Fundamental a partir de situagdes que envolvessem as visoes cléssica e frequentista. Além
disso, buscamos evidenciar as vantagens de se trabalhar com a dualidade dessas duas
abordagens na introduc&o desse conceito, uma vez que pudemos observar nas pesquisas, que a
maioria dos professores ndo tem contemplado em suas aulas nogdes de probabilidade
principamente no Ensino Fundamental e ainda consideram um contetido muito dificil até

mesmo para os aunos do Ensino Médio.

Para tanto, organizamos esta dissertacdo em quatro capitulos e finalizamos com as
consideragOes finais e perspectivas. Na sequéncia descreveremos sucintamente cada um
deles.

No primeiro capitulo realizamos uma pequena narrativa de nossa trgjetdria como
pesquisadores em Educacdo Matematica destacando acontecimentos relevantes que
culminaram com 0 ingresso no Programa de Pos-graduacdo em Educacdo Matematica
(PPGEduMat) da Universidade Federal de Mato Grosso do Sul (UFMS). Neste capitulo ainda,
descrevemos alguns fatos, idéias iniciais e pesquisas que foram conduzindo a problematizacéo
desta pesquisa.

No segundo capitulo, foram abordados diversos aspectos da Probabilidade que
compuseram as andlises preliminares desta pesquisa, que posteriormente auxiliaram na
elaboracdo da sequéncia didatica Para tanto foi realizado um estudo de conceitos
mateméticos relevantes e uma descricdo das diferentes visdes de probabilidade: classica,
frequentista, subjetiva e axiomética, além da probabilidade geométrica que é um exemplo de
contexto. Ainda neste capitulo foi realizado um sucinto relato de como se procedeu a insercéo
da Estocéstica no ensino brasileiro, processo que teve seu inicio em um movimento
internacional que comegou a reconhecer a importancia do desenvolvimento do raciocinio
probabilistico e do uso da estatistica, bem como sua posicdo atual no Ensino Bésico. Na
seguéncia, também fomos observar nas pesquisas que envolvem o ensino e aprendizagem de
probabilidade, 0 que elas sugerem, aém de descrever obstaculos e dificuldades que

poderiamos encontrar no processo de ensino e aprendizagem de probabilidade.

No terceiro capitulo sdo apresentados os objetivos (principal e especificos), aém das

escol has tedricas e metodoldgicas. Nele trazemos um pouco do aporte tedrico que embasa o
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desenvolvimento desta pesquisa, que é a Teoria das SituagBes Didéticas proposta por Guy
Brosseau, bem como uma breve descricdo da metodologia no qual nos inspiramos, a

Engenharia Didética.

O quarto capitulo foi destinado a sequéncia didética, composta por seis sessdes e cada
uma delas acompanha sua respectiva andlise a priori e andlises a priori locais, que sdo
referentes a cada uma das atividades da sessdo para melhor observagdo, descricdo da
experimentacdo e andlise a posteriori. Neste capitulo descrevemos também as variaveis

didéticas e como trabalhamos com elas durante a aplicacdo da sequéncia.

Para finalizag8o deste texto, apresentamos as consideracOes finais e perspectivas. Nela
procuramos analisar se houve a validacéo da sequéncia didatica de nossa pesguisa e se N0ssos
objetivos foram atingidos. Além disso, apontamos algumas diregdes para as quais novas

pesquisas neste tema podem seguir, bem como nossas perspectivas para novas pesquisas.
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CAPITULO 1

1. PROBLEMATIZACAO DA PESQUISA

Apresentamos neste capitulo um breve relato de minha trgjetéria como pesquisadora,
que principia na iniciagdo cientifica e vai até o ingresso no Programa de Pos-graduagcdo em
Educacdo Matemédtica (PPGEduMat) da Universidade Federal de Mato Grosso do Sul
(UFMS). Em seguida, descreveremos alguns trabalhos e ideias que nos levaram a

problematizacdo inicial de nossa pesquisa.

1.1. NOSSO INiCIO COMO PESQUISADORES

Nossos primeiros passos com o trabalho e pesquisa na érea da Educagdo Matematica
tiveram inicio ha cerca de cinco anos, quando, ainda na graduacdo, fomos convidados a
participar do projeto de iniciagdo cientifica intitulado StuagBes-Problema para o
encaminhamento das aulas de matematica no Ensino Infantil e Fundamental (12 a 4% S&ries),

sob orientacdo da Professora Mestra Flavia Sueli Fabiani Marcatto.

A proposta inicial do projeto era desenvolver atividades de matemética direcionadas
para a sala de aula dos anos iniciais do Ensino Fundamental. Para tanto, foi realizado
inicialmente, um levantamento com professores das redes municipa e estadual, da cidade de
Jales/SP, tendo como objetivos. detectar as dificuldades que os mesmos encontravam ao
trabalhar com contelidos de matematica nas sériesiniciais; observar se o material utilizado por
eles estaria de acordo com as suas necessidades, e organizar situagOes-problema que
pudessem auxilialos em seu trabalho. Além disso, realizamos, em paralelo, um levantamento
bibliogréfico em livros, dissertagdes, teses, artigos e sites com o intuito de selecionar material

suficiente que pudesse nos auxiliar no cumprimento de nossos objetivos.

O levantamento das dificuldades dos professores foi feito por meio de entrevistas do
tipo semi-estruturadas, nas quais combinamos perguntas abertas e fechadas que nos guiariam.
Além disso, durante a entrevista procuramos nos mostrar atenciosos com os entrevistados,
agindo como se fosse uma conversa informal, para que os mesmos falassem sem
constrangimentos. Tentamos, também, ndo interferir em suas falas para que suas respostas néo
sofressem influéncias ou que ndo se quebrasse a guma sequéncia de pensamento. Desse modo
os professores entrevistados tiveram a possibilidade de discorrer sobre o tema proposto e

expor suas dificuldades.
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A ideia de trabalhar com a metodologia de jogos e Resolugéo de Problemas surgiu na
disciplina Pesquisa e Préticas Educacionais Ill, quando a professora Flavia ministrava
atividades com dados para 0 ensino de matematica. Naquele momento, nos veio & memaria
um jogo que brincavamos na infancia em Campo Grande/M S, o Bozé'. Apresentei-o a nossa
orientadora, que apbs tomar conhecimento das regras e da dindmica do Bozd, percebeu ser um

jogo rico em conceitos mateméticos e que poderia ser muito Util para o ensino.

Encontramos, entdo, nossa ferramenta de ensino e comecamos a pesquisar sobre a
metodologia de jogos e Resolugdo de Problemas e a respeito do jogo Bozo, buscando sua
origem e toda matemética que poderiamos extrair dele para chegarmos a uma aplicacéo

adeguada ao ensino.

O jogo Bozo6 € muito conhecido nos estados do Mato Grosso e Mato Grosso do Sul,
onde é jogado por criangas e adultos de todas as idades, inclusive pelos indios da regido como
foi registrado pelos pesquisadores Mauricio Lima e Breno Nogueira em seu projeto Jogos
Indigenas do Brasil?. Porém em outros estados brasileiros pouca gente tem conhecimento

deste jogo.

A verdadeira origem do jogo Boz0 é incerta, mas devido as semelhangas com os jogos
General, Hooligan, late e 0 Yahtzee (atuamente comercializado pela Hasbro), acreditamos
também tratar-se de uma das variantes de um jogo francés muito antigo chamado Y am que foi

difundido no Brasil pela Grow nos anos 1970.

Observamos que o Boz6 também apresenta algumas semelhangas com o jogo de
Poker, pois o resultado dos dados imita algumas de suas combinagdes, como o full hand, a

seguida e a quadrada.

Podemos ainda deduzir que as regras do jogo Bozo6 podem ter sido originadas a partir
de alteractes do jogo General, pelas varias semel hangas encontradas entre as regras de ambos,

inclusive uma das casas do Boz6, a de maior pontuagéo, leva o nome de General.

! A regras do jogo Boz6 encontram-se no anexo A.

2 O projeto, batizado de Jogos Indigenas do Brasil, teve como objetivo resgatar uma parte da cultura dos indios
pouco conhecida pelo publico, além de despertar o interesse da comunidade académica para o tema. Oito aldeias
em cinco estados brasileiros, de outubro de 2003 a janeiro de 2004, foram visitadas pela equipe de pesquisa de
campo, composta por Mauricio Lima (coordenador do projeto) e Breno Nogueira (produtor executivo), além de
uma equipe profissional de cinegrafia. As aldeias estudadas foram as dos indios Guarani, nailha Cardoso (litoral
sul de Sao Paulo); Camaiurés, Bororos e Parecis, no Mato Grosso; Canelas, no Maranhao; Ticunas e Maiorunas,
no Amazonas e os Manchineris, no Acre.
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A partir de uma entrevista® realizada por Maisa Del Pino Coelho com indigenas de
uma tribo Terena do estado de Mato Grosso do Sul, onde a pratica do jogo Bozo é frequente,
verificamos que esse jogo tem feito parte dessa cultura por vérias geragcoes, porém ndo ha

registros que confirmem sua origem, entretanto citamos algumas curiosidades.

Para os indios Terena, 0 simbolo ‘., representa a Deusa da Lua, o simbolo —

representa 0 guerreiro e o tabuleiro do BozO parece ser a juncdo entre eles S , assim,

segundo o indio Zanone, pode significar a Deusa da L ua protegendo o guerreiro.

De acordo com o indio mais velho da tribo inicialmente jogava-se com copos feitos de
chifre de boi e foi o branco que depois trouxe o copo de couro costurado, que € 0 mais
utilizado atualmente. Os indigenas chamavam o jogo Bozo de jogo de copo e o tabuleiro e
anotagOes eram feitos no chd com um galho ou pedago de pau. 1sso nos leva a duas
hipéteses: os indios tomaram conhecimento do jogo Bozd com as regras e tabuleiro da forma
gue conhecemos atualmente ou aprenderam com o “branco” a versdo francesa Yam ou até

mesmo uma de suas variagdes como o General e modificaram para essa versao.

O termo Bozd, de acordo com diversos dicion&rios brasileiros, significa Jogo de
Dados e na definicéo do Dicionério do Aurélio online® consta ser um “Jogo de dados, em que
as apostas sdo feitas apds o lancamento dos cubos, que ficam encobertos sob um copo de

couro, folha-de-flandres ou outro materia”.

O Boz6 é um jogo que oferece uma combinagdo entre sorte e estratégia e, apesar da
complexidade de suas regras, seu mecanismo simples e direto, faz com que o aluno-jogador
reflita diante das possibilidades de ocorréncia das faces dos dados de forma que consiga
desenvolver estratégias, plangar seus lancamentos e saiba escolher a melhor forma de
pontuacdo para aumentar suas chances de vencer, desenvolvendo certa agilidade menta e
raciocinio 16gico.

Do ponto de vista pedagdgico, 0 jogo Bozd se apresenta como um rico instrumento
facilitador na aprendizagem de matemética, pois o professor pode desenvolver diversas
atividades para anos escol ares distintos, dependendo do objetivo a ser atingido e dos conceitos
a serem trabalhados, pois proporciona a relagdo do aluno com elementos de seu contexto

cultural, possibilitando a efetiva construcéo de seu conhecimento, pois

3 (ZANONE, 2007)


http://www.dicionariodoaurelio.com/Bozo
http://www.dicionariodoaurelio.com/Bozo
http://www.dicionariodoaurelio.com/Bozo
http://www.dicionariodoaurelio.com/Bozo>
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[...] no brincar, o sujeito é ser sociocultural que utiliza estratégias
matemdticas pessoais, espontaneas, podendo utilizar e desenvolver a sua
Matematicainformal, oral, oprimida, ndo estandardizada, escondida, ou sgja,
sua Matematica Popular. Porém, acrescenta o autor, quando o brincar esta
ausente do espaco escolar, a crianga transforma-se em “aluno”, um ser que
age de acordo com as expectativas do professor — acabando, assim, com o
ser matematico cultural do aluno, transformando-o em mero reprodutor de
formulas. (GONCALVES, H. J. L., 2005. p. 83)

O jogo, se trabalhado adequadamente pode vir a despertar o interesse em aprender e
diminuir bloqueios apresentados por aguns alunos que muitas vezes acreditam serem
incapazes de aprender matemética, pois no ambiente criado pelo jogo nem sempre o melhor

aluno € o que descobre primeiro a estratégia vencedora ou ganha sempre (BORIN, 2004).

Durante o trabalho com jogos alguns alunos podem desenvolver ou descobrir
habilidades matematicas desconhecidas por eles, o que contribuiu para verem a matemética de
uma forma mais divertida e a possam, a partir dai, a compreendé-la e a se interessar por ela.
Além disso, dependendo da gestdo do professor, 0s erros podem ser encarados com mais
naturalidade e menos presséo. (BORIN, 2004).

Dentro da situagdo do jogo, onde € impossivel uma atitude passiva e a
motivacdo € grande, notamos que, a0 mesmo tempo em que estes alunos
falam matemética, apresentam também um melhor desempenho e atitudes
mais positivas frente a seus processos de aprendizagem. (BORIN, 2004,
p.09)

No ano subsequente, em 2007, ameavamos fazer um trabalho envolvendo
Probabilidade e Estatistica com o jogo Bozé. Por motivos diversos, fomos impelidos a deixar
de lado nossa pesqguisa, porém, continuamos desenvolver outros traba hos, o que acarretou no
desenvolvimento do | Workshop de Educagdo Matemética (I WODEM) do Centro
Universitario de Jaes (UNIJALES) como o tema Jogos, Brinquedos, Brincadeiras e a
Educacdo, integrando o curso de Matemética com o de Pedagogia. O evento contou com a
presenca dos graduandos de ambos os cursos, além de alunos e professores das redes estadual
e paticular da regido de Jales, contabilizando a participagdo de 217 pessoas inscritas,

somadas a alunos de escolas publicas e particul ares.

No | WODEM, todos os participantes tiveram a oportunidade de manipular e jogar 0s
mais de 60 jogos apresentados na exposi¢do, além de participar das comunicacdes orais, onde
alguns professores e universitérios tiveram a oportunidade de apresentar seus trabahos e

relatar suas experiéncias com jogos.
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Posteriormente, fomos convidados a levar o | WODEM a universidades e escolas da
regido, como a UNESP de Ilha Solteira e nas Faculdades Integradas Urubupunga (FIU) em
Pereira Barreto. Esses trabalhos resultaram para nds em proficuas experiéncias, aumentando
ainda mais nossa convicgao de que poderiamos contribuir de alguma forma com a Educacdo

Matemética e assim continuarmos realizando estudos nessa area.

1.2. PROBLEMATIZACAO DA PESQUISA

Como mencionamos anteriormente, nossas intencdes de trabahar com a Probabilidade
foram adiadas e logo apos o término da graduagdo ingressamos no curso de P6s-Graduagéo
lato sensu da Universidade Estadual Paulista (UNESP), campus de Ilha Solteira, intitulado
Fundamentando a pratica de ensino do professor de Matemédtica, no qua tivemos a

oportunidade de aprimorar ainda mais Nossos conheci mentos.

Nesse curso, em uma das disciplinas que envolvia Andise Combinatéria e
Probabilidade, pudemos notar que estes contelidos, incluindo a Estatistica, causavam muito
desconforto entre os quase 50 professores cursistas e a maioria declarou desconhecer
totalmente estes contelidos por ndo terem aprendido em sua vida escolar e nem em sua
formacgdo, aém do fato de este contelido estar presente ha pouco tempo no curriculo escolar
somado a0 pouco tempo que eles tém para plangar suas aulas e aprimorar seus estudos,
mesmo considerando-os importantes acabavam por deixé-los de lado e alguns confessaram
gue abordavam alguma coisa de Estatistica, mas consideravam esses contetidos muito dificels

até parao Ensino Médio.

Este fato agugou ainda mais nossas intengdes de fazer um trabalho que envolvesse o
ensino e aprendizagem de Probabilidade e ndo a formagdo de professores, pois se 0s
professores consideravam a Estatistica, Probabilidade e Andlise Combinatdria contelidos
muito dificeis para os alunos, acreditamos que poderiamos contribuir mais se pudermos
provar ser possivel realizar um ensino satisfatorio que envolvesse pelo um desses temas, no
caso a Probabilidade. Dessa forma, esta foi nossa primeira escolha para a formulagdo da
intencdo de pesguisa, um dos requisitos obrigatérios para ingresso no Programa de Pos-
graduagdo em Educacédo Matematica (PPGEduMat), Curso de Mestrado da UFMS.

Ao ingressarmos no Mestrado fomos orientados por nossa orientadora a procurar e

proceder a leitura de artigos, livros, dissertacOes e teses referentes a Probabilidade e a

Didética da Matematica, para que pudéssemos expandir nossos conhecimentos sobre esses
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temas, além de viabilizar a escolha da questéo de pesquisa, a delimitagdo dos objetivos, bem
como os referenciai s tedricos e metodol 6gicos que melhor se adequariam & pesquisa.

Dessa forma, deparamo-nos com trabalhos que foram nos conduzindo aos Nnossos
guestionamentos e escolhas no que se refere & nossa pesquisa, como a dissertacdo de
Kobashigawa (2006) intitulada: Parémetros curriculares nacionais de matematica para o
Ensino Fundamental: das prescri¢cdes ao curriculo praticado pelos professores, na qual o
objetivo principal foi analisar de que forma os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) para
0 Ensino Fundamental da area de Matematica tém sido apropriados, interpretados e aplicados

pel os professores em sua docéncia.

A primeira parte da coleta de dados dessa pesguisa contou com a participacéo de 67
professores de Matematica da rede estadual, que responderam a um questionario,

considerando os PCN de 1998, no qual, as questbes foram divididas em cinco blocos.

Referente a nossa pesguisa analisamos a questdo 14 do ultimo bloco: “Os PCN faam
sobre o tema Tratamento da Informacdo. Vocé tem conseguido trabalhar com Estatistica,
Probabilidade e Andlise Combinatéria no Ensino Fundamental?” (KOBASHIGAWA, 2006,
p.56), que tinha o objetivo de verificar como os professores trabalhavam com o tema
Tratamento da Informagéo, sob o enfoque sugerido pelos PCN e os seguintes resultados foram
obtidos:

M Conseguem realizar um trabalho
com Estatistica

H Intreduzem um trabalho com
estatistica, combinatériae
probabilidade

ki Realizam parcialmente um
trabalho com estatistica,
combinatéria e probabilidade

 N&o conseguem desenvolver um
trabalho com esse tema

Gréfico 1: Resultados de K obashigawa (2006) para a questéo 14.

Diante da constatacdo de que a maioria dos professores pesguisados (91%), introduz
ou realiza um trabalho efetivo ou parcia com a Estatistica contra apenas 37% que introduz ou
realiza um trabalho parcial com Probabilidade, podemos inferir que o ensino de Estatistica
tem tido mais destaque que o de Probabilidade no Ensino Fundamental, o que corrobora com
a pesquisa de Santos (2005), na qual aponta que apenas 24% dos professores participantes de

sua pesqguisa trabalham com Probabilidade por consideré-la muito dificil para os estudantes
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deste ciclo, além de afirmarem que ndo é abordada nos livros didaticos e ndo terem dominio
deste contetido, uma vez que, ndo aprenderam na graduac8o e conseguentemente no ensino
bési co.

Evidentemente, sem conhecer com bastante profundidade um dado assunto
matemdtico, fica muito dificil pensar em formas de ensinalo. Para esses
professores, ensinar combinatdria e probabilidade, por exemplo, significa
apresentar um conjunto de férmulas de permutacGes, arranjos, combinacdes
e mostrar aos alunos, em situagOes-problema, quais devem ser utilizadas
para que €les reproduzam o mesmo procedimento em situacdes similares.
Como sua concepcdo de ensino prioriza o uso de defini¢cBes formais, é
provavel que este sgja um forte motivo para ndo aceitarem o tratamento
desses contetidos no Ensino Fundamental. (SANTOS, 2005, p.99)

Estas consideragbes vém a confirmar nossas percepces obtidas na experiéncia
relatada anteriormente no curso da UNESP e também influenciaram nossa escolha de realizar
um trabalho com alunos do Ensino Fundamental, mais especificamente os do 9° ano, pois é

neste ano que se fecha este ciclo do Ensino Bésico.

Destacamos também a dissertacdo de Coutinho (1994), com o titulo: Introducdo ao
conceito de probabilidade por uma visdo frequentista — Estudo epistemol dgico e didético, que
teve como tema o ensino e a aprendizagem da Probabilidade de alunos com idades entre 16 e

18 anos. Salientamos que este € o primeiro trabalho cientifico da area publicado no Brasil.

Esta pesguisa nos levou a conhecer a histéria e a epistemol ogia da Probabilidade, além
de propiciar um primeiro contato com a visdo frequentista, até entdo desconhecida por nos,
pois em nossa vida escolar e também na graduacdo aprendemos apenas a visdo cléssica e
axiomética, naqual a probabilidade € calculada a priori e se restringe a situagfes em que seus

espagos amostrais S80 equiprovaveis.

De acordo com Coutinho (1994), o auno n&o deve ter contato apenas com a visdo
classica de probabilidade, uma vez que existem diversos experimentos ligados a nossa
realidade que ndo sdo iguamente provaveis de acontecerem, podendo dar ao aluno a
impressdo erronea de que ndo é possivel calcular a probabilidade em certas situagdes ou
conduzir ao erro de atribuir equiprobabilidade aos casos possiveis para, assim, ser possivel
encontrar essa probabilidade.

A partir do trabalho de Coutinho (1994) procuramos por diversos artigos e pesquisas
relacionados ao ensino de probabilidade em uma abordagem frequentista e nos deparamos
com outras visdes de probabilidade como a subjetiva e a axiomética, além da probabilidade

geométrica, que consiste no ensino de probabilidade em um contexto geométrico, dando-nos a
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opcdo de ensinar probabilidade por meio de conceitos geométricos que os aunos ja

conhecem.

A partir dessas reflexdes iniciais decidimos realizar uma pesquisa que envolvesse as
visdes cléssica e freguentista de probabilidade tentando responder a seguinte questdo de
pesquisa: a elaboracdo e aplicacdo de situagdes envolvendo e articulando difer entes visdes de
Probabilidade (Frequentista e Cléssica) pode favorecer a aprendizagem deste conceito por
alunos do 9° ano do Ensino Fundamental ?
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CAPITULO 2

2. A PROBABILIDADE NASPESQUISASE NO ENSINO

Procuramos neste capitulo realizar um panorama geral da Teoria de Probabilidades,
iniciando com um estudo de conceitos matematicos relevantes para a nossa pesquisa e uma
descricdo das diferentes visdes de probabilidade: classica, frequentista, subjetiva e axiomética,

além da probabilidade geométrica que € um exempl o de contexto.

Também compde este capitulo um sucinto relato de como se deu a inser¢cdo da
Estocastica no ensino brasileiro (contexto nacional e internacional), bem como sua posi¢ao
atual (PNC, livro didatico, concepcdo dos professores) e também procuramos observar o que
manifestam as pesquisas e para onde elas apontam, além de descrever obstaculos (didéticos,
ontogénicos e epistemol dgico), concepcdes espontaneas e dificuldades que os alunos possam
vir a encontrar em seu processo de ensino e aprendizagem de probabilidade, que nos ajudou

na elaboracéo de nossa sequéncia didatica.
2.1. ALGUNS CONCEITOS MATEMATICOS

Apresentamos a seguir algumas nogdes de Probabilidade que serdo abordadas em
nossa sequéncia diddtica como o conceito de experimento® deterministico, experimento

aleatorio, espaco amostral, evento elementar, evento impossivel e evento certo.

Salientamos que apesar de serem conceitos basicos de probabilidade, consideramos
esta parte importante, pois nosso trabalho além de ser um trabalho cientifico também tem a

intencdo de atingir o professor de matemética.
2.1.1. Experimentos Deter ministicos

Experimentos deterministicos sdo verificagdes, por meio de experiéncia, que mesmo
sendo repetidas iniimeras vezes sob condicdes idénticas ou semelhantes® conduzem sempre a

um mesmo resultado, sendo possivel afirmar ou prever as consequéncias.

° Experimentos sdo verificacdes por meio de experiéncia em que existe a intencionalidade humana para
acontecer.

® Podemos dizer “que as condicdes de realizago de um experimento séo semel hantes, quando as variacbes das
condi¢des que ndo sdo levadas em conta ndo modificam as caracteristicas da experiéncia. Podemos dizer ainda
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Todos sabemos da importancia de experimentos cientificos e de engenharia.
A experimentagdo € (til, pois podemos assumir que, se executarmos certos
experimentos sob condigdes quase idénticas, chegaremos essencia mente aos
mesmos resultados. Nestas circunstancias, somos capazes de controlar o
valor das variaveis que afetam o resultado do experimento. (MURRAY;
SCHILLER; SRINIVASAN, 2000, p.15)

Consideramos que 0 ensino da matemética atual tem um caréter determinista, onde a
resolucdo de qualquer exercicio deve possuir uma resposta Unica, causando certo desconforto
a0 ensino da Estatistica e também da Probabilidade, para os quais temos “possiveis” e ndo

“determinados” resultados.

[...] a maioria das pessoas tém uma visdo excessivamente determinista do
mundo e, em particular, para 0 docente envolvido com o ensino de
matemdtica, 0 seu maior contato € com temas (aritmética e, em menor grau,
a geometria) que privilegiam a exatiddo dos resultados e que refletem o que
€ considerado primordial para a educacdo escolar dos estudantes.
(OLIVEIRA, 2003, p. 109)

Até mesmo Laplace tinha uma visdo determinista de mundo. Apesar de ter tido um
papel importante no desenvolvimento da Teoria de Probabilidades, afirmava que esta “nada
mais € que o0 bom senso transformado em célculo, e que “a probabilidade é relativa em parte a

nossaignorancia, em parte aos nossos conhecimentos”. (COUTINHO, 1994, p. 21)

Podemos citar como exemplos, experimentos da Fisica e da Quimica, nos quais
mesmo sendo realizados diversas vezes e em condigdes semelhantes chegam sempre aos
mesmos resultados, assim, se averiguarmos todas as condigdes iniciais do experimento,
podemos saber antecipadamente o que ira ocorrer, sem a necessidade de redizar a
experimentacdo. Citamos como exemplo, a verificagdo de quanto tempo demora para que um
certo liquido entre em ebulicdo. Sempre que efetuarmos esse experimento, lembrando que as
condi¢cdes de cada experimentacdo devem ser similares, ou sga, a quantidade de &gua, o
recipiente, a poténcia do fogo, as condi¢cbes ambientes, encontraremos sempre 0 mesmo

periodo de tempo para chegar ao ponto de ebulicéo.
2.1.2.Experimentos Aleatérios

Experimentos ndo deterministicos ou aleatdrios, como sdo mais conhecidos, sdo

experimentos que ao serem realizados por diversas vezes, exatamente nas mesmas condigoes

que as condicdes de redizacdo de um experimento sdo semelhantes, quando estas condigdes permanecem
essencia mente inalteradas”. (SILVA, I. A., 2002, p. 87)
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podem resultar em diferentes resultados, pois dependem da aeatoriedade, ou seja, da agdo do
acaso. Dessa forma, ndo temos como afirmar resultados com precisdo, mas podemos
encontrar resultados possiveis. Em resumo, um experimento aeatério deve possuir as

seguintes caracteristicas:

¢ Podera ser repetido sob as mesmas condi¢des indefinidamente.

¢ S&0 conhecidos todos os resultados.

o N&o se pode prever ou calcular qual o evento resultante do experimento
antes da conclusdo do processo. (COUTINHO; NOVAES, 2009, p.131)

Em Bayer et al (2005, p. 6) temos mais uma caracteristica: “ao realizar um grande
nimero de repeticbes do experimento aleatdrio, uma regularidade podera surgir’, mas
consideramos que essa regularidade ir4 surgir se 0 nimero de repeticdes tender ao infinito,
como veremos mais frente quando abordaremos a viséo frequentista de probabilidade. Como
exemplo, podemos verificar que ao jogar um dado honesto’, n&o temos como predizer com
certeza gque face saira na superficie superior, mas podemos afirmar, mesmo repetindo esse

experimento indmeras vezes, que sera um dos nimerosentre 1, 2, 3,4, 5 e 6.

Em nosso cotidiano nos defrontamos com vérias situacbes na quais agem as leis do
acaso e assim, ndo conseguimos predizer com certeza o que ira acontecer ou se iremos ganhar
ou perder, pois ndo temos controle sobre 0 acaso. Entretanto, podemos nos basear nele para a
tomada de nossas decisdes como as pessoas “que tomam deci sdes has industrias, nas empresas
ou em qualquer estabelecimento comercial. Em diversas &eas profissionais, devem-se
considerar riscos na tomada de decisoes, tais como na salde, no comércio, na industria e no
setor de servigos”, (COUTINHO; NOVAES, 2009, p. 131) e € a Teoria das Probabilidades

que estuda esses fenémenos® que envolvem a aleatoriedade.

2.1.3.Espaco Amostral

Como vimos anteriormente, em um experimento aleatorio, ao contrario do
determinista, ndo podemos prever ou predizer o resultado, mas podemos identificar os
possiveis resultados. A esse conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento

aleatdrio é chamado de Espago Amostral e geralmente é representado pelaletragregaQ ou S.

" Um dado é considerado “honesto” quando ele ndo é viciado, ou sga, é perfeitamente simétrico e dessa forma,
- .1
todas as faces tém a mesma probabilidade de sair, -

8 Ao contrério dos experimentos aleatérios, os fendmenos aleatdrios ndo dependem da intencionalidade humana
para 0 seu progresso, como por exemplo, os fenémenos metereol 4gicos.
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Achamos importante salientar ser “um”, e ndo “0” espago amostral associado a um
experimento aleatdrio, pois o0 mesmo fenémeno, dependendo do que se quer observar pode

apresentar espagos amostrais diferentes.

Para exemplificar, citamos o experimento jogar dois dados honestos simultaneamente.
Se quisermos observar “a soma das faces” que caem viradas para cima, 0 espaco amostral €
{2,3,4,5,6,7, 8,9, 10, 11, 12}, mas se 0 que queremos verificar sdo “as faces” que caem
voltadas para cima, temos: {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5),
(26), (31), (32), (33), (34), (35), (36), (41), (42), (43), (44), (45), (46), (51), (52),
(5,3), (5,4, (5,5), (5,6), (6,1), (6,2), (6,3), (6;4), (6,5), (6,6)}. Observe que por serem dados
distintos a os resultados (2, 6) e (6,2) sdo distintos.

Nos espagos amostrais em que cada um de seus elementos, isto €, eventos elementares
tém a mesma chance de serem obtidos, sendo igualmente provaveis, o espago amostral desse
experimento € dito “equiprovével” e quando ndo tém a mesma chance de acontecer, sendo néo

igualmente provaveis, nesse caso entdo, o espagco amostral € “ndo equiprovavel”.

Também podemos classificar os espagos amostrais, de acordo com a quantidade de
elementos como:

e Espaco amostral finito: neste conjunto é possivel enumerar os elementos e assm
encontrar a quantidade total de eventos elementares que este conjunto possui. “Notemos
que, se #Q = n, entdo Q terd 2" subconjuntos e, portanto, 2" eventos”. (HAZZAN, 1994,
p. 93)

Exemplo: Lancar uma moeda e observar a face superior.

S={cara. coroa}

e Espaco amostral infinito e numeravel: segue umaregularidade e é contével;

Exemplo: Uma moeda € langada sucessivamente até que apareca cara pela primeira vez.
Se ocorrer cara no primeiro lancamento 0 experimento termina. Se ocorrer coroa no
primeiro lancamento, faz-se 0 segundo lancamento e se ent&o ocorrer cara 0 experimento
termina Se ndo ocorrer cara nos dois primeiros lancamentos, faz-se um terceiro
lancamento e caso ndo ocorra cara, faz-se um quarto langcamento e assim por diante até

gue ocorraa primeira cara, quando o0 experimento termina.
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S={(coroa), (coroa cara), (coroa coroa cara), (coroa coroa coroa cara), ...} °
Note que os pontos desse espago amostral podem ser postos em correspondéncia
biunivoca com o conjunto dos nimeros naturais e, portanto ele é infinito, porém enumeravel.
e Espaco amostral infinito e ndo numer avel: ndo segue umaregularidade e € incontavel.
Exemplo: Testar uma valvula el etronica até ela queimar, anotando o tempo de vida.
S={xelIR/x>0}

e Espaco amostral continuo: nesse espago amostral os resultados possivels constituem
conjuntos continuos'®, tais como medidas geométricas homogéneas, por exemplo,

comprimento, area e volume.

Exemplo: Langar um dardo em um avo circular (ver Figura 1) com os olhos vendados e
verificar que local acerta. O espaco amostral seria a area circular total, pois existe um
continuo de pontos que podemos acertar.

Figura 1: Alvo circular.

2.1.4.Eventos

Evento é uma representagdo abstrata de um resultado do Espaco Amostral de um
experimento no qual existe agdo do acaso, ou sgja, é todo subconjunto do Espaco Amostral.
Na terminologia dos conjuntos é representado por letras maiUsculas do nosso afabeto (A, B,

C,..., Z). A seguir temos alguns tipos de eventos:

e Evento certo - tem 100% de chance de acontecer, nesse caso podemos dizer ser o proprio

espaco amostral. Notagdo: E = Q;

® O espago amostral é infinito a caso e que nunca ocorre cara, €, assim, a moeda é lancada um ndmero infinito
de vezes.

19 Os conjuntos continuos sd0 aqueles para os quais a unidade é definida pelos seus préprios elementos. Os
conjuntos continuos sdo aqueles para 0s quais é necessario construir uma medida com unidade, uma vez que
entre seus elementos ndo ha descontinuidade discriminatérias. Comprimentos, superficies, volumes, peso e
tempo sdo exemplos que demonstram continuidade entre os seus congtituintes. Defini¢do disponivel em:


http://www.caxias.rs.gov.br/_uploads/educacao/artigo_28.pdf>
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e Eventoimpossivel - tem 0% de chance de acontecer, isto €, ndo pode ocorrer. Notacdo: E
={ JouE=g;
e Evento eementar — sd0 0s eventos individuais, ou sgja, que possuem um Unico
elemento.
Como exemplo, considere o experimento aleatorio: lancar um dado honesto e observar

aface voltada para cima, no qual o espaco amostral &
S={1,2,3,4,5, 6}

Neste caso, 0 evento certo de ocorrer € 0 proprio espaco amostral. Um evento
impossivel de ocorrer, seria sair a face “7” e um evento elementar seria uma das faces

possiveis como, por exemplo, obter aface 3.

E importante observar que, “como 0s eventos sd0 subconjuntos do espago amostral,
podemos representar a reunido, a intersecao de dois eventos e o complementar de um evento
pelos diagramas utilizados para representar subconjuntos de um dado conjunto”. (DANTAS,
2004, p. 22)

2.2. DIFERENTES VISOES DE PROBABILIDADE

A Probabilidade € um conceito multifacetado, podendo ser visto por diferentes
aspectos. (CARVALHO; FERNANDES, 2007) Assim, existem diferentes formas de se
observar um acontecimento aleatorio, a0 que muitos autores chamam de visdes, concepgoes,

enfoques e até de abordagens diferentes da probabilidade.

Diferente do ensino de Matemética que € de acordo com Corréa (2010, p. 9),
caracterizada por uma visdo determinista em um enfoque formal, a probabilidade se
desenvolve em diferentes perspectivas dialeticamente conectadas e restringi-la “a uma Unica
abordagem ndo contribui para a aquisicdo de uma forma de pensar diferente da légica
dicotbmica do sim/ndo, na qua preside incerteza, campo intermediario onde atua a
probabilidade”. Dessa forma entendemos que a visdo determinista da Matemética torna-se um

entrave paro o ensino de Probabilidade.

De acordo com Coutinho (2007), diversas pesquisas distinguem trés enfoques de
probabilidade: classico (laplaciano), frequentista e bayesiano (subjetivo). A autora também

aponta que existe
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[...] um tipo de dualidade para a apreensdo da nogéo de probabilidade devida
a coexisténcia dos enfoques laplaciano e frequentista. Esta dualidade pode
gerar obstéculos de ordem epistemolégica e didatica no processo da
formacdo do conceito de probabilidade em situacdo escolar. (COUTINHO,
2007, p. 66)

A seguir iremos andlisar mais detalhadamente cada uma dessas visdes (cléssica,
frequentista, subjetiva e axiomética), adém da probabilidade geométrica, que consiste no
ensino de probabilidade em um contexto geomeétrico, ou sgja, € a utilizagdo da geometria no
ensino de probabilidade e vice versa, pois “oferece ao estudante a oportunidade de rever
alguns conceitos geométricos, que resgatem a construcdo do conhecimento matemético”.
(SILVA; CAMPOS; ITACARAMBI, 2008, p.1)

2.2.1.Visao Cléssica

O francés Pierre-Simon Laplace (1747-1827) fez a primeira tentativa de axiomatizagdo
da probabilidade no campo da matematica por meio de seus trabalhos. Um deles é o livro
Théorie analytique des probabilités (Teoria Analitica das Probabilidades) de 1812, no qua
muito dos conhecimentos probabilisticos da época foram sistematizados e adicionados a
muitas de suas contribuic¢des. Outra contribuic¢éo de Laplace € a obra Essai Philosophique sur
les Probabilités (Ensaio Filosofico sobre as Probabilidades) de 1814, que contém a “primeira
apresentacdo axiomatica do calculo de probabilidades, contendo a definicdo explicita da
probabilidade dada como primeiro principio” (COUTINHO, 2007, p. 65), consolidando

definitivamente a Teoria das Probabilidades no quadro matemético.

O primeiro principio diz que: “arazédo deste nimero aquele de todos os casos possiveis
€ a medida desta probabilidade, que € assim ndo mais que uma fragdo cujo numerador € o
nimero de casos favoraveis e cujo denominador é o nimero de todos 0s casos possiveis”
(LAPLACE apud COUTINHO, 2007, p. 65) e 0 segundo principio:

Mas isto supde os diversos casos igualmente possiveis. Se ndo o forem,
determinaremos primeiramente suas possibilidades respectivas as quais a
justa apreciacdo € um dos pontos mais delicados da teoria dos acasos. Entéo
a probabilidade serd a soma das possibilidades de cada caso favoravel”.
(LAPLACE apud COUTINHO, 2007, p. 65-66)

Segundo Coutinho (1994) Laplace traduz sua visdo “pascaiana’ da probabilidade, a

“geometria do acaso”, por meio de principios (axiomas e definigdes), e com apenas os dois
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primeiros principios foi possivel corrigir o problema de D’Alembert sobre o jogo cruz ou
cunho (cara ou coroa) publicado no artigo Croix et Pile, na Grande Enciclopédia de Denis
Diderot e Jean Le Rond D’ Alembert.

Queremos saber qual a aposta a se fazer para tirarmos “cruz” jogando duas
vezes consecutivas. A resposta que encontramos em todos os autores, e
seguindo os principios ordinarios, € esta. Existem quatro combinagoes:

Primeira Jogada Segunda Jogada
cruz cruz
cunho cruz
cunho cunho
cruz cunho

Destas quatro combinagdes, uma fara perder e trés fardo ganhar; existem
entdo 3 contra 1 para apostar a favor do jogador que lanca a moeda. [...]
Entretanto, isto é exato? Por que tomando apenas o caso das duas jogadas
ndo € necessario reduzir a uma as duas combinagdes que resultam “cruz” na
primeira jogada? Porque, uma vez que temos “cruz” como resultado, o jogo
estd terminado, e a segunda jogada de nada adianta. Assim, existem
propriamente apenas trés combinactes de possibilidades [...] Logo, existem
apenas 2 contra 1 para apostar [..] (D’ALEMBERT, 1784 apud
COUTINHO, 1994, p. 19-20)

A resolucdo dada por D’Alembert, constitui um erro, pois, 0 experimento pede duas
jogadas consecutivas da mesma moeda, existindo, portanto quatro possibilidades: (cunho-
cruz), (cunho-cunho), (cruz-cruz) e (cruz-cunho), da quais trés sdo favoréveis ao evento tirar
cruz e ndo trés combinagdes: (cunho-cruz), (cunho-cunho) e (cruz), das quais duas fazem
ganhar e uma perder. Existe agui uma confusdo de D’Alembert que ao centrar-se na
informacdo do evento muda para um modelo probabilista dependente de suas préprias
observagdes. O mesmo pode ocorrer com alunos gque no langamento de dois dados, atribuem

ser amesma solucdo sair, por exemplo, (1,6) e (6,1).

Na visdo classica, 0 segundo principio de Laplace afirma que a probabilidade de
ocorrer um determinado evento E € dada pela razéo da quantidade de casos favoraveis a esse
evento (total de casos que interessam) sobre a quantidade de casos possivels desse
experimento (total de elementos do espaco amostral equiprovavel S), por isso ela é dita como
uma probabilidade tedrica ou calculada a priori, por ser calculada sem a necessidade de

realizar o experimento. Apresentamos a seguir a defini¢éo dada por Dantas (2004, p. 25):
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Consideremos um espago amostral S com N eventos simples, que suporemos
igualmente possiveis. Sgja A um evento S composto de m eventos simples.
A probabilidade de A, gue denotaremos P(A), é definida por:

P(A) = ~

O espaco amostral na visdo classica so pode ser equiprovavel, limitando bem o campo
de probabilidades que podemos calcular, uma vez que, a maioria dos aconteci mentos de nosso
cotidiano ndo leva em conta a equiprobabilidade. 1sso pode ser visto com um ponto fraco, pois
de acordo com Lecoutre (1984 apud COUTINHO, 20054), na auséncia de informagdes ou ha
ma interpretagdo do experimento os alunos sdo levados a crer que todos os resultados tém a
mesma probabilidade de serem obtidos. Dessa forma, o uso da equiprobabilidade pode
reforcar obstéculos epistemoldgicos. Por exemplo, a0 langar uma moeda honesta podemos
considerar que os dois lados, cara e coroa, tém a mesma probabilidade de sair, por causa da
simetria geométrica da moeda, mas no lancamento de uma tachinha™, ndo ha como atribuir
equiprobabilidade aos eventos elementares cair de “ponta” ou “ndo ponta’, pois ela ndo

possui a simetria da moeda, assim ndo haveria como calcular a probabilidade.

Para exemplificar, utilizaremos o exemplo da moeda: Ao jogar uma moeda honesta
gual a probabilidade de sair cara?

S={cara; coroa}

Evento A: sair cara

Total de casos favoraveis=>n(A) =1
Total de casos possiveis => n(S) = 2

Probabilidade do evento A:
n(4) _1
PA) =——=-
ns) 2

Em resumo, na visao classica de probabilidades,

[..] a probabilidade de um acontecimento composto é a fraccdo de
acontecimentos elementares favoravels a esse acontecimento no espaco
amostral. Nesta definicBo de probabilidade assume-se implicitamente a
equiprobabilidade de todos os acontecimentos elementares do espaco
amostral e constitui uma abordagem a priori da probabilidade, pois
calculam-se probabilidades antes da redlizacdo de qualquer experiéncia

™ Problema apresentado por Coutinho (1994, p.108): “No lancamento de uma tachinha, qua a chance de
obtermos a posi¢ao “ponta’?’



35

fisica. Naturalmente, o pressuposto da igual probabilidade dos
acontecimentos elementares revela o carécter circular desta definicdo de
probabilidade (FERNANDES, 1999, p. 51)

Nas palavras de Laplace: (1814 apud MORGADO et al., 1991, p.104)

A teoria do azar consiste em reduzir todos os acontecimentos do mesmo
género a um certo nimero de casos igualmente possivels, ou sgja, tais que
estgjamos igualmente inseguros sobre sua existéncia, € em determinar o
ndmero de casos favoraveis ao acontecimento cuja probabilidade é buscada.
A razdo deste nimero para o0 de todos os casos possiveis é a medida dessa
probabilidade, a qual é, portanto uma fragdo cujo numerador é o nimero de
casos favoraveis e cujo denominador € o nimero de todos os casos possiveis.

2.2.2.Visao Frequentista

A visdo frequentista de probabilidade tem seus primeiros estudos publicados em 1713
com a obra Ars Conjectandi (Arte de Conjecturar) de Jacques Bernoulli (1654-1705), “que
aproxima Probabilidade de um evento pela sua frequéncia observada quando a experiéncia é
repetida um grande nimero de vezes” (COUTINHO, 1994, p.15), ou sgja, a probabilidade é

calculada a posteriori, observando a estabilizac&o da frequéncia.

A obra de Bernoulli é dividida em quatro capitulos, e aos dois Ultimos, reservou um
tratamento especial as probabilidades, no qual introduz e demonstra a Lei dos grandes
nimeros, conhecido também como Teorema de Bernoulli, “no qual a probabilidade de um
evento ocorrer tende a um valor constante quando 0 nimero de ensaios desse evento tende
para o infinito” (SILVA, I. A., 2002, p.36). Assim, a probabilidade de ocorréncia de um

evento A qualquer, pode ser definida como um limite, da seguinte forma:

19 O experimento é repetido n vezes.
2°) Observa-se afrequénciarelativa de ocorréncia de um certo resultado A:

fr(A) = %A), onde n(A) é o n° de vezes em que acorre o resultado A em n
realizacBes do experimento.

3) Probabilidade como limite: P(A) = lim,,_.q, (“22)
(BAYER et AL, 2005, p. 6)

Assim, na visdo frequentista a probabilidade € de cunho experimental, por isso ela é
dita probabilidade empirica ou calculada a posteriori apOs a realizacdo do experimento

aleatério certo nimero grande de vezes, onde se pode observar que a frequéncia relativa
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2(nimero de vezes que ocorreu um resultado dividido pelo nimero de vezes que o
experimento foi realizado) de um evento vai tendendo para um valor constante e esse € 0
valor da probabilidade. Segundo Dantas a probabilidade frequentista

[...] consiste em repetir-se 0 experimento aleatdrio, digamos n vezes, e
anotar quantas vezes o evento A associado a esse experimento ocorre. Sgja
n(A) o nimero de vezes em que evento A ocorreu nas n repeticdes do
experimento. A razéo

n4)

1:n,A = n

€ denominada frequénciarelativa de A nas n repeticdes do experimento.
Repetindo-se 0 experimento um grande nimero de vezes, nas mesmas
condi¢cdes, e de modo que as repeticbes sucessivas ndo dependam dos
resultados anteriores, observa-se que a freqliéncia relativa de ocorréncias do
evento A tende a uma constante p. (DANTAS, 2004, p. 26)

Logo, a série de frequéncia relativa permite estimar o valor da probabilidade. Para
exemplificar utilizaremos o experimento da moeda honesta. Pela probabilidade classica ou
tedrica, sabemos que a probabilidade de sair cara € de 50%. Para demonstrar o cdculo a
posteriori, na visdo frequentista apresentaremos algumas experimentacdes histéricas desse
experimento com grandes quantidades de jogadas no qual podemos perceber a estabilizagéo,
como a de Georges-Louis Leclerc, mais conhecido como Conde de Buffon, que realizou o
lancamento de uma moeda 4.040 vezes e anotou a ocorréncia de 2.048 caras, ou sga, a

frequénciarelativafoi de aproximadamente 50,69%.

John Kerrich, um matemético sul-africano, quando estava preso na Dinamarca em
1940 (22 Guerra Mundial), realizou 10.000 jogadas de uma moeda e segundo seus dados, nas
100 primeiras jogadas obteve 44 caras, ou sgja, 44%, mas ao chegar a 10.000, tinha 5.067
caras, frequénciarelativa de 50,67%. (JUNIOR, 2009)

Um dos pioneiros no desenvolvimento da estatistica e fundador do primeiro
departamento universitério, de todo o mundo, dedicado a estatistica na University College
London em 1911, Karl Pearson, também fez o experimento e ao jogar por 24.000 vezes
obteve 12.012 caras, obtendo a fregiéncia de 50,05%. (JUNIOR, 2009)

Podemos observar que nas trés experimentacOes anteriores, todas as frequéncias
relativas de se obter cara, se aproximaram muito de 50%. Percebemos assim a importancia da

grande quantidade de repeticles; quanto mais vezes esse experimento for realizado, mais o

12 Frequéncia relativa é o quociente entre a frequéncia absol uta (total de casos de uma categoria) e o nimero total
de dados; pode ser expressa em decimal ou porcentagem.
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resultado se estabiliza em torno de 50%, que é o resultado da probabilidade calculada a priori.
Podemos observar, por exemplo, na experimentacdo de Kerrich que em apenas cem
lancamentos, obteve 44% de caras e assim foi possivel observar uma estabilizacdo em torno
50%. De fato, quanto menor for a quantidade de realizagdes do experimento, a verificacdo de
uma estabilizacdo fica mais dificil no caso da moeda honesta, se lancarmos, por exemplo,
apenas 10 vezes ndo é dificil obtermos oito caras e duas coroas, que daria uma frequéncia

relativa de 80% e 20% respectivamente.

O espago amostral na abordagem frequentista ndo est4 intrinsecamente ligado a
equiprobabilidade, isto €, seus eventos elementares ndo precisam ter a mesma chance de
ocorrer, assim é possivel resolver diversos outros problemas probabilisticos para os quais ndo
€ possivel calcular a probabilidade a priori, como o problema da tachinha apresentada
anteriormente, em que ndo ha como atribuir simetria as duas opg¢des: cair de “ponta” ou “ndo
ponta”. Porém, existem experimentos em que suas repeticdes ndo sdo possivels ou ndo podem
ser realizados em condigdes idénticas que sdo requisitos primordiais para o caculo

frequentista.

Por exemplo, para testar uma nova cirurgia, ndo h& como repetir essa experiéncia em
condicOes idénticas, pois necessitaria do mesmo paciente e, mesmo que feita em outros
pacientes, existem variacbes nas condi¢des de cada um deles (tipo fisico, idade, grau da

doenca, etc.).

O problema da tachinha foi trabalhado por Coutinho (1994, p.117-119) em sua
pesquisa, naqual € pedido aos alunos que realizem o experimento por algumas vezes cada um
e depois sGo somados os resultados de todo. A seguir apresentamos uma tabela com as
experimentacOes realizadas pelos alunos, nas quais “a primeira coluna indica a ordem de
chamada, a segunda indica o nimero de lancamentos, a terceiraindica o total de sucessos €, a

ultima, afrequénciarelativa acumulada” para o resultado “ponta’:
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LINHA |LANCE| F Fi LINHA | LANCE | F Fi
1 30 15 30,00 30 LoD 434 | 48.22
2 &0 17 | 45,00 31 LR 454 | 48,82
3 90 42 | 44,67 31 060 467 | 4865
4 110 54 | 45,00 33 b90 479 | 48.38
5 150 66 | 44,00 34 1020 502 | 49.22
& 180 B0 | 44.44 35 1050 518 | 40.33
1 10 D5 | 45,14 36 1080 531 | 40,17
g 240 110 | 45,83 37 1110 546 | 40,19
9 270 128 | 47.41 33 1140 561 | 40,21
10 el 146 | 48,67 39 1170 370 | 48.72
11 330 150 | 48,18 40 1200 570 | 48,25
12 360 160 | 46,04 41 1230 594 | 48,20
13 390 191 | 48,97 41 1260 614 | 48.73
14 410 200 | 40,74 43 1280 634 | 48.37
15 450 131 | 51.33 44 1320 639 | 48.41
18 480 248 | 51.67 45 1350 651 | 48.22
17 510 156 | 50,20 44 1380 G661 | 47.97
18 40 166 | 49,35 47 1410 678 | 48.09
19 370 180 | 49,11 43 1440 G695 | 48.26
0 GO0 193 | 48,83 49 1470 708 | 48.16
il 630 305 | 48.41 50 1500 713 | 48.20
12 G50 323 | 48,04 51 1530 738 | 48.24
13 690 331 | 47.97 51 1560 747 | 47.88
14 10 346 | 48,06 53 1500 761 | 47.86
15 50 368 | 40.07 54 1620 778 | 48.02
18 T30 380 | 48.72 53 1650 00 | 47.88
7 210 391 | 48,40 56 1680 BOs | 47.92
18 240 404 | 48,10 57 1700 814 | 47.88
19 270 418 | 48.05 58 1720 816 | 48.02

Contrério a0 que Coutinho (1994) havia previsto, os alunos ndo observaram a
impossibilidade do célculo a priori deste resultado, mesmo percebendo que havia fata de
simetria na tachinha, insistiram que sendo duas posi¢des possiveis ndo tinham motivos de
calculd-la e de acordo com os resultados das frequéncias relativas da tabela, os alunos
optaram pelo valor 50% como a melhor chance de obter a posi¢do “ponta”. Dessa forma, essa
concepcdo errdnea foi reforcada e, de acordo com Coutinho (1994), “este fato teria sido
evitado, ou pelo menos minorado, se a tachinha escolhida possuisse ponta mais aongada ou
mesmo, se langassemos qualquer outro objeto irregular” em que ndo fosse possivel também o

célculo a priori da probabilidade.
Em resumo, na visdo frequentista de probabilidade

[...] a probabilidade de um acontecimento resulta da frequéncia relativa
observada desse acontecimento em experiéncias repetidas. Este
procedimento ndo permite obter a probabilidade exacta do acontecimento,
mas apenas uma sua estimativa. Naturalmente que estamos, nesta
perspectiva, face a uma abordagem da probabilidade a posteriori, pois
atribuem-se as probabilidades depois das experiéncias se terem realizado. A
probabilidade é atribuida a um acontecimento individual inserido num
colectivo, que é uma classe infinita de acontecimentos ‘semelhantes’ que se
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assume terem certas propriedades ‘aleatérias’. Entdo, a probabilidade é o
limite para que tende a frequénciarelativa. (FERNANDES, 1999, p. 52)

2.2.3.Visao Subjetiva

A Visdo Subjetivafoi introduzida por Thomas Bayes, dois anos aps sua morte, em La
Doctrine des Chances (1763), que implica na “nocéo de probabilidade a priori, tendo
observado uma consequéncia a posteriori”. (COUTINHO, 2007, p. 64)

Bayes, pela primeira vez, vai deixar derrapar a probabilidade — objeto
matemético que a geometria do acaso extraiu da descri¢do probabilista paraa
probabilidade no sentido encontrado no dicionario Larousse: a uma nocéo
subjetiva (todas as informagdes que fundamentam nossa convicgdo mais
intima) ele associa um objeto matemético (formal): umalel de probabilidade
e a utiliza para voltar ao real. (BRU, 1981, p. 147 apud COUTINHO, 2007,
p. 64).

Dessa forma, nessa concepgdo a probabilidade estimada carrega certo grau da
percepcdo pessoa de cada um, em que é necess&rio fazer uso de experiéncias anteriores,
crencas e conhecimentos prévios sobre 0 assunto que envolve a probabilidade que se desgja
exprimir. Assim, a probabilidade para um mesmo evento pode ter diversos valores, pois

depende da avaliagdo pessoa de cadaindividuo.

Uma corrente de probabilistas considera a probabilidade de um evento como
sendo a medida da crenca que o observador possui na ocorréncia do evento.
Desse modo, a probabilidade serd em gera diferente para distintas pessoas
em decorréncia das diferentes opinides que elas tém sobre a ocorréncia do
evento. Em uma outra descri¢éo eguivalente, a probabilidade de um evento é
0 valor que cada observador estaria inclinado a apostar na realizacdo do
evento. (DANTAS, 2004, p.28)

Para encontrar a probabilidade de o Corinthians ganhar em uma partida contra 0 S&o
Paulo, mesmo tendo uma estatistica grande de resultados de jogos entre eles, ndo podemos
considerar que as partidas ocorreram em condic¢des semelhantes, pois os jogadores, o técnico,
0 estadio e até as condigdes climéticas ndo sdo 0s mesmos, e, independente de qualquer
condicdo, se perguntar a qualquer corintiano quem tem maior probabilidade de ganhar essa

partida, as respostas seréo bem diferentes das respostas dos séo paulinos.

Tanto na visdo cléssica quanto na frequentista o cdlculo da probabilidade independe
das opinides do observador, sendo, portanto, interpretagoes objetivas de probabilidades. Mas

em uma concepcao subjetiva, 0 sujeito considera informagdes prévias e dados obtidos
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empiricamente (frequéncia com que se repete 0 experimento), que sdo combinadas naférmula
de Bayes para obter uma nova probabilidade do acontecimento. (FERNANDES, 1999)

A probabilidade subjetiva é determinada por especialistas, que analisam todo
0 contexto e os resultados ja conhecidos de experimentos ocorridos nas
mesmas condi¢des (série historica de resultados) para entéo estimar um valo
a ser adotado. Tal valor é testado no final do processo, para avaiar sua
adequacdo. Este tipo de enfoque estda na base do que se chama Métodos
Bayesianos. (COUTINHO; NOVAES, 2009. p. 132)

De acordo com Batanero (2005) por meio da regra de Bayes aparece um novo ponto
de vista, no qua as probabilidades a priori, podem a partir da informagdo de dados
observados a posteriori ser revistos, transformando a probabilidade a priori em a posteriori,

perdendo assim, sua objetividade. Autora afirmatambém que na abordagem subjetiva.

[..] ja ndo é mais necessario a repeticdo 0 experimento nas mesmas
condicles para dar sentido a probabilidade, no qual amplia o campo de
aplicagdo, como no estudo das decisdes em economia ou em diagndstico
meédico. Atualmente, a escola bayesiana aplica as probabilidades a todo tipo
de eventos incertos, mesmo que continue a controvérsia sobre o status
cientifico das probabilidades subjetivas. (BATANERO, 2005, p.254,
tradugdo nossa).

Borovcnik, Bentz e Kapadia (apud FERNANDES, 1999, p.53) consideram que em
relacdo ao enfoque subjetivo, as duas maiores dificuldades “resultam da pretensdo em traduzir
qualquer situacdo de incerteza por uma probabilidade e da falta de orientacdo para medir as
probabilidades prévias”.

Em resumo, na visdo subjetiva de probabilidade

[...] a atribuicdo de probabilidades baseia-se na assungdo basica de que os
sujeitos tém as suas proprias probabilidades que resultam de um padréo
implicito de preferéncia entre decisdes. Num contexto de jogos de sorte-azar,
a probabilidade de um acontecimento pode ser determinada pelos riscos que
uma pessoa esta disposta a correr ao fazer uma aposta na sua ocorréncia.
Assim, para um ganho fixo, quanto mais elevada for a parada que o jogador
estq disposto a arriscar maior serd a sua confianga na realizacdo do
acontecimento. Muito embora as pessoas possam diferir nos riscos que
aceitariam correr, tal ndo constitui problema, dado que o sujeito segue regras
bési cas de coeréncia e consisténcia. (FERNANDES, 1999, p. 53)
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2.2.4.Visao Axiomatica

Emile Borel com sua obra Le Hasard (1914), deu uma das primeiras contribuicdes
para a axiomatizacdo da probabilidade, no qual contempla a probabilidade como um tipo
especia de medida, a Teoria das Medidas de Borel que fundamentou a elaboragdo da Teoria
de Integracdo por Henri Lebesgue, “colocou a Andlise Matemética em uma perspectiva
revolucionaria, mesmo gue L ebesgue ndo tenha desenvolvido suas consequéncias e aplicactes
a Teoria das Probabilidades”. (COUTINHO, 1998, p. 24-25)

Os trabalhos de Borel e Lebesgue possibilitaram que Andrei Nikolaevich Kolmogorov
desse “uma apresentacdo axiomatica a teoria das Probabilidades, colocando-a no quadro da
Teoria dos Conjuntos e tornando-a mais clara em suas limitagBes” em sua obra Foundations
of the Theory of Probability (1933). “No prefacio de sua obra ele destaca que seu objetivo é
explicar e sistematizar o conjunto de axiomas que ja estavam sendo utilizados, embora de
forma implicita, pela maioria dos tedricos contemporéaneos do Céculo de Probabilidades”.
(COUTINHO, 1994, p. 25)

De acordo com Fernandes (1999, p.54), o enfoque axiomético pode ser visto como a
congtituicdo tedrica para as concepgdes objetiva e subjetiva da probabilidade. Ou seja, os
axiomas de Kolmogorov sdo uma justificagdo da posicdo objetiva e “os axiomas sobre o
comportamento racional no ato de apostar, como coeréncia e consisténcia, fornecem regras
para as probabilidades, as quais devem obedecer aos axiomas de Kolmogorov e suas

consequéncias’.

A axiomatica criada por Kolmogorov, segundo Batanero (2005, p. 255, tradugdo
nossa), é aceita por “todas as escolas, independentemente do significado filosofico dado a
natureza da probabilidade. Desde ent&o, a probabilidade € apenas um modelo matematico que
podemos usar para descrever e interpretar a realidade dos fendbmenos aleatérios”, que tem se
revelado muito Gtil em quase todos os campos da atividade humana e por isso é adotada no

ensino e aprendizagem até hoje.

Em resumo, a visdo axiomética de probabilidade “é um conceito definido
implicitamente por um sistema de axiomas e um conjunto de defini¢des e teoremas deduzidos
dagueles axiomas” (FERNANDES, 1999, p. 54), 0 que ndo exclui as outras visdes (classica e
frequentista), pois suas definicbes também satisfazem esses axiomas, que podem ser

traduzidos da seguinte forma:
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Dados dois eventos A e B, resultantes de um mesmo experimento a eatério,
ou sgja, contidos em um mesmo espaco amostral Q, sendo A# eB#
temos:

Axiomal: 0<P(A)<1

Axioma ll: Se A = Q, entdo P(A) = 1, e nesse caso A € chamado evento
certo.

Axiomall-A: Se A= , entdo P(A) = 0, e nesse caso A é chamado evento
impossivel.

Axiomalll: SeA B= ,entdo P(A B) =P(A) + P(B)

A partir desses axiomas podem ser definidas propriedades operatérias, tais
como:

Propriedade 1. SeA B , entdo P(A B) = P(A) + P(B) - P(ANB)
Propriedade 2. Se A B= , entdo P(B) = 1 - (A), e nesse caso A e B sdo
chamados eventos compl ementares.

Propriedade 3: Se A e B s80 eventos independentes, entdo P(ANB) =
P(A).P(B)

Definicdo: Dizemos que A e B sdo eventos condicionados quando

P(A/B) = ——, de onde podemos concluir que se A e B ndo sdo

independentes (sdo eventos condicionados), entdo P(ANB) = P(B).P(A/B) =
P(A).P(B/A). (COUTINHO; NOVAES, 2009, p. 133).

2.2.5.Visdo Geométrica: um contexto

As origens da nocdo de probabilidade geométrica sdo atribuidas a Georges Louis
Leclerc, o conde de Buffon (1707-1788) com a apresentacéo do jogo Franc Carreau (jogo do
ladrilho) e depois em seu Essai d’Arithmétique Morale (Ensaio Mora de Aritmética), de 1777,
onde explica e exprime as vantagens da utilizac&o da geometria na Teoria das Probabilidades.
(COUTINHO, 2007)

Buffon apresenta na Franca o0 jogo de Franc Carreau em um trabaho
enderecado a Academia Real de Ciéncias, em 1733. Este jogo consiste em
lancar uma moeda sobre um piso ladrilhado com lgjotas iguais em uma
forma qualquer. Os jogadores apostam sobre a posi¢ao final da moeda: ficara
ela inteiramente sobre uma Unica lajota (franc-carreau), ou sobre uma ou
mais juntas entre lgjotas? (COUTINHO, 2007, p.14)

Buffon também apresenta o problema que ficou conhecido como a Agulha de Buffon,
onde é possivel estimar o valor de 7. Segue o enunciado dado por Tunala (1995, p.20).

Consideremos uma familia de retas paralelas em IR?, onde quaisquer duas
adjacentes sdo distantes de 2a. Determinar a probabilidade P, de que uma
agulha de raio r (r < a), lancada ao acaso sobre o plano, ndo intercepte
nenhuma das retas.



A Probabilidade Geométrica pode ser definida como o estudo da probabilidade
envolvida em problemas geométricos. Dessa forma, as atividades propostas aos alunos devem
levar em conta seus conhecimentos prévios de geometria, pois essa € sua principal vantagem,
utilizar conceitos ja conhecidos para se trabahar com probabilidade, conforma aponta
Coutinho (2001).

Nesse contexto as situagdes que envolvem probabilidade geométrica podem ser
calculadas fazendo uso da viséo classica (a priori) ou da frequentista de probabilidades (a

posteriori), realizando o experimento por um nimero grande de vezes.

Paraficar mais claro daremos alguns exemplos a seguir:

Exemplo 1: Selecionando um ponto de AB a0 acaso, qual a probabilidade que ele pertenca a

XY ?

-»

A X ¥ B

Em diversos problemas, entretanto, precisaremos escolher um ponto de uma
determinada “linha”’. Se X e Y sdo pontos de uma linha de extremos A e B, admitimos que a
probabilidade de que um ponto da linha AB pertenca a linha XY (contida em AB) é
proporciona ao comprimento de XY e n&o depende da posicdo dos pontos X eY sobre AB.

Portanto, selecionado um ponto de AB, a probabilidade de que ele pertenca a XY ser&

_ comprimento de XY

comprimento de AB

Exemplo 2: Selecionando um ponto da regido A ao acaso, qual a probabilidade que ele

pertencaaregido B?

Se tivermos uma regido B do plano contida em uma regido A, admitimos que a

probabilidade de um ponto de A também pertencer a B € proporciona a areade B e ndo

13 Resolugao apresentada por Eduardo Wagner no artigo: Probabilidade Geométrica — o problema do macarrédo
e um paradoxo famoso da Revista do Professor de Matemética, n°. 34, 1997.



depende da posicdo que B ocupaem A. Portanto, selecionado ao acaso um ponto de A, a
probabilidade de que ele pertencaa B sera™

P=——
Exemplo 3: Dividindo aleatoriamente um segmento em trés partes, qual é a probabilidade de

gue esses hovos segmentos formem um triangul 07

A seguir apresentamos uma solucao dada por Wagner (1997, p.30-31) fazendo uso da

noc¢ao cléssica de probabilidades:
Tomemos um segmento de reta de comprimento 1. Vamos dividi-lo em trés
partes. uma, , de comprimento X, outra P_Q de comprimento y e a terceira, @

naturalmente com comprimento 1- X- .

A x P x O -y ¥ii

Cada forma de dividir o segmento unitario fica

ent&o associada ao par ordenado (z ) onde
xxL yx0e x+y=<l-

Isso corresponde, no plano cartesiano, a regido

triangular que mostramos ao lado. Portanto, cada forma

W

de dividir um segmento em trés partes estd agora ]

representada por um ponto interior ao tridngulo da figura.

Entretanto, ndo s&o todas as divisdes que formam tridngulos. Um triéngulo existe se, e
somente se, cada lado tiver comprimento menor que a soma dos outros dois. Isso é

equivalente a dizer que, em um tridngulo, cadalado € menor que 0 seu semi perimetro, gque no

Nosso caso eigua a-.

Temos, portanto,x -,y —-,1-X -.

14 Resolugao apresentada por Eduardo Wagner no artigo: Probabilidade Geométrica — o problema do macarréo
e um paradoxo famoso da Revista do Professor de Matemética, n°. 34, 1997.
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A Ultima condicdo € naturamente equivalenteax +y - e, reunindo as trés, temos
gue a regido favoravel € o interior do tridngulo formado pelos pontos médios dos lados do
tridngulo inicial.

Ora, o triangulo formado pelos pontos

médios tem érea igua a 1/4 da &rea do tridngulo

grande, o que nos leva a concluir que a

! probabilidade de que os trés segmentos formem

um tridngulo € 0,25.

De acordo com a resolucéo de Wagner (1997) dividindo um segmento em trés partes,
a probabilidade de que eles formem um tridngulo é de 25%, porém, durante um curso de
aperfeicoamento de professores de Matemética do Ensino Médio, promovido pelo IMPA/RJ,
foi pedido aos 60 professores presentes que partissem um espaguete em trés pedagos ao acaso.
O que ocorreu foi que 41 conseguiram formar um tridgngulo, indicando que a probabilidade
seria estimada em 41/60 ou 0,68. Apesar de 60 experimentos ser pouco para confiar no
resultado a resposta correta ndo deveria ser muito distante do resultado calculado a priori,
0,25, mas 0 que ocorre € que as pessoas tendem a quebrar 0 macarrdo em parte mais parecidas

aumentando a probabilidade de essas formarem um triangulo.

2.3. OENSINO DE PROBABILIDADES

Neste tdpico, realizamos um estudo da insercdo da Probabilidade no ensino
comegando pelos movimentos internacionais que tiveram grande influéncia na introducéo
desse conceito no ensino brasileiro, em seguida, passamos a uma anadise dos PCN bem como
a concepcdo dos professores em relagdo ao seu conhecimento e sua prética de ensino de
probabilidades, o que nos levou a observar o livro didatico, principal fonte de pesguisa do

professor, segundo Lajolo e Dante (1996; 1996).

Incluimos nesta parte também a discussdo de pesquisas brasileiras que abordaram o
tema ensino e aprendizagem de probabilidade para estudar o que elas apontam e, em seguida,
fazemos uma selecéo das dificuldades, obstaculos e concepgdes espontaneas, encontradas nas

pesquisas, que os aunos podem vir a apresentar na aprendizagem desses conceitos.
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2.3.1.Inserc¢édo no Ensino: Contexto I nternacional e Nacional

A Estatistica e a Probabilidade tiveram inclusdo recente no curriculo de matemética de
diversos paises com afirmam Ponte e Fonseca (2001). Na década de 1950 surge um
movimento mundial que reconhece a importancia do desenvolvimento do raciocinio
probabilistico e do uso da estatistica resultando na adogdo do seu ensino na educagdo basica
de diversos paises (CARZOLA; KATAOKA; SILVA, 2010).

Na Inglaterra, um dos paises pioneiros daintroducéo dessa érea,

[...] comegou a ser incluida nos curriculos de Matemética do ensino
secundario no final dos anos 50, estreitamente ligada ao estudo das
Probabilidades e com uma orientagdo marcadamente tedrica (com especial
relevo para o estudo de testes de hipéteses). Um pouco mais tarde comegou a
ser iguamente introduzida nos curriculos do ensino primario
(nomeadamente, formas de representacdo de dados e medidas simples de
tendéncia central). No final dos anos 70, surgiu neste pais um importante
projecto de desenvolvimento curricular, promovido pelo Schools Council,
em que a Estatistica era essencialmente encarada como “trabalho com
dados”. As orientagBes deste projecto viriam a ser plenamente consagradas
no chamado relatério Cockcroft (1982) que, por sua vez, veio a congtituir
uma influéncia determinante no National Curriculum inglés. (PONTE;
FONSECA, 2001, p 26)

Ja em Portugal, esse movimento teve inicio na década de 1960, periodo (Matemética
Moderna) em que a Estatistica comegou a aparecer como tema curricular e, posteriormente,
nos anos 1970, é oficiamente incluida no curriculo do ensino secundério e em seguida no
fundamental. (PONTE; FONSECA, 2001)

Segundo Lopes (1998), alguns paises comegaram a repensar a organizacdo curricular
de seus curriculos sendo influenciados por artigos como o publicado pelo National Council of
Theachers of Mathematics (NCTM), Agenda for Action — Recommendations for school
mathematics of 1980°s™. Em reflexdes resultantes das discussdes de simpésios internacionais
como os ocorridos em Estrasburgo (1985), Kuwait (1986) e Valéncia (1987), ficou
evidenciada a importancia de se ensinar competéncias necessarias ao cidaddo que atuard na

sociedade, emergindo assim, “a importancia do papel ativo do aluno no processo ensino-

15 “Esse documento prope um ensino de M atemética metodol ogi camente apoiado na resolucéo de problemas, na
observacdo, exploragdo e experimentacdo; destaca, ainda, 0 uso de calculadoras e computadores. Para isso, é
necessario conceber a Matemética como uma ciéncia aberta e dindmica, ndo apenas como uma ciéncia exata,
feita, organizada e pronta. O ensino em que a Matemética tem papel fundamental na interpretacdo do mundo real
€ um processo de investigacdo e aguisicdo de conhecimentos, uma criagdo humana continuamente em
expansdo”. (LOPES, 1998, p. 38)
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aprendizagem, a énfase na resolucéo de problemas, a necessidade do uso de calculadoras e

computadores e, especialmente, o trabalho com Estocastica no Ensino Fundamental” (p, 39).

Nesse cendrio, percebo a evidéncia de uma ruptura com o determinismo e a
linearidade, predominantes nos curriculos de Matematica, justificando,
assim, aimportancia do ensino da Estocastica na Escola Fundamental.

Os curriculos internacionais estdo enfatizando o desenvolvimento da
criticidade do auno ao considerar a importéncia de se trabalhar com a
andlise de dados e a necessidade de relacionar o trabalho de Matematica com
observagdes do mundo real. (LOPES, 1998. p.82)

Desse movimento, resultaram mudangas ocorridas nos curriculos de diversos paises
gue comegaram a incorporar a Estocastica no seu ensino e em Rotunno (2007, p. 26-27),

podemos verificar que existem atualmente trés diferentes tendéncias de ensino na Europa:

a) énfase no processo de Andlise de Dados, na perspectiva em que esta
ciéncia é utilizada na sociedade, tendo em conta que o uso de dados faz
parte da vida de todos os dias (tendéncia predominante em paises como a
Inglaterra);

b) como capitulo da Matemética, por vezes designada por Estocastica,
enfatizando aspectos conceptuais e/ou computacionais (abordagem
seguida, por exemplo, na Franca);

¢) como uma ferramenta auxiliar para o estudo de diversos assuntos e
disciplinas escolares (tendéncia visivel, por exemplo, na Suécia).

No fina da década de 1990, esse movimento também tem seus reflexos no Brasil e
dessa forma, conceitos basicos de Estatistica passam a “ser discutidos pela comunidade
educacional e académica, tendo sido incorporados oficiamente a estrutura curricular
brasileira da disciplina de matemética” por meio da publicagdo dos Parémetros Curriculares
Nacionais de (PCN). No Ensino Fundamental (BRASIL 1997, 1998) e Médio (BRASIL 2002,

2006). (CARZOLA; KATAOKA; SILVA, 2010, p. 20).

A pesguisa de Gongalves, M. C. (2004) deixa claro que na década de 1970 a
Probabilidade ja fazia parte do ensino, pois em uma andlise dos livros didéticos dessa época
(Matematica Moderna), verificou que alguns dos livros didaticos introduziam esse contetido
nos atuais segundo e terceiro anos do Ensino Médio, e ainda, o Guia Curricular do Estado de
S0 Paulo de 1975, fazia referéncia a esse ensino como fazendo parte de todos os campos de

conhecimento.

Gongalves, M. C. (2004) tragou um panorama do ensino de Probabilidade nas

diferentes décadas no Brasil, focalizando os documentos oficiais apenas do Estado de Séo
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Paulo, por considerar que este estado tem sua importancia no contexto naciona e faz um

paralelo com os periodos de ensino de Probabilidades franceses identificados por Parzysz.

[...] arelacdo esté presente na década de 70, quando ambos os curriculos se
apropriaram da Teoria dos Conjuntos para trabalhar a probabilidade e no
terceiro periodo francés, de 1986 a 1990, que coincide com o periodo de
vigéncia das Propostas curriculares do governo paulista. A relacéo observada
€ que, nesse periodo, a Franca disponibilizara uma organizacao curricular de
ta forma que os conceitos presentes na Andlise Combinatdria fossem
necessarios para resolucdo de situacdes probabilisticas, enquanto que, em
nossa proposta, as orientacdes e aplicagdo nos livros didéticos mesclavam-se
no final da década de 80 e excluiam totalmente a Teoria dos Conjuntos nos
anos 90. No final dos anos 90, o governo brasileiro publica os Parémetros
Curriculares Nacionais, suscitando o trabalho experimental [...] e na Franga,
na década de 90 até os dias atuais, a Probabilidade é vista segundo o ponto
devistafreguentista. (GONCALVES, M. C., 2004, p. 79)

Entretanto, a Probabilidade também j& vinha sendo incluida junto com a Estatistica e
Andise Combinatéria nas Propostas Curriculares de Matemética de outros Estados da
Federacdo como Santa Catarina, Parana, Rio de Janeiro, S&o Paulo e Minas Gerais, conforme
aponta a pesquisa de Rotunno (2004, p. 8) na qual realizou uma analise dessas Propostas para
responder como esses contelidos se apresentavam no contexto escolar e “encontrar elementos
que possam ter sido tomados como subsidios para inclusdo desses temas no curriculo do
Ensino Fundamental” pelos PCN. A escolha dessas propostas se deu, pela autora, por serem
consideradas as mais bem elaboradas e as mais citadas no relatério emitido pela Fundacéo

Carlos Chagas (FCC) 1 referente s propostas curriculares oficiais.

Como ja foi comentado, a introducdo da Probabilidade e Estatistica no curriculo
escolar é bem recente em diversos paises, inclusive no Brasil, sua inclusdo oficial ocorreu
com a publicagdo dos PCN dentro do bloco de contelidos Tratamento da Informag@o que
incorpora também Andlise combinatéria. Analisaremos o documento referente ao Ensino
Fundamental (PCN-EF), pois esta pesquisa tem por finalidade o estudo do ensino e da

aprendizagem desse nivel de ensino.

® A Fundacdio Carlos Chagas (FCC), fundada em 1964, é uma instituicdo privada sem fins lucrativos,
reconhecida como de utilidade piblica nos ambitos federal, estadual e municipal, dedicada a avaliacdo de
competéncias  cognitivas e  profissonais e a pesquisa na &ea de educagdo. Site


http://www.fcc.org.br/institucional/>
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2.3.2. OsPCN e Concepcoes dos Professores

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) constituem um referencial de qualidade

para a Educacéo Béasica com abrangéncia nacional e tem afuncéo de

[...] orientar e garantir a coeréncia dos investimentos no sistema educacional,
socidlizando discussfes, pesquisas e recomendacles, subsidiando a
participagdo de técnicos e professores brasileiros, principamente daqueles
gque se encontram mais isolados, com menor contato com a producéo
pedagdgica atual.

Por sua natureza aberta, configuram uma proposta flexivel, a ser
concretizada nas decisdes regionais e locais sobre curriculos e sobre
programas de transformagdo da realidade educacional empreendidos pelas
autoridades governamentais, pelas escolas e pelos professores. N&o
configuram, portanto, um modelo curricular homogéneo e impositivo, que se
sobreporia & competéncia politico-executiva dos Estados e Municipios, a
diversidade sociocultural das diferentes regiGes do Pais ou a autonomia de
professores e equipes pedagdgicas. (BRASIL, 19973, p. 13)

Os Pardmetros Curriculares Nacionais de Matemética tém o intuito de prover
elementos para ampliar a discussdo acerca do ensino dessa area do conhecimento em ambito
nacional, socializar informagdes, resultados de pesquisas e principalmente fazer com que

chegue ao conhecimento dos professores.

Os conteidos mateméticos aparecem divididos em quatro blocos de contetidos:
Numeros e Operagdes (campo da Aritmética e da Algebra); Espaco e Forma (campo da
Geometria); Grandezas e Medidas (permite interligacfes entre os campos da Aritmética, da
Algebra e da Geometria e de outros campos do conhecimento); e Tratamento da I nformagéo®’
(campo da Estatistica, Probabilidade e Andlise Combinatéria). (BRASIL, 1998)

Tendo em vista o objetivo deste estudo, examinaremos o bloco Tratamento da
Informag&o e daremos mais enfoque ao contelido de Probabilidade. Desta forma, analisando
os PCN, verificamos que estes defendem a inclusdo deste bloco em consequéncia de uma
demanda social e ainda salientam que poderia estar incorporado aos outros blocos, mas
encontra-se propositalmente separado para evidenciar sua importancia, em decorréncia de seu
uso na sociedade atual.

Um olhar mais atento para nossa sociedade mostra a necessidade de

acrescentar a esses conteidos agueles que permitam ao cidaddo “tratar” as
informagBes que recebe cotidianamente, aprendendo a lidar com dados

" Concordamos com Coutinho (20053, p. 5) “que a designagéo “Tratamento da Informagdo” néo é adequada
para esse ramo do conhecimento, pois uma informacdo ndo € objeto de tratamento, pois os dados tratados € que
geram umainformacdo”.
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estatisticos, tabelas e graficos, a raciocinar utilizando idéias reativas a
probabilidade e a combinatéria. (BRASIL, 1998, p. 49)

Nesse sentido, Lopes (2008), em acordo com os PCN, também defende a importancia
do ensino desses contelidos por estarmos inseridos na era das informagdes, e dessa forma é
preciso que a escola proporcione aos seus alunos, a partir dos anos iniciais da Educacéo
Bésica, a formacdo de conceitos que os auxiliem no exercicio de sua cidadania,
desenvolvendo sua capacidade de atuacdo reflexiva, ponderada e critica em seu grupo social,

aumentado assim suas chances de éxito na vida pessoal e profissional, mas pondera que

N&o basta ao cidaddo entender as porcentagens expostas em indices
estatisticos como o crescimento populacional, taxas de inflagdo, desemprego,

E preciso analisar/relacionar criticamente os dados apresentados,
guestionando/ponderando até mesmo sua veracidade. Assim como ndo €
suficiente ao aluno desenvolver a capacidade de organizar e representar uma
colecdo de dados, faz-se necessario interpretar e comparar esses dados para
tirar conclusdes. (LOPES, 1998, p. 12-13).

Mendoza e Swift (1981 apud LOPES, 2008, p. 59) também destacam sua utilidade
enfatizando que conhecimentos bésicos de estatistica e probabilidade deveriam ser ensinados
de modo que os individuos pudessem utiliz&los para atuar na sociedade, podendo “analisar
indices de custo de vida, realizar sondagens, escolher amostras e tomar decisdes em varias

situages do cotidiano”.

Lopes (2008) também defende a importancia do ensino da estocastica, por propiciar
aos alunos uma base consistente para estudos futuros, nos quais possam atuar em diferentes

areas cientificas como a Biologia e as Ciéncias Sociais.

Neste contexto, o ensino de temas como a Estocéstica, torna-se indispensavels para a
formacd de um cidaddo, pois, em relacdo a Probabilidade, torna se “imprescindivel o
conhecimento da probabilidade de ocorréncia de acontecimentos para agilizarmos a tomada

de decisdes e fazermos previsdes em varias situagdes do cotidiano” (LOPES, 1998, p. 12).

Na concepcao dos PCN a principal finalidade do ensino de Probabilidade no Ensino

Fundamentad

[...] € a de que o auno compreenda que muitos dos acontecimentos do
cotidiano sdo de natureza aleatdria e que se podem identificar possiveis
resultados desses acontecimentos e até estimar o0 grau da possibilidade
acerca do resultado de um deles. As nogles de acaso e incerteza, que se
manifestam intuitivamente, podem ser exploradas na escola, em situagtes
em gue o0 auno realiza experimentos e observa eventos (em espagos
equiprovaveis). (BRASIL, 1998, p. 52)
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Organizamos um quadro (ver Anexo C) com as principais orientagdes dos PCN para o

ensino de Probabilidades para o segundo (4° e 5° anos), terceiro (6° e 7° anos) e quarto (8° e 9°

anos) ciclos do Ensino Fundamental, na qual podemos observar como Coutinho (2005), que o

conceito de probabilidade é introduzido com a apresentacdo de situacbes a eatdrias no 2° ciclo

e vai sendo retomado e aprofundado a cada ciclo seguinte de forma progressiva. Dessa forma,

favorece a construgdo passo a passo do conceito de probabilidade.

Segundo ciclo: é a partir deste ciclo que devem ser iniciados os primeiros contatos com
situacOes aleatdrias a partir de experimentos simples quando devem ser identificados os
resultados possiveis e também deve se observar as frequéncias relativas de um acontecimento
e utilizar essas informagdes para avaliar probabilidades.

Terceiro ciclo: os aunos devem aprender a construir 0 espaco amostral e calcular a
probabilidade por meio de uma razdo (abordagem classica) de experimentos aleatérios com
eventos elementares equiprovaveis e também devem ser levados a perceber aimportancia de
fazer previsbes navida cotidiana.

Quarto ciclo: os aunos, aém da determinagdo do espago amostral utilizando o principio
multiplicativo e calcular a probabilidade, por meio de uma razéo (abordagem cléassica), de
experimentos aleatdrios com eventos elementares equiprovaveis, devem, por meio de
simulagdes estimar a probabilidade de sucesso de um evento ou verificar probabilidades
previstas.

Contrariamente ao aluno francés [...] que tem seu primeiro contato com o
aleatdrio em contexto escolar apenas no ensino médio, nosso aluno passa
pelos primeiros processos de familiarizagcdo com o acaso ja nos primeiros
ciclos daEscolaBasica. (COUTINHO, 2003)

N&o incluimos neste quadro o primeiro ciclo (1°, 2° e 3° anos), pois, concordamos com

Coutinho (2005, p. 6), que os objetivos indicados pelos PCN para este ciclo ndo abarcam

especificamente um trabalho com conceitos de Probabilidade, mas podem fazer conex&o com

as competéncias exigidas dos aunos para o trabalho nesse campo como

[...] aobservacdo das regularidades nas operacOes realizadas, a construgdo e
o trabalho com representacdes preparam 0s aunos para 0 processo de
abstracdo necessario a mudanca de dominios (do dominio da realidade para o
dominio pseudo-concreto). Ao mesmo tempo, o trabalho com tabelas e
graficos para leitura e interpretacdo de informag0es introduz os alunos as
idéias de fregliéncias de ocorréncia de um determinado resultado de uma
observagcdo, 0 que sera fundamental para a compreensdo do enfoque
frequentista de probabilidades (enfoque experimental, nos termos usados
pelos PCN).
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Citando os Par@metros, os assuntos referentes ao Tratamento de |nformacgdo
serdo trabalhados neste ciclo de modo a estimularem os alunos a fazer
perguntas, estabelecer relagdes, a construir justificativas e a desenvolver o
espirito de investigacao, atitudes fundamentais para o trabalho ndo somente
no campo das probabilidades, mas em todos os dominios da Matematica.

Nos PCN de 1997 e 1998 também encontramos, respectivamente, uma parte intitulada
“Orientagbes Didéaticas” referentes ao primeiro e segundo ciclos e “OrientacOes didéticas para
o terceiro e quarto ciclos”, que tém a pretensdo de “contribuir para a reflexdo a respeito de como
ensinar, abordando aspectos ligados as condic¢des nas quais se constituem os conhecimentos”
(BRASIL, 1997b; BRASIL, 1998, p. 95).

Com a citagdo dos PCN podemos notar que as OrientacOes Didéticas “pretendem
contribuir’, dando condigbes para que o professor construa suas atividades a partir das
reflexdes e ndo dar sugestBes ou instrumentalizar o professor (COUTINHO, 2005a), pois
salienta que essas orientagdes ndo abordam todos os contetidos a serem desenvolvidos e dessa
forma, “devem ser complementadas e ampliadas com a leitura de documentos e trabalhos que
discutam pesquisas, estudos e outras orientagdes didéticas sobre os contelidos mateméticos
que fazem parte do curriculo do ensino fundamental”. (BRASIL, 1998, p. 95)

Dentre as OrientagBes Didaticas para os primeiro e segundo ciclos destacamos a
comparagdo entre razbes que envolvem entdo a proporcionalidade, conceito fundamental para
0 ensino de Probabilidade, no qual é possivel formular situagdes que vao conferir significado
adivisdo em partes iguais e devem ser trabalhadas a partir de situagdes do cotidiano, por que
assim, de acordo com os PCN, sdo mais bem compreendidos pelos aunos, constituindo-se
como um agente facilitador para a construgdo do raciocinio probabilistico, como constatou
Coutinho em suatese. (COUTINHO, 20053).

A proporcionalidade, por exemplo, esta presente na resolucdo de problemas
multiplicativos, nos estudos de porcentagem, de semelhancga de figuras, na
matemdtica financeira, na andlise de tabelas, graficos e funcdes. O fato de
que varios aspectos do cotidiano funcionam de acordo com leis de
proporcionalidade evidencia que o raciocinio proporcional é atil na
interpretagdo de fendbmenos do mundo real. Ele esta ligado a inferéncia e a
predicdo e envolve métodos de pensamento qualitativos e quantitativos (Essa
resposta faz sentido? Ela deveria ser maior ou menor? (BRASIL, 1997b, p.
38)

Outro argumento importante, presente nas “Orientagdes Didaticas” para os primeiro e
segundo ciclos € a sugestdo do enfoque frequentista, também sugerido por outros autores
como Coutinho (1994; 2001) e Silva, I. A. (2002), que fica evidente pelo trecho presente nos
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PCN: “pela observacéo da frequéncia de ocorréncia de um dado acontecimento, € um nimero
razodvel de experiéncias, podem-se desenvolver algumas nocdes de probabilidade” (BRASIL,
1997b, p. 85)

A seguir reproduzimos as “Orientacdes didaticas para o terceiro e quarto ciclos” parao
Ensino de Probabilidade presente nos PCN.

Nos ciclos finais, a nogdo de probabilidade continua a ser explorada de
maneira informal, por meio de investigacbes que levem os alunos a fazer
algumas previsdes arespeito do sucesso de um evento.

Para ampliar a nogéo de probabilidade pode-se partir de uma situagdo como:
em 10 lancamentos de uma moeda deu 9 vezes cara, ou sgja, 90% dos
lancamentos. A partir dessa afirmacdo € possivel explorar as seguintes
situagdes. se a moeda for lancada mais 10 vezes, é provavel que essa
porcentagem se repita? e se 0 nimero de langamentos for 1.000? ou 10.0007?
Qual é a porcentagem que deve dar em cada caso? As respostas dos aunos
evidenciam sua intuicdo a respeito de algumas idéias envolvidas na
probabilidade e favorecem um trabalho de familiarizagdo com esse assunto.
E importante que eles descubram, pela experimentac3o, que as chances de
cada resultado ser igua - 50% - deve-se a simetria da moeda e sua
homogeneidade (moeda honesta).

Com esse trabalho espera-se que o aluno também perceba que ele poderia ter
lancado uma moeda 15 vezes obtendo nesses lancamentos 15 caras. Mas,
mesmo que isso tivesse acontecido - 0 que é bem dificil - no 16° lancamento,
a chance de obter cara continua sendo a mesma de obter coroa e que a
“disparidade” entre os resultados de cara e de coroa tendem a diminuir
conforme se amplia o nimero de experimentos.

Ao se redlizarem experiéncias para calcular probabilidades, é interessante
utilizar materiais manipulativos que permitam explorar a propriedade da
“simetria” (dados, moedas), como também 0s que ndo possuem essa
“simetria”. (roletas com areas desiguais para os nUmeros).

No trabalho com probabilidade é fundamenta que os alunos compreendam o
significado de espaco amostral e sua construcdo pela contagem dos casos
possiveis, utilizando-se do principio multiplicativo e de representagdes como
uma tabela de dupla entrada ou um diagrama de arvore. Desse modo, sera
possivel indicar o sucesso de um evento utilizando-se de uma razdo.
(BRASIL, 1998, p. 137-138)

Com esta citagdo podemos observar que, nessa orientagdo, os PCN enfatizam ainda
mais a utilizagdo de um enfoque frequentista, desejando-se que os alunos percebam por meio
das experimentactes (um numero grande de vezes) que possam estimar a probabilidade de
ocorréncia de um evento e comparar com a calculada a priori no enfoque classico, fazendo
uso da razdo (casos favoréveis sobre total de casos possiveis), porém apenas em espagos

amostrais equiprovaveis, o que pode reforcar o obstaculo da equiprobabilidade™.

18 Obstéaculo epistemolégico segundo Lecoutre (1984), no qual o individuo atribui a equiprobabilidade aos
eventos pela auséncia de informagdes. Jacitado nositens2.3.1. e 2.4.1



Como mencionado anteriormente, os PCN de Matemética constituem um referencial
de qualidade para a Educacdo Bésica, mas “como professores estdo incorporando 0s
Pardmetros Curriculares Nacionais na é&rea de Matematica? Eles os utilizam como orientagdo
para 0 plangamento de suas atividades em sala de aula?’. Esses foram aguns dos
guestionamentos feitos por Kobashigawa (2006, p.18), em sua pesquisa e referente ao
Tratamento da Informagdo™® observou que nem todos os professores abordam esse bloco de
contelidos em suas aulas e apenas 37% introduzem ou realizam um trabalho parcial com
Probabilidade no Ensino Fundamental .

Em sua pesguisa, Santos (2005), que teve como finalidade contribuir para o
entendimento de como se da o processo de incorporacdo de temas ligados a combinatéria,
probabilidade e estatistica na Educacéo Basica e as relagdes dessa inovagdo curricular com o
processo de formagdo continuada de professores, também verificou que nem todos os 52
professores participantes de sua pesquisa trabalham com o Tratamendo da Informacéo e
desses apenas 24% abordam Probabilidade no Ensino Fundamental e 34% no Ensino Médio.
Este estudo revelou que isso ser deve ao fato de os professores: considerarem esses conteldos
muito dificeis para os estudantes do Ensino Fundamental e até mesmo para o Ensino Médio;
afirmarem n&o serem abordados nos livros didéticos; ndo terem dominio deste contetido, uma
vez que, ndo os estudaram na graduacdo; e ainda, desconhecerem o que é proposto pelos

PCN, além de n&o terem clareza da importancia desses contelidos para a formacéo do aluno.

Evidentemente, sem conhecer com bastante profundidade um dado assunto
matemdtico, fica muito dificil pensar em formas de ensinalo. Para esses
professores, ensinar combinatdria e probabilidade, por exemplo, significa
apresentar um conjunto de férmulas de permutacGes, arranjos, combinacdes
e mostrar aos aunos, em situacfes-problema, nas quais devem ser utilizadas
para que €les reproduzam o mesmo procedimento em situagdes similares.
Como sua concepcdo de ensino prioriza o uso de definicbes formais, €
provavel que este seja um forte motivo para ndo aceitarem o tratamento
desses contetidos no Ensino Fundamental. (SANTOS, 2005, p. 99)

Os resultados de Kobashigawa (2006) e Santos (2005) vém ao encontro das
consideragOes de Carzola e Santana (2006), de que os professores da Escola Bésica, ndo
foram preparados para ministrar esses conteldos e as pesquisas nessa area (Didética da

Estatistica e da Probabilidade) ainda sdo muito recentes no Brasil.

Desafortunadamente, poucos professores tiveram acesso a uma formagéo
estatistica completa durante seus estudos, menos ainda tiveram a
oportunidade de eles mesmos terem acesso a oportunidade de realizar um
estudo estatistico ou sobre didatica da Estatistica. Tao pouco a prética

19 s4lientamos que ja discutimos esta pesquisa no item 1.2.
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profissional lhes gjuda a completar esta formagdo, uma vez que, por ndo
ensinarem Estatistica — ou ensind-la como uma parte da Matemética — néo
adquirem novos conhecimentos didaticos sobre a matéria. (BATANERO
apud CARZOLA; SANTANA, 2006, p. 7, traducdo nossa)

Ainda com relacdo aos professores vemos na pesquisa de Gongalves (2004), na qual
estudou quais as concepgdes sobre probabilidade os professores de matematica em exercicio
de S&o Paulo possuem relacionadas a sua formagdo basica a partir das concepgdes enunciadas
por Azcérate (1996), que a maioria dos vinte professores participantes de sua pesquisa possuia
a concepcdo “ndo probabilistica” da realidade independente da faixa de ensino e que apenas
trés desses professores reconhecem a abordagem frequentista como modelo para resolucdo de
situacbes aeatdrias. Em sua pesquisa, 0 autor também buscou uma relacdo entre estas
concepgoes e as diferentes tendéncias do Ensino de Probabilidades nas décadas de 1970, 1980

e 1990, por meio da andlise de livros didéticos e documentos oficiais de cada periodo.

No quadro 1, a seguir, apresentamos as caracteristicas e indicadores de cada tipo de
concepcdes probabilisticas propostas por Azcéarate (1996). Dessa forma podemos observar
gue os professores participantes da pesquisa de Gongalves (2004) encontram-se no primeiro

nivel de concepcdes probabilisticas.

Concepcao Caracteristicas Indicadores
Probabilistica
Auséncia da compreensdo do azar e ~ :
de sucessos aleatorios. As respostas ¢ Ndo reconhecimento claro do azar e dos
- j sucessos a eatorios;
Concepciio | S0 baseadas em crencas, com . S
“n3o model os deterministas de raciocinio e | © godelos dz raciocinio determ nlsta,- ..
probabilistica | suas explicagbes se apoiam em * Respostas ) as em crengases:rlterlos
darealidade” | ocorréncia de sucessos simples e de causdidade e/ou ex’pectallva de
imediatos. (GONCALVES, M. C resultados imediatos (AZCARATE, 1996
2004, p 1'18) " 77| apud GONCALVES, M. C., 2004, p. 87)
Presenca de alguma compreensio do e Alguma compreensdo do azar e dos
sucessos a eatorios;
azar e sua relagdo com sucessos . ’
Aleat6rios porémagem cardter parcie e Raciocinios baseados fundamentalmente
Concepcdo | junto aos modelos concretos. Os ;0 uso heun;,tlco dejuizo; ol -
“intuitiva” | juizos heuristicos sdo fundamentais ° espos_tas s em mo _OS neo
nos esquemas de resolugio de normativos, com muitas diferentes
diferentes situagoes. (GONCALVES valoragoes das situagbes dfapendendo da
M. C., 2004, p. 118-119) "| experiéncia pessoal. (AZCARATE, 1996
T o apud GONCALVES, M. C., 2004, p. 87)
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Aceitacio e compreensio das| eUma compreensdo inicial sobre a
multiplas representactes mateméticas |  existéncia de mudltiplas representacoes
do azar. H4 uma compreensdo de | matematicass do azar, a partir de
alguns modelos probabilisticos e | diferentes perspectivas,

certa capacidade de aplicagdo em | e Habilidade para aplicar  modelos
determinados casos, 0s mais| normativos a problemas simples e
familiares. Esta concepcdo supde a| familiares;

presenca de alguma instrugdo em | e Diferenciagdo reconhecida entre as
probabilidade e estatistica, ainda que | crengas intuitivas e os modelos
sga de caréter inicial. | mateméticos. (AZCARATE, 1996 apud
(GONGALVES, M. C., 2004, p. 119) | GONCALVES, M. C., 2004, p. 87)

Concepcao
“emer gente”

¢ Uma profunda compreensdo da no¢do de
aeatoriedade e sua aplicacdo ao estudo da
Profunda compreensdo de modelos | realidade;
probabilisticos e sua aplicagdo em | e Habilidade para selecionar e aplicar
B Situagbes  diversas.  Apresentam | modelos normativos e sua relagdo com
Concepcao | papjlidades para comparar e |  diferentes contextos e fendmenos;
“normativa” : L :
contrastar as diferentes SituagOes | e Capacidade para comparar e contrastar 0s

adeatorias, em funcdo dos diferentes | diferentes modelos e raciocinio sob
modelos. (GONCALVES, M. C.,| critérios normativos nas distintas

2004, p. 119) situacBes aleatdrias. (AZCARATE, 1996
apud GONCALVES, 2004, M. C., p. 87-
88)

Quadro 1: Quadro de Concepcdes Probabilisticas propostas por Azcéarate (1996).

Faremos mencdo a pesquisa de Corréa (2010), pois esta aborda o conhecimento
profissional, na qual o autor buscou reconhecer, em um estudo de caso com seis sujeitos de
pesguisa, como o conhecimento profissional influi na abordagem de Probabilidade quando o

professor de Matemaética do Ensino Basico |eciona esse tema a partir do 6° ano.

Corréa (2010, p. 141) observou que a abordagem da probabilidade se desenvolve em
processos continuos e crescentes, envolvendo diferentes perspectivas de ensino e reconhece
gue o conhecimento profissional e a abordagem da probabilidade possuem uma relagéo
biunivoca, ou sgja, “o conhecimento especifico do conhecimento profissiona esta para o
enfoque formal de probabilidade da mesma forma que o conhecimento pedagdgico do
conhecimento profissiona est4 para o enfoque experimental de Probabilidade” e ainda

verificou que:

» Cinco dos sujeitos apresentam uma concepgdo “ndo probabilistica” da realidade, pelo
indicador modelo de raciocinio determinista, pois utilizam unicamente a visdo classica, e
uma professora possui a concepgao “probabilistica intuitiva’, pelo indicador de suas

respostas serem baseadas em modelos ndo normativos, com diferentes valores das
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situagdes dependendo da experiéncia pessoal. Podemos notar que esse resultado, como
também ressalta o autor, coincide com o de Gongalves, M. C. (2004), que também
constatou que a maioria dos professores possui a concepcdo “ndo probabilistica” da
realidade;

» Todos tiveram seu primeiro contato com a Probabilidade na fase adulta, o que, de acordo
com Corréa (2010), baseado em Coutinho (1994), é um fator complicador, pois quanto
mais cedo houver um contato com a probabilidade, podemos encontrar menos resisténcia
aobstéculos;

[...] pelo encorgjamento de um ensino precoce de Probabilidades [...]. Ficou
bastante clara para nés a diferenca na aquisicdo destas nogdes e mesmo na
correcdo dos erros de raciocinio, que aconteceu de forma muito mais
significativa, com menos dificuldades para os aunos mais jovens.
(COUTINHO, 1994, p. 132)

» Cinco professores ndo apresentam clareza do acaso, que é também um obstaculo
epistemol égico, considerando que a humanidade também demorou séculos para lidar e

compreender 0 acaso;

Um ponto que percebemos que interferiu diretamente na compreensdo do
acaso foi a visdo determinista da Matematica, ou sgja, para compreender o
acaso, requeria que o entrevistado abandonasse tal visdo, pois a andlise de
uma situacdo probabilistica, para os mesmos eraimpossivel ocorrer por essas
duas perspectivas simultaneamente. (CORREA, 2010, p. 134-135)

» Muitos professores atribuem os valores de probabilidade apenas em porcentagem, o que
complica ainda mais seu ensino, pois nas séries iniciais do Ensino Fundamental os alunos

ainda ndo compreendem esta linguagem;

» A transicdo de situagdes-problema envolvendo espago amostral equiprovavel para o ndo
equiprovavel foi um elemento que dificultou as andlises didaticas dessas situages pelos
professores, o que congtitui um obstdculo didatico da utilizagdo exclusiva da
equiprobabilidade, que também foi identificado por Coutinho (1994, 2001).

Baseados nos resultados dessas pesquisas concordamos com Lopes (2008, p. 70) ao
afirmar que a formag&o dos professores € um dos principais empecilhos para a efetivacéo do
ensino de probabilidade e estatistica na educagéo bésica, pois esta, “atualmente, ndo incorpora
um trabalho sistematico sobre estocastica, dificultando a possibilidade desses profissionais

desenvolverem um trabalho significativo com essa temética nas salas de aula”.
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A formagdo continuada em conjunto com a prética docente também ndo tem
colaborado suficientemente para aincluséo da Probabilidade, como verificou Corréa (2010), e
de acordo com Santos (2005, p. 7), isso se deve pela “falta de discussdes mais consistentes em
relacdo a prética de ensino desses contelidos em sala de aula e o pouco tempo destinado para o

desenvolvimento do assunto”. Santos, apoiando-se em Oliveira (2003)%, afirma que

[...] os estudos tém denunciado que os programas de formagao causam pouco
efeito sobre a prética do professor e que ndo conseguem desafiar os
professores em relacdo as suas concepgdes e crengas sobre o conhecimento
da disciplina. Como sdlienta essa autora, € importante que 0S cursos
desempenhem um papel mobilizador da reflexdo sobre as acdes e préticas
dos professores e que incentivem os docentes a assumir o papel de sujeitos
da sua formagdo, contribuindo, assim, para 0 seu desenvolvimento
profissional. (SANTOS, 2005, p. 102)

De acordo com as consideragbes anteriores, podemos inferir que a maioria dos
professores ndo esta contemplando em suas aulas nocdes de probabilidade no Ensino
Fundamental e isso se deve principamente ao fato de ndo estarem preparados para ensinar
Probabilidade, uma vez que as formacles inicial e continuada ndo estdo dando suporte
suficiente para que o professor tenha dominio deste assunto, no qual a maioria ainda possuli
uma concepcao ndo probabilistica da realidade (raciocinio determinista), como apontam as
pesquisas de Gongalves, M. C. (2004) e Corréa (2010).

Em nosso ver, € devido a esses motivos gque os professores consideram a probabilidade
um contetdo dificil para alunos do Ensino Fundamental e até mesmo para 0 Ensino Bésico,
além de afirmarem que a Probabilidade ndo é abordada nos livros didaticos, como aponta a
pesquisa de Santos (2005).

2.3.3. Livros Didéaticos

Friolani (2007) aponta que o livro didatico passa de um material de apoio ao professor
a sua principal fonte de pesguisa para 0 preparo e desenvolvimento de suas aulas e dessa
forma, desempenha o papel de protagonista e ndo de coadjuvante no processo de ensino e

aprendizagem.

Nesse sentido, Lajolo (1996) também afirma que no Brasil os livros didaticos acabam

por determinar conteldos (“o0 que” se ensind) e condicionar as estratégias de ensino do

% Santos (2005) faz referéncia a Andréia Maria Pereira de Oliveira e sua dissertagdo: Formaggo Continuada de
Professores de Matemética e suas Percepgbes sobre as Contribuigdes de um Curso, defendida em 2003,
pertencente a Universidade Estadual Paulista (UNESP) — campus de Rio Claro.
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professor (“como” se ensing). Dessa forma, podem ser decisivos na qualidade do ensino

escolar.

Corroborando com Friolani (2007) e Lgolo (1996), Dante (1996, p. 52) também
declara que “o livro didético passou a ser o principal e, em muitos casos, 0 Unico instrumento
de apoio ao trabalho docente”, indicando assim, a extensdo, a sequéncia e até ritmo de
desenvolvimento das aulas, além de ser ferramenta essencial no auxilio a aprendizagem em

salade aula

Dessa forma achamos importante investigar como a Probabilidade é abordada nos
livros didéticos do Ensino Fundamental, o que posteriormente servira como ferramenta para
construcdo de nossa sequéncia didatica. Queremos ainda verificar se a afirmagéo feita pelos
professores da pesquisa de Santos (2005) de que a probabilidade ndo € abordada nos livros

didaticos ainda se sustenta.

Comecaremos pela andlise das atividades propostas para 0 ensino de probabilidade e
estatistica nos livros didaticos do Ensino Fundamental, realizadas por Lopes e Moran (1999,
p. 4), na qual observaram que existe “um descompasso claramente perceptivel entre os
objetivos a serem a cancados pela inclusdo do ensino da estatistica e probabilidade no Ensino
Fundamental e a forma como se da nos textos examinados”. Na sequéncia, segue uma lista

dos problemas encontrados pel as autoras:

» No 2° ciclo, as atividades fazem “menc&o as possibilidades em abordagens |udicas, sem
funcdo outra que sua listagem por s mesma”. Dessa forma, trabalha apenas conceitos
matematicos; (LOPES; MORAN, 1999, p. 5)

» N&o sfo utilizados os termos evento e evento elementar referindo-se, respectivamente, a
qualquer subconjunto do espaco amostral e a cada uma das possibilidades do

experimento;
» Apesar de ser uma ferramenta essencial da Probabilidade, a porcentagem ndo aparece
vinculada ao raciocinio probabilistico;

> A palavra probabilidade ndo é utilizada na introducéo do conceito de chance;

» O conceito de probabilidade é definido exclusivamente em uma abordagem cléssica
(casos favorédvels sobre casos possiveis), quando sdo trabalhados apenas experimentos
com espagos amostrais equiprovavels e com um conjunto finito de possiveis, ndo fazendo

referéncia as suas restricoes;
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> A definicdo frequentista ndo € abordada;

» “Os conceitos béasicos de amostra probabilistica e ndo probabilistica, ndo sdo abordados’;
(LOPES; MORAN, 1999, p. 8)

» “dguns autores utilizam-se de adjetivacBo para amostra como “representativas” e
“reproducdo da populagdo”, sem utilizar o termo amostra probabilistica, o que deveria ser
evitado ou atribuido a essas qualidades uma chance”. (LOPES; MORAN, 1999, p. 8).

As autoras também inferiram que o ensino de Probabilidade e Estatistica ndo se
relacionam, resultando em um ensino compartimentalizado. Esse fato também foi constatado
por Friolani (2007) e Gongalves M. C. (2004) em suas andlises dos livros didéticos do Ensino
Fundamental e Ensino Médio respectivamente e também pelo Guia de Livros Didaticos 2008,
que faz a seguinte assertiva em relacdo a um dos livros didaticos aprovados: “No entanto, a
articulacdo entre probabilidade e estatisticando é feita”. (BRASIL, 2008, p. 66)

Fomos verificar se esses problemas encontrados por Lopes e Moran (1999) ainda
persistem em trés colecOes de livros didéticos provadas pelo Guiado PNLD 2008:

1) Matematicas ldeias e Desafios, de Iracema Mori e Dulce Satiko Onaga;
2) Praticando Matemética, de Alvaro Andrini e Maria José Vasconcellos;

3) Matematica e Realidade, de Gelson lezzi, Osvaldo Dolcce e Antonio Machado.

Verificamos que todas as colegdes: apresentam a nogdo de Probabilidade; ndo utilizam
0s termos evento para qualquer subconjunto do espago amostral e termo evento elementar
para cada uma das possibilidades do experimento; ndo apresentam a ideia de experimento
deterministico; apresentam um ensino compartimentalizado; a porcentagem aparece vinculada
a probabilidade; a palavra probabilidade € utilizada na introdugdo do conceito de chance; e
todas abordam a probabilidade na visdo classica sem fazer mencéo as restricdes de se
trabalhar com espagos amostrais equiprovaveis.

Observamos também que nenhuma das col egdes apresenta probabilidade geométrica e
apenas a colecdo Praticando Matematica ndo apresenta aideia de experimento aleatdrio, mas
faz uma pequena mencdo sobre a frequéncia de um evento elementar se aproximar de sua
probabilidade em um numero grande de redizagbes, mas nd para o cédlculo de

probabilidades, como podemos observar nafigura a seguir.
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Isso nao significa que, se iancarmos o dado seis
vezes, em uma delas obteremaos 5. Pode ser que em seis

langamentos ndo ocorra o 50U 0corra 5 em trés deles, par -

A probamlnclade —, NEsse caso, mdlca que, se Ianqamm“mﬂn grande de vezes

um dado, ocorrerd 5 em apmmadamente — dos langamentos.
Dar auamnln
Por exemplo:
! r1 Ry
Se lancarmos um dado 6000 vezes, em aproximadamente 1000 lancamentos !L de E-UGOJ
ocorrera o 5.
0 célculo de probabilidades nao nos d4 a certeza de um resultado, mas permite prever as chances

de um acontecimento.

-y
o

Tomemas o langamento de uma moeda.

A

..

Temos dois resultados possiveis: cara ou coroa.

Se a moeda for honesta, a probabilidade de ocorrer cara deve ser ;— ou 50%. Em 500 langa-

mentas, por exemplo, devemos obter um nimero de caras perto de 250.

Figura2: (VASCONCELLOS; ANDRINI, 2008, p. 116-117)

Também podemos notar que a nogdo de probabilidade nessas coleges, esta
concentrada em apenas um capitulo do livro do 9° ano, ndo levando em consideracéo a
recomendacéo dos PCN de que o ensino de probabilidade deveria ser iniciado no 2° ciclo e a
partir dai ir sendo retomado e aprofundado a cada ciclo seguinte de forma progressiva
favorecendo assim, a construgdo passo a passo deste conceito. Além disso, so destinadas
poucas péginas a probabilidade. A colecdo Matematica e Realidade, por exemplo, destinou
apenas quatro péginas a este estudo, talvez por isso os professores da pesquisa de Santos

(2005) afirmaram que os livros didéticos ndo abordam este contetido.

Passamos agora a pesquisa de Luis Cesar Friolani (2007), que analisou trés colecfes
de livros did&icos em sua dissertacdo intitulada O pensamento estocastico nos livros
didaticos do Ensino Fundamental, que teve como objetivo verificar qual a organizacdo
referente ao Tratamento da Informag&o que os livros didéticos do Ensino Fundamental (6° ao
9° ano) apresentam e se esta vem a favorecer a construcdo do pensamento Estocastico,

atendendo também as orientacdes propostas pel os PCN.

Para tanto, foram analisadas as seguintes colegfes de livros didaticos: Oficina de
Conceitos, de Walter Spinelli e Maria Helena Soares de Souza; Matemética em Movimento,

de Adilson Longen; e Matematica Hoje se Ensina Assim, de Antonio Joseé Lopes Bigode, que
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foram escolhidas devido a dois critérios, o primeiro é que a colecéo deveria obrigatoriamente
ter sido aprovada pelo PNLD (2005) e, aém de ser uma obra tradicional, ser frequentemente

adotada pel os professores.

A andlise foi realizada segundo a Organizacéo Praxeoldgica (CHEVALLARD, 1995),
em que buscou “identificar as tarefas, as técnicas e o discurso tedrico-tecnol 6gico, bem como
0 nivel de letramento estatistico que, segundo Shamos (1995), se classifica em cultural,
funcional e cientifico”. (FRIOLANI, 2007. p. 7)

Com relagéo ao contelido de Probabilidade, Friolani (2007) procurou observar se as
colegdes oferecem condicBes para a construcéo dos conceitos bésicos pelos alunos, tal como

foram enunciados por Coutinho (2001) em sua pesquisa, que foram:

[...] a percepcdo do acaso, a ideia de experimento aleatdrio e a nogdo de
Probabilidade. Ou segja, € necess&rio que 0 sujeito que esta pronto para
resolver um problema no campo da Probabilidade perceba que a situacéo a
ser analisada néo € deterministica, que inclui o desenvolvimento de uma
experiéncia aeatéria [...] e que o evento observado resultado dessa
experiéncia aleatdria, pode ser avaliado em termos probabilisticos por uma
razdo entre 0 nimero de sucessos possiveis e 0 nimero total de casos [...]
Logo, ao final do Ensino Fundamental, o aluno devera ser capaz de observar
e descrever um experimento através de diagrama de arvores, calcular a
Probabilidade de um evento, relacionar a Estatistica e a Teoria das
Probabilidades, assim como resolver problema de contagem [...]
(FRIOLANI, 2007, p.21)

A seguir apresentamos um quadro com as principais conclusdes de Friolani (2007) em

relacdo as trés colegbes analisadas por ele.
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Colegdes

Contelido

Consider acdes

Oficina de Conceitos
Walter Spinelli

Maria Helena Soares de
Souza

(Editora Atica)
(2002)

As atividades propostas nesta colecéo
buscam desenvolver as habilidades
estatisticas com pesqguisa, resolugdo de
problemas, organizacdo e representacdo
de dados, através de tabelas e gréficos,
além dos célculos e da interpretacdo de
medidas estatisticas, como média
mediana e moda  Quanto a
Probabilidade, o autor propGe atividades
a partir do enfoque frequentista,
proposto por Bernoulli, associado a
abordagem classica de Laplace; o
cdculo de Probabilidade € elaborado a
partir de tabela com distribuicdo de
freqguéncia  absoluta e  relativa
(FRIOLANI, 2007, p.131)

eAtende as  orientagbes
propostas pelos PCN e
pesquisas na area;

e Favorece o desenvolvimento
do pensamento estocastico;

eProcura desenvolver as
habilidades do auno em

relacdo a pesquisa;

e Procura a interacdo entre os
conceitos de Edtatistica e
Probabilidade;

M atematica em
Movimento

Adilson Longen
(Editora Positivo)
(2004)

e

Matematica Hoje se
Ensina Assm®

Antonio José Lopes
Bigode

(EditoraFTD)
(2002)

As tarefas ali contidas ndo envolvem a
resolugdo de problemas, ou sga, as
propostas sdo de simples interpretacdo
de dados ja registrados em tabelas e
gréficos, particularmente  explorando
unicamente a leitura direta, sem explorar
a pesquisa, a coleta, a organizagdo e a
representagdo dos dados, a andlise e a
tomada de decisbes. Dessa forma, ndo
atendem as orientagGes propostas pelos
PCN e pelas pesguisas ha area
(FRIOLANI, 2007, p.132)

eHa pouca exploragdo das
atividades propostas em cada
colecdo referente a0
Tratamento da Informagéo
permite apenas o]
desenvolvimento de alguns
conceitos estocasticos,

eN&o atende as orientaches
propostas pelos PCN e

pesquisas na érea;
e N&o favorece 0
desenvolvimento do

pensamento estocastico;

¢ N&o existe interacdo entre os
conceitos de Edatistica e
Probabilidade;

Quadro 2: Quadro com observacdes dos livros analisados por Friolani (2007)

Como podemos observar, entre as trés colegdes, a colecdo Oficina de Conceitos é a

Unica que aborda a probabilidade a partir uma visdo frequentista e salientamos que esta néo

esta entre as aprovadas no Guia do PNLD (2008). Nas outras duas colectes, a abordagem é

feita por meio da visdo classica de probabilidade e também ndo observamos muitas mudangas

em relacdo as consideragdes do autor, levando em conta as suas referidas andlises presentes
no Guiado PNLD (2008):

2L O autor faz uma andlise Ginica dessas duas col ecdes por apresentarem perfis equivalentes.
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¢ Na colegdo Matematica em Movimento a probabilidade esta presente apenas no livro do
9° ano em um Unico capitulo intitulado: fracBes e probabilidades e as nogdes ndo s6 de
probabilidade com também de combinatdria e estatistica estdo pouco presentes na obra,

além apresentarem uma explorag&o inapropriada desses conceitos;

¢ Na colecdo Matematica Hoje é Feita Assim, tanto a probabilidade quanto a estatistica
continuam tendo pouca presenca, pois estdo reduzidas a um Unico capitulo cada uma, no
8° ano para probabilidade e no 9° ano estatistica, mas apesar disso estdo inclusos o0s

conhecimentos relevantes deste campo.

Em suas consideracbes finais, Friolani (2007) concorda com Morais (2006)
concluindo que os autores de livros didaticos privilegiam tarefas que cooperam para uma
concepgdo tecnicista da estatistica, levando a um letramento de nivel cultural e também esta
de acordo com pesquisas recentes nas quais apontam que os livros didaticos ndo estdo
apresentando conceitos béasicos do bloco Tratamento da Informag&o. Porém, pontua que 0s
autores de livros didéticos vém apresentando certa preocupagdo em atender as novas
orientagdes dos PCN e que tém acrescentado esse tema de forma receosa e geralmente em um

capitulo localizado no final do livro do 9° ano.

Friolani (2007, p. 133) também cita a pesquisa realizada por Gongalves, M. C. (2004)
na qual revela “que os professores ndo estdo preparados para ensinar esses conceitos de
maneira a favorecer a construgdo do pensamento estocéstico, uma vez que foram formados no
método tradicional, tecnicista, e ensinam da mesma forma” e conclui que esse pode ser um
dos motivos dos baixos rendimentos apresentados pelos alunos nas avaliagdes oficiais como
0 SAEB?, 0 SARESP” e 0 ENEM*,

2 O Sistema de Avaliacao da Educacéo Bésica (Saeb), conforme estabelece a Portaria n.’ 931, de 21 de margo de
2005, é composto por dois processos: a Avaiagdo Nacional da Educacéo Basica (Aneb) e a Avaliagdo Naciona

Acesso em: 27 jan. 2011.

% O Sistema de Avaliacgo de Rendimento Escolar do Estado de Sao Paulo — Saresp — é uma avaliagéo externada
Educagéo Basica, realizada desde 1996 pela Secretaria da Educagdo do Estado de S&o Paulo — SEE/SP. O Saresp
tem como finalidade produzir informacOes consistentes, periddicas e compardveis sobre a Situagdo da
escolaridade bésica na rede publica de ensino paulista, visando orientar os gestores do ensino no monitoramento
das politicas voltadas para a mehoria da qudidade educaciona. Definicdo obtida em:

2 Criado em 1998, 0 Exame Naciona do Ensino Médio (Enem) tem o objetivo de avaliar o desempenho do
estudante ao fim da escolaridade basica. Podem participar do exame alunos que estdo concluindo ou que ja
concluiram o ensino médio em anos anteriores. O Enem € utilizado como critério de sele¢do para os estudantes
gue pretendem concorrer a uma bolsa no Programa Universidade para Todos (ProUni). Além disso, cerca de 500
universidades ja usam o resultado do exame como critério de sele¢do para 0 ingresso no ensino superior, sgja

Acesso em: 27 jan. 2011.


http://www.inep.gov.br/basica/saeb/default.asp>
http://saresp.fde.sp.gov.br/2010/Pdf/2_Apresentacao_site_Revisado.pdf
http://www.enem.inep.gov.br/enem.php>
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De acordo com Friolani (2007) suas reflexdes permitiram

[...] ndo apena concluir que as colegles, de modo geral, ndo favorecem a
construgdo do pensamento estocastico, mas também perceber a necessidade
de mais pesquisas relacionadas a este assunto e de aperfeicoamento dos
professores, para que possam desenvolver esses conceitos a partir da
resolugdo de problemas. Assim, poderdo complementar as atividades
propostas pelos livros didaticos e propiciar aos alunos a aguisicdo de
habilidades referentes aos conceitos estocasticos, 0 que os levara a atingir o
nivel de letramento funcional.

Por outro lado, aos autores de livros didaticos cabe incorporar as suas obras
os resultados das pesquisas atuais. (FRIOLANI, 2007, p.133-134)

Como a pesqguisa de Friolani (2007) foi realizada a partir de livros didéticos aprovado
no Guia do PNLD (2005), achamos que deviamos observar o Guiado PNLD (2008) por ser o
vigente atualmente, cujo guia qual afirma que “quase todas as colegdes incluem conceitos
como principios de contagem e possibilidade, chance e probabilidade”. Ressalta-se também
gue na abordagem desses conceitos no bloco Tratamento da Informagédo estas séo as maiores
deficiéncias e apontam-se problemas graves, como 0 uso de possibilidade referindo-se
erroneamente a probabilidade. Além disso, séo feitas, por vezes, exploracdes superficiais e
com situagdes que simulam for¢cadamente arealidade. (BRASIL, 2008, p. 52)

O Guia do PNLD (2008) também afirma que devido ao bloco Tratamento da
Informac&o estar a pouco tempo entre os contelidos do Ensino Fundamental, “ainda néo se
tenha estabelecido uma tradi¢do dos topicos deste bloco, que devem ser ensinados, e de que
forma este ensino deve ocorrer” (BRASIL, 2008, p. 50). Percebe-se, assim, que ndo existe um
consenso sobre 0 que e como abordar estes contelidos. Esta assertiva pode estar relacionada
com o que foi observado anteriormente com relac@o aos professores, pois a maioria ndo esta
preparada para este ensino por ndo ter conhecimento do contetido, uma vez que ndo o viram
em sua formagdo e ainda possuem uma concepcao nao-probabilista de probabilidade como
foi constatado por Gongalves, M. C. (2004).

2.3.4.Ensino e Aprendizagem

Como ja foi mencionada anteriormente as pesquisas sobre a Educacdo Estatistica
ainda sdo muito recentes e de acordo com Carzola, Kataoka e Silva (2010, p. 21-22),

atualmente no Brasil existem duas correntes distintas.
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Uma delas é formada por pesquisadores vinculados a Educaco Matematica
e &reas correlatas, que tem forte ligagcdo com a escola béasica [...] Em 2000
aguns desses pesquisadores criaram um Grupo de Trabalho dentro da
Sociedade Brasileira de Educacio Matemética — SBEM?, denominado
GT12 - Ensino de Probabilidade e Estatistica.

A outra é formada por professores que ensinam Estatistica em cursos de
graduagdo e pos-graduacdo das diversas areas do conhecimento, [...] mais
preocupados com a formagdo do estatistico e dos usuarios de Estatistica no
Ensino Superior e sua ligacdo € mais forte com a Associacéo Brasileira de
Estatistica— ABE®.

Carzola, Kataoka e Silva (2010) fizeram um levantamento da producdo cientifica dos
43 pesquisadores” ligados & Educacio Estatistica e que fazem parte do GT12 (Ensino de
Probabilidade e Estatistica) que, como jafoi citado, € um grupo de trabalho da SBEM, com o

objetivo de analisar 0 movimento desta area no Brasil.

Um dos resultados obtidos pelas autoras foi que a maioria das publicacfes sdo da area
de Estatistica (68,2%), seguido da Probabilidade (16,2%), depois Estocastica (13,4%) e por
fim a Andlise Combinatoria com apenas 2,2% (ver Figura 3). (CARZOLA; KATAOKA,;
SILVA, 2010)

% Fundada em 27 de janeiro de 1988, a SBEM ¢ uma sociedade civil, de carédter cientifico e cultural, sem fins
lucrativos e sem qualquer vinculo politico, partidario e religioso. Tem como finalidade congregar profissionais
da érea de Educacdo Matematica ou de éreas afins. A SBEM tem em seus quadros pesquisadores, professores e
alunos que atuam nos diferentes niveis do sistema educaciona brasileiro, da educacdo béasica a educagéo
superior. Tem também socios institucionais e socios de outros paises. Definicdo obtida em:

% A Associacgo Brasileira de Estatistica (ABE) foi criadaem 1984, ap6s vérios anos de proficua discussio sobre
sua viabilidade e oportunidade por parte da comunidade estatistica nacional e tem como maior objetivo,
promover o desenvolvimento, disseminagdo e aplicacdo da Estatistica no Brasil. Pela diversidade da Estatistica
nas mais diversas &reas do conhecimento, a ABE tem como miss&o incentivar, através dos eventos que organiza
e promove, um intercambio amplo entre professores, pesquisadores, profissionais e estudantes das mais diversas
&reas gque necessitem da Estatistica, bem como profissionais do setor produtivo. Definicdo obtida em:

Semin&rio Internaciona de Pesquisa em Educacdo Matemética (SIPEM) por acreditar ser o GT12 responsavel
por uma parcela significativa da produgao cientifica da Educagdo Estatisticano Brasil. Apesar de esta escolhater
deixado de lado outros pesquisadores que também trabalham com esta temética. (CARZOLA; KATAOKA;
SILVA, 2010)


http://www.sbem.com.br
http://redeabe.org.br/>
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Figura 3: Publicagbes do GT12 na area de Educacdo Estatistica por area de investigagéo
Fonte: Carzola; Kataoka; Silva (2010, p. 33)

Dessas pesquisas brasileiras apresentaremos algumas que tiveram enfogque no ensino e
aprendizagem de probabilidade para ver para onde as pesquisas apontam e que estdo
relacionadas a0 desenvolvimento da nossa pesquisa. Silva, 1. A. (2002), Coutinho (1994),
Gongalves, M. C. (2004).

Principiamos com o trabalho de Coutinho (1994) que teve como objetivo investigar
como se da a aquisi¢do de conceitos béasicos de Probabilidade por meio da visdo frequentista,
ou sgja, a partir da observacdo da estabilizagdo da frequéncia relativa de um evento apds um
grande numero de repeticdes do experimento aleatdrio, para mostrar as vantagens da

utilizagdo dessa abordagem para 0 ensino dos primeiros conceitos de probabilidade.

Para tanto, a autora optou por colocar 0s aunos em situagdes, que pudessem por meio
da experimentacdo, fazé-los realizar uma modelizacdo do real e assim, descrever a
experiéncia aleatéria e seu espaco amostral, buscando trabalhar sobre as concepcles
espontaneas adquiridas por meio de um questionario, no qual identificou duas dificuldades

didaticas (concepcbes que dificultam a aprendizagem), devido a entraves de natureza
cognitiva:

e acrencada equiprobabilidade devido a auséncia de informacfes sobre 0
evento a ser observado;

e acrencade que a probabilidade de um evento pode ser influenciada por
informagdes obtidas pelo observador; (COUTINHO, 1994, p. 131)
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Coutinho (1994, p. 136) defende a opgdo de ensino por uma visdo frequentista pelo
fato de que amaioria dos alunos, pela sua propria experiénciade vida, ja utilizam a frequéncia
relativa para estimar a probabilidade de um evento, mesmo que de uma forma intuitiva e
“para que possa ser mais um instrumentos de leitura da realidade na qual estamos inseridos e

aqua podemos diariamente acompanhar pelos noticiarios, repletos de dados estatisticos”.

Podemos notar que em sua dissertagdo Coutinho (1994, p.09), defende a necessidade
de uma mudanga no programa de ensino brasileiro e que a viséo frequentista de probabilidade
parece ser “mais adequada a um primeiro contato com as probabilidades, pois pode utilizar
experimentos ligados a realidade dos alunos, uma vez que ndo precisa estar limitado a
hipétese de equiprobabilidade”. J& em sua tese (COUTINHO, 2001) mostra que existe a
necessidade de se articular as nogoes frequentista e laplaciana para a efetiva construgdo do

conceito de probabilidade.

Nesse sentido, Batanero (2005, p. 260) também defende que o ensino de Probabilidade
exclusivamente pelo enfogue frequentista ndo é suficiente, pois, “um conhecimento genuino
de probabilidade s6 se alcanga com o estudo de alguma probabilidade formal, embora deva
ser gradual e estar apoiada na experiéncia estocastica dos estudantes”.

Mesmo quando a simulagdo pode ajudar a achar uma solucdo para um
problema probabilistico decorrente de uma situacdo da redidade, a
simulagdo ndo pode provar que esta seja a solugdo mais relevante, porque
depende das hipoteses e da definicéo tedrica na qual 0 modelo é construido.
Um conhecimento genuino de probabilidade somente pode ser alcangado por
meio do estudo de alguma teoria forma de probabilidade. No entanto, a
aquisicdo da teoria formal de probabilidade pelos estudantes podera ser
gradual e apoiada por sua experiéncia estocastica. (BATANERO; HENRY;
PARZY SZ, 2005 apud CORREA, 2010, p. 21)

Friolani (2007, p.78) concorda que devemos associar o enfoque frequentista, pois este
se apresenta como um agente facilitador para o aprendizado por ser mais préximo da
realidade dos alunos, com o enfoque cléssico, porque “é com a confrontacdo entre esses
enfoques, que a Probabilidade a priori e a posteriori torna essa aprendizagem eficaz, e o

aluno constréi o significado para os conceitos bési cos de Probabilidade”.

Em acordo com essa linha de pensamento, temos a dissertagéo de Silva, |. A. (2002),
gue desenvolveu e aplicou uma sequéncia didatica na qual os conceitos de probabilidade
foram abordadas integrando as concepgoes cléassica e frequentista visando uma aprendizagem

mais solida e significativa.
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Esse autor aponta que entre os principais problemas relacionados a0 ensino e
aprendizagem do conceito de probabilidades no ensino médio esta a fata de se trabalhar
algumas nogdes importantes; a abordagem tecnicista e tradicional baseada na sequéncia
“definicao-exemplo-exercicio” ou apenas “definicdo-exemplo” sem atividade aguma para
poder aprofundar o ensino; e principamente a abordagem exclusiva da visdo cléssica de
probabilidades, sem fazer qualquer referencia a visao frequentista, proporcionando aos alunos

apenas uma das faces da teoria de Probabilidades.

Apesar de sua sequéncia ndo contemplar a experimentacdo concreta, isto é a
realizagdo efetiva do experimento, pelos resultados da andlise a posteriori , Silva, I. A. (2002,
p. 156) pode atestar a validade de sua proposta, dessa forma, existe a possibilidade da
construcdo da definicdo frequentista sem a necessidade de realizar experimentos, mas pondera
gue a realizagdo de atividades nas quais 0s alunos pudessem observar concretamente a
estabilizagdo da frequéncia relativa dos eventos, “poderia ter encaminhado um nimero ainda

maior de alunos aincorporar — construir — a visao frequentista de probabilidades”.

Corroborando com Silva, I. A. (2002), Lopes (1998, p. 28) dfirma que é
“necessério desenvolver uma prética pedagdgica na qual sgjam propostas situages em que 0s
estudantes realizem atividades, observando e construindo 0s eventos possiveis, através de
experimentacdo concreta”, pois, a aprendizagem da Estocastica sO ira complementar a
formacdo dos aunos se for significativa, com situagdes que sgjam contextualizadas,
investigadas e analisadas.

Em suas consideracOes finais, Silva, I. A. (2002, p. 158) afirma que os aunos
apresentaram um bom aproveitamento, pois concretizaram seus estudos tendo uma visdo mais
significativa e abrangente do conceito de probabilidade, na qual as visdes classica e
frequentista parecem ter sido incorporadas/construidas pelos alunos e também que “um
nimero consideravel de alunos parece ter iniciado uma aprendizagem significativa das nogdes

constitutivas do campo conceitual probabilistico”.

Outro autor que levou em consideracdo a dualidade dos enfoques classico e
frequentista de probabilidade foi Rodrigues (2007), fazendo uso da Urna de Bernoulli®® como
modelo fundamental no ensino de probabilidade, no qual utilizou uma atividade denominada

“Garrafa de Brousseau”, descrita a seguir.

% «A Urna de Bernoulli é um modelo pseudoconcreto de probabilidade, e representa dada uma experiéncia
aleatoria, um modelo binomia resultando em dois eventos possiveis. “sucesso” ou “fracasso”. Por que
pseudoconcreto? Porque os alunos podem expressé-lo utilizando um vocabul&rio corrente, quotidiano, mesmo
trabalhando com objetos abstratos, jaidealizados a partir de objetos da realidade”. (RODRIGUES, 2007, p. 57)
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Em uma garrafa ndo transparente e vazia colocaremos cinco bolas, tomadas
de um saco opaco que contém cerca de trinta bolas. Devemos verificar que
haja no saco apenas bolas brancas e bolas pretas.

Apbs misturar, retirar 5 bolas, permitindo aos alunos a constatacdo da
quantidade (mas ndo da cor). Colocar 5 bolas na garrafa, fechando seu
gargalo com material transparente, ssmulando um funil.

Questdo a ser colocada: como estimar a composicdo na garrafa? Ou sgja,
como estimar a proporcéo de bolas brancas na garrafa? (RODRIGUES,
2007, p. 70)

Rodrigues (2007, p. 95) pdde observar que por meio dessa situagdo, os alunos foram
atores principais no seu processo de aprendizagem, pois “o conceito de probabilidade por um
modelo frequentista ja estava sendo utilizada pelos alunos na fase de validacéo” e conclui que
0 ensino do conceito de probabilidade tendo como modelo fundamental a Urna de Bernoulli é
vidvel e significativo como também comprovou a pesquisa de doutorado de Coutinho (2001),
na qual verificou que os alunos aceitam a utilizagdo do modelo pseudo-concreto urna de

Bernoulli pararepresentar o jogo de Franc-Carreav.

Como vimos anteriormente os PCN também incitam a utilizagdo de uma abordagem
cléssica e freguentista de probabilidade e segundo Coutinho (2005, p. 7) os dois dltimos
objetivos® para o ciclo 2, estdo de acordo com a proposta para sequéncia didética de

Coutinho (2001), na qual apresenta

[...] atividades com enfoque experimental e que utilizam uma mudanca de
quadros para a resolucdo de problemas apresentados em contexto
geométrico. Ou sgja, um problema no quadro de probabilidades sera
resolvido no quadro geométrico, tendo seu resultado interpretado e validado
novamente no quadro original, o da probabilidade.

Neste trabalho, Coutinho (2001 apud COUTINHO, 2005b) faz uso do contexto
geométrico para 0 ensino de Probabilidades, e mostra a importéncia do uso de um contexto
diferente, pois propicia a riqueza dos enfoques necessarios para a construcdo do conceito de
probabilidade. A autora também tira vantagens do recurso computacional utilizando o
software Cabri-géométre || pararealizar a simulacéo do experimento um nimero significativo

de vezes, que é uma dificuldade do ensino por uma abordagem frequentista.

2 \/er quadro de orientacdes dos PCN no Anexo 2.
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O software Cabri-geométre || permite o calculo das coordenadas de um pixel
interior a uma superficie representada na tela. Este procedimento supfe uma
caracterizagdo, pelo software, desta superficie. Para explicar essa forma de
utilizacdo de Cabri Il e do seu “gerador de acaso” (1), vamos nos servir da
figuramais simples para este tipo de uso: um retangulo c
ABCD, que posicionaremos ha tela conforme a figura

a0 lado: lados pardelos aos lados da tela. Podemos
assim medir os comprimentos dos lados AB e AD,
obtendo as dimensbes “a cm” e “b cm’, Jd— 5
respectivamente.

A possibilidade de escolher um pixel ao acaso em um cabri-desenho existe
devido a0 uso da funcdo “rand”, acessivel através da “caculadora”.
(COUTINHO, 2005b, p. 191)

Ainda neste sentido o trabalho Kataoka et a (2007, p. 6-7) propds uma ideia para a
apresentacdo de conceitos bésicos de probabilidade geométrica, bem como um confronto de
resultados com a probabilidade frequentista. Segundo os autores as sequéncias didaticas

propostas, também estéo de acordo o dois Ultimos objetivos dos PCN, pois

[..] apresentam um cardter experimental, utilizando uma mudanga de
enfoque para a resolucdo de problemas. Assim, um problema de
probabilidades sera resolvido no enfoque geométrico, tendo seu resultado
interpretado e validado novamente no enfoque original, o da probabilidade.

Salientamos que nesta proposta tanto Kataoka et a (2007) como Coutinho (2001),
fazem uso de recursos computacionais disponiveis para realizar os processos de simulagdes
da probabilidade frequentista, ou sgja, “para mostrar que, para um “n” grande, os resultados
das estimativas de probabilidades podem atender aos critérios de convergéncia e terem uma

boa preciséo”.

Outros autores que utilizaram a probabilidade geométrica foram Silva, Campos e
Itacatambi (2008, p. 14) que relatam a experiéncia que tiveram na aplicacdo de atividades
envolvendo Probabilidade Geométrica em que estudantes université&rios tiveram a
oportunidade de rever conceitos geométricos e aprender probabilidade por meio de atividades
nas quais utilizavam o geoplano. Esses autores verificaram que a maioriajatraz umaideia de

probabilidade independente de terem aprendido ou n&o e que

A geometria, ainda que deixada para o final do plano de ensino por muitos
educadores e ate mesmo vista de forma superficial no ensino medio, nao
apresentou obstacul os para os estudantes nas atividades. |sto mostra que uma
atividade bem plangjada pode superar algumas defasagens encontradas na
formagdo matemética de nossos estudantes. Para finaizar, ressatamos a
necessidade de o professor assumir o papel de investigador diante daguilo
gque pretende ensinar, pois este trabalho revelou o sucesso de nossa
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investigacdo, bem como o de nossos estudantes, no ensino do conceito de
probabilidade.

Os trabalhos aqui apresentados sdo referentes a0 ensino e aprendizagem de
Probabilidade e em geral apontam que este deve ser conduzido levando em consideracéo a
dualidade das visdes cléssica e frequentista, ou sgja, a confrontagdo entre a probabilidade
caculada a priori e a posteriori. Sugerem também a utilizacdo do contexto geométrico
(probabilidade geométrica) para 0 ensino, aém de enfatizarem a vantagem dos recursos
informaticos para a smulagdo de experimentos um numero consideravelmente grande de

VEZES.,

Assim, em nosso trabalho levaremos em conta essas consideragdes para a construgéo
de nossa sequéncia didatica e também se faz necess&rio um olhar sobre as dificuldades e os

erros que os alunos cometem na aprendizagem de probabilidade.

2.3.5.Dificuldades e Obstaculos

A noc¢do de obstéculo foi introduzida por Gaston Bachelard em 1938 no seu livro A
formacéo do espirito cientifico, quando este “observou que a evolucdo de um conhecimento
pré-cientifico para um nivel de reconhecimento cientifico passa, quase sempre, pela rejeicdo
de conhecimentos anteriores e se defronta. com um certo nimero de obstaculos”. Dessa forma,
um obstéculo é um conhecimento antigo, que resiste/interfere na adaptacdo/aquisicdo de um
conhecimento novo, e ndo afaltadele. (PAIS, 2001, p. 39)

De acordo com Igliori (2008, p. 125-126), a no¢do de obstaculo epistemoldgico foi
introduzida na Educacdo Matemética por Guy Brousseau em 1976, como uma forma para
identificar causas e dificuldades na aprendizagem matematica, assim caracteriza-se “como um
obstéculo a aprendizagem da matematica constitutivo por um saber mal adaptado, no sentido
de Bachelard, e como ferramenta de andlise de erros recorrentes”, ou seja, que frequentemente
sdo cometidos pelos alunos. Dessa forma, modifica-se a concepgdo de erro, que passa de uma
conseguéncia da ignoréncia ou da incerteza para uma consequéncia de um conhecimento
existente que foi valido para alguns casos, mas que agora se torna falso, ou mal adaptado.
Nesse sentido, a intencdo de Brousseau foi dar uma nova percepcdo ao papel do erro dos
alunos, 0 de ser uma parte essencial no processo de aprendizagem, tal como é vista na

concepcao construtivista, na qual, errar deve ser permitido e “devem-se buscar situagdes em
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que os erros, necessarios a aprendizagem, revelem um saber em constituicdo”.
(ALMOULOUD, 2007)

Um obstaculo se manifesta pelos erros, os quais, em um sujeito, estdo unidos
por uma fonte comum: uma maneira de conhecer; uma concepcéo
caracteristica, coerente, embora incorreta; um “conhecimento” anterior bem-
sucedido na totalidade de um dominio de agcdes. (BROUSSEAU, 2008, p.
49)

Para Brousseau 0 erro é a “manifestagdo explicita de um conjunto de concepcdes
espontaneas®™, que, integradas a uma rede coerente de representagdes cognitivas, tornam-se
obstéculos a aquisicao e ao dominio de novos conceitos”, sendo necessario para: desencadear
0 processo de aprendizagem; o professor situar as concepgdes dos alunos, compreendendo os
obstaculos que se encontram por traz dos erros, e o professor adaptar a situacdo didatica.
(ALMOULOUD, 2007, p. 131-132).

Os obstéacul os foram tipificados por Brousseau de acordo com sua origem, que S&o0 0s

obstacul os de origem epistemol 6gica, didatica e ontogénica. (IGLIORI, 2008)
Obstéculos de origem didética

Estes obstaculos resultam das escolhas de estratégias de ensino efetuadas para um
determinado sistema educativo. Que sdo vélidas para um certo dominio e que posteriormente
podem vir ainsurgir-se como obstacul os no desenvolvimento de um conceito. Por exemplo, a
abordagem do ensino de probabilidade apenas pautada em experimentos aleatérios com
espacos amostrais equiprovaveis, como € aventado pelos PCN-EF, pode levar o auno a
atribuir equiprobabilidade para experimentos que ndo sdo equiprovaveis ou levéalo a concluir

gue ndo é possivel calcular tal probabilidade.

Em Coutinho (2005a) temos também que a adog&o do ensino exclusivamente por meio
de uma abordagem cléassica pode consolidar o obstéculo da equiprobabilidade que, de acordo
com Lecoutre (1984 apud COUTINHO, 2005a), consiste em crer que todos os resultados
possiveis de um experimento aleatorio tém a mesma probabilidade de serem obtidos na

auséncia de informagdes ou em uma mainterpretacao.

% Concepgdes espontaneas sdo concepcdes (erradas ou corretas), que os alunos constroem de uma nogéo, antes
gue ela sgjainstitucionalizada, tornando se objeto de aprendizagem.
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As questbes: Como definir probabilidade? A abordagem frequentista é a mais natural,

a mais “rigorosa’? Essa definicdo sb se aplica a eventos que podem ser repetidos?, sdo
consideradas como obstacul os didaticos por Girard (1997 apud SOUZA, 2002).

Souza (2002) também coloca com obstéculo a questédo de como considerar um dado

regular por simetria, sem, contudo comprovar essa regul aridade realizando um nimero grande

de langamentos para verificar se as frequéncias relativas das faces se aproximam de 1/6, mas

se apdia em Faria (2000) que considera que ndo € importante considerar se os dados séo

regulares, sendo suficiente apenas supor que aidéia de dado ideal exista.

Gongalves e Nunes (2010) analisaram a préxis de 15 professores de Matemética do

Ensino Fundamental, com a intencéo de identificar obstaculos epistemoldgicos e didéticos

presentes em sua pratica pedagdgica, observaram os seguintes obstacul os didaticos:

Motivagdo: ao trabalharem com atividades préticas e experimentais, os professores
sentem dificuldade em lidar com a motivagéo dos alunos, que pode resultar em muito
barulho e até indisciplina, assim, faz com que os professores “fujam” de atividades desse
tipo, reduzindo o0 ensino estocastico apenas ao tedrico;

Interdisciplinaridade: aguns professores tém dificuldades em fazer articulagbes com
outras areas do conhecimento, o que pode ocasionar em um ensino estocastico
descontextualizado e sem significado para o auno;

Livro Didatico: os professores se deparam com a obrigagcdo, tanto por parte da escola
guanto dos pais, de ter que utilizar o livro didatico integralmente apesar do tempo letivo
ndo ser suficiente, assim el e segue 0s capitul 0s na sequéncia em que se apresentam e “isso
faz com que o ensino fique restrito a utilizagdo do livro didatico, reduzindo-se, também, o
processo de construcdo conceitual a visdo laplaciana de probabilidades que é a mais
encontrada nos livros”. (Gongalves; Nunes, 2010, p. 92)

Jornada de Trabalho do Professor: em decorréncia do pouco tempo para planejamento
apropriado de suas aulas o0 professor opta por um ensino estocastico por uma abordagem
teorica;

Esguemas Mentais. os professores tém dificuldade de analisar diversas estratégias
desenvolvidas pelos alunos na resolugéo de problemas, ou segja, Sseus esquemas mentais
dificultando, assim, a construcdo e o desenvolvimento conceitual dos alunos referentes as

nocgoes estocasticas.
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Também concordamos com Coutinho (1994) que a necessidade de o professor criar
situacBes adidéticas adequadas para 0 ensino e a dificuldade de encontrar uma bibliografia
que adote a visdo frequentista como ponto de partida para o ensino do calculo das
Probabilidades, também constituem obstaculos de origem didatica, pois como vimos
anteriormente, os professores ndo estdo preparados para ensinar Probabilidade e também
observamos que aguns livros didéticos, considerados a principal fonte de pesquisa do
professor, ndo abordam esse tema, muito poucos abordam a visao frequentista e nenhum adota

essa concepcao como ponto de partida para o ensino.

Obstaculos de origem ontogénica

Estes obstaculos surgem a partir das limitagBes neurofisiologicas do estégio de

desenvolvimento em que o aluno se encontra. (ALMOULOUD, 2007)

Nesse sentido, em Coutinho (1994) vimos que os trabalhos de Jean Piaget e Bérbel
Inhelder acerca da génese das ideias de acaso e probabilidade s&o os primeiros e mais
importantes na &rea da psicologia cognitiva. Esses autores defendem que a aquisicdo do
conceito de probabilidade se desenvolve seguindo a passagem de uma sequéncia de estagios
que tém relacdo com as operacOes formais de Piaget. Assim, se tentarmos ensinar uma crianga
gue estd no primeiro estagio (sensorio-motor) nocdes que ela terd condigdes cognitivas de
adquirir no estigio das operacbes formais, isto se congtituird um obstdculo de origem

ontogénica.

A seguir sdo descritas as fases por que passa uma crianga na aquisicdo dos conceitos

de acaso e probabilidade e que tem relagéo com as operagdes formais de Piaget.

e No estado sensdrio-motor (4 a 7 anos aproximadamente) a crianga ndo
esta “pronta’ para comparar as chances de ocorréncia de diversos
eventos aleatorios. Elas ndo possuem ainda, nenhuma medida intuitiva
de probabilidade;

¢ No estado das operacOes concretas (7 a 11 anos aproximadamente) a
criancga ja tem capacidade para estabelecer certos tipos de comparagdes
entre as probabilidades reciprocas de eventos. Existe a diferenciacéo
entre as operagdes (associadas a0 dominio do dedutivel) e o acaso
(associado ao dominio do imprevisivel);

¢ No estado das operacdes formais (11-12 anos em diante) ja existe na
crianga uma assimilagdo do acaso as operacOes formais e aparece o
julgamento de probabilidade, a construcdo dos sistemas de
combinatéria, permitindo determinar o conjunto de casos possiveis e 0
acesso ao raciocinio proporcional. (COUTINHO, 1994, p. 36)
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Coutinho (1994), também classifica como entraves de natureza cognitiva o fato de o
ensino de probabilidade ser destinado a alunos que ainda ndo dominam alinguagem da Teoria
dos Conjuntos e a resisténcia ao trabalho com nimeros decimais ou fracionérios, que poderia

ser minorada pela utilizagdo da calculadora em sala de aula.

Esses obstaculos identificados por Coutinho (1994), em nosso ver podem ser
considerados como “obstaculos matematicos”, termo dado por Girard (1997 apud SOUZA,
2002, p. 43), que constituem dificuldades de origem da ndo compreensdo dos conceitos
matematicos necess&rios para apreensdo de certa nocdo, como: as perguntas, “As
probabilidades podem ser somadas? Multiplicadas?’; dificuldades de linguagem (o que
significam “um”, “apenas um”, “ndo mais que um”; e de Logica Matematica (a negagédo de

nenhum ndo é todos).

Nesse sentido, Figueiredo (2000) observou gue os alunos optaram pelo registro
fracionario e decimal, pois tém dificuldades em realizar calculos com porcentagem, mas em
contrapartida tém mais facilidade em compreender a probabilidade neste registro. O autor
atribuiu essa preferéncia pelo uso da porcentagem e certa aversdo pelo uso da fragdo ao fato

de que os meios de comunicagdo geralmente divulgam dados estocéasticos sob esta forma.

[...] ndo mostraram dificuldade de interpretacdo da questdo, porém foi uma
surpresa observarmos a dificuldade do aluno diante de uma multiplicacdo de
porcentagens. Além de ndo saberem multiplicalas, eles ndo conseguiram
visualizar numa porcentagem uma fragdo ou um nimero decimal. Como 14
das duplas fizeram a mesma pergunta, tivemos que fazer um esclarecimento
geral sobre como se multiplicam as porcentagens, para que o trabaho
continuasse. (FIGUEIREDO, 2000, p. 119)

O mesmo pode ser observado na pesquisa de Souza (2002), pois os estudantes
encontraram dificuldades em identificar as probabilidades nas questdes em que néo havia
porcentagem no enunciado e 0 mesmo n&o ocorreu nas atividades em que as probabilidades

eram representadas por porcentagens.

Em sua pesquisa Souza (2002, p. 111), aém das operacbes matematicas com
porcentagem, também encontrou as dificuldades matematicas com calculos, fatorial,

demonstracdo e | 6gica matemética.

Analise aseguinte igualdade: P(X = 1) = 1 - P(X < 1). Elaé verdadeira?

Parece que AR percebeu a complementaridade dos eventos, pois escreveu:
PL + P1 = 17, [..]. Apesar disso, pudemos perceber, na dupla, uma
dificuldade de L 6gica Matematica misturada a uma manifestagéo de contrato
didético: “sempre que tem um menos alguma coisa, sdo complementares”, a
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dupla afirmou. Supbs entdo que a sentenca era verdadeira para afirmar que
era verdadeira, isto €, tomo o que era para ser verificado como verdadeiro e
dai afirmou que eraverdadeiro!
FR afirmou que a igualdade é verdadeira, mas verificou o resultado
numericamente. Havia calculado P(X >1) e P(X = 0) e disse que o resultado
“patia”. Levantamos agui um problema de demonstracao.
A autora atribuiu as dificuldades causadas pela l0gica e demonstracéo a auséncia de
um trabalho especifico com demonstracdo e com légica no Ensino Médio, observada nos

livros didaticos.
Obstaculos de origem epistemoldgica

Estes obstaculos sdo inerentes ao saber e podemos identifica-los nas dificuldades
encontradas na histéria do desenvolvimento de uma teoria matemética, portando ndo devemos
“fugir” dele. Dessaforma, observando como se deu todo o processo de evolugéo daformacéo
dos conceitos da Teoria de Probabilidades™, podemos perceber algumas dificuldades
(obstaculos epistemol6gicos) que 0s matematicos tiveram no processo de desenvolvimento
dessa teoria e que de forma similar, podem aparecer como conhecimentos que sdo validos
para alguns casos e que resistem causando dificuldades na aprendizagem desse conceito por
alunos, mas que ndo devem ser ignorados, pois tiveram um papel muito importante, levando
muitas vezes a outras descobertas como:

» aabordagem do ensino de probabilidade apenas pautado em experimentos a eatérios com
espacos amostrais equiprovaveis, ja citado anteriormente como obstaculo didatico, pois
pode ser uma escolha didética do professor, também €& considerado obstéculo
epistemolégico devido ao fato de que também podemos encontrar na histéria do
desenvolvimento deste conceito um “longo dominio da visdo pascaliana, ou seja, a
definicdo de Probabilidade de um evento como sendo “a razdo entre 0 nimero de
realizagOes favoraveis e o nimero de realizagles possiveis” (COUTINHO, 1994, p. 42),

até que se consolide a visdo frequentista com Bernoulli.

Quando se ensina probabilidade na Escola Basica podemos optar por
diversos caminhos para conduzir o ensino. Por exemplo, paraensinar o aluno
a determinar a probabilidade de um evento aleatdrio, podemos optar apenas
por experimentos aleatdrios que gerem espacos amostrais equiprovaveis e
usarmos a definicdo classica de probabilidade. A escolha desse caminho,
para introduzir o conceito de probabilidade de um evento, pode ocasionar
obstacul os epistemol égicos. (GOULART, 2007, p. 16)

% Paramelhor compreenso de al guns obstécul os epistemol dgicos, sugerimos uma observacdo do Anexo B.
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» Obstéculo da Equiprobabilidade: a auséncia de informagfes ou a mé interpretagdo do
experimento leva a crer que todos os resultados tém a mesma probabilidade de serem
obtidos e 0 uso da equiprobabilidade pode reforcar esse obstaculo. (LECOUTRE, 1984,
apud COUTINHO, 2005a),

Parzysz (1997 apud SOUZA, 2002, p. 40) chama de Obstaculo Uniformiste*que
consiste em sempre considerar equiprovaveis os eventos elementares de um experimento
aleatério, isso ocorre com mais frequéncia quando sdo apenas duas possibilidades de
resultados. Assim, “é preciso ter uma confrontacdo com o rea que mostre a nao
equiprobabilidade dos eventos, e que segja capaz de criar um desequilibrio cognitivo no auno,

gue Ihe possibilite perceber a necessidade de encontrar um model o a que se adapte melhor”

> 0 conceito de probabilidade inicialmente identificado por uma visdo cléssica, com espaco
amostrais equiprovaveis foi objeto de “contradicbes diaéticas ente as abordagens
geométricas e frequentista, entre as concepgbes subjetivas e objetivas e entre a
determinacdo a priori e a posteriori”. (ALMOULOUD, 2007, p. 141)

[..] segundo Coutinho (1994), da evolugdo histérica do conceito de
probabilidade tiramos o processo seguinte: o enfoque de Pascal e Fermat
(1654) é limitado as situacdes de equiprobabilidade (jogos de azar). Este é
criticado por Jacob Bernoulli (1713), que propde uma estimagdo a posteriori
da probabilidade de eventos complexos e naturais. (ALMOULOUD, 2007, p.
141)

» “o trabalho com quantidades continuas foi, até o desenvolvimento da teoria das medidas e
teoria da integragdo, com Borel e Lebesgue, um obstaculo na evolucdo desse conceito,
porém, gracas a esse obstaculo foram identificados diversos paradoxos famosos, como o
paradoxo de Bertrand”. (ALMOULOUD, 2007, p.139)

» “adificuldade na escolha adequada de um modelo matematico para expressar sua ligagdo
estreita com 0 mundo real, o0 mundo sensivel, tal como a Geometria”. (COUTINHO,
1994, p. 25)

Observemos a dificuldade encontrada por D’Alembert em separar uma
informac&o objetiva relativa ao evento observado, de tal forma a situa-se em
um outro modelo probabilista, integrando-a de forma dependente das
faculdades do observador. Destaca-se aqui a necessidade da escolha do
modelo matematico adequado. (COUTINHO, 1994, p. 27)

%2 Obstaculo Uniformiste ou obstécul o que serve paratodos, foi chamado assim por Parzysz (1997) em seu artigo
Les probabilités et la statistique dans le secondaire d hier a aujourd’ hui.
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» Souza (2002, p. 41) classifica como “Dificuldades devido a Independéncia de
Experimentos Aleat6rios” a concepgdo errada de D’Alembert pelo seu questionamento
sobre a independéncia de duas jogadas consecutivas de uma mesma moeda. Nas
palavras de D’Alembert (1769 apud COUTINHO, 1994, p. 19): “no curso normal da
natureza, 0 mesmo evento (qualquer que sgja ele) ocorre raramente duas vezes

consecutivas, mais raramente trés e quatro vezes, e jamais cem vezes consecutivas’.

» adificuldade causada pela falta de um suporte matematico adequado, evidenciada nos
estudos antecedentes ao trabalho de Kolmogorov; (COUTINHO, 1994)

> “adificuldade na resolugcdo de questdes envolvendo o cardter subjetivo ou objetivo da
Probabilidade”; (COUTINHO, 1994, p. 26)

[...] o carédter subjetivo da probabilidade, definido por Bayes, vem em muitas
vezes, reforcar a concepcdo errdnea de gque a probabilidade de um evento
depende das informacfes” obtidas pelo observador. Dessa forma,
observacles diferentes geram probabilidades diferentes para um mesmo
evento. (COUTINHO, 1994, p. 27)

» “a dificuldade pela complexidade de certos problemas da logica combinatéria’.
(COUTINHO, 1994, p. 26).

» Corréa (2010) cita Azcarate (1996) para relacionar 0 modelo determinista como um

obstacul o epistemol dgico para a compreensdo de conceitos probabilisticos.

Sua integragdo na estrutura do pensamento implica na modificagdo do
modelo determinista [...]. Essa ruptura ajuda na superacdo da légica
dicotbmica do sim/ndo que impera hoje em nossa cultura e em
consequéncia, em nossas escolas, introduzindo nas pessoas uma forma
diferente de pensar ao admitir a existéncia das possibilidades de todo um
campo intermediério no qual dominaaincerteza|...] Portanto, desde o ponto
de vista educativo, a introducdo no contexto escolar de uma possivel
interpretacdo probabilistica da realidade, envolve uma mudanca substancial
naformacdo do individuo. (p. 24)

» o fato de ndo ser tdo simples definir o acaso, € considerado um obstaculo epistemol 6gico
pois vemos na histéria que a humanidade demorou muito tempo para entender e aceitar o
acaso, pois antigamente tudo 0 que acontecia era atribuida a vontade de Deus ou do
Deuses, eram simplesmente manifestagdes divinas. Assim vemos na historia que antes de

definir o acaso foi preciso admitir que ele exista.
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A Humanidade precisou de centenas de anos para se acostumar com um
mundo onde alguns eventos ndo tinham causa ou eram determinados por
causas tdo remotas que somente podiam ser razoavel mente representados por
modelos ndo-causais. (PICHARD, 1997 apud SILVA, |. A., 2002, p. 34)

Nesse sentido Silva, I. A. (2002, p.94-95) aponta em sua pesquisa que “a crenca,
aceitacd0 ou a rejeicdo do acaso como determinante do destino estdo arraigados as

representacOes particulares de cada individuo (aluno)” pode se constituir um obstaculo.

Em sua pesquisa Corréa (2010, p. 135) verificou que cinco dos seis professores
entrevistados ndo apresentaram clareza sobre a ocorréncia do conceito de acaso; eles tentavam
definir ou determinar, porém quanto mais argumentavam, mas se distanciavam da sua
compreensdo. Outra observacao desse pesguisador foi que a visdo determinista da Matematica
interferiu diretamente na compreensdo do acaso, ou Sga, “requeria que o entrevistado
abandonasse tal visdo, pois a andlise de uma situacdo probabilistica, para 0os mesmos era
impossivel ocorrer por essas duas perspectivas simultaneamente”.

Girard (1997 apud SOUZA 2002, p. 42) perguntou a alguns alunos qual, dentre as trés
afirmacbes dadas, corresponderia a sua idéia de acaso. A maioria respondeu que “é apenas a
conseguéncia da nossaignorancia”’, mostrando uma visao determinista, outros que “constitui o
universo na ordem em que o vemos”, acreditando que o0 acaso existe em tudo e n&o se pode

saber ou calcular tudo e paraaguns o “acaso dissimula aordem divina”.

Como podemos verificar a nogdo de acaso é ainda confusa para alunos e professores e
Girad (1997 apud SILVA, I. A. 2002, p. 49) ainda nos deixa trés questdes de como
compreender 0 acaso:

a) Ele é o encontro de duas séries causais independentes? (no sentido de
Aritételes ou Cournot)

b) Ele é dado a complexidade de um sistema, o que lhe causa bastante
sensibilidade as condi¢des iniciais? (no sentido de Poincaré)

c) Naéo é€eleo reflexo de nossaignorancia? (no sentido de Laplace)

Entler (1997) define trés situagdes sobre o acaso, que considera serem trés
fenomenologias, trés posi¢coes epistemol dgicas diferentes:

1) Acaso como desconhecimento das causas

Ao jogar uma moeda, ndo posso prever o lado em que elaira cair porque ndo é
possivel localizar o conjunto de forcas que agem sobre ela. No entanto, podemos
afirmar que sua posicéo final tem um causa.
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De acordo com Entler (1997), existe um principio basico da filosofia que ndo
temos muita dificuldade para intuir: todo efeito tem uma causa. Posso atribuir ao
acaso se algo imprevisto acontecer sem que isso signifique que o fendmeno escapou
as determinacdes que regem o universo. Neste caso 0 acaso diz respeito a um lapso
do conhecimento e nfo da natureza, nas palavras de Emille Borel: “o acaso é apenas

0 nome dado a nossa ignorancia”.

2) Acaso como cruzamento de séries causais independentes

Uma telha cai do telhado de uma casa, passando eu pela rua ou néo;
ndo ha qualquer conexdo, qualquer solidariedade, qualquer
dependéncia entre as causas que levam a queda da telha e aquelas
que me fazem sair de minha casa, para levar uma carta ao correio.
Mas, atelha cai sobre minha cabega, e eis este velho matematico fora
de atividade: € um encontro fortuito, que ocorre por acaso.
(COURNOT, 1875 apud LESTIENNE, 1993 apud ENTLER, 1997)

Uma série causal €, de acordo com Entler (1997), uma cadeia de causas e
efeitos interligados, no qual um fenbmeno determina um outro e assim por diante,

assim cada fenbmeno € necessario para este acontecimento.

No caso de séries causais independentes, nogdo de acaso elaborada por
Antoine Augustin Cournot, ndo existe um elo de determinagéo entre os fen6menos,
pois eles sdo fenbmenos desconexos, ndo existe uma cadeia de causas. No entanto,
elas podem se cruzar no tempo e no espaco, determinando em conjunto um novo fato,
como ocorreu no exemplo classico de Cournot: a telha caiu sobre sua cabeca, no qual
cada série explica seu movimento, mas ndo o cruzamento entre elas. (ENTLER,
1997)

3) Acaso como auséncia de causas

Isso ocorre quando alguém diz que algo aconteceu por acaso, mas considerando
gue ndo existe um porqué a ser considerado, porém, ndo ha como haver um fenémeno
sem causa. (ENTLER, 1997)
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Heuristicas de julgamento probabilistico

Tversky e Kahneman (1982, apud FERNANDES, 1999) descrevem trés tipos de
heuristicas™ nas quais as pessoas recorrem para fazerem seus julgamentos probabilisticos,
“gue consistem em estratégias, deliberadas ou néo, que se baseiam numa avaliacdo natural
para produzir uma estimativa ou predi¢do”, que muitas vezes levam a erros ou viéses, mas que

podem em algumas situagOes vir a ser eficientes.

e Heuristica da representatividade: as probabilidades sdo avaliadas e atribuidas tendo
como base sua representatividade, ou seja, se certo evento A for mais representativo que
B, entdo tem mais probabilidade de acontecer. Como aconteceu no trabalho de Fernandes

(1999, p.82), no qual ele pergunta:

Qual dos resultados seguintes, obtidos em 6 langamentos consecutivos de
uma moeda equilibrada (ndo viciada), € mais provavel? (C representa a face
carada moeda e E representa a face escudo.)

a) EECECC

b) CECECE

c) CCECCC

d) Ambas as sequéncias a) e b) sdo igualmente provaveis.

€) Todas as trés sequéncias a), b) e ¢) sdo igualmente provaveis.

Apesar de todas serem igualmente provaveis (€), 0s sujeitos da pesquisa adotaram a
resposta (c) como a menos provavel, justificando que ndo tem a mesma propor¢éo de caras e

coroas e ainda declaram aletra (a) como mais provavel.

Na pesquisa de Lecoutre e Fischbein (1998 apud SOUZA, 2002) realizada com alunos
entre 10 e 17 anos e com estudantes de Psicologia observaram o efeito “récence” (negativo e
positivo) e perceberam que havia uma ligagdo com o viés da representatividade nas justificas

das respostas dos estudantes mostravam.

[...] o efeito “récence”: consiste em, por exemplo imaginar gue se num jogo
de cara ou coroa, aparecem trés caras em seguida, o individuo imaginar que
€ mais provavel aparecer coroa na proxima (negativo); ao contrario [...]
imaginar que na préxima aparecera também cara (positivo). O efeito positivo
raramente aparece, em qualquer idade; o negativo diminui com a idade.
(SOUZA, 2002, p. 49)

% Estas heuristicas 80 “baseadas em avaliagdes naturais efetuadas rotineiramente como parte da percepcéo e da
compreensdo de mensagens, consistem em estratégias, deliberadas ou ndo, que se baseiam numa avaliagéo
natural para produzir uma estimativa ou uma predicéo”. (FERNANDES, 1999, p.81)
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e Heuristica da disponibilidade: as probabilidades sdo avaliadas e atribuidas tendo

como base afacilidade com que ele se lembra ou constréi um exemplo, influenciadas pela

experiéncia do individuo; dessa forma ele atribui maior probabilidade aquilo que ele

lembramais.

Um jogador do totoloto® fez trés apostas no concurso desta semana. Com
qual dessas apostas, indicadas abaixo, tem mais chances de ganhar um
prémio?

a)123456.

b) 513 24 25 30 42.

€) 2171925 34 39.

d) Tem as mesmas chances de ganhar um prémio com qualquer das apostas
b) ec).

€) Tem as mesmas chances de ganhar um prémio com qualquer das apostas
a), b) ec).

A menor probabilidade de ganhar um prémio no totoloto com a aposta a) foi
justificada frequentemente a partir da evocacdo de resultados do totoloto,
principamente entre o0s sujeitos sem experiéncia de ensino de
probabilidades. (FERNANDES, 1999, p.83)

Nesse experimento a aposta (a) foi a mais escolhida como tendo menor probabilidade

de acontecer, justificada pela evocagdo dos resultados do totoloto e ainda atribuiram a aposta

(b) maior chance por possuir um nimero de cada dezena.

Heuristica de ajustamento e ancoragem: “as pessoas fazem estimativas partindo de um
vaor inicial que € seguidamente ajustado para produzir uma resposta fina”.
(FERNANDES, 1999. p.81).

Influéncia de fatores causais: Afirmar que o resultado de um experimento aleatério
depende de fatores causais, como por exemplo, atribuir o resultado de um dado a face que

esté virada pra cima no momento do langcamento e até aforga que é jogada.

Rouan (1991 apud SOUZA, 2002) observou algumas concepgdes que considerou

erradas sobre azar e probabilidade, levantadas por meio de um question&rio e entrevistas

com um grupo de alunos entrel8 e 19 anos que tinha tido aprendido probabilidade em nivel

pré-universitario e outro grupo que ndo. Descreveremos trés desses vieses.

Equiprobabilidade: atribuir mesma probabilidade a todo experimento, mesmo que

alguns dos possivei s resultados sejam desconhecidos;

Representatividade da populagdo: atribui-se maior ou menor probabilidade a um

resultado de acordo com sua representatividade da popul agéo;

3 Totoloto é um jogo de azar do tipo loteria que é realizado pela Santa Casa de Misericérdia de Lisboa desde
1985 em Portugal e cujo sorteio se realiza todos os sdbados.
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e Representatividade do processo de azar: julgamentos probabilisticos baseados em
caracteristicas errdneas do processo de azar. Como por exemplo, acreditar que em um
jogo da Sena, a sequéncia 12, 13, 14, 15, 16 e 17 é menos provavel que qualquer outra
como 12, 34, 41, 62, 55 e 03.

Destacamos também o que Shaugnessy (1992, apud SOUZA, 2002, p.36) chamou de
“negligéncia quanto ao tamanho da amostra”’, a concepgdo observada em um |levantamento
gue o autor fez de pesquisas sobre as concepgdes que as pessoas tém em Probabilidade e
Estatistica, na qua afirma que “individuos que ndo (ou muito pouco) estudaram Estatistica
ndo percebem a diferenca entre se obter duas caras em trés lancamentos de moeda e 200 caras
em 300 lancamentos”. Dessa forma ndo compreendem que a variagdo das frequéncias dos

eventos € mais facil de acontecer em pequenas quantidades de langcamentos.
Concepcoes Espontéaneas

Ass concepcdes espontaneas ou pré-construidas sdo percepgdes que o0s aunos possuem
sobre certo assunto antes de sua efetiva aprendizagem e que podem vir a constituir

dificuldades ou obstacul os para o aprendiz.

Maury (1984 apud SOUZA, 2002) observou que em contextos diferentes para a
mesma estrutura de resolucdo podem ser focos de dificuldades e procedimentos diversos. Por
exemplo, em uma roleta dividida em duas partes iguais, os setores constituem partes de um
todo e em um saco com bolas de duas cores diferentes, mas com a mesma quantidade de bolas
de cada cor, as bolas representam unidades. A autora pode notar que varias concepcoes
espontaneas sobre probabilidade foram mais bem evidenciadas com as bolas do que com a

roleta em um mesmo aluno.

Em seu trabalho Maury também verificou que os alunos tiveram melhor desempenho
com um vocabulario corrente do que com um vocabulario mais técnico. Dessa forma o
contexto e o vocabulério utilizados na apresentag@o dos problemas interferem diretamente na

acdo dos alunos.

Uma constatacdo que nos parece importante € que as respostas dos alunos
para questdes de probabilidades sdo influenciadas pela sua formulacéo e pelo
contexto, evidenciando que sem uma intervencdo didatica apropriada, a
aprendizagem da Teoria das Probabilidades tornar-se-a& muito dificil para os
aunos. (COUTINHO, 1994, p. 34)
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Figueiredo (2000) também observou que os aunos tiveram dificuldades na
interpretacdo das questfes, decorrentes do emprego da linguagem simbdlica da probabilidade
e afirma que para minimizar as dificuldades de notacdo apresentadas pelos alunos fosse
melhor ter articulado os dois registros (linguagem natural e simbdlica). Salientamos que essa

dificuldade também foi encontrada por Souza (2002) em sua pesquisa.

Nesse sentido, também temos a concepcdo errada apontada por Hawkins e Kapadia
(1984, apud FERNANDES, 1999), de que € mais dificil obter o nimero 6 no lancamento de
um dado como consequéncia dos jogos de azar que muitas vezes indicam 0 6 como condi¢éo
para iniciar o jogo, e de fato, em uma partida pode demorar a sair 0 6. De acordo com 0s
autores, essa dificuldade ndo pode ser sanada apenas afirmando ao aluno que a probabilidade
de se obter qualquer uma das faces € 1/6, mas consideram que uma abordagem fregquentista

seriamais eficaz.

Em sua pesquisa Coutinho (1994), buscou trabalhar sobre as concepgdes esponténeas
e classificou duas delas, as mais frequentes, como dificuldades didéticas devido a entraves de

natureza cognitiva:

¢ acrenca da equiprobabilidade devido a auséncia de informagtes sobre o
evento a ser observado;

e acrenca de que a probabilidade de um evento pode ser influenciada por
informagdes obtidas pelo observador. (COUTINHO, 1994, p. 131)

Para identificar essas e outras concepgdes espontaneas de 41 alunos franceses com
idades entre 15 e 18 anos, a pesquisadora, aplicou um questiondrio com dez questles,

elaborado com base nos trabal hos de Bourdier e Maury e chegou aos seguintes resultados.

Sobre o0 entendimento do acaso, para a maioria dos alunos, 35, significa: “sem

intervencdo” e para 0s outros sei's estudantes restantes: “sem poder prever o resultado”.

Tambeém, foi identificada a concepcéo errdnea de que “na falta de informagdes todos
0S eventos sdo equiprovaveis’, na qua a probabilidade de um evento pode ser alterada de
acordo com as informagdes obtidas sobre esse evento, mas com base na concepcao classica e

ndo na frequentista. Além de contradi¢des nos raciocinios desenvolvidos pel os alunos.

Com relagdo a proporcionaidade os alunos parecem compreender que as chances de
se obter um vermelho s&o as mesmas entre uma urna B composta por 3 bolas vermelhas e 2
azuis e uma roleta dividida em dois setores (roleta C), na qual 60% é vermelha e 40% azul.
Mas a0 comparar essa roleta 1 com outra ha mesma proporgao, porém, dividida em mais

setores (roleta D). Apesar de observarem, que as duas cores nas roletas possuem a mesma
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proporc¢do, acreditam que na roleta D teriam mais chances de se obter um vermelho, porque
estdo divididas em mais setores vermel hos.

Tima B Raoleta © Eoleta D

Figura 4- Representacdo daurnaB e dasroletasC e D.

Foi observado também que em se tratando do acaso, os aunos ndo levam em
consideracao as proporcoes dos elementos da experiéncia. Este € um raciocinio semelhante ao
de D" Alembert (apud COUTINHO, 1994, p.56), no qual afirma que em qualquer experimento
“0 mesmo evento (qualquer que sgja ele) acontece muito raramente duas vezes seguidas , mais

raramente trés e quatro vezes, e jamais cem vezes consecutivas”.

No langamento de dois dados a maioria dos alunos (30) acredita que obter uma face 5
e uma 6 € a mesma que duas faces 6. Nesse caso ndo fizeram distin¢éo entre os resultados
(5,6) e (6,5), perpetrando 0 mesmo erro de D"Alembert no seu artigo Cruz et Pile®. E os 7
alunos que responderam corretamente, pensaram erroneamente, pois acreditam ser mais dificil

obter duas faces iguais que duas diferentes e 4 ndo souberam responder.

Para a maioria dos alunos probabilidade significa chance “no sentido subjetivo do
termo, ou sgja, ndo existe uma distingdo entre o uso da probabilidade objetiva ou subjetiva’
(COUTINHO, 1994, p.59). No lancamento de uma moeda por 100 vezes foi dito a eles que
foram obtidos 60 coroas e 40 caras, e com base nisso nove alunos afirmaram ser essa uma
informacdo Util para estimar a probabilidade de se obter coroa no 101° lancamento e depois
afirmaram que se jogarmos essa moeda mais 10 vezes existiro mais coroas. Percebe-se entédo
gue aguns alunos encontraram suas respostas tendo como base os resultados obtidos em
alguns resultados do experimento. A analise mostrou que 46% dos alunos responderam que,
"existirdo mais coroas que caras” se jogarmos a moeda mais 10 vezes, pois das 100 jogadas
anteriores 60 foram coroas e 40 caras, dessa forma observamos que os alunos acreditam na
importancia da informacdo de resultados anteriores do experimento, constituindo uma
“concepcao erronea de que os resultados anteriores a uma experiéncia aleatoria vao interferir
Nnos seus proximos resultados”. (COUTINHO, 1994, p.61)

* Artigo de Jean Le Rond D" Alembert, chamado “Croix ou Pile’ encontrado em La Grande Encyclopédie, ja
comentado no item 2.3.1.
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No nivel de agdo imediata, pudemos constatar que para estes jovens “a
ocorréncia de um evento durante uma experiéncia aeatéria pode ser
influenciada por resultados anteriores a este”, ou ainda que “a probabilidade
de um evento depende das informacgdes obtidas anteriormente sobre esse
evento”, ou mesmo que “da auséncia de informagdes sobre condigdes da
experiéncia aleatéria conclui-se que a equiprobabilidade de seus resultados”,
caracterizando uma visdo subjetiva da probabilidade. (COUTINHO, 1994, p.
67)

Coutinho (1994) também observou que os aunos ndo compreendem bem o significado
das palavras ao acaso, aleatdrio, chance e probabilidade e constata a necessidade de uma
sequéncia de ensino que formalize esses conceitos a partir das corregdes das concepgoes

errbneas identificadas.
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CAPITULO 3

3. A PESQUISA: ESCOLHASTEORICASE METODOLOGICAS

Dedicamos esse capitulo a apresentacdo de nossos objetivos de pesquisa e ao estudo
da Teoria das Situagdes Didéticas (BROUSSEAU, 1986), aporte tedrico que embasa o
desenvolvimento de nossa pesquisa, bem como a apresentagdo da Engenharia Didética
(ARTIGUE, 1988), metodol ogia utilizada nesse trabal ho.

3.1. OBJETIVOS GERAL E ESPECIFICOS

A partir de nossas leituras e reflexdes, com a finalidade de responder a questdo
norteadora, definimos o seguinte objetivo geral: investigar a aprendizagem dos alunos do
9° ano do Ensino Fundamental, levando em consideracéo situagbes envolvendo

diferentes visdes de probabilidade.
Para atingir esse objetivo geral elencamos 0s seguintes objetivos especificos.
e Investigar eanalisar dificuldades dos alunos no estudo de probabilidade;

e Estudar os conhecimentos mobilizados pelos alunos na resolucéo de problemas

probabilisticos especificos as visdes classica e frequentista de probabilidades.

3.2. A TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS

Nesta pesguisa admitimos como ponto de partida que o sujeito aprende em uma
perspectiva construtivista piagetiana, como um processo de aquisicdo de conhecimento por
adaptacdo que ocorre por meio da assimilagdo e acomodac&o, na passagem de um estagio de
desequilibrio para um de equilibrio. Na assimilagc&o o sujeito se apropria de um objeto e cria
para ele um significado préprio. Depois, para haver acomodacdo criam-se novos significados,
ou ha uma reestruturacdo de esguemas anteriores, e esse processo € chamado de equilibragéo,
no qua a aprendizagem acontece. Dessa forma iremos buscar aporte na Teoria das Situacoes
Didéticas, teoria desenvolvida por Guy Brosseau (1986), que é estruturada por essa nogdo de

aprendizagem por adaptagéo descrita inicialmente por Piaget.
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A aprendizagem por adaptacdo € uma das nogdes utilizadas por Brousseau
paraestruturar ateoria das situagfes didéticas, enfatizando uma aproximagéo
com os chamados esgquemas de assimilacéo e acomodacdo, que foram
descritos inicialmente por Piaget. Em uma tal aprendizagem, o aluno é
desafiado a adaptar seus conhecimentos anteriores as condigdes de solugéo
de um novo problema, é preciso que 0 auno ultrapasse 0 seu préprio nivel
de conhecimento, revelando a operacionalidade dos contetidos dominados
aé entdo. [...] o interesse em valorizar uma aprendizagem por adaptacéo €
comparé-la ao caso indesgjavel em que ocorre um excesso de formalismo ou
da memorizag8o inexpressiva [...] Nesse sentido, a adaptacdo pode ser
entendida como a habilidade que o aluno manifesta em utilizar seus
conhecimentos anteriores para produzir a solugdo de um problema. (PAIS,
2001, p. 69-70)

A Teoria das Situagdes Didaticas (BROUSSEAU, 1986), propde um modelo de
elaboracdo de situacBes didaticas, ou sga, uma forma de apresentacdo de conteldos
especificamente mateméticos no qual o aluno constréi seu conhecimento, ou sgja, possibilitaa
aprendizagem. Além disso, “por meio da andlise das situacdes didéticas € possivel investigar a
problemética da aprendizagem matemética e desvelar aspectos que ocorrem durante a
resolucao de problemas e a elaboracédo de conceitos pelos alunos”. (FREITAS, 2008, p.81).

Essa teoria apbia-se em trés hipdteses: o aluno aprende adaptando-se ao meio; 0 meio
sem intencbes didaicas € insuficiente para permitir a aquisicdo de conhecimentos
mateméti cos e finalmente 0 meio e as situagdes devem envolver significativamente os saberes
matemati cos envolvidos no processo de ensino e aprendizagem. O meio a que nos referimos é
segundo Brousseau (2008, p. 19), “um sistema autbnomo, antagbnico ao sujeito, e é deste que
convém fazer um modelo, visto com um tipo de autdmato”.

A situacdo didética é o objeto central da teoria das situagdes e foi definida por
Brousseau (1986 apud FREITAS, 2008, p. 80) como:

[..] um conjunto de relacBes estabelecidas explicitamente e ou
implicitamente entre um aluno ou grupo de alunos, num certo meio,
compreendendo eventualmente instrumentos ou objetos, e um sistema
educativo (o professor) com a finaidade de possibilitar a estes alunos um
saber congtituido ou em vias de constitui¢&o.

Nesse sentido, o professor organiza um meio no qual o aluno estabel ece relacbes com
ele e com o saber, que sdo classificadas por Brousseau (2008) em trés categorias: troca de

informactes ndo codificadas, por acles e decisdes; troca de informacdes codificadas, pela

linguagem; e troca de opinides, por meio de argumentacdes.
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Dentro das situagdes didéticas, existem ainda, as situagdes adidéticas, quando o aluno
trabalha sem a interferéncia direta do professor sobre o saber. Paraisso o professor apresenta
um bom problema para 0 aluno para que ele aceite como seu e queiraresolver o problemasem
gue seja por obrigacao escolar e sem gjuda do mestre. Quando isso ocorre dizemos gue houve

adevolucdo®. Em uma situacéo adidética,

O auno sabe que o problema foi escolhido para fazer com que ele adquira
um conhecimento novo, mas precisa saber, também, que esse conhecimento
€ inteiramente justificado pela l6gica interna da situagdo e que pode
prescindir das razbes didaticas para construi-lo. Ndo sd pode como deve,
pois ndo tera adquirido, de fato, esse saber até que o consiga usar fora do
contexto de ensino e sem nenhuma indicagdo intencional. (BROUSSEAU,
2008, p.35)

Dessa forma, em uma situacéo adidatica, o aluno deve ter papel ativo no seu processo
de ensino e aprendizagem: ele age, fala, reflete e evolui por iniciativa propria. Para tanto, os
conhecimentos que ele possui devem possibilitar iniciar a resolucdo do problema, mas ndo

devem ser suficientes para chegar a solucéo sendo necessario encontrar novos conhecimentos.

A “respostainicial” so deve permitir ao aluno utilizar uma estratégia de base
com a gjuda de seus conhecimentos anteriores; porém, muito rapidamente,
esta estratégia deveria mostrar-se suficientemente ineficaz par que o aluno se
veja obrigado a redlizar acomodagdes — quer dizer, modificagcbes de seu
sistema de conhecimentos — para responder a situagdo proposta. [..] O
trabalho do professor consiste, entdo, em propor ao aluno uma situagéo de
aprendizagem para que elabore seus conhecimentos como uma resposta
pessoal a uma pergunta, e os faca funcionar ou os modifique como resposta
as exigéncias do meio e ndo a um desgjo do professor. (BROSSEAU, 1996b,
p. 49)

A Teoria das Situagbes Didaticas foi desenvolvida a partir da classificagdo de
situagBes caracterizadas por trés tipos de dialéticas com 0 meio: agdo (coloca seus saberes em
prética para tentar resolver o problema, formula hipéteses empiricamente), formulagdo (tem
que explicitar verbalmente suas hipoteses) e vaidacéo (tem que validar/demonstrar sua
hipotese), e estas “envolvem diferentes relagdes com o saber em jogo: trocas diretas para uma
acdo ou uma tomada de decisdo, trocas de informagdes em uma linguagem codificada, trocas
dos argumentos”. (ALMOULOUD, 2008, p. 37)

% A devolucgo era um ato pelo qual o rei abandonava seu poder para remeté-lo a uma camara. Significa nas
palavras do rei que: “j& ndo se trata de minha vontade, mas do que vocés devem querer, porém, eu Ihes confiro
este direito porque vocés ndo podem reivindicalo por s mesmos”. (BROUSSEAU, 1996b, p. 51)
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e DialéicadeAcdo

Esta fase consiste em colocar o auno em uma situacdo de acdo, na qual a solucéo do
problema é o conhecimento a ser aprendido e quando ele agir sobre esta situagdo, esta deve
Ihe retornar informag&o sobre sua agdo, ou sga, “se 0 meio reage com certa regularidade, o
sujeito pode relacionar algumas informacbes as suas decisdes (feedback), antecipar suas
respostas e consideré-las e suas futuras decisdes”. (BROUSSEAU, 2008, p. 28)

Quando o aluno melhora ou abandona seu modelo para criar outro (assimilacéo e

acomodacdo), pode-se dizer que a situagdo provocou uma aprendizagem por adaptacao.

De acordo com Pais (2001) nesta situacdo o aluno deve agir diretamente sobre o
problema com o intento de respondé-lo, sem precisar explicitar argumentos tedricos que
justifiguem suas respostas, dessa forma, produz conhecimentos de natureza mais experimental

eintuitiva que tedrica.
e Dialética de Formulacdo

De acordo com Brousseau (2008) a formulagdo de um conhecimento corresponde a
uma capacidade do aluno de retomé-lo, pois ndo basta que saiba dar a resposta de um
problema ele deve saber comunicar suas estratégias de resolugdo para atuar nesta situacéo e
essa comunicagdo esté subordinada a dois tipos de retroagdo: uma por parte dos colegas, que
podem ou ndo compreender/concordar e outra por parte do meio, no momento em que ele for

utilizar esta estratégia em outro problema esta pode ou ndo leva-lo a uma solucéo correta.

Nesta fase entdo, 0 aluno deve trocar informagdes com outro(s) aluno(s) que podem
ser em linguagem natural ou matemética, ou sgja, € 0 momento em que ele explicita a solucéo
e as ferramentas que utilizou para encontré-la e de acordo com Almouloud (2007, p. 38) “se o
aluno deve agir e ndo dispbe de toda a informacdo e se seu parceiro no jogo dispde das
informacdes que |he faltam, pode haver, nessas trocas, julgamentos, debate de validade, sem

gue isto constitua necessariamente uma situacéo de formulacéo”

e Dialéticada Validacdo

7

Na diaética de validacdo o objetivo principal é a validacdo das afirmacbes e
proposi¢des formuladas nas fases anteriores (agdo e validagéo), € o momento em que o aluno
deve provar a validade de suas estratégias nos debates e discussdes. Assim nessa situacao,

segundo Brousseau (2008, p. 27)
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[...] os aunos organizam enunciados em demonstracfes, constroem teorias
[...] etanto aprendem a convencer os demais alunos como a se deixarem
convencer sem ceder a argumentos retéricos, a autoridade, a seducdo, a
soberba, a intimidacBes etc. As razdes que um aluno possa fornecer para
convencer 0 outro, ou as que possa aceitar para mudar de opinido, seréo
progressivamente elucidadas, construidas, testadas, debatidas e acordadas. O
aluno ndo sb deve comunicar uma informagdo, como também precisa afirmar
gque o0 que diz é verdadeiro dentro de um sistema determinado. Deve
sustentar sua opini&o ou apresentar uma demonstragéo.

Vae destacar que a situacdo de validagdo esta atrelada a de formulagdo e que em
ambas pode se recorrer aos tipos de linguagem oral ou escrita, mas 0 mais comum € o aluno
utilize as duas e muitas dificuldades na elaboracéo das provas podem estar associadas ao uso
da linguagem simbdlica e formal da matematica, pois os alunos tém pouco dominio sobre ela.
(FREITAS, 2008)

e Dialéticada lnstitucionalizacéo

Brousseau (2008, p.31) acreditava iniciamente que apenas as dialéticas de acéo,
formulagdo e validagdo compunham todas as situagdes de aprendizagem possiveis, até que
durante as experiéncias desenvolvidas percebeu que apenas essas Situacbes ndo eram
suficientes e que os professores precisavam “rever 0 que ja haviam feito”, ou sga,

institucionalizar o conteldo trabal hado.

Demoramos a perceber que os professores realmente eram obrigados a
“fazer alguma coisa”: tinham que dar conta da producdo dos alunos,
descrever os fatos observados e tudo que estivesse vinculado ao
conhecimento em questdo; conferir um status aos eventos da classe vistos
como resultados dos alunos e do processo de ensino; determinar um objeto
de ensino e identificalos; aproximar as produgdes dos conhecimentos de
outras criagdes (culturais ou do programa) e indicar quais poderiam ser
reutilizadas. (BROUSSEAU, 2008, p.31)

Surgiu assim, a necessidade de considerar a situacéo de institucionalizacdo, na qual o
professor da status de saber aos conceitos ensinados. Neste momento, o professor “oficializa”
o conhecimento matemético e, em conjunto com os alunos, sistematiza o que aprenderam para
gue reconhegam 0 que construiram e incorporem em seus esguemas e depois possam utiliza
los na resolugdo de outros problemas, pois de acordo com Pais (2001, p. 74) “a
institucionalizacdo so faz sentido quando o aluno compreende o significado do conteido e

percebe a necessidade de integrar seu conhecimento a umateoriamais ampla”.
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Navisdo de Almouloud (2008, p. 40) ainstitucionalizagéo deve ser negociada em uma
dialética; ndo pode ser realizada muito cedo, pois interrompe a construgdo do significado,
impedindo uma aprendizagem adequada, resultando em dificuldades tanto para o professor
guanto para os aunos; e, “gquando feita gpds 0 momento adequado, ela reforca interpretacdes

inexatas, atrasa a aprendizagem, dificulta as aplicagdes”.

Nesse sentido, Brousseau (19963, p. 56) salienta que a institucionalizagdo ndo precisa

ser obrigatoriamente sempre apés a validacdo ela pode ser realizada tanto

[...] sobre uma situagdo de acéo - reconhece-se 0 valor de um procedimento
que se convertera em um recurso de referéncia - como também sobre uma
situacéo de formulagdo. Ha formulagdes que serdo conservadas (“isto se diz
assim”, “aquilo deve ser lembrado”). O mesmo acontece com as provas. €
necessario identificar o que sera retido das propriedades dos objetivos que
encontramos.

Como pudemos observar a teoria das situacdes didéticas tem como objetivo estudar
formas de exploracdo de situaces didaticas que visam a aprendizagem de um contetdo
matemético, no caso de nossa pesguisa situagdes que abordassem Probabilidade, valorizando
a dualidade das abordagens classica e frequentista. Dessa forma esse quadro tedrico nos
auxiliou na elaboracdo da sequéncia didética, na forma de apresentacdo das situagcdes aos
alunos, levando-os a vivenciar as diaéticas adidaticas de acdo, formulagéo e validacdo, para
depois fazermos a institucionalizacdo e na forma como deveriamos agir em nosso papel de

mediadores e pesqui sadores nessas situagoes.

3.3. A ENGENHARIA DIDATICA

Para gjudar a elaborar, organizar e aplicar essas situagoes, aém de fazer as andlises e
validacOes propostas nos objetivos, utilizamos alguns pressupostos da Engenharia Didatica
(ARTIGUE, 1988) como metodologia, uma vez que essa visa pesquisas que estudam 0s
processos de aprendizagem de um dado objeto matematico, favorecendo uma ligacéo entre a
pesquisa e a agdo pedagdgica.

A Engenharia Didatica leva esse nome por ter semelhangcas com o trabalho de um
engenheiro, que se ap6ia em seus solidos conhecimentos tedricos e cientificos para elaborar
um projeto, mas que em certo momento, na execucdo, pode se deparar com problemas
préticos e imprevisiveis.
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Como metodologia de pesquisa, € definida por Artigue (1988, p.196) como “um
esquema experimental que se baseia em “redlizacdes didéticas” na sala de aula, isto é, se
preocupa com a concepcdo, realizagdo, observacdo e andlise das sequéncias de ensino,

abrindo, assim caminhos para a experimentacdo nas classes como pratica de investigagao”.

Segundo Machado (2008, p.238), esse “processo experimental da Engenharia Didatica
se compde de quatro fases”: andlises preliminares; concepcdo e andlise a priori das situacdes

didéticas; experimentacdo e andlise a posteriori e validacéo.

Na primeira fase, momento em que devem ser realizadas as andlises preliminares, as
hipoteses cognitivas e didéticas sdo formuladas, pois s@o elas que fundamentam toda a
estrutura da Engenharia Didatica e como recomenda Pais (2001, p.101) nesta fase deve ser
realizada “uma descricéo das principais dimensdes que definem o fendmeno a ser estudado e
gue se relacionam com o sistema de ensino, tais como a epistemoldgica, cognitiva,
pedagdgica, entre outras”.

Em nossa pesquisa essa fase foi realizada tendo como objetivo obter informagdes que
compuseram nosso quadro tedrico. Para tanto, comegamos por fazer um resgate histérico do
desenvolvimento da teoria das probabilidades ao longo do tempo, com a finalidade de estudar
como se deu a evolugdo e constituicdo deste conceito. Em seguida, realizamos um estudo de
alguns conceitos probabilisticos e das diferentes visdes de probabilidade (cléssica,

frequentista, subjetiva e axiomética), bem como a probabilidade geométrica.

Também analisamos como se deu a inser¢do recente deste conceito no curriculo
escolar brasileiro, que comegou a partir das tendéncias internacionais e a fim de verificar o
enfoque dado a probabilidade no ensino atua analisamos documentos oficiais (PCN e
PNLD), a concepcéo dos professores e agumas pesquisas que envolvem o ensino e
aprendizagem de probabilidade, além de identificar as deficiéncias envolvidas na abordagem

desse contetido, as dificuldades, obstécul os e concepgdes espontaneas dos alunos.

A segunda fase, concepgdo e andlise a priori, consiste da construgéo das situactes a
partir das andises preliminares e para tanto, inicialmente sdo delimitadas variaveis didaticas
gue sdo importantes para o processo de ensino e aprendizagem do objeto em estudo e podem
ser divididas em micro-didaticas, que se referem a apenas uma sessdo da engenharia e em

macro-didéticas, que se refere ao conjunto todo, a organizagdo geral .

O objetivo da andlise a priori € determinar hipoteses a partir de uma andlise tedrica

das atividades de como as escolhas efetuadas e as varidveis que admitimos pertinentes,
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permitem controlar os comportamentos dos alunos, explicar seu sentido podendo assim
controlar a realizagdo das atividades dos alunos, identificando os fatos observados e

compreendé-los.

A andlise a priori deve estar focada na situagéo adidética a ser desenvolvida e tem uma
parte de descricéo e outra de previsdo. De acordo com Machado (2008. p.243-244) nesta fase

deve-se:

e descrever cada escolha local feita (eventuamente, relacionando-as as
escolhas globais) e as caracteristicas da situacdo adidatica decorrentes de
cada escolhg;

o andlisar qua o desafio da situagcdo para o aluno, decorrente das
possibilidades de agéo, de escolha, de decisdo, de controle e de validacéo
de que ele dispora durante a experimentagéo;

e prever 0s comportamentos possiveis e mostrar no que a andlise efetuada
permite controlar 0 sentido desses comportamentos; além disso, deve-se
assegurar que, se tais comportamentos ocorrerem, resultardo do
desenvolvimento do conhecimento visado pela aprendizagem.

Em resumo a andlise a priori se compde da elaboragdo das atividades, da divisdo das
sessfes, do tempo, da justificacdo da escolha das variaveis didéticas e da descricdo de
estratégias de resolucdes corretas ou ndo para prever possiveis agdes e problemas gue possam

acontecer durante a experimentagéo.

Dessa forma, em nossa pesquisa organizamos uma sequéncia didatica com a intengdo
de introduzir a no¢éo de probabilidade por meio das visdes cléssica e frequentista a alunos do
9° ano do Ensino Fundamental. Essa sequéncia que € composta de seis sessdes e as atividades
gue fazem parte de cada sessdo foram elaboradas tendo como base as andlises prévias e alguns
preceitos da teoria das situagdes didéticas visando a devolugdo e o desenvolvimento do aluno

passando pelas dial éticas de agdo, formulagdo e validagao.

Também descrevemos as varidveis didaticas escolhidas, além de possiveis estratégias
gue os alunos poderiam utilizar bem como as dificuldades que estes poderiam enfrentar

durante o desenvolvimento da sequéncia.

Na terceira fase, experimentacdo, ocorre a aplicagdo da engenharia didética é o
momento de por em préatica todas as situagdes didéticas construidas para coleta de dados, que
pode ser recolhida por meio de gravagdes, filmagens, transcri¢des, questionarios, producdes
dos alunos e observacBes pertinentes. Nesta fase também se deve explicitar a0 grupo

pesquisado os objetivos e condigOes para a realizagdo da pesquisa, ou seja, estabelecer a
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relacdo entre professor, aluno e pesquisador, aém de poder ser feitas alteragdes necessérias,

quando houver um problema ou imprevisto no identificado na andlise a priori.

Nesta pesquisa, aplicamos a sequéncia de atividades com seis alunos do 9° ano, que
ndo haviam estudado o contetido de probabilidade. Ocorreram sei's encontros, durante os quais
os dados foram coletados por meio das produgBes escritas e da gravagdo em é&udio das
sessdes, que se fez necessdria, pois em alguns momentos da sequéncia os debates foram
realizados apenas oralmente.

Todos os registros obtidos ao longo da experimentagdo serdo examinados com atencéo
durante as andlises a posteriori, pois € o momento em que deve ser realizado o “tratamento”
das informagdes coletadas, no qual olhamos mais atentamente para sequéncia como um todo,
observar o que deu certo e errado, verificando se possuimos o material necessério paravalidar
nossas hipoteses ou se é necesséria outra intervencdo. Para tanto, procuramos destacar as fases
adidaticas vivenciadas pelos aunos durante a experimentagdo para identificar mudangas
ocorridas na aquisicdo de conhecimentos probabilisticos durante o desenvolvimento da

sequéncia aplicada.

E importante saientar que na Engenharia Didética a validago & interna, diferente de
outras metodologias com validacio externa®’, e consiste na confrontagdo entre a andlise a
priori e a andlise a posteriori da sequéncia aplicada na experimentacdo e € nela que “se
validam ou refutam as hipdteses levantadas no inicio da engenharia”. (MACHADO, 2008, p.
246).

37 A validagao externa se caracteriza pela confrontagao entre os resultados de um grupo experimental e um grupo
de controle, ou sgja, pela comparagdo entre 0 grupo que participou da pesguisa e um que ndo participou.
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CAPITULO 4

4. A SEQUENCIA DIDATICA

Nossa sequéncia didéatica® é composta por seis sessdes que foram concebidas levando

em consideracdo o quadro teorico, apresentado no capitulo 2, bem como os conhecimentos

prévios dos alunos do 9° ano do Ensino Fundamental, as dificuldades, obstaculos, concepgdes

espontaneas e as varidveis didéticas.

A tabela a seguir contém um resumo da sequéncia didatica com 0s conceitos

probabilisticos envolvidos em cada sesséo:

Sessdo
12 Sessdo
22 Sessdo
32 Sesséo
42 Sessd0
52 Sessfo
62 Sessdo

Nesse capitulo,

Conceitos envolvidos

Experimentos Aleatorios e Experimentos Deterministicos
Espaco Amostral, Evento Elementar e Impossivel

Espaco Amostral Equiprovavel e Nao-Equiprovéavel
Probabilidade Visdo Cléssica

Probabilidade Visdo Freguentista

Articulacdo da Probabilidade Cléssica com a Frequentista

Quadro 3: Quadro das sessdes.

apresentamos toda a sequéncia didética realizada, e decidimos fazé-lo

por sessdo, apresentando a andlise a priori, seguida da experimentacdo, e, finalizando, com

sua andlise a posteriori

A andlise a priori deve estar focada na situacéo adidética a ser desenvolvida e tem

uma parte de descricéo

e outra de previsdo. De acordo com Artigue (1996, p. 205), nestafase

- descrevem-se as escolhas efetuadas ao nivel loca (remetendo-as,
eventualmente, para escolhas globais), e as caracteristicas da situacéo
adidética que delas decorrem;

- analisa-se 0 peso que o investimento nesta situagdo pode ter para o auno,
particularmente em funcdo das possibilidades de acdo, de escolha, de
decisdo, de controle e de validacdo de que ele dispde, uma vez operada a
devoluc&o, num funcionamento quase isolado do professor;

- prevéem-se 0s campos de comportamentos possiveis e procura-se mostrar
de que forma a andlise efetuada permite controlar o sentido desses campos e
assumir, em particular, que os comportamentos esperados, se intervierem,

% A sequéncia didética apresentada agui é diferente da apresentada na qualificacao.
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resultardo claramente da aplicacdo do conhecimento visado pela
aprendizagem.
Em nossa pesquisa pretendemos seguir essas recomendagdes durante a apresentagéo
das sessbes. Assim para cada sessdo descreveremos 0s objetivos, as variaveis microdidéticas,
possiveis estratégias dos alunos e a forma como iremos agir diante do aparecimento ou

auséncia dos comportamentos esperados.

Na experimentacdo faremos um relato da realizagdo da engenharia em conjunto com a
andlise a posteriori, na qual procuramos destacar as fases adidéticas vivenciadas pelos aunos
durante a experimentacdo para identificar mudancas ocorridas na aquisi¢céo de conhecimentos
probabilisticos durante o desenvolvimento da sequéncia aplicada, analisando os dados
coletados segundo o referencial didético adotado.esta pesquisa, consideramos como variaveis:
a formulac&o do problema (escrita ou ora); vocabulério (corrente ou técnico); oralidade (uso
ou ndo uso do l&pis e papel); contexto (diversos contextos); realizagdo do experimento;
realizagdo do experimento para observagdo da estabilizacdo da frequéncia relativa; e escolha

dos experimentos aleatérios.

Variavel 1: Formulagdo do problema

De acordo com Coutinho (1994) as variaveis de vocabul ério referem-se a apresentacéo
clara do problema, pois se for mal formulado pode interferir na resolugdo e nas estratégias,
levando a0 insucesso ou a um objetivo diferente do esperado. Dessa forma, optamos por
apresentar atividades na forma escrita, mas depois iremos ler a atividade para depois nos

certificarmos de que o aluno compreendeu bem o que se pede.

Variavel 2: Vocabulario

Maury (1984 apud SOUZA, 2002) verificou em sua pesquisa que os aunos tiveram
melhor desempenho com um vocabulério corrente do que com um vocabulério mais técnico.
Dessa forma, optamos por inicialmente apresentar os conceitos probabilisticos em um
vocabulario corrente, assim, 0 aluno se sente mais a vontade pra expressar suas concepgoes
para depois atribuir o seu significado formal da linguagem matemética. Por exemplo, nos
experimentos aleatorios envolvidos na sequéncia didaica os aunos encontram todos os
resultados possiveis, ou que pode ocorrer/acontecer em cada experimento, para depois

formalizarmos que este conjunto de todas as possibilidades leva o titulo de Espago Amostral.
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Variavel 3: Oralidade e Escrita

A escrita e alinguagem da matematica podem constituir dificuldades para os alunos se
expressarem, optamos por trabalhar com a oralidade e a forma escrita, assim queremos que na
maioria das atividades o aluno explique como procedeu na resolucéo e utilize a folha apenas

para anotagdes, caso necessario, e pararegistrar o resultado.

Variavel 4: Contexto

Maury (1984 apud SOUZA, 2002) observou que contextos diferentes para a mesma
estrutura de resolucdo podem ser focos de dificuldades e procedimentos diversos. A autora
também pOde notar que concepgdes esponténeas sobre probabilidade foram mais bem
evidenciadas com as bolas do que com aroleta em um mesmo aluno. Assim, utilizaremos essa
variavel adotando experimentos com diferentes contextos como roletas, bolas, dados, moedas,
tetraedros, dado do jogo Senet, geoplano e tachinha.

Variavel 5: Realizacdo do experimento para observacéo da estabilizacdo da frequéncia
relativa

Apesar de ndo ter contemplado em sua sequéncia a realizagdo efetiva do experimento,
Silva, 1. A. (2002, p. 156) pode atestar a validade de sua proposta, dessa forma, existe a
possibilidade da construcdo da definicdo frequentista sem necessariamente realizar
experimentos. Porém o autor considera que se os alunos tivessem observado concretamente a
estabilizagdo da frequéncia relativa dos eventos, “poderia ter encaminhado um nimero ainda

maior de alunos aincorporar — construir — a visao frequentista de probabilidades”.

Coutinho (1994) em sua dissertagéo trabalhou com a realizacdo dos experimentos
(lancamento de duas moedas e langcamento da tachinha) e em sua tese, Coutinho (2001)
também utilizou a simulagdo com o Cabri-géometre I, em um contexto de probabilidade
geométrica e em ambos os trabalhos obteve resultados positivos. Dessa forma, em nossa
pesquisa, temos experimentos com a utilizagdo do simulador da roleta, no qual é possivel
simular grandes quantidades de realizago do experimento e observar assim a estabilizagdo da
frequéncia relativa e experimentos em que ndo hé a possibilidade de realizacdo, mas pelo

pouco tempo, ndo de estabilizacéo.
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Simulador da Roleta (Spinners)®

azul

amarelo

Change Spinner ] Spin | 'Recerd Results

Figura5: Roleta-exemplo.

Utilizaremos o simulador da roleta para que os alunos observem a estabilizacdo das
frequéncias relativas de cada evento elementar. Para melhor compreensdo do funcionamento

daroleta faremos uma breve explicacéo a seguir.

Para mudar a configuracdo da roleta é preciso apertar ao botdo “change spinner” e
aparecera uma janela (ver Figura 6), na qual € possivel dterar as cores, 0 nome e o tamanho
do setor, por exemplo, afigura 6 contém a configuracéo da roleta-exemplo (ver Figura 5), no
gual cada setor tem 0 mesmo tamanho, ou sgja, esta dividida em quatro partes. Para alterar o
tamanho do setor, clique na seta para cima (para aumentar) ou para baixo (para diminuir) ao
lado do nome da regido que se desgja alterar. Para aterar a cor, basta clicar na caixa de texto

paraaregido que se pretende alterar e, em seguida, clicar em uma cor na pal eta de cores.

dez. 2010.


http://nlvm.usu.edu/en/nav/frames_asid_186_g_2_t_5.html?open=activities>
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Figura 6: Configurag&o da roleta exemplo.

No simulador de roletas também é possivel realizar a simulacéo de certa quantidade de
jogadas. Para tanto, deve-se apertar a tecla “record results” (ver figura 5) e preencher o
quadro aberto com o numero de lancamentos desgjado. Ao readlizar a simulagdo aparece um
histograma com a frequéncia absol uta de cada setor. Na figura a seguir temos um exemplo de
100 langamentos com a roleta-exemplo (ver figura 7) e para realizar um novo langamento

deve-se apertar atecla“clear”, caso contrério os resultados seréo somados.

Change l'phmsr| Apin | Spin: ’W

Figura 7: Resultado de cem langamentos da roleta-exemplo.

Salientamos que o simulador da roleta tem um limite de 999 jogadas, mas o0 usuério
pode ir somando as jogadas, para tanto € preciso ndo apertar a tecla “clear” na janela
“results”. Assim, para obtermos os resultados de 2.000 langamentos, por exemplo, temos que

fazer o spin de 2 langamentos e depois de 999 duas vezes, que somam 2.000.

Variavel 6: Escolha dos experimentos aleatorios
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Alguns experimentos aleatérios foram selecionados visando levar o auno a utilizar a
abordagem classica ou a frequentista de probabilidades. Por exemplo, no experimento com o
dado do jogo Senet, s6 é possivel o célculo da probabilidade de seus eventos elementares por

meio da visdo frequentista.

41.12  SESSAO: EXPERIMENTOS ALEATORIOS E  EXPERIMENTOS
DETERMINISTICOS

4.1.1.Analiseapriori

Esta sessdo visa possibilitar a0 auno compreender o sentido de experimento
deterministico e experimento aeatério, ou sega confrontélo com a “acdo do acaso”
(COUTINHO, 1994, p.80), colocando-o em contato com experimentos aleatorios, nos quais o
acaso intervém e experimentos deterministicos, nos quais os resultados sdo sempre 0s

MesmMos e como pré-requisito o aluno deve ter conhecimento apenas da linguagem escrita.

Lopes (1998, p. 28) afirma que é “necessario desenvolver uma prética pedagdgica na
gual sgam propostas situagdes em que os estudantes realizem atividades, observando e
construindo 0s eventos possiveis, através de experimentacdo concreta’, pois, a aprendizagem
da Estocastica so ird complementar a formagdo dos aunos se for significativa, com situacdes

gue sgjam contextualizadas, investigadas e analisadas.

A apropriacdo da nocdo de experimento aleatorio, de acordo com Coutinho (2002, p.

3) passa pela explicitagdo de trés caracteristicas fundamentais:

(@) A existéncia de um protocolo experimental que permite a descricéo
completa das condi¢des de realizacdo do experimento, e consequentemente,
sua reproducao nas mesmas condicoes.

(b) A identificac&o do componente de imprevisibilidade pelaimpossibilidade
de calcular ou de determinar previamente o resultado final do experimento.
(c) A possibilidade de descrever com precisdo 0 conjunto de resultados
possiveis do experimento partindo do protocolo experimental.

Dessa forma, optamos por levar os alunos a identificarem nocdes de probabilidade a
partir da realizagdo dos experimentos, assim os alunos irdo identificar propriedades e
significados inicialmente em uma linguagem corrente, para depois institucionalizarmos, ou
sgja, formalizarmos o saber aprendido. Para tanto, ser&o apresentados treze experimentos e o

material necessario para a realizagdo dos mesmos. Nossa intengdo é que o aluno perceba
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observando os resultados dos experimentos que em alguns ele pode prever o resultado com
certeza e em outros ndo. Se isso acontecer, podemos dizer que houve a validagdo e

realizaremos a institucionalizagdo de experimento deterministico e experimento aeatério.
Procedimentos

Para melhor esclarecimento do desenvolvimento desta sesséo, apresentaremos 0S
procedimentos divididos em “momentos”, pois ndo se trata da apresentacéo de questdes para

resolucao.
1° Momento: Realiza¢do dos experimentos

Os adunos devem realizar cada um dos treze experimentos por algumas vezes e depois
naficha 1l (ver Anexo D), que contém a descri¢cdo de cada um deles, anotar alguns resultados.

A seguir faremos uma descricdo de cada experimento.
Descrigdo dos Experimentos

Experimento 1: Girar aroleta 1 e verificar em que cor o ponteiro para.
Experimento 2: Girar aroleta 2 e verificar em que cor o ponteiro para.
Experimento 3: Girar aroleta 3 e verificar em que cor o0 ponteiro para.
Os experimentos 1, 2 e 3 utilizam o simulador de roletas para sua realizagdo. A seguir
€ dada uma figura de cada uma das roletas; salientamos que 0s nimeros presentes em cada

setor da roleta representam seus respectivos graus.

e — - | S s | | g | - | - s || | | B |

Figura 8: roleta 1, roleta 2 e roleta 3 respectivamente.

Experimento 4: Jogar uma moeda honesta e verificar que face aparece voltada para cima.
Experimento 5: Jogar duas moedas honestas ab mesmo tempo e verificar quais as faces
aparecem voltadas para cima.

O experimento 5 deve ser constituido de duas moedas diferentes, como recomenda
Coutinho (1994), para tentar evitar que os alunos ndo cometam o mesmo erro de D’ Alembert,

jdcomentado no item 2.3.1, de ndo distinguir (cara,coroa) de (coroa,cara).
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Experimento 6: Jogar um dado regular (honesto) e verificar o niUmero da face que aparece
voltada para cima.

Experimento 7: Retirar uma bola do globo e verificar que cor elavai ser.

Experimento 8: Jogar um tetraedro regular e verificar o nUmero da face que aparece voltada
para baixo.

Em uma questdo semelhante envolvendo o tetraedro, Corréa (2010) observou que
alguns professores atribuiram ocorrer a face que cai “virada para baixo” como ndo ocorré-la.
Corréa atribuiu essa confusdo a ndo visualizagdo espacia do tetraedro e ao fato de que somos
mais familiarizados com o dado em que se observa a face que fica voltada para cima. Dessa
forma, no experimento 8, devemos estar atentos a compreensdo por parte do aluno de que
deve ser observada a face do tetraedro que cai “virada para baixo”, pois o tetraedro regular é
um solido formado por quatro tridngulos equiléteros e ao jogé-lo, uma face fica oculta (em
contado com a superfici€) e as outras trés ficam expostas visual mente.

Experimento 9: Retirar uma carta de um baralho completo (52 cartas) e verificar de que
naipe elaé.

Experimento 10: Retirar uma bola de um saquinho ndo transparente composto por 5 pedras
verdes e 3 amarelas e verificar sua cor.

Experimento 11: Retirar uma bola de um saquinho n&o transparente composto por 10 bolas
brancas, retirar uma bola e verificar a suacor.

Experimento 12: Sortear um aluno de uma sala composta por 30 meninas e 20 meninos e
verificar se um menino ou uma menina sera sorteado.

Experimento 13: Retirar uma bala de um pacote composto por balas de canela e verificar de

que sabor elaé.
2° Momento: Divisdo dos experimentos

Questédo proposta: Como podemos dividir esses experimentos em dois grupos? Que critérios

voCés acham que podemos utilizar?

Esperamos que os alunos percebam que em alguns experimentos o resultado é sempre
0 mesmo, nunca muda, sendo possivel saber de antem@o 0 que vai acontecer e em outros ja
ndo existe essa possibilidade, pois ndo ha como prever os resultados. Se isso acontecer
entendemos como um momento dialético de validagdo. Caso isso ndo ocorra, para cada
experimento perguntaremos antes de realiza-1o se 0 auno pode dizer com certeza qual vai ser

o0 resultado. Se, por exemplo, no experimento 2 da roleta 2 (ver Figura 8), ele afirmar que
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pode prever o resultado, a realizagéo efetiva do experimento lhe provard o contrério. Apés a

discusséo os alunos devem fazer a diviso natabeladafichal (ver Anexo D).
3° Momento: Institucionalizagéo

Nesta fase prevemos a realizacéo da institucionalizacdo, ou sgja, € o momento de dar
status de saber aos conceitos aprendidos, de oficializar o conhecimento para que os alunos
reconhecam O que construiram, no caso, Experimentos Deterministicos e Experimentos
Aleatdrios. A ingtitucionalizagdo serd realizada oralmente e ndo serd impresso para leitura do
aluno, pois aintencdo é que os alunos escrevam o significado desses conceitos na ficha 2 (ver

Anexo E), tal como compreenderam.

A ficha 2, que chamamos de ficha de conceitos probabilisticos serve como um recurso
para o auno relembrar o que foi aprendido, pois nela serdo descritos os significados de cada
conceito conforme for sendo institucionalizado e ficard com o auno aé o final da

experimentacdo. Também servira como material de andlise paranos.

Texto de institucionalizagdo: Podemos observar que existem experimentos nos quais o
resultado é sempre o mesmo. Desta forma, é sempre possivel dizer com certeza o resultado,
ou segja, podemos prevé-lo. E o que chamamos de Experimentos Deterministicos e também
experimentos que mesmo realizados por diversas vezes, ndo ha como dizer o resultado com
certeza, ou sgja, ndo é possivel prever o resultado. Assim, a situagBes como estas, chamamos
de Experimentos Aleatdrios, como por exemplo, 0 experimento: girar aroleta 2 e verificar em
gue cor o ponteiro para, € um experimento aleatorio, pois ndo € possivel dizer com certezaem

gue cor 0 ponteiro ird parar ao contrario daroleta 1 que sempreira parar no vermelho.

4.1.2.Analise a posteriori

Iniciamos esta primeira sessdo nos apresentando e explicando aos aunos que se
tratava de uma pesquisa e a participacdo deles seria voluntéria e caso tiverem assiduidade,
receberiam uma declaracéo de participagdo. Também explicitamos os objetivos desta pesquisa
e suas condicdes de realizag8o, na qual os encontros seriam gravados em audio para posterior
estudo e 0s nomes dos alunos seriam mantidos em sigilo. Em seguida pedimos que os aunos
se dividissem em duplas e explicamos que todas as atividades seriam resolvidas em duplas em
apenas um protocolo, assim, o grupo 1 é constituido pelos Alunos 1 e 2, o grupo 2, pelos

Alunos 3 e 4 e por fim, o grupo 3 com os Alunos 5 e 6.
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Iniciamos o0 1° momento desta sessdo, apresentando e redlizando os treze
experimentos. Em seguida pedimos aos alunos que anotassem os resultados de cinco jogadas

para cada experimento nafolha 1.

Consideramos nesse momento houve momentos adidéticos de acéo e formulag&o, pois
os alunos perceberam que ndo havia a necessidade de realizar alguns dos experimentos para
saber o resultado e ja escreviam direto na folha os cinco resultados. Para ilustrar trazemos a
justificativa que o Aluno 2 deu a0 seu parceiro de grupo, o Aluno 1, em relacdo ao

experimento daroleta 1. “nesse nem precisajogar, so vai ficar no vermelho mesmo”.

Com relagdo a0 experimento com o tetraedro ndo observamos dificuldades na
compreensdo de que o0 que devia ser observado era a face voltada para baixo como ocorreu
com os professores da pesquisa de Corréa (2010) e acreditamos que isso se deve a
disponibilizagdo do tetraedro para efetiva realizagao.

Apbs a conclusdo do 1° momento, passamos ao 2°, no qual pedimos aos aunos que
dividissem esses treze experimentos em dois grupos e perguntamos que critérios eles
utilizariam pararealizar essa divisao.

Aluno 5: Tipo... dividir o que vocé tem como saber e 0 que vocé ndo tem
como saber.

Pesquisadora: Saber o qué?

Alunos: O resultado.

Aluno 5: Tipo o da bala de canela, sd tem bala de canela entéo vai sair bala
de canela.

Pesquisadora: Todo mundo concorda?

(Todos fizeram sinal que concordavam)

Pesquisadora: Ent&o vamos dividir.

Podemos observar que houve um momento adidético de formulacdo e vaidacdo pelo
Aluno 5. Formulagdo, quando ele afirma que a divisdo deve ser feita entre os experimentos
gue dé pra saber o resultado e 0s que ndo e validagdo quando ele defende seu ponto de vista

dando o exemplo do experimento deterministico da bala de canela.

Verificamos que os alunos redlizaram a divisdo corretamente e ndo tiveram
dificuldades. A dupla 1 dividiu em previsivel e imprevisivel; adupla2 em certeza e divida; e

adupla 3 em o0 que da pra saber e o que ndo da para saber.
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Divisiio dos experimentos
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Figura 9: Resposta do grupo 2 daficha 1.

Neste momento realizamos a institucionalizagdo (3° momento) de experimento
deterministico e aeatorio fazendo relacdo com a divisdo que eles fizeram, e, em seguida as

duplas colocaram os significados na ficha 2.
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Figura 10: Resposta da dupla 3 para experimento deterministico e aleatorio.

Consideramos gue os alunos compreenderam o significado de experimento aleatério e

deterministico, passamos ent&o a proxima sessao.

42.22 SESSAO: ESPACO AMOSTRAL, EVENTO ELEMENTAR E EVENTO
IMPOSSIVEL

4.2.1. Andliseapriori

Esta sessdo visa discutir o conceito de Espago Amostral e Eventos Elementares de um
Experimento Aleatério. Como pré-requisito € necessario o conceito de experimento aleatorio,
institucionalizado na 1° sessdo. Para tanto, continuamos trabalhando com o0s nove
experimentos aeatorios da primeira sessdo e também com a realizagdo dos mesmos. Nossa
intencdo € que o aluno perceba que nos experimentos aeatdrios, ndo podemos prever o
resultado, mas podemos descrever o0s resultados possiveis. Se isso ocorrer, consideramos que
houve a validagdo pelo aluno e realizaremos a institucionalizagdo de espago amostral, evento

impossivel e evento elementar.
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Procedimentos

Para melhor esclarecimento do desenvolvimento desta sesséo, também apresentaremos

os procedimentos divididos em “momentos”.
1° momento: Resultados possiveis e impossivels

Questdo proposta: O experimento da roleta 2 € experimento aeatério, dessa forma

vOCé ndo pode prever em que cor 0 ponteiro ira parar, mas entdo, o que vocé pode dizer?

Na sessdo anterior os alunos institucionalizaram que nos experimentos aleatorios, ndo
h& como predizer o resultado e agora, esperamos que ndo tenham dificuldades em observar
gue podem dizer quais sdo os resultados possiveis. Nesse caso da roleta 2, dizer que o
ponteiro pode parar no vermelho, amarelo, verde ou no azul. Em seguida, perguntaremos se €
possivel que 0 ponteiro pare na parte rosa, por ndo haver essa possibilidade, pois nossa
intencdo € introduzir o sentido de evento impossivel. Depois realizaremos este mesmo

procedimento com 0s outros experimentos aleatérios.
2° momento: Institucionalizagéo

Nesta fase prevemos a realizacdo da institucionalizacdo, ou seja, € 0 momento de dar
status de saber aos conceitos aprendidos, de oficializar o conhecimento para que os aunos
reconhecam 0 que construiram, no caso, espaco amostral, evento elementar e evento

impossivel e depois pedir que escrevam naficha 2 o significado desses conceitos.

Texto de institucionalizacdo: Nesta atividade vocé descreveu todos os resultados possiveis
de cada experimento aeatdrio e esse conjunto de todas as respostas possivels € denominado
espaco amostral, geralmente representado pela letra S ou Q. Vocé também identificou
resultados impossiveis de acontecer, que denominamos eventos impossiveis. Existe também o
evento elementar que representa cada uma das respostas possiveis do espaco amostral, por

exempl o, no experimento aleatorio: girar aroleta 2 e verificar em que cor o ponteiro para:

S={verde, amarelo, vermelho e azul} (espago amostral)
A ={vermelho} (Exemplo de Evento elementar)

B = {rosa} (Exemplo de Evento impossivel)

3° Momento: Preenchimento daficha3

Forneceremos a ficha 3 (ver Anexo F), que contém todos os experimentos aleatorios

trabalhados na 1° sesséo e para cada um desses experimentos pediremos que anotem na ficha
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0 espaco amostral, um exemplo de evento impossivel, um exemplo de evento elementar e o

total de eventos elementares.

4.2.2. Andlise a posteriori

Iniciamos esta sessdo com a questdo (1° momento): O experimento da roleta 2 é
experimento aleatdrio, dessa forma vocé ndo pode prever em que cor 0 ponteiro ira parar.

Mas entéo, o0 que voceé pode dizer?

Aluno 5: Que ele sempre vai parar em umacor.
Pesquisadora: Certo. Entéo ele pode parar no rosa?
Alunos: N&o!

Pesquisadora: Mas ele disse que “vai parar em uma cor”, entdo pode ser
qualquer cor.

Alunos: N&o!

Pesquisadora: Ent8o, em que cores ele pode parar?
Alunos: Azul, vermelho, amarelo e verde.
Pesquisadora: Pode parar no cinza?

Alunos: N&o.

Pesquisadora: Por qué?

Alunos. Por que ndo tem.

Aluno 3: Porgue s6 tem quatro determinadas cores.

Em seguida os alunos foram descrevendo oralmente todos os resultados possiveis de
cada experimento e para cada um deles também perguntavamos sobre um resultado
impossivel como fizemos no experimento da roleta 2. Observamos nesse momento, indicios
de fase de formulagdo, haja vista que os alunos comegaram a elaborar conjecturas sobre 0s

possiveis resultados.

Observamos que no experimento langar duas moedas e observar as faces voltadas para
cima, apenas a disponibilizacdo de duas moedas diferentes para a sua efetiva realizagdo ndo
foi suficiente para observacdo de que (cara, coroa) seria diferente de (coroa, cara). Para os
alunos s6 foram validos os valores que ficam na superficie superior, pois afirmaram que
seriam trés possibilidades: uma cara e uma coroa, duas caras e duas coroas. Foi necessaria
entdo, uma intervencdo. Na qual acabamos fornecendo informagdes sobre 0 saber em cena.

Dessa forma a situacéo deixou de ser adidatica como podemos ver a seguir.
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Pesgquisadora: S80 duas moedas, sair cara nessa e coroa nessa, nao é
diferente de sair coroa nessa e cara nessa? (apontando para as moedas)

[...] )
Aluno 5: E.

Aluno 3: Sefor olhar a ordem, pode cair coroa e cara ou cara e coroa...
Pesquisadora: Todo mundo concorda®
Alunos: Sim.

Observaremos mais adiante, na atividade 6.5 (62 sesséo) envolvendo dois tetraedros,

gue esta concepcdo errbnea ainda ird persistir em um dos grupos.

Apbs descrevermos os resultados possiveis de cada um dos experimentos aleatérios,
realizamos a ingtitucionalizagdo de espaco amostral, evento impossivel e evento elementar e
em seguida os alunos escreveram naficha 2 o significado de cada um deles.

Espago Amostral:

Mmm‘t‘&mﬁ

Evente Impossivel:

e -

Figura 11: Respostada dupla 1 para espaco amostral, evento elementar e impossivel.

Na ficha 3, para cada experimento os alunos escreveram 0 espaco amostral, um
exemplo de evento impossivel, um exemplo de evento elementar e o total de eventos
elementares. Nao observamos dificuldades nesta atividade, pois ja haviamos feito oralmente.

Com a institucionalizacdo de espago amostral, evento elementar e evento impossivel,
passamos para a proxima sessao.

4.3. 33 SESSAO: ESPACO AMOSTRAL EQUIPROVAVEL E NAO EQUIPROVAVEL

4.3.1. Andliseapriori

Esta sessdo visa discutir 0 conceito de espaco amostral equiprovavel e espago amostral
nao-equiprovavel de experimentos aleatérios e como requisito o auno deve ter nocéo de

experimento aleatorio, espaco amostral, evento elementar e proporcionalidade.

Para tanto, continuamos trabalhando com os nove experimentos aleatdrios da primeira

sessdo e também com a realizagdo dos mesmos. Nossa intengdo é que o auno perceba que
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existem experimentos aleatdrios em que todos o0s eventos elementares de seu espaco amostral
tém a mesma chance de ocorrer e em outros que ndo. Se isso ocorrer, consideramos que houve
a validacdo e realizaremos a institucionalizacdo de espaco amostral equiprovavel e ndo

equiprovavel.
Procedimentos
1° momento: Probabilidade

Explicaremos aos alunos que nos experimentos aleatérios, mesmo realizando-o por
vérias vezes e em condic¢des semelhantes, ndo é possivel prever o resultado, pois existe a agdo
do acaso, mas que podemos determinar o grau de incerteza da ocorréncia de um evento
elementar, ou sgja, podemos calcular sua medida de incerteza. E o que chamamos de
Probabilidade.

2° momento: Observacao dos experimentos

Pediremos que os aunos observem novamente as roletas 2 e 3 e seus respectivos
experimentos aeatorios e depois perguntaremos se eles acham que todos os eventos
elementares da roleta 2 tém a mesma chance de sair. E também se eles acham a mesma coisa
dos eventos elementares da roleta 3 e por qué. Este momento deve ser realizado apenas
oralmente.

Esperamos que os alunos ndo tenham dificuldades, pois observando as roletas ele pode
verificar que aroleta 2 esta dividida em quatro setores iguais de 90° e naroleta 3 é visivel que
0 setor verde tem mais chances de ser obtido que os setores vermelho e roxo, por ser maior,
180°. Em seguida, os alunos devem verificar se os eventos elementares do espago amostral de
cada um dos outros experimentos aleatérios tém ou ndo a mesma chance de serem obtidos,
justificando suas respostas. Este momento deve ser realizado apenas oralmente e acreditamos
gue ndo terdo dificuldades em fazer essa diferenciacdo, por que utiliza o conceito de

proporc¢ao que os alunos ja estudaram.
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3° momento: Institucionalizacdo

Nesta fase prevemos a realizagdo da institucionalizacéo, ou seja, € 0 momento de dar
status de saber aos conceitos aprendidos, de oficializar o conhecimento para que os alunos
reconhegam O que construiram, no caso, espaco amostral equiprovavel e espagco amostral ndo

equiprovavel e depois pedir que escrevam naficha 2 o significado desses conceitos.

Texto de institucionalizagdo: Vocé observou na atividade anterior que hé espacos amostrais
em que as chances de ocorrer cada um dos seus eventos el ementares sG0 as mesmas, ou sgja,
sd0 igualmente provavels, tém a mesma chance de serem obtidas, assim, o espago amostral
desse experimento € dito equiprovavel. E também pOde observar que ha espagos amostrais,
nos quais seus eventos elementares ndo tém a mesma chance de serem obtidos, ou sgja, ndo
sd0 igualmente provaveis, nesse caso entdo, 0 espaco amostral desse experimento é dito ndo

equiprovavel.
4° momento: Preenchimento daficha3

Para observarmos se o0s alunos compreenderam as nogdes propostas para esta sesséo, na
ficha 3, para cada experimento aleatério os alunos devem escrever se 0 espago amostral é
equiprovavel ou ndo equiprovavel.

4.3.2. Andlise a posteriori

Observando as roletas 2 e 3 os alunos ndo tiveram dificuldades em perceber que na

roleta 2 todos tinham a mesma chance ou probabilidade de ocorrer e naroleta 3 néo.

Pesquisadora: Vocés acham que na roleta 2 todos os eventos elementares
tém a mesma chance ou probabilidade de ocorrer?

Aluno 5: Sim, 25% cada.

(Todos concordaram)

Pesquisadora: E naroleta 3?

Alunos: N&o.

Aluno 3; Por que, os angulos ndo sao todos iguais a 180, néo é?
Pesquisadora: Ent&o guem tem mais?

Aluno 3: O verde

Aluno 5: 50%

Podemos observar no excerto que os alunos relacionaram a probabilidade com a

proporc¢do nas roletas 2 e 3 e atribuiram 100% ao todo.



113

No experimento da moeda os alunos afirmaram que os dois lados da moeda tinham a
mesma chance de ocorrer e atribuiram 50% para cada lado. Mas ao questionarmos por que, o
Aluno 5 respondeu: “Por que sdo s as duas” e em seguida o Aluno 3 concordou dizendo:

“Ou cai umaou cai outro”.

Para confronté-los a esse conhecimento utilizamos o experimento aeatério das pedras
verdes e amarelas que possui duas possibilidades mas ndo sdo equiprovaveis. Indagamos aos
alunos que, nesse caso, como existem duas possibilidades, ent&o teriamos a mesma chance de

tirar uma pedra verde ou uma amarela.

Os alunos afirmaram que tirar uma pedra verde ou amarela ndo tinha mesma chance
sair, pois havia mais pedras verdes no saquinho. E como ndo souberam justificar a
equiprobabilidade no experimento aleatério da moeda, relembramos que era por causa da
simetria da moeda, pois ja haviamos explicado na primeira sessdo. Em consequéncia disso, 0s
alunos atribuiram a equiprobabilidade dos eventos elementares do dado e do tetraedro a

simetria de ambos.

No experimento do baralho o aluno 5 disse que os naipes ndo tinham a mesma chance
de sair por que “o baralho ndo é regular”’, mas o aluno 2 o convenceu que Sa0 equiprovaveis
dizendo a ele: “sdo 52 cartas, sem coringa entéo tem 0 mesmo pra cada um”. Entendemos que
houve um momento dialético de validagdo, pois o aluno 2 consegue provar a validade de sua

afirmag&o e convence seu colega.

Com os outros experimentos ndo observamos dificuldades nos alunos em perceber se
0s eventos elementares de cada espago amostral tinham ou nd a mesma chance ou
probabilidade de serem obtidos e apds essa discussdo passamos a ingtitucionalizacdo de
espaco amostral equiprovavel e espago amostral ndo equiprovavel. Em seguida, os alunos

anotaram naficha 2 o significado de cada um deles.

Espaco Amesiral Equiprovavei:

T a, wonymo. ~pevoiialidode. du doou, _

Espago Amostral Nao Equiprovavel:

o ST o wresngs pedbidilidedss, wum 3z ma
Chores do tooin. de s uffn,

Figura 12: Resposta da dupla 1 para espago amostral equiprovavel e ndo equiprovéavel.
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Podemos perceber que a dupla 1 confundiu chance ou probabilidade com
possibilidade, assim como as outras duplas (2 e 3). Dessa forma foi necess&ria uma

intervencao.

Observamos gue 0s aunos compreenderam o que era um espaco amostral egquiprovavel
e nd equiprovavel, pois fizeram corretamente esta classificacdo para cada experimento
aleatorio naficha 2.

4.4, 42SESSAQ: VISAO CLASSICA DE PROBABILIDADE

4.4.1. Andliseapriori

Esta sessdo visa introduzir a nocéo do calculo de Probabilidade num enfoque cléssico
e de suas diferentes representagdes (fragdo, decima e porcentagem), e como requisito sdo
necess&rias as nogdes trabalhadas anteriormente nas sessfes 1, 2 e 3, além de razéo e

proporcionalidade.

Para tanto, continuamos trabalhando com os nove experimentos aleatorios da primeira
sessdo e também com a realizagdo dos mesmos. Nossa intencdo € que o aluno consiga
relacionar proporcao com probabilidade e calculé-la. Se isso ocorrer, consideramos que houve

avalidacéo e realizaremos a institucionalizacso.

Salientamos que optamos por deixar que os alunos utilizem a calculadora para fazer os
cdculos de probabilidade e frequéncia relativa nas sessdes 5 e 6, pois o foco ndo é o

procedimento do céalculo e sim os resultados.

Procedimentos

1 °momento: Calcular probabilidades

Questdo proposta: Vocé viu anteriormente que o espago amostral do experimento com
aroleta 2 é equiprovéavel, assim todos os eventos el ementares tém a mesma chance de ocorrer.
Dessa forma, qual vocé acha ser o valor dessa chance ou probabilidade de se obter cada um

desses espacos amostrais?

Acreditamos que os alunos ndo terdo dificuldades em encontrar a probabilidade como
a proporcdo de casos favoraveis sobre 0s possivels, pois concordamos com Piaget e Inhelder
(1951, apud COUTINHO, 1994. p. 36), que nesta fase onde se encontram os aunos do 9° ano,
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a das operacOes formais, ja exista certa “assimilacdo do acaso as operacOes formais e aparece
o julgamento de probabilidade, a construcdo dos sistemas de combinatéria, permitindo
determinar o conjunto de casos possivels e 0 acesso ao raciocinio proporcional”. Dessa forma,

esperamos que 0s aunos consigam responder que a probabilidade da roleta parar em cada um
1 :
dos eventos elementares (verde, azul, vermelho e amarelo) é ;o 25%, relacionando a

proporcdo com a probabilidade, pois aroleta 2 esta dividida em quatro partes iguais e pode-se

verificar pelo valor dos graus de cada setor.

Em seguida, repetimos o mesmo procedimento com experimento da roleta 3 e os
demais experimentos aleatdrios e logo que em algum experimento surgir a resposta em fracéo
ou decimal, 0 que esperamos que aconteca no experimento do dado, faremos a
ingtitucionalizacdo das diferentes representacbes de probabilidade (decimal, fracdo e
porcentagem).

Questéo proposta para 0 experimento aeatdrio da roleta 3: Vocé viu anteriormente
gue o espaco amostral do experimento com a roleta 2 é ndo equiprovavel, asssm todos os

eventos elementares ndo tém a mesma chance de ocorrer. Dessa forma, qual vocé acha ser a

chance ou probabilidade de se obter cada um desses espacos amostrais?

Se 0s aunos encontraram a probabilidade do experimento daroleta 2, acreditamos que

os alunos ndo terdo dificuldades em responder que naroleta 3:
2
P(verde) = 2 ou 0,50 ou 50%
1
P(vermelho) = 2 ou 0,25 ou 25%

1
P(roxo) = P ou 0,25 ou 25%

Salientamos que este momento deve ser realizado oralmente e o aluno pode fazer uso
da calculadora, apenas os resultados devem ser anotados na folha 3. Neste momento pedimos
gue cada dupla explicite suas respostas e se houver diferencas, cada um deve defender seu
ponto de vista, favorecendo a discussdo e objetivando o aparecimento das dial éticas de agéo,

formulagéo e validacéo.
2° momento: Institucionalizacéo

Nesta fase prevemos a realizagdo da institucionalizacéo, ou seja, € 0 momento de dar

status de saber aos conceitos aprendidos, de oficializar o conhecimento para que os aunos
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reconhecam o que construiram, no caso, o célculo de probabilidades. Lembrando que deve ser
feito apenas oralmente e sem um texto escrito, pois em seguida devem escrever naficha2 o

significado desse conceito.

Texto de institucionalizagdo: Nos estudos anteriores foi possivel observar que existem dois
tipos de experimentos. os experimentos deterministicos, nos quais os resultados nunca
mudam, sendo possivel fazer uma previsdo e os experimentos aleatorios, cujos resultados ndo
podemos ter certeza, pois existe a acdo do acaso. Mas, podemos descrever todos os resultados
possiveis denominado de espago amostral. Cada um desses resultados possiveis é denominado
de evento elementar. Podemos determinar também o grau de certeza da ocorréncia de um

evento, ou sgja, calcular sua medida de incerteza. E o que chamamos de Probabilidade.

Considerando o experimento aleatério das atividades anteriores (girar a roleta 2 e
verificar em que cor o ponteiro para), concordamos que 0 espago amostral € equiprovavel, ou
sga, todos os eventos elementares (vermelho, verde, azul e amarelo) tém a mesma chance de
serem obtidos. Portanto, sdo igualmente provaveis e podemos dizer que cada uma dessas
cores possiveis tem uma chance em quatro de ocorrer. Afinal, aroleta esté dividida em partes

iguais e, em outras palavras, significa que a probabilidade do ponteiro parar na cor vermelha

ou em qualquer outra cor possivel é dei ou 0,25 ou 25%”.
4.4.2. Andlise a posteriori

Como j& observamos na sessao 3 0s alunos ja explicitaram o valor das probabilidades
dos eventos elementares das roletas 2 e 3 e da moeda em porcentagem assim pedimos apenas

que fizessem o registro nafolha 3.

Seguindo a ordem dos experimentos da ficha 3, perguntamos ao alunos qual seria a
probabilidade de serem obtidas cada uma das faces do dado e o Aluno 5 respondeu: “ih!
Professora calma ai, tem que fazer tipo... fazer 1a o 100 por 6 ndo € professora?’ e em seguida

0 Aluno 2 disse: “E 1 por 6”.

Observamos que a solucéo dos dois alunos esta correta, pois 0 Aluno 5 dividiu 100%
por 6 (uma vez que todas as seis faces do dado tém a mesma probabilidade de sair),
empregando 0 mesmo raciocinio que utilizou para calcular as probabilidades das roletas 1 e 3.
Jao Aluno 2 utilizou arazdo. |dentificamos aqui momentos adidéticos de acdo, formulagdo e

validagdo, pois os conseguem calcular as probabilidades. Em seguida dizemos que ambos
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estavam corretos e pedimos que dividissem na calculadora e os resultados foram 16,666... e
0,1666..., assim foi possivel que fizéssemos a intervencdo das diferentes representactes da
probabilidade. Explicamos aos aunos que o primeiro havia encontrado a probabilidade em
porcentagem e o segundo sob forma de fracéo e depois da divisdo em decimal. Explicitamos
também que essas trés representacdes eram possivels em probabilidade e que se igualavam.
Observamos que na ficha 3 todos fizeram o registro apenas em frac&o, creditamos isso ao fato

de a porcentagem e decimal, nesse caso, terem sido dizimas periodicas.

No experimento retirar uma carta de um baralho completo (52 cartas) e ver de que
naipe ela é, o Aluno 5 haviarespondido errado, mas foi corrigido pelo Aluno 3, como aparece
no excerto a seguir, no qual identificamos momentos adidaticos de agdo, pois tentam calcular
a probabilidade. Acreditamos que poderiamos também ter observado momentos de
formulagdo e validagdo se ndo tivéssemos interferido afirmando que os Alunos 2 e 3 estavam

corretos.

Aluno 5: 1 pra52.

Aluno 3: N&o, 1 pra4.

Aluno 2: 13 em 52.

(aguardaram o parecer da pesquisadora)
Pesquisadora: Sim 13 por 52 é 1 por 4 simplificado.
Aluno 5: Hal Ent&o é 25%.

Nos demais experimentos ndo identificamos dificuldades, pois foram respondidos
corretamente, apenas nos experimento retirar uma bola de um saguinho ndo transparente
composto por 5 pedras verdes e 3 amarelas e verificar sua cor, os alunos, apesar de

responderem corretamente precisaram de nossa confirmagao para terem certeza.

Os aunos parecem ter compreendido como calcular as probabilidades numa
abordagem classica, ou sgja, a priori, sem a necessidade de realizar o experimento, por meio
da razédo e proporcéo, além de demonstrarem conhecimento de suas diferentes representaces
(fracdo, decimal e porcentagem). Dessa forma passamos a proxima sessdo que visa a

institucionalizagcdo da viséo frequentista de probabilidades.

4.5, 52 SESSAO: VISAO FREQUENTISTA DE PROBABILIDADE

O objetivo desta sessdo, que é composta por quatro atividades, € realizar uma
introduc&o da visdo frequentista de probabilidade, pois concordamos com Coutinho (2001) e

Silva (2002) que deve haver uma mudanca no ensino de probabilidade brasileiro, no qual,



118

apenas a concepcdo classica (laplaciana), limitada a experimentos com espago amostral
equiprovavel, é ensinada. Deve-se, também, fazer uma integragdo com a concepcdo
frequentista, na qual seus experimentos ndo sdo obrigatoriamente ligados & equiprobabilidade,

dando uma gama maior de situacfes que podem ser exploradas e que reproduzem arealidade.

[...] a adocéo de apenas uma das visdes probabilisticas no processo de
ensino-aprendizagem proporciona uma apreensdo parcia e limitada do
conceito de probabilidades: uma proposta de ensino na qua as duas visdes
sgjam enfocadas, proporcionaria aos alunos uma apropriagdo mais
significativa e abrangente do conceito de probabilidades. (SILVA, I. A.
2002, p.20)
Nesse sentido, pudemos observar nas pesguisas que varios autores também defendem
um ensino de probabilidades que leve em consideracdo a dualidade das visdes cléssica e
frequentista, ou segja, a confrontacao entre a probabilidade calculaa priori e a posteriori, além
de enfatizarem as vantagens de utilizar a informética para a simulacdo de experimentos um

numero consideravelmente grande de vezes.

Como jafoi explicitado anteriormente esta sessdo € constituida por quatro atividades,
das quais, as duas primeiras (5.1 e 5.2) tém o objetivo de levar o auno a perceber que as
frequéncias relativas de cada evento elementar se aproximam da probabilidade calculada a
priori quanto maior foi 0 nimero de realizagBes do experimento. E que isso hem sempre
acontece quando essa quantidade for pequena. A diferenca entre as duas atividades é que na
primeira o espaco amostral é equiprovavel e na segunda é ndo equiprovavel, para melhor
observacdo das estabilizagbes das frequéncias relativas e também para ndo reforcar o

obstacul o da equiprobabilidade.

As duas Ultimas atividades 5.3. e 5.4. tém o objetivo de levar o aluno a perceber que
existem experimentos em que ndo € possivel redizar o clculo a priori (classica) de seus
eventos e que uma solucéo ideal € observar a estabilizacdo da frequéncia relativa com um
numero grande de redlizagbes do experimento (frequentista), podendo assim calcular a
probabilidade por meio da visdo frequentista. Dessa forma, esperamos que os alunos,
baseados nas percepcOes sobre a frequéncia relativa obtidas nas atividades 5.1. e 5.2,
consigam perceber que podem estimar um valor para a probabilidade de cada evento
elementar observando a estabilizacdo de suas respectivas frequéncias relativas. Assim, na
atividade 5.3., ndo € possivel o clculo a priori, pois a roleta esta “quebrada”, mas apresenta
uma tabela com as frequéncias relativas de 10 a 30.000 langcamentos desta roleta, na qual ele
pode observar a estabilizacéo e assim calcular a probabilidade. Ja na atividade 5.4., também
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existe a impossibilidade do célculo a priori e a melhor solugdo € o aluno encontrar as
frequéncias relativas utilizando o ssmulador de roletas para estimar o valor das probabilidades.
Salientamos que isto ndo serd explicitado ao aluno.

A seguir apresentamos na integra a atividade 5.1 e, em seguida, a descricdo e o

plangjamento desta atividade.

4.5.1. Atividade 5.1

1. Considerando o seguinte experimento aleatério; girar aroleta 4 e verificar em que cor o ponteiro
para. Qual a probabilidade do ponteiro parar na parte rosa? E na parte roxa? Justifique.

2. Perceba que probabilidade foi calculada sem a necessidade de realizar o0 experimento, ou
sgja, teoricamente. Agora, imagine que vocé realizou esse experimento 10 vezes consecutivas
(uma atrés da outra). Quantas vezes vocé acha que o ponteiro parou na parte rosa? E na parte
roxa? Justifique.

3. Agoragire aroleta 10 vezes anotando os resultados na tabel a abaixo:

Anotactes Total

Rosa

Roxo

4. Qual dos resultados seguintes obtidos em 10 langamentos consecutivos da roleta 4 em sua opini&o
émais provavel acontecer? Justifique.
a) Rosa; Rosa; Rosa; Rosa; Rosa; Rosa; Roxo; Rosa; Rosa; Roxo.

b) Roxo; Rosa; Roxo; Rosa; Roxo; Rosa; Roxo; Rosa; Roxo; Rosa.
¢) Roxo; Rosa; Rosa; Roxo; Rosa; Roxo; Roxo; Rosa; Rosa; Roxo.
d) Os resultados (b) e (c) sdo igualmente provéaveis.

€) Os trés resultados sdo igualmente provaveis

5. Segirarmos a roleta n vezes, ou seja, se realizarmos esse experimento um nimero n de vezes e
obtivermos uma quantidade a de vezes que 0 ponteiro parou na parte rosa e uma quantidade b de

VEZES gue 0 ponteiro parou na parte roxa, dizemos que a frequénciarelativa do evento rosa é % ea

frequénciarelativa do evento roxo é% e podem ser expressas em decimal ou porcentagem.

Agora, anote na tabela a seguir os resultados de seus colegas da questdo 3, encontrando as
frequéncias relativas de rosa e roxo e em seguida faga as simulag@es na roleta 4 com a quantidade
indicada na coluna “Total de Lancamentos’, calculando também as frequéncias relativas e
observando se as frequéncias relativas se aproximam das Probabilidades cal culas na questao 1.

Simulacs Total de Total de | Frequéncia Relativade| Total de | Frequéncia Relativa
%20 L ancamentos Rosa Rosa (%) Roxo de Roxo (%)

1 10

2 10
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3 10

4 10

5 10

6 100

7 100

8 100

9 100

10 500

13 1.000

14 1.000

15 1.000

17 2.000

18 3.000

19 5.000

21 10.000

22 50.000 25010 50,02 24990 4998
23 100.000 50010 50,01 49990 49,99

45.1.1. Andiseapriori

Nessa atividade utilizamos o experimento daroleta 4 (girar aroleta e verificar em que
cor ela para), no qual o espaco amostral € equiprovavel, sendo possivel o calculo a priori. A
intencdo é que o aluno perceba, ao longo dos repetidos lancamentos com o simulador da
roleta, que as frequéncias relativas (frequentista) de cada evento elementar se aproximam da
probabilidade j& calculada teoricamente (cléssica), quando o experimento € realizado um
nimero grande de vezes tendendo ao infinito. Porém isso nem sempre ocorre quando o
experimento é realizado um nimero pequeno de vezes, promovendo uma integracdo entre as

duas concepcoes (frequentista e classica).
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Figura 13: Roleta 4 e configuracéo.

Procedimento

Forneceremos a folha com a atividade 5.1 e o simulador da roleta 4. Esta atividade
deve ser redlizada com as trés duplas em conjunto, para propiciar 0 aparecimento de

momentos dial éticos de agdo, formulacdo e validacao.

Na questdo (1), perguntamos aos alunos qual a probabilidade do ponteiro parar na
parte rosa e na roxa, no langcamento da roleta 4 e acreditamos que os aunos ndo teréo

dificuldades, pois utilizam conhecimentos prévios que também ja institucionalizados.

Para a questdo (2) pedimos aos alunos que fagam uma previsdo de quantas vezes eles
acham que ponteiro ira parar na parte rosa e na roxa, ho langamento da roleta 4 em dez vezes
consecutivas. Nossa intencéo é fazer com que o aluno comece arefletir sobre o significado do
valor da probabilidade de cada setor daroleta, calculado anteriormente ser de 50% cadaumae

observar se ele utiliza esses dados para suas respostas.

Em seguida, na questdo (4), queremos observar se o aluno utiliza a heuristica da
representatividade para julgamento probabilistico, no qual a probabilidade € atribuida de
acordo com sua representatividade ou a concepcéo errénea de achar que um evento raramente
acontece diversas vezes seguidas, como D’Alembert pensava, ndo considerando a

independéncia do experimento.

Na ultima quest@o (5) os alunos devem fazer as ssimulagfes no simulador da roleta
com quantidades de lancamentos que variam de 10 a 10.000 lancamentos, calculando as
frequéncias relativas em porcentagem e anotando os resultados nas tabelas, para que possam

observar uma estabilizac8o das frequéncias relativas.

Salientamos que optamos pela frequéncia rel ativa em porcentagem, pelo fato de que o
aluno visualiza melhor a probabilidade nesta forma, como foi observado nos trabalhos de
Figueiredo (2000) e Souza (2002), mas modificaremos para a frequéncia relativa em decimal

Se na sessdo 4 observarmos que eles utilizam mais esta representagdo para probabilidade.
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Também ressaltamos que para os calculos da frequéncias relativas o aluno pode fazer uso da

calculadora, pois o importante é que ele observe o resultado.

Com a observacdo da tabela preenchida com as frequéncias temos trés objetivos, que

consideramos como validagao desta atividade:

1) O auno perceber que a frequéncia relativa de cada evento elementar se aproxima da
probabilidade calculada a priori quando a quantidade de realizacfes do experimento for
grande;

2) O auno perceber que nem sempre a frequéncia relativa de cada evento elementar se
aproxima da probabilidade calculada a priori se a quantidade de realizagbes do
experimento for pequeng;

3) O auno refletir sobre quantas realizacbes seriam suficientes para observar uma
estabilizacao.

45.1.2. Andisea posteriori

Iniciamos esta sessdo fornecendo aos grupos as folhas com a atividade 5.1.,
procedendo a leitura da primeira questéo, na qual todos responderam corretamente, 50% para
rosa e 50% para roxo, conforme haviamos previsto. Na segunda gquestdo sobre quantas vezes
eles achavam que o ponteiro pararia no roxo ou no rosa em dez langamentos, segue o seguinte
diaogo.

Aluno 5: Cinco pracada.

Aluno 3: N&o.

Aluno 5: Cinco pra cada ué. Metade pra cada um. Se é 50% a probabilidade
ué.

Aluno 3: Nao, se é 50% a probabilidade. Mas ndo € toda vez que o ponteiro
val parar em umae em outra.

Aluno 5: Pode sair duas vezes no roxo?

Aluno 3: E. Pode... tipo... rodar duas vezes e pode cair duas vezes no roxo.
Aluno 5:; Professora vamos fazer o teste. Quer ver vai cair cinco em cada.
Aluno 2: E pode cair 5 pra cada mas ndo é umaregra...

Pesquisadora: Vamos jogar entéo.

Aluno 5: Vai la professoravai cair 5 em cada.

Aluno 3: N&o vai ndo.

A partir do didlogo podemos notar que o Aluno 5 utilizou o valor da probabilidade
para fazer sua previsdo, ja os Alunos 2 e 3 tém a percepcao de que se as probabilidades sdo

50%, ndo quer dizer que sempre caira metade para cada, como o Aluno 2 afirmou, “ndo é uma
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regra’. Houve um momento de agdo e formulagdo, pois os aunos formulam hipGteses e
tentam defender seu ponto de vista e para tentar validar pedem para realizar o langamento da
roleta, assm realizamos a simulagdo para dez lancamento por duas vezes, pois cOmo O
resultado ndo foi 5 para cada cor, 0 Aluno 5 pediu que fizesse hovamente e, uma vez mais o
resultado ndo foi 5 para cada como ele havia previsto, dessa forma sua hipétese ndo é validada

e ele concorda com os colegas. Para a quarta questéo segue o didlogo:

Aluno 4: A “d”.

Aluno 5: Nao. Os trés resultados sdo igualmente provaves.

Aluno 4: Porque trés?

Aluno 5: Por que ndo vai cair sempre ha mesma ordem né 0?

Aluno 4: Né&o

Aluno 5: Entdo, os trés sdo igualmente provaveis.

Aluno 3: E igua nas vezes que a professora jogou. (referindo-se as duas
simulagdes de 10 langamentos)

Pesquisadora: Porque vocé achou gque eraa““d”? (perguntando ao Aluno 4)
Aluno 4: Nao professora, € que eu pensel errado professora. Eu que pensei
que aqui € esses dois (apontando para as aternativas “b” e “c”), tipo é igual
pros dois, entéo eu pensai errado.

Aluno 2: Se for nessa ordem € menos provavel. (apontando para a alternativa
“a”)

Aluno 3 e 5: Eu acho que é a““€”. (quase ao mesmo tempo)

O Aluno 4 escolheu o item “d”, pois havia observado a quantidade de rosas e roxo,
gue sdo as mesmas tanto na aternativa “b”, quanto na “c” (heuristica da representatividade) e
ndo a ordem da sequéncia, mas com os argumentos dos colegas (Aluno 3 e Aluno 5) acabou

percebendo seu erro e concordando com eles.

Pelafalado Aluno 2 podemos notar que também havia pensado como o Aluno 4, mas
em seguida cometeu 0 mesmo erro de D’Alembert (dificuldades devido a independéncia do

experimento aleatdrio) ao afirmar que a alternativa “a” seria a menos provavel nessa ordem.

Para finalizar esta questdo, a pesquisadora explicou que a questdo “€” seria a correta,
devido a independéncia do experimento aleatdrio, ou sgja, nesse caso cada lancamento é
independente, ndo influindo sobre 0 outro e passamos a quinta questdo, quando inicialmente
explicamos o que significa a frequénciarelativa e como calcula-la e pedimos que escrevessem
naficha?2 o seu significado.



124

Frequéncia Relativa:

ﬁﬁ dk 1

Figura 14: Resposta da dupla 2 para o significado de frequénciarelativa.

Explicamos também o que representa a frequéncia relativa, porém nenhum dos grupos
fez esse registro. Optamos ainda por ndo formalizar a quantidade de vezes que certo evento
elementar ocorreu como frequéncia absoluta. Em seguida, comegcamos a fazer as simulagfes
da roleta 4 com o simulador de roletas e a preencher da tabela do item (5). Para melhor
compreensdo das andlises, a seguir dispomos apenas a tabela preenchida do grupo 1, pois sdo

iguais para os trés grupos por, como jafoi dito anteriormente, ter sido realizada em conjunto.
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Figura 15: Tabela da atividade 5.1. preenchida peladupla 1.
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Durante o preenchimento da tabela, esquecemos de apagar a tecla clear no simulador

apos a realizagdo da simulagdo 5 que eram de 10 lancamentos, dessa forma, os resultados
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foram somados com os 100 langamentos referentes a simulagéo 6. Engano que felizmente foi

percebido pelo Aluno 5.

Pesquisadora: Deu 62 no rosa e 48 no roxo.

Aluno 5: 62% e 48%. (quando o total de jogadas era 10, 100 e 1000
perceberam que ndo havia a necessidade de fazer as contas na cal culadora)
Aluno 3: E 62% e 48%.

Aluno 5: Professora eu tenho uma pergunta. A soma dessas duas
porcentagens ndo vai dar 100 vai dar mais que 100.

Pesquisadora: Deu mais que 1007?

Aluno 5: Deu porque 6 62% mais 48 vai dar ... (foi fazer a conta)

Aluno 2; Ai, garoto!

Aluno 5: Mas ndo vai dar porque 60 mais 40 jaé 100.

Pesquisadora: Como assim?

Aluno 5: Aqui professora 6. 62 mais 48 € 110. Vai ficar 110%.

Aluno 2: E mesmo.

Pesquisadora: E ndo pode dar mais que 100%?

Alunos: N&o.

Pesquisadora: E menos que 100%7?

Aluno 5: Também n&o né professoral

Podemos observar no didlogo momentos adidéticos de agéo, formulacdo e validagéo.
Acdo quando o Aluno 5 percebeu que havia algo errado (a soma dava mais que 100%);
formulagdo quando ele afirma que estava errado e validagcdo pois ele realiza a soma
confirmando que deu mais que 100% e ainda convence o Aluno 2 gque estava correto. Assim,
podemos notar que os alunos compreenderam que a soma das probabilidades dos eventos
elementares do espago amostral tem que ser sempre 100% e, apds o preenchimento de toda a
tabela, segue o didogo que a pesquisadora teve com os aunos para tentar fazer com que

percebam arelacéo dafrequénciarelativa com a probabilidade.

Pesquisadora: Qual era a probabilidade de parar no roxo e no rosa?
Alunos: 50%.

Pesguisadora: Agora observando a tabela, quando noés realizamos 10
lancamentos a frequéncia foi 50% sempre?

Aluno 5: A maioria das vezes.

Pesquisadora: Sim e teve uma variacdo ndo teve?

Alunos: Sim.

Pesquisadora: E quando jogamos 100 vezes, teve uma variacdo também?
Alunos: Sim.

Aluno 5: Curiosamente nenhuma caiu 50% pra cada professora.
Pesquisadora: Sim, mas a variagéo foi grande?

Alunos: N&o.

Aluno 5: Foram diferencas minimas.

Pesquisadora: 1sso. Agora e quando jogamos 500 vezes deu 49,60%.
Aluno 3: Também uma peguenadiferenca.

Pesquisadora: Agora, e nas de 1.000 vezes?

Aluno 5: A diferencaja aumentou um pouco.

Pesquisadora: 2.000 vezes?
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Aluno 5: Abaixou de novo.

Aluno 3: E.

Pesquisadora: 3.000 vezes?

Aluno 5: Aumentou ... € nem tanto.

Pesguisadora: Agora eu quero que vocés me digam se aproxima da
probabilidade que é 50%?

Alunos. Se aproxima.

Pesquisadora: Quando langamos 10.000 vezes se aproximou mais ou menos?
Alunos. Mais.

Aluno 5: Bem mais.

Pesquisadora: Olhem o 50.000 quando deu?

Aluno 5: Deu ... por 2 décimos ndo deu a porcentagem certa. (referindo-se a
frequénciarelativa de rosa que foi 50,02% e de roxo 49,98%)

Pesquisadora: E 100.000 vezes?

Aluno 5: Por 1 décimo. (referindo-se a frequéncia relativa de rosa que foi
50,01% e de roxo 49,99%)

Pesquisadora: Entéo o que € que acontece?

Aluno 5: Quanto mais vocé joga, mais se aproxima da porcentagem de 50%7?
Pesquisadora: Todos concordam?

Alunos: Sim.

Pelo didogo, entendemos que os alunos perceberam que a frequéncia relativa de cada
evento elementar se aproxima da probabilidade calculada a priori quando a quantidade de
realizagOes do experimento for grande, chegando ao objetivo 1 desta atividade. Consideramos
gue essa situacdo ndo foi adidatica, pois foi de certa forma gerenciada por nds, mas
acreditamos que houve momento adidéticos de acéo e formulagdo, uma vez que os alunos
perceberam gue quanto mais realizar o lancamento da roleta 4, mais as frequéncias relativas

se aproximam das probabilidades. A seguir apresentamos a continuagdo do dialogo.

Pesquisadora: E quando vocé joga pouco se aproxima?

Aluno 5: N&o ..... Sim professora, por que quando a gente jogou a maioria
deu 50%.

Pesquisadora: Sim, mas em todas?

Alunos: N&o.

Pesquisadora: E quando nés jogamos 1.000 vezes?

Aluno 5: Nenhuma deu 50%.

Aluno 3: Mas todas ficaram bem perto...

Pesquisadora: Ent&o, quanto vocés jogariam pra chegar bem perto de 50%?
Aluno 5: 1 milh&o?

Aluno 3: 100.000 vezes.

Pesguisadora: Sim dai vocés teriam muita certeza. Mas qual seria um
minimo de jogadas que vocés acham que ja chegaria perto?

Aluno 2: 10 vezes.

Aluno5: Esm

Pesguisadora: Mas nem todas as vezes que nés jogamos 10 vezes chegou
perto de 50%.

Aluno 5: E...

Pesguisadora: Olhem na tabela, a partir de quanto ja comeca ficar perto de
50% para cada?

Aluno 2: 1.000?

Pesquisadora: V océs acham que umas 1.000 vezes ja da?
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Alunos: Sim.

Aluno 5: Mas faltar um pouquinho...

Pesquisadora: Umas 10.000 vezes entéo.

Aluno 5: Ai eu acho que jada

Pesquisadora: Ent&o 0 que acontece se eu jogar poucas vezes?

Aluno 5: Tem uma porcentagem maior de dar 50%.

Pesquisadora: Mais do que jogar mais vezes?

Aluno 3; Acho que nao.

Aluno 2: Acho que ndo 6, por que olha. (apontando para os valores das
frequéncias relativas de roxo e rosa a partir de 2.000 langamentos)
Pesquisadora: Entéo se eu quiser me aproximar da probabilidade pra ter
certeza o que eu tenho que fazer?

Aluno 5: Jogar mais.

Pesquisadora: Mas quanto?

Aluno 5:; Eu jogaria pra cima de 1.000 professora. Eu jogaria 1.000 vezes.
Pesquisadora: Todo mundo concorda?

Alunos: Sim.

Pesquisadora: Por que?

Aluno 2: Por causa da tabela, a partir de 1.000 ja da pra arredondar pra 50
cada

A partir do didogo observamos que os alunos atingiram os objetivos 2 e 3 desta
atividade, pois compreenderam que se langarem a roleta poucas vezes pode ser que a
frequéncia relativa dos eventos rosa e roxo figuem iguais a suas respectivas probabilidades,
no caso 50%, mas que iSsO nem sempre acontece e muitas vezes nem é um valor proximo e
também definiram que 1.000 ou mais jogadas seriam suficientes para observar uma
estabilizagéo.
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45.2. Atividade 5.2

1. Vamos considerar 0 seguinte experimento aleatério: girar a roleta 5 e verificar em que cor o
ponteiro para. Observando esta roleta antes de giré-la, qual a probabilidade do ponteiro parar na
parte vermelha? E na parte azul? Justifique.

2. Sem fazer o lancamento da roleta 5, imagine que vocé realizou esse experimento por 10 vezes e
entdo faca a seguinte previsdo: quantas vezes vocé acha que o ponteiro parou na parte vermelha?
E na parte azul? Justifique e depois realize no simulador a quantidade de 10 lancamentos por
agumas vezes observando os resultados.

3. Faca as simulacfes na roleta 4 com a quantidade indicada na coluna “Total de Lancamentos”,
calculando também as frequéncias relativas e observando se elas se aproximam das Probabilidades
calculadas na questéo 1, para 0s eventos elementares parar no vermelho e no azul.

Simulacio Total de Total de | Frequéncia Relativa | Total de | Frequéncia Relativa
Lancamentos|Vermelho| deVermeho (%) Azul deAzul (%)

1 10

> 10

3 10

4 10

6 100

7 100

8 100

9 100

10 100

11 500

13 1.000

14 1.000

15 1.000

17 2.000

18 3.000

19 5.000

20 50.000 37496 12504

21 100.000 75010 24990
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4521 Andiseapriori

Nossa intencdo é reforgar para 0s alunos a concepgao de que em poucos lancamentos
existe uma variagdo grande de resultados do experimento, ndo se aproximando sempre da
probabilidade dos eventos elementares, nesse caso da roleta 5, calculada a priori, pelo
enfoque cléssico e que esta variagdo diminui quando aumentamos a quantidade de
lancamentos, se aproximando da probabilidade para cada parte da roleta 5 (eventos
elementares), ou sgja, € possivel observar uma estabilizacgo da frequéncia relativa, que neste
caso fica em torno de 75% para vermelho e 25% para azul, quando a quantidade de

lancamentos é grande, tendendo ao infinito.
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Fi gUra 8: Roleta 5 e configuragdo.

A escolha desses valores deve-se a0 fato de que as probabilidades de seus eventos
elementares sdo diferentes de 50%. Dessa forma, os alunos podem observar a estabilizacdo
das frequéncias relativas em torno desses valores (75% e 25%) que ndo S80 equiprovaves,
pois ndo descartamos a hipétese de que baseados na atividade 5.1., concluam que ao realizar
gualquer experimento um numero significativamente grande de vezes, independente do valor
de suas probabilidades, a frequéncia relativa dos eventos elementares se estabilizara em torno
de 50% para cada e nesse caso, confrontaremos 0 aluno com uma situagéo real que prove o
contrério, assim, esperamos que possam inferir, realizando a simulacdo da roleta, que a
frequéncia relativa tanto de vermelho, quanto de azul néo ficara em torno de 50% para cada e

sim de suas probabilidades calculas a priori.

45.2.2. Andisea posteriori

I niciamos esta sesséo fornecendo aos grupos as folhas com a atividade 5.2. e procedeu

a leitura da primeira questéo, na qual todos responderam corretamente, 75% para vermelho e
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25% para azul. Na segunda questdo sobre quantas vezes eles achavam que o0 ponteiro pararia
no vermelho ou no azul em dez langamentos, segue 0 seguinte didlogo para melhor
observacdo da andlise.

Aluno 5: Eu acho que cairia mais vezes no vermel ho.

Aluno 3: Sairiaumas 8 ou umas 7 pravermelho.

Pesquisadora: Mas em que quantidades vocés apostariam?

Aluno 5: Eu acho que ndo vai cair metade e metade porque a maior parte é

no vermelho.

Aluno 3: Vamosjogar praver.

Entendemos que houve um momento adidético de agdo, pois os alunos ndo quiseram

dizer a quantidade de vezes que achavam que pararia no vermelho e no azul em 10
langamentos por que perceberam ndo havia uma resposta definida ou determinada como na
questéo 2 da atividade 5.1. e também porgue a probabilidade de 75% e 25% ndo é um valor
inteiro, mas perceberam que teriamos mais vermelhas pois a probabilidade de sair vermelho
era maior. Essa concepgdo foi reforcada quando fizemos no simulador um total de 10
lancamentos por algumas vezes. Em seguida perguntamos aos alunos 0 que aconteceria com
as frequéncias relativas de vermelho e azul quanto mais realizarmos o experimento aleatorio

daroleta5 e segue o diaogo:

Aluno 5: Conforme vocé vai jogando maisvai se equivaar...

Pesquisadora: Como assim?

Aluno 5: Eu acho professora que quando, tipo, quanto mais vocé for
jogando... Igual gque nem 0 que aconteceu aqui (apontando para a atividade
5.1.), quanto mais vocé for jogando mais o azul vai se aproximar do
vermelho.

Pesquisadora: Mas vai se aproximar de quanto?

Aluno 5: De 50%

Podemos observar que o Aluno 5 achou que se jogar muitas vezes a frequénciarelativa
de vermelho e azul chegariam perto de 50% para cada, confirmando nossa hipGtese e
analisando o didlogo também vemos que este mesmo aluno apresenta momentos dial éticos de
acdo e formulagdo. Acdo quando ele comega a pensar tirando ideias da atividade anterior,
formulagéo quando ele conjectura que as frequéncia relativas se aproximariam de 50%. Em

seguida perguntamos aos alunos se todos concordavam com o Aluno 5.

Pesquisadora: Todo mundo concorda?

Aluno 3: Vamo joga praver

Pesquisadora: Ent&o vamos jogar pra conferir. Quantas jogadas?

Aluno 5: 1.000 professora.

(realizamos a simulagéo e a frequéncia relativa de vermelho foi 75,90% e de
azul foi 24,10%)
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Aluno 3: Entdo... entdo, no caso entdo, o que ele falou ta errado, entdo,
parece que eles vao ficando mais distante.

Professora: Vamos jogar 2.000 vezes pra ver. (realizamos a simulagdo e a
frequénciarelativade vermelho foi 74,95% e de azul foi 25,05%).

Aluno 3: Vai ser sempre distante.

Pesquisadora: Esta se aproximando de quanto?

Aluno 5: De 80%.

Aluno 3: Néo de 75%.

Aluno 5: Mas se aproximou mais de 80% quando jogou 1.000 vezes.

Aluno 2: N&o, deu 75,10!

Aluno 5: E mesmo.

Pesquisadora: Ent&o quanto mais eu jogar...

Aluno 5: Mais se aproxima da porcentagem.

Pesquisadora: Pode ser que chegue exatamente?

Aluno2: Pode.

Aluno 5: Ou passe.

Pesquisadora: Certo. Entéo se eu jogar poucas vezes as frequéncias relativas
Va0 se aproximar da porcentagem?

Aluno2 e 3: N&o.

Aluno 5; Pode ser que sim.

Pesquisadora: Certo e seu eu jogar um nimero grande de vezes?

Aluno 2 e 3: Sim.

Aluno 5: Com certezal

Consideramos que houve momentos adidéticos de acdo, formulagéo e validagdo, pois
os alunos, para verificarem se a afirmacdo do Aluno 5 € verdadeira ou ndo, realizaram o
experimento por 1.000 e depois 2.000 vezes e pelos resultados das frequéncias relativas de
vermelho e azul, observaram que ndo se aproximavam de 50% e sim de suas probabilidades

calculadas a priori de 75% e 25% respectivamente.

Pelo didlogo observamos que os alunos compreenderam a frequéncia relativa como
um tipo de “prova’ de que se a probabilidade de certo evento elementar € um valor X, entéo se
realizarmos o experimento aleatério um nimero grande de vezes, a sua frequénciarelativavai
chegar bem perto desse valor, que nem sempre é 50% para cada. E, que se realizar o poucas
vezes pode ser que chegue perto, mas também, pode ser que ndo. Assim, os alunos realizaram
a validacdo e ressaltamos que o preenchimento da tabela também ndo foi necessario. Dessa
forma, esperamos que os alunos utilizem esse conhecimento novo para que também
enxerguem essa estabilizagdo da frequéncia relativa como uma forma de calcular
probabilidades, ou sgja, que pode-se estimar a probabilidade por meio da frequénciarelativae
para proporcionar essa adaptacdo elencamos as proximas atividades (5.2 e 5.3). Se isso

ocorrer entendemos que houve a validagéo.
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Vamos considerar 0 seguinte experimento aleatério: girar aroleta 6 e verificar em que cor
0 ponteiro para. Infelizmente a roleta 6 quebrou! Mas, sabemos que estava dividida em duas
partes, das quais uma era amarela e a outra verde e ainda temos uma tabela com os valores das
experimentagdes realizadas com ela antes de quebrar. Nessas condi¢des, vocé poderia calcular a
probabilidade do ponteiro parar na parte amarela? E na verde? Justifique.
Total de Total de Frequéncia Relativa| Total de | Frequéncia Relativa
L ancamentos Amarelo de Amarelo (%) Verde deVerde (%)
10 6 60 4 40
20 14 70 6 30
30 27 0 3 10
40 33 82,50 7 17,50
50 37 74 13 26
60 43 71,67 17 28,33
70 57 81,43 13 18,57
80 62 77,50 18 22,50
90 71 78,89 19 21,11
100 79 79 21 21
200 163 81,50 37 18,50
300 236 78,67 64 21,33
400 309 77,25 91 22,75
500 111 82,20 89 17,80
600 489 81,50 111 18,50
700 558 79,71 142 20,29
800 622 77,75 178 22,25
900 724 80,44 176 19,56
1000 802 80,20 198 19,80
2000 1599 79,95 401 20,05
3000 2401 80,03 599 19,97
4000 3190 79,75 810 20,25
5000 3994 79,88 1006 20,12
6000 4763 79,38 1237 20,62
7000 5601 80,01 1399 19,99
8000 6390 79,87 1610 20,13
9000 7203 80,03 1797 19,97
10000 7999 79,99 2001 20,01




134

20000 16013 80,07 3987 19,93
30000 24004 80,01 5996 19,99

45.3.1. Andiseapriori

No experimento desta atividade existe a impossibilidade do célculo a priori dos
eventos elementares, pois aroleta 6 esta “quebrada”’, mas sabe-se que estava dividida em dois
setores, um verde e outro amarelo e também existe uma tabela com os resultados das
experimentacOes antes de ela “quebrar”. Ressaltamos que os valores da tabela de resultados
da atividade 5.3. sGo verdadeiros e foram obtidos por meio do simulador de roletas, no qual o
setor amarelo tem 288° e 0 verde 72° ou sga, as probabilidades sGo de 80% e 20%

respectivamente. A roleta 6 (ver Figura 16) ndo sera apresentada em nenhum momento aos

alunos.
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Figura 16: Roleta 6 e configuracéo.

Esperamos que os alunos baseados, nas percepcdes sobre a frequéncia relativa obtidas
nas atividades 5.1 e 5.2, consigam perceber que podem estimar um valor para a probabilidade
de cada evento elementar observando a estabilizagdo das frequéncias relativas. Se isso

ocorrer, entendemos que houve a validacao.

Outra solugdo esperada por nés é que o aluno ignore os resultados das frequéncias
relativas e atribua 50% tanto para o setor amarelo quanto para o verde, justificando serem
duas possibilidades, ou seja, reforcando a concepcao errbnea apontada por Lecoutre (1984,
apud COUTINHO, 2005a), de que na falta de informagbes atribui-se equiprobabilidade ao
espago amostral.

Apb6s os alunos encontrarem as probabilidades, iremos questiona-los sobre a
guantidade de jogadas que sdo suficientes para a observacdo da estabilizagdo. Nossa intencéo

€ que observem na tabela, a partir de que valores as frequéncias relativas comegcam a se
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estabilizar em torno das probabilidades, para que reflitam novamente sobre as quantidades de

jogadas necessérias para poder estimar as probabilidades.

45.3.2. Andisea posteriori

Iniciamos esta atividade entregando a folha com a atividade 5.3. e ap6s a leitura do
enunciado os alunos ficaram meio confusos. O Aluno 5 afirmou n&o ter compreendido como
os demais. Entéo, relembramos a atividade anterior com aroleta 5, indagando aeles qual eraa
probabilidade de o ponteiro parar na parte vermelha e na azul, o que foi respondido
corretamente, 75% e 25%. Em seguida foi perguntado sobre o que acontecia se a roleta fosse
lancada poucas vezes e 0 Aluno 2 disse que “tem menos chance de cair em 75% pra vermelho
e 0 outro 25%”. Depois 0s questionamos sobre 0 que acontecia se langasse a roleta um
numero grande de vezes e este mesmo aluno afirmou que “tem mais chance de ficar em 75% e
25%” e todos concordaram. Consideramos pelafalado Aluno 2 que ele ja compreendeu como
cacular a probabilidade por meio da visdo frequentista e também porque em seguida ja

escreveu aresposta na folha de atividades.

A seguir colocamos o didogo que tivemos com o Aluno 5 para andisar 0 seu

desenvolvimento.

Pesquisadora: Agora, na roleta 6 eu ndo sei como ela era sb sei que estava
dividida em amarelo e verde, mas antes dela quebrar eu anotei os resultados
de vérias simulagdes de langcamentos que véo de 10 até 30.000. Dessa forma,
vocés podem dizer a probabilidade de parar no verde e no amarelo?

Aluno 5: Ah, entdo é pra fazer tipo... é pra falar que o verde ta chegando
perto de tal nimero e o0 amarelo também.

Pesquisadora: 1sso.

(nesse momento, observamos que o Aluno 2, escreve a resposta correta na
folha de seu grupo)

Aluno 5: Professora, mas por exemplo aqui, se ele for chegar, por exemplo,
aqui 79,99 (referindo-se ao resultado de 10.000 langamentos) ai ja passou
pro 80 (referindo-se ao resultado de 20.000 lancamentos que foi de 80,70%)
entdo vai chegar no 85 néo é?

Pesquisadora: No 85. Porque?

Aluno 5: E porque, olha ele passou do 80 ja.. Ah ndo professora. (em
seguida ele escreveu na sua folha de respostas: “a probabilidade é de cair
80% praamarelo e 20% praverde”.

Entendemos que, o Aluno 5 passou por momentos adidaticos de agdo, quando ele
percebeu gque para calcular a probabilidade tinha que observar para onde a frequénciarelativa

de verde e amarelo “ta chegando perto”; de formulagdo, quando ele tenta encontrar essa

estabilizagdo, chegando a afirmar que seria 85% para amarelo e vaidagdo, quando ele
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consegue perceber por meio dos resultados das frequéncias relativas da tabela que “a

probabilidade é de cair 80% pra amarel o e 20% pra verde”, ou segja, encontrou a resposta correta.
A seguir colocamos a discussdo iniciada pelo Aluno 4.

Aluno 4: Ah, eu coloquel assim. Provavelmente a probabilidade de sair no
verde ou no amarelo é de 50%, mas para ter certeza tem que jogar um
ndmero de vezes, mas nesse caso como € duas cores quanto mais vocé jogar
maisvai seigualar. Elesvéo seigualando.

Pesquisadora: Esta certo o que ele falou? Todo mundo concorda?

Aluno 5: (Fez sina gque n&o).

Aluno 2: Depende de como aroletadele esta dividida.

Pesquisadora: E a mesma roleta para todos.

Aluno 4: Entdo, igua ao que eu te falei se a roleta ta dividida em dois,
gquanto mais vocé jogar mais vao se igualar as porcentagens.

Aluno 2: N&o necessariamente.

Aluno 5: Ndo, mas nem sempre. Que nem a roleta que a professora mostrou
agui (referindo-se aroleta5) ta divididaem dois.

Pesquisadora: Vocé mesmo disse que tinha que jogar um ndmero de vezes
prater certeza. Quanto vocé jogaria?

Aluno 4: Mais de 1.000.

Pesquisadora: Ent&o olha na tabela quando deu para 1.000 langamentos?
Aluno 4: No amarelo deu 80,20.

Pesquisadora: Observe quanto deu para mais de 1.000.

[.-]

Pesquisadora: Depois vai aumentando as jogadas. Esta ficando em torno de
quevalor?

Aluno 4: Do 50.

Aluno 3: Do 50?1?

Aluno 4: Nao, do ... 80. Mas e aqui 6. (apontando para as frequéncias
relativas de verde).

Pesquisadora: O verde esta em torno de que valor?

Aluno 4: Ah, perto do 20.

Aluno 3: 20%.

Aluno 4: Mas ndo sdo do mesmo tamanho?

Pesquisadora: Eu ndo sei por que ela quebrou e o que eu tenho € essa tabela
com realizagdes desse experimento antes dela quebrar.

Aluno 4: E mesmo professora. (Em seguida o Aluno 4 escreveu na folha de
respostas de seu grupo as respostas corretas)

No didlogo anterior podemos notar a presenca do obstéculo da equiprobabilidade,
apontado por Lecoutre (1984, apud COUTINHO, 2005a), pois o Aluno 4 atribuiu
equiprobabilidade ao espago amostral, pois ndo sabia como a roleta estava dividida, uma vez
gue ela estava “quebrada’, apesar de afirmar que para ter certeza deveria redizar o
experimento. Podemos perceber que mesmo observando a estabilizacdo da frequénciarelativa
em 80% e 20% por meio da tabela, o Aluno 4 volta a tentar justificar a equiprobabilidade.
Dessa forma, consideramos que este aluno teve momentos adidéticos de agédo e formulacéo,

guando ele atribui 50% para verde e amarelo, mas considera que “pra ter certeza tem que
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jogar um nimero de vezes” e podemos observar também, que ele valida, pois ele encontrou os
valores corretos das probabilidades.

45.4. Atividade5.4

Considere o experimento aleatério: girar a roleta 7 e verificar em que cor o ponteiro
para.

a) Qua é o espaco amostral?
b) O espaco amostral é equiprovavel ou ndo-equiprovavel ? Justifique.
¢) Qual aprobabilidade do ponteiro parar em cada evento elementar desse experimento?

454.1. Andiseapriori
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Figura 17: Roleta 7 e configuracéo.

No experimento desta atividade como na atividade 5.3. também existe a
impossibilidade do célculo a priori dos eventos elementares, pois a roleta 7 (figura 17) ndo
apresenta uma proporc¢do Vvisivel e nem os graus de cada setor. Neste caso, ndo apresentamos
nenhuma tabela com resultados, mas disponibilizamos o simulador de roletas. Esperamos que
os aunos baseados na atividade anterior (5.3.) ndo tenham dificuldades em perceber que
devem estimar as probabilidades realizando o0 experimento um ndmero grande de vezes e
observar uma estabilizagdo, por meio da frequentista relativa. Consideramos que se isso
acontecer havera validagdo. Ressaltamos que é necessaria uma quantidade superior a 1.000
lancamentos para chegar a uma estimagao razoavel e que a probabilidade do ponteiro parar no
setor azul é de 20%, no rosa, 35% e no vermelho, 45%.

Apés a redizacdo desta atividade deve ser redizado um debate para
institucionalizag@o das duas formas de calcular as probabilidades a cléssica e frequentista e

pedir que anotem os significados na ficha 2.
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45.4.2. Andisea posteriori

Tivemos um problema com um dos computadores ent&o os grupos 1 e 3 ficaram com o
mesmo computador e decidiram realizar na roleta a simulagdo de 1.000 lancamentos e
obtiveram as seguintes frequéncias relativas: 46,5% (vermelho), 19,5% (azul) e 34% (rosa).

O grupo 3 colocou como resposta esses mesmos valores das frequéncias relativas e o
grupo 1 jaarredondou todos os resultados anotando 45% (vermelho), 20% (azul) e 35% (rosa)
e em sua justificativa o Aluno 2 disse que “nunca € o valor exato tem que arredondar e ver se
tudo da 100%”.

€) Qual a probabilidade do iro parar em cada evenio desse experil ?
e .
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Figura 18: Resposta do grupo 1 para o item (c) da atividade 5.4.

O grupo 2 também adotou como resposta os valores que deram as frequéncias relativas
de cada evento elementar que obteve em 1.000 langamentos que foram respectivamente
46,40% (vermelho), 19,90% (azul) e 33,70% (rosa).

P{f_J-l_[:y f[uﬂ - L";rif&?

Figura 19: Resposta do grupo 2 para o item (c) da atividade 5.4.

Como podemos observar apenas o grupo 1 encontrou um valor aproximado, 0s outros
grupos confundiram a frequéncia relativa com a probabilidade. Entdo, reportamos a atividade
5.3., perguntando qual era a probabilidade que haviam encontrado para verde e amarelo e eles

responderam 80% e 20%. Em seguida questionamos os alunos:

Pesquisadora: Mas baseado nas respostas de vocés ndo seria 80% e 20%,
seria no caso de 1.000 jogadas 80,20% e 19,80% e em 30.000 jogadas seria
80,01% e 19,99%7

Alunos: N&o.
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Pesquisadora: E cada vez que vocés jogarem a roleta 7 vai dar um valor
diferente para cada probabilidade?

Alunos: N&o.

Aluno 5: Jaentendi professora.

Observamos que o Aluno 5 compreendeu, pois apds o didogo acima respondeu

corretamente em sua folha de resposta. O grupo 2 realizou hovamente 0 experimento com

uma quantidade de 1.000 langamentos por duas vezes e escreveu a resposta correta. Nenhum

dos grupos teve problemas em encontrar o espago amostral e dizer que é ndo equiprovavel.

a) CQual é 0 espaco amostral?
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b) ©) espago amostral ¢ equiprovivel ou nio-equiprovivel? Justifique.
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Figura 20: Respostado grupo 1 para ositens (a) e (b) da atividade 5.4.

ApOs conclusdo da atividade 5.4. iniciamos a ingtitucionalizagdo do calculo a priori

(visdo cléssica) e a posteriori (visdo frequentista) como podemos observar no didogo a

seguir.

Pesquisadora: Como vocés calcularam a probabilidade na atividade 5.1. e
5.2.? (mostrando as roletas 4 e 5 no simulador de roletas)

Aluno 5: Olhando adivisdo roleta..

(Todos concordaram)

Pesquisadora: Certo, mas foi necessario jogar a roleta pra vocés calcularem
essas probabilidades?

Alunos: N&o.

Pesquisadora: E na atividade 5.4.7

Aluno 2; Teve que jogar 1.000 vezes e aproximar os valores.

(Todos concordaram)

Pesquisadora: Que valores?

Aluno 4: ah, professora... 20, 35 e 45.

Pesquisadora: Certo, mas como a gente chama esses val ores?

Aluno 2 e 5: Frequénciarelatival

Pesquisadora: Ent&o a gente tem duas formas de calcular probabilidades?
Alunos: Sim.

Pesquisadora: Quais?

Aluno 5: Numa precisajogar e achar afrequéncia e outra ndo.

Aluno 2: E precisa aproximar as frequéncias e a outra é so ver como esta
dividida

Pesquisadora: Todo mundo concorda®

Alunos. Sim.

Em seguida, realizamos a institucionalizacdo e perguntamos aos alunos se eles tinham

calculado pela visdo classica ou frequentista os experimentos aeatérios da ficha 3. Todos
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responderam que foi pela cléssica, pois ndo precisaram “realizar o experimento” para calcular

e pedimos gque anotassem os significados naficha 2.

‘isao Classica de Probabilidades:
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Figura 21: Resposta do grupo 1 paraficha 2.

Cilculo de probabilidade por meie da Visiio Frequentista de Probsbilidades:
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Figura 22: Resposta do grupo 3 paraficha 2.

4.5.5.Consider agdes Gerais

Consideramos que a utilizacdo do simulador da roleta proporcionou aos aunos a
possibilidade de realizar os experimentos aleatérios diversas vezes, com as quantidades
desgjadas e necessdrias para o desenvolvimento das atividades, propiciando uma observacéo
concreta do que significa a probabilidade, do que acontece quando realizamos um
experimento aleatério uma quantidade pequena e um numero significativo de vezes.
Relacionar a probabilidade com a frequéncia relativa ndo é tdo simples para o estudante,
talvez por ndo dar o valor exato e sim uma aproximagdo e sem o simulador teriamos que
fornecer os resultados de lancamentos ou redlizar 0s experimentos um a um e isso seria

penoso, pois aém de tomar muito tempo, poderiatirar o foco e a atencéo dos alunos.

Na primeira atividade (5.1) desta sessdo, apesar de considerarmos que uma primeira
observacdo da estabilizagdo das frequéncias relativas com o experimento da roleta 4, que
possui apenas dois eventos elementares e equiprovaveis tenha facilitado perceber a
estabilizagdo, também reforcou o viés da equiprobabilidade como aconteceu na atividade
seguinte (5.2) com o Aluno 5. Nas atividades 5.3 e 5.4, os alunos reutilizaram o que
perceberam das atividades 5.1 e 5.2 e conseguiram calcular as probabilidades por meio da

visao frequentista.

Observando o desenvolvimento das atividades desta sessdo, bem como suas

respectivas andlises a priori e a posteriori, consideramos que os alunos se envolveram no
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processo, no qua identificamos momentos adidéaticos de acdo, formulacdo e validaco,

conseguindo compreender o célculo por uma abordagem frequentista.

4.6. 62 SESSAO: ARTICULACAO ENTRE AS VISOES CLASSICA E FREQUENTISTA

Esta sessdo € composta por nove atividades e tem como objetivo principa fazer a
articulacdo entre as visdes frequentista e classica de probabilidades. Para tanto, trabal haremos
com seis experimentos aleatdrios em que é possivel o calculo por meio das duas visdes, em
dois apenas pela frequentista e um somente pela cléssica. Assim, em todas as atividades apds
a resolucdo o aluno deve ser questionado se ele poderia calcular as probabilidades também

por meio da definicdo que ele ndo utilizou.

Para todos os experimentos al eatorios existe a possibilidade de suarealizacdo efetiva e
gue a resolucdo deve ser feita oramente, apenas o resultado deve ser registrado, mas
disponibilizado uma folha para anotagfes, caso 0 aluno necessite. A seguir apresentamos a

cada uma das atividades com suas respectivas andlises a priori e a posteriori.

4.6.1.Atividade 6.1.

1) Considere o experimento aleatério: girar a roleta 8 e verificar em que cor o ponteiro
para.

a) Qual é o espaco amostral?
b) O espaco amostral é equiprovavel ou ndo-equiprovavel ? Justifique.
C) Qual aprobabilidade do ponteiro parar em cada evento elementar desse experimento?

46.1.1. Andiseapriori

A roleta 8 (ver Figura 23) sera apresentada ao auno no simulador de roletas e esta
dividida em seis setores de 60° cada um, dessa forma o aluno pode utilizar a viso cléssica ou
a frequentista para calcular as probabilidades. Acreditamos que a maioria dos aunos ira optar

pelo calculo a priori, pois aroleta esta dividida em partesiguais.
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Figura 23: Roleta 8 e configuragéo.

4.6.1.2. Andlisea posteriori

Todos os grupos responderam corretamente qual € o espaco amostral e que ele é
equiprovavel, pois est dividido em partes iguais e dessa forma todos tém a mesma
probabilidade de serem obtidos.

a) Quall é 0 espaco amostral?
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b) O espago amostral é equiprovivel ou nio-equiprovivel? Justifique.

Yool ol dandden wm potih QUi .
N\ N

Figura 24: Resposta do grupo 1 para a atividade 6.1.

Para o célculo de probabilidades o grupo 3 optou pelo célculo a priori fazendo 100%
dividido por 6.

Aluno 6: E 25 pra cadané.

Aluno 5: Néo, 20.

Aluno 2: Nao é 20.

Aluno 5: Logico que é.

Aluno 5: 1, 2, 3, 4, 5, 6 (contando os setores). Nao é 20 mesmo...
(pausa)

Aluno 5: N&o vai dar exato.

Pesquisadora: Pode usar a calculadora.

Aluno 5: Professora, entdo vai dar ... esgueci 0 nome desse baratinho...
16,66666666.... € ai ndo vai acabar.

Pesquisadora: E uma dizima periddica.

Aluno 3: Meu, s0 trés seis depois da virgula, depois trés pontinhos.

Os aunos do grupo 2 fizeram diferente: como 0 espago amostral era equiprovavel,
foram realizando os lancamentos até observarem que os histogramas pareciam se igualar.
Chegando até 5.000 lancamentos, calcularam as frequéncias relativas de cada um dos eventos
elementares, mas como n&o foram exatamente iguais, ndo conseguiram encontrar um valor

gue pudessem definir para todas e ficaram na davida. Jogaram mais vezes e pediram gjuda ao
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Aluno 5 que respondeu: “tem 6 cores que tem a mesma probabilidade, entdo tem que dar
100%, entdo é so dividir 100 por 6”.

Os aunos do grupo 1 realizaram o experimento no simulador de roletas por 1.000
vezes e caculou a frequéncia relativa de um dos eventos elementares, que deu
aproximadamente 17%, e multiplicaram por 6 para ver se dava 100%, mas deu 102%. Dessa
foram, diminuiram para 16,5%, ndo diminuiram para 16% por que como sO passou 2%
perceberam que ficaria muito abaixo, s6 que dava 99%. Neste momento eles escutaram 0
Aluno 5 responder 16,666...%, e entdo optaram por essa resposta, pois afirmaram que este

valor “chega mais perto de 100% se somar”.

Quando perguntamos aos alunos se haviam utilizado a visdo cléssica ou frequentista, o
grupo 2 e 3 afirmou ter resolvido pela cléssica e o grupo 1 pela frequentista. Porém quando
indagamos se poderiam utilizar a outra abordagem para o clculo das probabilidades, apenas
0s grupo 2 afirmou ndo poder utilizar a abordagem frequentista, pois havia tentado e néo tinha

conseguido e 0 Aluno 2 do grupo 1 explicou a eles como haviam resolvido.

4.6.2.Atividade 6.2.

Considere o experimento aleatorio: girar aroleta9 e verificar em que cor o ponteiro para.
a) Qua é o espaco amostral?

b) O espaco amostral é equiprovavel ou ndo-equiprovavel ? Justifique.

C) Qual aprobabilidade do ponteiro parar em cada evento elementar desse experimento?

46.2.1. Andiseapriori

A roleta 9 ser apresentada aos alunos no simulador de roletas. Esté dividida em cinco
setores e seus respectivos graus estdo na roleta, dessa forma o auno pode utilizar a visdo
classica ou a frequentista para calcular as probabilidades, mas acreditamos que a maioria dos

alunos ird optar pelo célculo a posteriori, pois aroleta ndo esta dividida partesiguais.
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Figura 25: Roleta 9 e configuracéo.

4.6.2.2. Andisea posteriori

Todos os grupos responderam corretamente qual € o espagco amostral e que ele é ndo
equiprovavel, pois ndo esta dividido em partes iguais e dessa forma ndo tém a mesma

probabilidade de serem obtidos.

2) Qual é o espago amostral?

o n
(i rrolbo Mondy obrs _fonan e
b) O espaco amostzal ¢ equiprovivel ou nio-equiprovivel? Justifique.

Figura 26: Respostado grupoo 1 paraositis (a) e (b) da atividade 6.2.

Os grupos 1 e 3 jogaram 1.000 vezes e obtiveram as seguintes frequéncias relativas:
39,8% (vermelho), 19,8% (verde), 30,7% (roxo) e 0,97% (amarelo) e optaram por 40%, 20%,

30% e 10% respectivamente. Assim responderam corretamente.
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Figura 27: Resposta do grupo 1 para a atividade 6.2.

O aunos do grupo 2 pensaram em responder de acordo com os graus de cada setor,
realizaram algumas contas na calculadora, mes logo desistiram e optaram por realizar 1.000
langamentos, nos quais obtiveram 300 de roxo, 89 de amarelo, 410 de vermelho e 201 de

verde.

Aluno 4: Ai 6 tipo deu 30 pro roxo. Ai 10 pro amarelo.

Aluno 3: Porque 10 pro amarelo se deu 897

Aluno 4: Porgue 89 dividido por 10 da 8,9% que arredonda pra 10.

Aluno 4: Num é 41. E s6 40. (repreendendo o aluno 3 que estava anotando
41% para o vermelho, pois afrequéncia absoluta deu 410)
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Aluno 3: Por que é s0 407
Aluno 4: Porgque tem que arredondar se ndo, ndo vai dar 100. E 20.

Quando a pesquisadora perguntou se haviam utilizado a visdo classica ou frequentista,
todos os grupos afirmaram ter resolvido pela frequentista Porém quando indagamos aos
alunos se poderiam utilizar visdo frequentista para o clculo, apenas o Aluno 4 disse que sim,
“pelos graus”, mas afirmou ndo saber como fazer. Fizemos entdo uma intervencao explicando
como fazer, mas ndo detalharemos aqui, pois o importante € que 0s alunos perceberam que €

possivel o calculo pela abordagem cléssica também.

4.6.3.Atividade 6.3.

Julia tem que telefonar para Larissa para contar uma novidade, mas ao tentar ligar ela
per cebe que ndo selembra do ultimo nimero do celular da amiga. Entéo, ela decide escolher
um ndmer o ao acaso. Qual é a probabilidade de que Julia acerte na primeira tentativa?

4.6.31. Andiseapriori

Este experimento pode ser resolvido utilizando apenas a nocdo cléssica de
probabilidades, pois nesse caso Julia precisaria tentar N0 Maximo nove vezes para encontrar o
numero da amiga. Nossa intengédo é que o aluno também pense no experimento aleatérioem s

e ndo pense que pode resolver utilizando a visdo frequentista.

4.6.3.2. Andisea posteriori

Todos o0s grupos responderam corretamente qual é o espaco amostral, e que ele é

equiprovavel, pois “cada um tem uma chance”, como afirmou 0 Aluno 4.

a) Qual ¢ o espaco amostral?

Q ' :_ qQ

s

b) O espaco amostral & equiprovivel ou ndo-equiprovivel? Justifique.
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Figura 28: Resposta do grupo 3 para a atividade 6.3.

Aluno 4: Eu acho que é de 0 a 100%.
Aluno 5; 10% professora.

Aluno 4: Por que 10%7%

Aluno 5; Por que tem que dar 100%.
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Aluno 2: Porgue a0 total ndo tem que dar 100%? Sdo quantos nimeros?
(falando com o Aluno 4)

Aluno 4: 10.

Aluno 2: Se vocé for colocar... dividir 100% pra cada nimero, quanto vai
ficar? .... 10% por cento pra cada nimero, conta. 10, 20, 30, 40, 50, 60, 80,
80, 90 e 100.

Aluno 4: Ah. Entendi.

Consideramos gque houve um momento adidatico de validagéo, pois os Alunos 2 e 5
afirmam que a probabilidade é de 10% e em seguida, 0 Aluno 2 consegue convencer o Aluno

4 que esta correta.

Como todos utilizaram a abordagem cléssica, indagamos se eles teriam como calcular
a probabilidade pela visdo frequentista. Inicialmente o Aluno 5 afirmou que sim, depois
concordou com os colegas que seriam no méximo 10 tentativas, uma para nimero do celular
até acerté-1o e portanto ndo havia como realizar o clculo a posteriori. A seguir apresentamos
um trecho da discussao.

Aluno 5: Sim, jogando 1.000 vezes.

Aluno 2: Mas seelajogassetipo ... 10 vezes elajairia encontrar.

Aluno 4: No minimo 10. Porque se elajogar menos que 10 ndo tem como ela
acertar. S50 10 nimeros.

Aluno 2: 10 ou menos...

4.6.4.Atividade 6.4.

Considere o seguinte experimento: jogar um dado do jogo Senet e observar a face que cai
voltada para cima.

a) Jogue o dado do jogo Senet por algumas vezes observando os resultados.

b) Qual é o espago amostral ?

¢) O espago amostral € equiprovavel ou ndo equiprovével ? Justifique.

d) Qual aprobabilidade de ocorrer cada uma dessas faces do dado do jogo Senet?

4.6.4.1. Andiseapriori

Nessa atividade utilizamos o experimento com um dado do jogo Senet®, que é um
jOgo egipcio muito antigo encontrado nas tumbas dos farads, conhecido também como jogo
de passagem da alma para outro mundo, porque os povos daquela época acreditavam que 0s
desenhos existentes no tabuleiro teriam utilidade para os mortos na indicagéo de seu caminho

naoutravida. Este jogo também foi citado no famoso Livro dos Mortos do Antigo Egito.

A histéria completa do jogo Senet, bem como suas regras, estd disponivel em:

-----------------------


http://www.jogos.antigos.nom.br/senat.asp>
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Figura 29: Tabuleiro do jogo Senet em madeira™.

Esse jogo simboliza a luta da alma do jogador contra 0 ma ou forgas inimigas que
vagam no Nada. As pegas de cada jogador sdo chamadas de “dancarinos”, enquanto os dados,
de “dedos”, porgue os dados encontrados no tumulo de Tutankédmon tém a forma de dedos

humanos até com unhas esculpidas.

O dado do jogo Senet, como podemos observar na figura 30, € um cilindro seccionado
a0 meio e possui quatro faces. Porém no experimento: jogar um dado do jogo Senet e
observar a face que ca na parte superior consideramos que existem apenas duas
possibilidades, que chamamos de faces lisa e cilindrica, pois no seu langcamento n&o ha como

este dado cair com as duas outras faces menores para cima.

Figura 30: Dado do jogo Senet.

Neste experimento ndo € possivel o calculo a priori da probabilidade de seus eventos
elementares (lisa e cilindrica), pois 0 espaco amostral € ndo equiprovavel devido a ndo
simetria do dado do jogo Senet. Dessa forma, o auno é levado a ter que encontrar a
probabilidade realizando o experimento um numero grande de vezes para observar a
estabilizagcdo das frequéncias relativas, ou seja, fazendo uso da concepgdo frequentista para
calcular a probabilidade.

Para calcular a probabilidade de sair a face lisa e cilindrica, jogamos o dado do jogo

Senet por 2206 vezes e obtemos 0s seguintes resultados:
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Tabela 1 — Resultado do dado do jogo Senet

Face Frequéncia Frequéncia Freq_uéncia
absoluta relativa relativa (%)
Lisa 892 0,4044 40,44
Cilindrica 1314 0,5956 59,56
Total 2206 1 100

De acordo com os valores das frequéncias relativa da tabela 1, assumimos a

probabilidade de sair face lisa como 40% e cilindrica 60%.

Para a realizacéo da atividade, iniciaremos apresentando o dado do jogo Senet com a
historia do jogo e em seguida eles iréo jogar algumas vezes, item (a), observando os
resultados, para certificacéo de que compreenderam o experimento e para verificarem a
impossibilidade de cair sobre uma das faces menores e dessa forma considerar apenas duas

possibilidades de resultados, que chamamos de lisa e cilindrica.

No item (c) esperamos que os alunos percebam que os dois lados do dado do jogo
Senet sdo bem diferentes (liso e cilindrico) e que dessa forma ndo é possivel atribuir a
equiprobabilidade ao seu espaco amostral como na moeda, cujas faces sdo perfeitamente
simétricas. Porém, na falta da equiprobabilidade alguns alunos séo levados a crer que néo é
possivel calcular a probabilidade do experimento e também ndo descartamos a hipotese de
aparecerem respostas baseadas na figura do dado, como, por exemplo, atribuir uma

probabilidade maior para o lado cilindrico por ter maior érea.

Esperamos que, baseados nas atividades anteriores, os alunos consigam chegar a
conclusdo de que a melhor forma de calcular essas probabilidades seria pelo enfoque
frequentista, realizando o experimento por um numero grande de vezes e anotando os
resultados para encontrarem nas frequéncias relativas de cada evento elementar, a
probabilidade calculada a posteriori.

Nesse caso, devido a impossibilidade ocasionada pelo pouco tempo da
experimentacdo, de os alunos jogarem o0 dado do jogo Senet um numero grande de vezes
apresentaremos os resultados obtidos por nés (ver Tabela 1) aos alunos, para que eles somem

aos seus resultados.

4.6.4.2. Andlisea posteriori

Inicialmente relatamos a histéria do jogo Senet e em seguida os aunos jogaram

algumas vezes para observacg&o, como sugeria o item (1), e definiram o espago amostral como
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“parte lisa” e “parte arredondada’. Indagamos se 0 dado do jogo Senet possuia mais dois
lados e o0 aluno 2 respondeu: “mas ndo consegue cair na lateral, nd0 mesmo” e todos

concordaram.

Observamos novamente 0 obstéculo da equiprobabilidade: ao questionarmos os aunos
todos afirmaram que o espago amostral é equiprovavel por que ambos teriam a mesma
chance, por serem duas possibilidades. Ent&o, relembramos o experimento aeatério daroleta
5 novamente, por ter duas possibilidades (vermelho e azul), mas com probabilidades
diferentes e eles ja sabiam a probabilidade e indagamos se, de acordo com a justificativa deles

nesse experimento ambos também seriam equiprovaveis.

Mesmo assim ficamos na discussdo e eles ndo se convenceram. O aluno 5 chegou a
afirmar que o experimento com o dado do jogo Senet “ndo tem nada a ver com aroleta”, mas
sugeriu que jogassemos para “tirar a prova’, todos concordaram e comegaram a jogar e anotar
0s resultados.

Como o tempo era pouco e ja haviamos realizado o experimento 2.206 vezes como foi
plangjado, fornecemos esses resultados aos alunos que foram 892 para lisa e 1314 para
cilindrica, para que somassem com suas jogadas e calculassem a frequénciarelativaparalisae

cilindrica, no qual obtiveram os seguintes resultados:

Tabela 2: Resultados dos alunos para o dado do jogo Senet

Auo Abuiade FEAERSaNa Feméearons  rddiade
Lisa Cilindrica (%)
Aluno 1 904 40,61 1322 59,39
Aluno 2 906 40,37 1338 59,63
Aluno 5 899 40,48 1322 59,52
Aluno 6 902 40,53 1.324 59,47

Com base nos resultados obtidos, os alunos, optaram por 40% como a probabilidade
de sair face lisa e 60% a de cilindrica ou “arredondada’, como haviam definido. Em seguida,
perguntamos novamente se 0 espaco amostral era equiprovavel ou ndo equiprovavel. Segue o
dialogo abaixo.

Pesquisadora: Quanto vocés tinham falado que ia dar a probabilidade de lisa
e arredondada?

Aluno 5:; 50% pra cada.

Pesquisadora: E deu 50% pra cada?

Alunos: N&o.

Pesquisadora: Deu quanto?
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Alunos: 40 e 60.

Pesquisadora: Entéo 0 espago amostral é equiprovavel ou ndo equiprovavel ?
Alunos: Nao equiprovavel.

Pesquisadora: Sempre que tiver duas possibilidades é sempre 50% pra cada?
Alunos: Néo.

Aluno 2: E mesmo professora nem sempre...

A concepcdo da equiprobabilidade para dois eventos mostrou-se bastante forte nos
alunos, entretanto, parece que conseguimos, ao menos localmente, que eles percebessem que

dois eventos podem ndo ser equiprovaveis.

4.6.5.Atividade 6.5.

Considere o0 seguinte experimento: lancar dois tetraedros regulares (perfeitamente simétricos)
ao mesmo tempo e observar asfaces que apar ecem viradas para baixo (na superficieinferior).

a) Qual o espago amostral do experimento?

b) Esse espaco amostral € equiprovavel ou ndo equiprovavel ? Justifique.

¢) Qual aprobabilidade de ocorrer cada um dos eventos el ementares desse experimento?

d) Qual aprobabilidade de se obter duas facesiguais?

€) A probabilidade de sair uma face “2” e uma “4” € a mesma que a probabilidade de se obter duas
faces“4”?

46.5.1. Andiseapriori

Para este experimento disponibilizamos dois tetraedros regulares iguais para observar
se os alunosiriam cometer 0 mesmo erro do langamento de duas moedas simultaneamente, ou
se compreenderam que, no lancamento de dois tetraedros e observar as faces viradas para

baixo, por exemplo, (1,4) é diferente de (4,1).

Este experimento pode ser calculado por meio das duas visdes (cléassica e frequentista)
e 0 espaco amostral é {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (3.2), (3,2), (3,3),
(34), (42), (4,2, (4,3), (44)}.

Nos itens (d) e (e) queremos observar se o auno utiliza corretamente a
proporcionalidade para calcular a probabilidade a priori. O item () é semelhante a pergunta
feita por Coutinho (1994) em sua pesquisa, para identificar concepgdes espontaneas, mas
esperamos que os alunos respondam corretamente pois o célculo de probabilidades ja foi

formalizado a €les.
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4.6.5.2. Andisea posteriori

Observamos que o0s grupos 1 e 3 encontraram 0 espago amostral corretamente e apenas
0 grupo 2 ndo diferenciou, por exemplo, (1,4) de (4,1), mas o Aluno 2 explicou a eles que

eram diferentes, lembrando-os do experimento aleatdrio do langamento das duas moedas.

St (o i3 1A -20) 242243 2uR- 34\ 342,323,
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Figura 31: Respostado grupo 1 para o item (a) da atividade 6.5.

O grupo 3 fez um esquema diferente, como podemos observar na figura 32, no qual o
Aluno 5 explica: “o01podecaircomol, 2, 3e4,02podecarcomol, 2, 3e4,03pode..”.

Figura 32: Resposta do grupo 3 para o item (a) da atividade 6.5.

Verificamos que todos o0s grupos consideraram corretamente que o espago amostral é
equiprovavel e também ndo tiveram dificuldades em calcular as probabilidades, todos os

grupos dividiram 100% por 16, encontrando 6,25% para cada um dos eventos elementares.

No item (d), os aunos inicialmente disseram ndo saber fazer entdo perguntamos quais
eram as possibilidades de se obter duas faces iguais. Todos conseguiram responder
corretamente que eram (1,1) (2,2), (3,3) e (4,4), somando quatro possibilidades. Porém,
resolveram de formas diferentes. O grupo 1 somou as probabilidade de cada uma dessas
possibilidades (6,25 + 6,25 + 6,25 + 6,25 = 25%), 0 grupo 2 respondeu 25%, pois 4

possibilidades representava 25% das 16 e o grupo 3 fez arazéo (— = 0,25 = 25%).

Para o item (e) tivemos que explicar o que era sair uma face “2” e uma “4”, que
consideramos uma dificuldade na formulagdo do problema e os trés grupos responderam

corretamente, pois calcularam as duas probabilidades.

Pesquisadora: Qual a probabilidade de sair umaface “2” e uma 4”7

Aluno 5: E .... 8 para 16 ndo é professora?

Pesquisadora: Por que?

Aluno 5:; Por que tem quatro dois e quatro quatros.

Pesquisadora: Mas aqui tem uma face “2” e uma “4”? (apontando para a
possibilidade (4,1)).
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Aluno 5: Ah, entdo vai ficar 2 por 16.

Aluno 5: Professora, a probabilidade de sair uma “2” e uma “4” é 12,5%.
Pesquisadora: E qual a probabilidade de sair duas faces “4”?

Aluno 5: E 1 em 16 ... 6,25%.

Como podemos observar todos os grupos calcularam as probabilidades a priori, por
meio da visdo cldssica, mas também consideraram a possibilidade do célculo a posteriori,
jogando os tetraedros um ndmero bem grande de vezes, mas ressaltaram que seria muito
trabalhoso.
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4.6.6.Atividade 6.6.

Observe as representacBes dos geoplanos abaixo na maha pontilhada e considere o seguinte
experimento: jogar uma bolinha no geoplano delimitado, chacoahar e verificar em que regido ela
para. Para cada caso, responda as questdes e col oque os resultados no quadro:

F" - - - 1--‘ f" - - ] --‘ f" - - - i-‘ '- - - ] r‘
* % & = @ . * & 8 » . & » * » . & 0 8 @
- & & @ - - . = = » L] . @» & & . = » ] L
* ® B % @ . & & % @ . & 8 " @ . & & s ®

L* * ® s » L* * * & s ] |+ + s+ = e | (¢ v o [ IJ

caso 1 caso 2 caso 3 caso 4

a) Qual éaéreatotal do geoplano?

b) Qual é a érea da parte pintada?

€) Qual é aéreada parte ndo pintada?

d) Qua aprobabilidade dela cair dentro parte pintada?

€) Cacule a razdo entre a area da parte pintada e a area total do geoplano em fragdo, decima e
porcentagem.

f) Qual aprobabilidade dela dentro da parte ndo pintada?

g) Calcule arazdo entre a érea da parte ndo pintada e a area total do geoplano em fragdo, decimal e
porcentagem.

Caso 1l Caso 2 Caso 3 Caso 4

a)

b)

<)

d)

€)

f)

9)
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46.6.1. Andiseapriori

Esta atividade envolve a Probabilidade Geométrica, visando envolver conceitos de
geometria para o célculo de probabilidades, favorecendo aos alunos a oportunidade de rever e
utilizar alguns conceitos de geometria. Além disso, permite uma abordagem diferenciada de
probabilidade com relacdo ao que vem sendo apresentado nos livros didéticos, nos quais,

guase que exclusivamente sdo abordadas atividade com dados, moedas e baral hos.

As questbes propostas nesta atividade utilizam o geoplano e foram elaboradas tendo
como base as ideias apresentadas no artigo “Probabilidade e Geometria: Uma investigacéo
com Alunos Universitérios” de Silva, Campos e Itacarambi (2008). Os autores relatam a
experiéncia que tiveram na aplicagdo de atividades envolvendo probabilidade e geometria
com estudantes universitarios do 3° semestre, do curso de Ciéncias Contabeis de uma
universidade particular da cidade de S&o Paulo.

Para essa atividade disponibilizaremos aos alunos, geoplanos quadrangulares 5x5, que

também sdo representados na malha pontilhada das atividades, como mostra a figura 34, a
Seguir.

Figura 33: Geoplano e representagéo.

Esta atividade desempenha o papel de familiarizagdo do geoplano, além de podermos
relembrar ou sanar possiveis davidas que os alunos tiverem relativas ao calculo de areas, pois
este ndo é o conceito visado em nossa sequéncia e ira servir como “base” para as atividades

6.7 e 6.8, que também estdo em um contexto geométrico.

Para calcular a probabilidade neste contexto e num enfoque cléssico, consideramos
como o espaco amostral (S) a bolinha cair dentro e fora do poligono delimitado no geoplano.
Assim a probabilidade pode ser compreendida como a razéo entre a &rea do evento (chances

favoraveis) e a &reatotal (chances possiveis).

Nossaintencéo € levar o aluno arelacionar esta razéo com a probabilidade dos eventos

elementares do experimento aleatorio. Para tanto, nos quatro casos os alunos, pela proporc¢ao,
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conseguem calcular as probabilidades como fizeram em alguns experimentos das roletas, e
depois pedimos que calculem arazéo e esses podem inferir que arazéo tem 0 mesmo valor da
probabilidade encontrada, como podemos observar no quadro preenchido com as respostas a
seguir.

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4

a) 16 16 16 16

b) 4 8 12 16

o) 12 8 4 0

d) 25% 50% 75% 100%

6 | 2=025=25% | —=050=50% | =2=075=75% | —=1=100%
16 16 16 16

f) 75% 50% 25% 0%

9 | 2=075=75% | —=0,50=50% 2 -025=25 2-0=0%
16 16 16 16

Quadro 4: Quadro de respostas da atividade 6.6.

Como ocorreu no trabalho de Silva, Campos e Itacarambi (2008), também inferimos
que possam surgir estratégias diferentes para a resolucdo do item (f): encontrar a
probabilidade da bolinha cair fora daregi&o delimitada.

Estratégia 1: Subtrair de 100% a probabilidade obtida no item (c);
Estratégia 2: Subtrair de 1 a probabilidade obtida no item (c);

Estratégia 3: Fazer arazdo entre a area daregido ndo delimitada e érea total .

4.6.6.2. Andlisea posteriori

Os alunos néo tiveram problemas em calcular as areas nos itens (a), (b) e (c) e nem em
encontrar as probabilidades nos itens (d) e (f) pela propor¢cdo como na roleta. No caso 4,

perceberam aimpossibilidade do “cair fora”.

Aluno 5: No caso 4 professora ndo vai ter como cair fora professora
descabri.

Pesquisadora: Ent&o a probabilidade de cair foraval ser?

Alunos: 0%.

Pesquisadora: E de cair dentro?

Alunos: 100%.

Pesquisadora: Quando a probabilidade de um evento é 100%, a gente chama
de evento certo, porque € certo que ele vai ocorrer.
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Nos itens (e) e (g) os alunos ndo sabiam o que era a razéo e nem como calculéla,
entdo explicamos como fazer até chegar a probabilidade, pois ndo é o contetido visado nesta
pesquisa. Como previsto, logo perceberam que o resultado da razdo tinha o mesmo valor da
sua respectiva probabilidade; o Aluno 2 respondeu ser “a prova’ de que haviam encontrado a
probabilidade corretamente.

Os aunos quando questionados se poderiam calcular a probabilidade por meio da

visdo frequentista consideraram que poderiam, mas que seria chato e muito mais demorado.

4.6.7.Atividade 6.7.

Construa um poligono qualquer no geoplano, desenhe-o na malha pontilhada e pinte aregido interna.

\

Agora, considere o0 seguinte experimento: jogar uma bolinha no geoplano delimitado, chacoalhar e
verificar em que regido ela para. Responda as questdes abaixo:

a) Qual é aprobabilidade da bolinha parar dentro daregido delimitada?
b) Qual é a probabilidade da bolinha parar fora da regido delimitada?

4.6.7.1. Andiseapriori

Nesta atividade o aluno deve construir no geoplano um poligono qualquer e desenhé&
lo na malha pontilhada para ent&o fazer o cdlculo das probabilidades de a bolinha cair fora e

dentro da &rea delimitada por ele.

O cdlculo das probabilidades dos eventos elementares pode ser realizado por meio das
visdes cléssica e frequentista. Esperamos que os alunos percebam, utilizando as informacfes
obtidas com a atividade anterior, 6.6., que podem calcular as probabilidades num enfoque
classico pela a razéo entre as areas. E, que também é possivel obter a solugdo por meio da
visdo frequentista.
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4.6.7.2. Andisea posteriori

Os aunos construiram os poligonos no geoplano e desenharam sua representagdo no

geoplano sem problemas, mas foi necessario explicar o que eraum poligono.

O grupo 2 encontrou a probabilidade de cair fora e dentro pela propor¢éo conforme

fizeram naatividade 6.7, pois desenhou um quadrado no centro (ver Figura 34).

Figura 34: Respusiado grupo 3 pad a atividade 6.8.

Inicialmente os grupos 1 e 3 também tentaram utilizar a mesma estratégia para
calcular as probabilidades tentando encontrar uma propor¢do, mas ndo conseguiram, pois
construiram um hexagono (ver Figura 35) e um tridngulo respectivamente (ver Figura 37).
Consideramos que houve momentos adidaticos de agdo e formulacdo, pois tentaram utilizar a
mesma estratégia que deu certo anteriormente. Assim, nos perguntaram como deveriam

proceder. Pedimos entéo, que revissem a atividade 6.6.

Retomando a atividade 6.6., como j& haviam observado que as razdes coincidiam com
as probabilidades, os alunos perceberam que nesse caso poderiam calcular a probabilidade
pela razd. Como o Aluno 2 afirmou, “a gente pode usar a prova pra achar”, consideramos
gue houve momentos adidéticos de validacdo, pois os alunos tentaram resolver pela
proporgdo, mas ndo conseguiram e depois baseados em percepcdes adquiridas anteriormente,
encontraram uma forma para resolver a questdo, ou sgja, de cacular as probabilidades

pedidas. A seguir colocamos as respostas dos dois grupos.

Fiyuw a 35: Respostado grupo 1 para a atividade 6.8.
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Fiyua 36: Resposta do grupo 3 para a atividade 6.8.

Coincidentemente as areas de ambos foram iguais e isso foi observado pelos alunos,
pois 0 Aluno 5 nos questionou: “professora, mas por que deu igual?’ €, em seguida, o Aluno
2 respondeu: “por gque as &reas sairam iguais’. Nesta atividade também os alunos consideram

apossibilidade do céalculo por meio da visdo frequentista.

4.6.8. Atividade 6.8.

Fernando, com os olhos vendados, procura atingir um alvo circular de 40 cm de raio tendo no centro

um disco de 10 cm de raio. Se num determinado arremesso ele acertou o alvo, qual a probabilidade de
gue tenha atingido o disco central ?

4.6.8.1. Andiseapriori

Nesta atividade queremos verificar se os aunos reteram a relagéo probabilidade-razéo
entre as areas, reutilizando 0 novamente este conceito para resolver esta atividade. Como este
ndo é o foco de nossa pesquisa, caso hecessario, relembraremos como calcular a &rea da

circunferéncia. Também queremos observar se os alunos percebem a possibilidade do célculo
pela probabilidade frequentista.

Resolugéo: -

/ \ A= Az= 1

 Udee | A= a2 Az = 10?
"\_ /
\ o =diem /" A1 = A2
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Evento (E): atingir a area central do disco central (Ay)

P(E) =— = —— = — = 0,0625 = 6,25%

4.6.8.2. Andlisea posteriori

Para resolver essa questdo, todos os alunos disseram que precisavam encontrar o valor
das &reas para calcular a probabilidade, como o Aluno 2 que disse: “tem que dividir esse por
esse”, referindo-se primeiro a area do disco central e segundo a &rea total e dessa forma
realizariam um calculo a priori por meio da visdo classica. Porém, ndo sabiam como calcular

aareada circunferéncia e que foi explicado por nés, pois esse ndo € o conhecimento em jogo.

}]

Figura 37: Resposta do grupo 1 para atividade 6.9.

Podemos observar na figura 38 que para calcular a probabilidade de acertar fora do
disco central, o grupo 1, diminui de 6,25% de 100%. Salientamos que os alunos também
consideraram que poderiam calcular a probabilidade “jogando”, ou seja, por meio da viséo
frequentista.

4.6.9.Consider acOes Gerais

Consideramos, por meio das andlises a priori e a posteriori de cada atividade, que
houve uma boa articulagdo entre as duas visdes probabilisticas, no qual a possibilidade de
realizagdo dos experimentos em conjunto com o recurso do simulador da roleta, no caso dos
experimentos com as roletas, favoreceu a compreensado de que em um experimento aleatorio,
existe a possibilidade de utilizar as duas abordagens para calcular as probabilidades ou apenas
umadelas.

Nas atividades com probabilidade geométrica que representam uma contextualizagéo
da matematica dentro da matematica, pudemos notar que essas atividades serviram para que

os alunos relembrassem e utilizassem esse conceito. Salientamos que esse campo pode ser
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bem mais explorado com a utilizagdo de diversos conceitos geométricos e também com o

recurso da informatica como fez Coutinho (2001) em sua pesquisa.

A utilizagdo da calculadora foi de fundamental importancia, pois além de calcularem
as frequéncias relativas e probabilidades mais rapidamente, observamos que também

favoreceu a utilizacdo de outras estratégias, tentativas e verificagdes.

A ficha 2, gque continha os conceitos probabilisticos trabalhados e foram escritos com
as palavras dos aunos, ou sga, da forma que eles compreendem, foi utilizado como um
recurso importante pois percebemos que sempre recorriam a ela quando precisavam relembrar

algum conceito.

Outro ponto importante € que em vérios momentos os alunos confundiam chance ou
probabilidade com possibilidade, apesar de termos explicitado a diferenca e sempre corrigir.
Em suas falas essa concepgao errdnea sempre voltava e atribuimos isso a linguagem cotidiana
e até mesmo ao fato de, em alguns livros didaticos encontrarmos o uso do termo possibilidade

referindo-se erroneamente a probabilidade, como afirma o Guiado PNLD (2008).

4.7. 7SESSAO: REINVESTIMENTO

Para verificarmos se 0 auno reteve aguns conceitos elaboramos questdes em que 0s
alunos podem utilizar o que aprenderam durante as sessdes anteriores. Esta atividade,
composta por sete questdes, deve ser realizada individual mente pelos alunos e sem o apoio da
ficha 2 que é aficha, naqual os alunos puderam recorrer durante toda a experimentacéo para

relembrar conceitos.

Iniciamos esta sessdo entregando aos alunos as folhas de questdes e explicamos que,
diferentemente das outras atividades, esta deveria ser feita individualmente e sem discussoes.
Ressaltamos também que ndo poderiam utilizar a ficha 2 e que se ndo soubessem alguma

guestdo poderiam deixar em branco.

Infelizmente apenas os Alunos 1, 2, 5 e 6 compareceram para realizar esta atividade e
o tempo disponivel para realizacdo da prova foi de 45 minutos, o que ndo foi suficiente para
responderem todas as questdes a tempo, pois apenas o0 Aluno 5 comegou a resolver a tltima
guestdo. O Aluno 2 resolveu até a questdo 6, assim como os Alunos 1 e 6, porém ndo
resolveram o item (d) e ndo podemos afirmar se ndo souberam responder ou deixaram de
responder pois o tempo havia acabado.
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Questbesle?

1) Jodo lancou uma moeda honesta (perfeitamente simétrica) por 30 vezes e obteve o0s seguintes
resultados. 20 caras e 10 coroas. Em sua opinido informacao é verdadeira? Justifique.

2) Jodo langou esta mesma moeda honesta por 3000 vezes e obteve 0s seguintes resultados 2000
caras e 1000 coroas. Em sua opinido informagao é verdadeira? Justifique.

As questdes 1 e 2 foram elaboradas tendo como base algumas questbes aplicadas por
Gongalves, M. C. (2004) para verificar concepgdes dos professores sobre aeatoriedade e
probabilidade.

Nossa intencdo é verificar se o auno reteve a informacdo de que quando o
experimento aleatorio for realizado poucas vezes é possivel que a frequéncia relativa de cada
evento elementar figue bem distante de sua respectiva probabilidade, mas quando séo muitas
realizagOes ndo existe essa possibilidade e assm os valores das frequéncias relativas devem
ficar em torno das probabilidades. Em outras palavras existe uma diferenca entre realizar o

experimento poucas vezes e muitas vezes.

Verificamos que todos os aunos acertaram esta questdo e atribuimos isso

principalmente a utilizacdo daroleta.

1) mmmMMWM)mSGWeMNWMNM
e 10 coroas. Em sua opimio cssa informagdo ¢ verdadeira? Justifique.
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2) Jodo b esta mesma mocda honesta por 3000 vezes ¢ obteve os seguintes resultados 2000 caras e 1000
coroas. Em sua opinidio essa informago ¢ verdadeira? Justifique.
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Figura 38: Respostado Aluno 1 para as questes 1 e 2 da 72 Sess&o.

i) Jodo iascou uma mooda honcsta (perfeitamente siméirica) por 30 vezes ¢ oblcve os scguintes resultados: 20 cams
& 12 corvas. Em sus opinidio cssa informacio & verdadedra? Justifigue.
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Jolio llengon ¢sts mesma mocds honesta por 3000 vezzs ¢ oblgve 0s seguintes resultados 2000 caras ¢ 1000
core=g. Em sua opinilio essa informaciio ¢ verdadein? Justifiqee.
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Figura 39: Respostado Aluno 2 para as questdes 1 e 2 da 72 Sesséo.
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Figura 40: Respostado Aluno 6 paraas questfes 1 e 2 da 72 Sessdo.

1) JoSio langou uma moeda honesta (perfeitamente simétrica) por 30 vezes ¢ obteve os seguintes resultados: 20 caras
¢ 10 coroas. Em sua opinido essa informacdio ¢ verdadeira? Justifique. :
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2) Jolo langou esta mesma moeda honesta por 3000 vezes ¢ obteve os seguintes resultados 2000 caras ¢ 1000

coroas. Em sua opinifio essa informagfio é verdadeira? Justifique.
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Figura 41: Respostado Aluno 5 para as questfes 1 e 2 da 72 Sesséo.

Questao 3

3) Qual aprobabilidade de um certo time ganhar um campeonato de futebol ? Justifique.

Salientamos que esta questdo foi proposta por Coutinho (1994) em sua pesquisa para
verificar se a concepcao de atribuir equiprobabilidade na falta de informagdes ainda persiste,

ou se os alunos utilizam a probabilidade subjetiva.

Verificamos que todos os alunos observaram que ndo havia como calcular, porém os

Alunos 1 e 5, néo justificaram. A seguir apresentamos as respostas dos Alunos 2 e 6.
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Figura 42: Respostado Aluno 2 para a questéo 3 da 72 Sesséo.
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Figura 43: Respostado Aluno 6 paraa questéo 3 72 Sessdo.
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Questéo 4

4) Dé um exemplo de experimento deterministico.

O objetivo desta questdo € observar se 0 aluno reteve o significado de experimento

deterministico, umavez que, sO trabalhamos com esse conceito na primeira sessao.

Verificamos que os alunos lembraram e deram como exemplo 0s experimentos

trabalhados na 12 sessdo. Apenas 0 Aluno 1 n&o deu um exemplo mas colocou o significado.
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Figura 44: Respostado Aluno 2 para a questéo 4 da 72 Sesséo.

Figura 45: Respostado Aluno 5 para a questdo 4 da 72 Sessdo.
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Figura 46: Resposta do Aluno 6 para a questéo 4 da 72 Sessdo.

Questdo 5

5) No experimento aeatério lancar duas moedas ao mesmo tempo.

a) Qual é o espaco amostral ?
b) Qual é aprobabilidade de cada um dos eventos elementares?

O objetivo desta questdo € verificar se os alunos irdo readlizar 0 mesmo erro de ndo
considerar diferentes os resultados (cara, coroa) e (coroa, cara) e foi disponibilizado para cada

um duas moedas idénticas.
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Pudemos observar que os Alunos 1 e 5 inicialmente ndo consideram diferentes,
ficando apenas com trés eventos elementares para este experimento, mas perceberam o erro.
O Aluno 2 fez corretamente. A seguir colocaremos apenas a resposta do Aluno 2 por ser igual
asdemais.

&) Qual é o espaco amostral?
- 7 ; (Vo

].- . . g = Y e i
oXxo. Ugha e W00, WL, CHec. | wenpn  UGhQ. .

= f
b) Qual é a probabilidade de cada um dos eventos elementares?

Figura47: Respostado Aluno 2 paraa questéo 5 da 72 Sessdo.

Apo6s os aunos calcularem a probabilidade pedimos que anotassem ao lado que
abordagem utilizaram como estd ilustrado na resposta do Aluno 2 (ver Figura 47). Podemos
verificar a seguir (ver Figura 48) que apenas o Aluno 6 ndo considerou diferentes dos

resultados (cara, coroa) e (coroa, cara).
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Figura 48: Respostado Aluno 6 paraa questdo 5 da 72 Sessdo.

Questao 6

6) Considere o experimento aleatorio: lancar uma tachinha ou percevejo e observar em que posi¢cao
elacai. Responda as questfes a seguir:

a) Qua é o espago amostral ?

b) O espago amostral é equiprovavel ou ndo equiprovavel ? Justifique.

¢) Qua seriaum evento impossivel?

d) Qual aprobabilidade de cada um dos eventos el ementares desse experimento?

A escolha deste experimento aleatério se deve ao fato de que o clculo de
probabilidades sb pode ser resolvida por meio da visdo frequentista de probabilidades, pois
gostariamos de verificar se os aunos irdo observar a ndo equiprobabilidade do espaco
amostral, bem como suaimpossibilidade de célculo a priori e também se retiveram o conceito

de evento impossivel.

A intencdo ndo era que os aunos calculassem a probabilidade pela frequénciarelativa,

bastava apena que explicassem como, mas isso SO seria revelado apos perceberem isso, pois
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se colocassemos que era para explicar como fariam para calcular as probabilidades ja

dariamos indicios de ser pela abordagem frequentista.

Seguindo orientagbes de Silva (2002), disponibilizamos aos alunos a tachinha para
evitar ndo quererem resolver a atividade alegando desconhecer o objeto. Lembramos também
gue o experimento da tachinha foi utilizado por Coutinho (1994), mas que n&o podemos
utilizar os mesmos resultados obtidos* com as realizagbes desse experimento aleatrio na

pesquisa desta autora, por ndo tratar-se da mesma tachinha.

O Aluno 2 respondeu corretamente como podemos observar a seguir. Tivemos apenas
uma interferéncia na questdo (d), como foi previsto, pois afirmou gque deveria jogar umas mil
vezes para encontrar a frequénciarelativa, mas que ndo dariatempo, dessa forma pedimos que

explicasse como faria e que abordagem utilizaria.

2) Qual é o espago amostral?
2, Soe pu, oro. Qoo
b) O cspago amosiral ¢ equiprovirve] ou nlio equiprovivel 7 Justifiqoe.
g - oau i eud 2L
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<) Qual scria um evento impossivel?
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Figura 49: Respostado Aluno 2 para a questéo 6 da 72 Sesséo.

O Aluno 5 também respondeu corretamente, mas tivemos que gjuda-lo nos nomes das
duas posi¢cdes. Podemos notar que ele atribui equiprobabilidade ao espago amostral, mas disse
gue para calcular as probabilidades tinha que jogar a tachinha, ou sga, por meio da
frequentista. Questionou o0 porqué de jogar a tachinha para calcular a probabilidade se ele
atribui equiprobabilidade ao espago amostral e ele respondeu: “igual naquele outro professora
(referiu-se ao experimento aleatdrio do dado do jogo Senet), a gente falou que tinha a mesma
possibilidade pra cada um, mas depois viu que ndo tinha, aqui € a mesma coisa professoratem
gue jogar um monte de vezes pra ver se esses dois (referiu-se aos eventos elementares. ponta

€ ndo ponta) ndo tém a mesma probabilidade”.

42 34 comentado no item 2.2.2.
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Com a fala do Aluno 5 entendemos que ele compreendeu que 0 espago amostral

“pode” ser equiprovavel, mas que supbs inicialmente ter a mesma probabilidade para os dois

lados e que ele teria que realizar 0 experimento e observar as frequéncias relativas pra conferir

se realmente o0 espaco amostral é equiprovavel ou ndo equiprovavel e calcular a

probabilidade. Podemos observar que ele quer seguir os mesmos passos da atividade 6.4 com

0 experimento do dado do jogo Senet, portanto consideramos que ele acertou a questéo.

a) Qual ¢ 0 cspagD amostral?
- Banido, din Lot
b) O cspaco amostral ¢ equiproviivel ou nllo equiprovivel T Justifique.
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Figura 50: Respostado Aluno 5 para a questdo 6 da 72 Sessdo.

Os Alunos 1 e 6, descreveram 0 espaco amostral e afirmaram que ele € ndo

equiprovavel, deram um exemplo correto de evento impossivel, porém ndo responderam a

letra (d).

Questao 7

7) Num saquinho ndo transparente foram colocadas cinco bolas de gude apenas
diferenciadas pela cor (verdes e brancas), mas ndo sabemos a composicdo. Considere o
seguinte experimento: retirar uma bola desse saquinho e observar sua cor. Qual a
composicdo de bolas do saquinho?

Para este experimento, as seguintes regras devem ser seguidas:
® 0 saquinho ndo pode ser aberto paraver as bolas;

® ndo pode-se retirar todas as bolas de umavez;

e pode-seretirar umabola, observa a sua cor e colocé-la novamente no saquinho para que entdo
possaretirar outra bola.
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Esta atividade foi adaptada de uma atividade proposta por Brousseau chamada Garrafa
de Brousseau™, que sugere uma representacdo concreta da Urna de Bernoulli e que também
foi utilizada por Rodrigues (2007) em sua pesguisa.

A urna de Bernoulli € um modelo pseudoconcreto de probabilidade, e
representa dada uma experiéncia aleatoria, um modelo binomial resultado
em dois eventos possivels. “sucesso” ou  “fracasso”. Por que
pseudoconcreto? Porque os aunos podem expressalo utilizando um
vocabul&rio corrente, quotidiano, mesmo trabalhando com objetos abstratos,
jaidealizados a partir de objetos da realidade. (RODRIGUES, 2007, p.57).

O objetivo desta atividade € fazer com que o auno encontre uma estratégia para
estimar a composi¢do de bolas que se encontram dentro de um saquinho ndo transparente e o
unico dado que ele possui € que sdo cinco bolas entre verdes e brancas, mas nada sobre as a

quantidade de cada uma das cores.

Esperamos que os alunos percebam que se calcularem as probabilidades de sair bola
verde e branca podem descobrir a composicdo do saquinho. Porém, para encontrar essas
probabilidades os alunos esbarram em um problema semelhante ao da atividade anterior do

dado do jogo Senet, que ndo podem calcular a probabilidade a priori desse experimento.

Inicialmente deixaremos que manipulem o saquinho de acordo com as regras e
daremos um tempo para que pensem em alguma estratégia para encontrar a probabilidade e a
composicdo. Como ja fizeram nas atividades anteriores, espera-se que os alunos calculem a
probabilidade por meio da concepcéo frequentista, ou sgja, redlizando 0 experimento um
numero grande de vezes e observando sua frequéncia relativa como no dado do jogo Senet.

Mas se isso ndo ocorrer, proporemos gue realizem o experimento por 20 vezes cada um.

Apenas o Aluno 5 chegou a tentar resolver esta questdo por que o tempo tinhamos
disponivel estava acabando e eles tinham que ir para a proxima aula. Como podemos observar
na figura 51, o aluno comegou tirando as bolas e anotando os resultados, mas parou, pois 0

tempo estava acabando e calculou as frequéncias de verdes e brancas.

“3 Em uma garrafa ndo transparente e vazia colocaremos cinco bolas, tomadas em um saco opaco que contém
cerca de trinta bolas. Devemos verificar que ha no saco apenas bolas brancas e bolas pretas.

ApG6s misturar, retirar 5 bolas, permitindo aos alunos a constatagdo da quantidade (mas ndo da cor). Colocar as 5
bolas na garrafa, fechando seu gargalo com material transparente, simulando um funil.

Questéo a ser colocada: como estimar a composi¢ao na garrafa? Ou segja, como estimar a propor¢do de bolas
brancas na garrafa? (BROUSSEAU apud RODRIGUES, 2007, p. 60-61)
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Figura51: Respostado Aluno 5 paraa questéo 7 da 72 Sessdo.

Em seguida o Aluno 5 colocou todas as possibilidades de composi¢do do saquinho,
das quais excluiu as duas primeiras, pois percebeu pela frequéncia relativa que deveria ter

mais verdes do que brancas, restando as duas Ultimas opgoes.

O Aluno 5 ficou na duvida, pois a frequéncia relativa de verde deu 68%, ele
arredondou para 70% e a de branca ficou entdo em 30%. Na sequéncia ele pensou que se a
composi¢ao do saquinho fosse 3 verdes e 2 brancas, a probabilidade seria de 60% e 40%
respectivamente e se fossem 4 verdes e uma branca, seria 80% e 20%. Esses valores que
ficaram entre dos valores das frequéncias relativas encontradas por ele. Assm, o auno
afirmou que precisava “jogar mais’, porém o sina bateu e ele “chutou” em 4 verdes de 1

branca riscando a op¢do 3 verdes e 2 brancas.

Observamos que o Aluno 5 compreendeu que para encontrar a composicdo do
sagquinho deveria calcular a probabilidade pela visdo frequentista. Se houvesse mais tempo,
talvez tivesse conseguido responder corretamente. Dessa forma, consideramos que houve

momentos adidaticos de agdo e formulagéo pelo Aluno 5.
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CONSIDERACOESFINAIS

Nossa pesquisa teve como objetivo verificar se a utilizacdo de uma sequéncia didatica
gue envolvesse e articulasse diferentes visdes de probabilidade, neste caso a classica e a
frequentista, poderiafavorecer a aprendizagem de conceitos probabilisticos basicos por alunos
do 9° ano do Ensino Fundamental. Fomos motivados por pesguisas anteriores nas quais
mostraram que professores tém desconsiderado ou dado pouco enfoque esse contelido em
suas aulas, aém o considerarem muito dificil para alunos desse nivel e até mesmo para o
Ensino Médio.

Creditamos essa problemdtica ao fato de ser um contetdo relativamente novo no
curriculo brasileiro e que, devido a isso, a maioria dos professores ndo tiveram contato com
esse contelido em sua graduacdo e a formagdo continuada também ndo tém dado conta de
instruir os professores, como apontam as pesquisas de Santos (2005) e Corréa (2010).
Pudemos também observar nas pesquisas de Gongalves, M. C. (2004) e Corréa (2010), que a
maioria dos professores que participaram de suas pesguisas encontra-se no primeiro nivel das

concepgoes probabilisticas classificadas por Azcarate, a “ndo probabilistica darealidade”.

Nosso objetivo principal foi investigar a aprendizagem de probabilidade a partir de
situacbes que envolvessem as visdes classica e frequentista. Para nés a aprendizagem ocorre
guando os conhecimentos anteriores sofrem as adaptacOes necessarias para resolver um
problema transformando-se em um novo conhecimento, ou sgja, “o auno aprende adaptando-se
a um meio que é um fator de contradi¢Bes, de dificuldades, de desequilibrios, [...]. Este saber,
fruto da adaptacdo do aluno, manifesta-se por meio de respostas novas, que s&o a prova da
aprendizagem” (BROUSSEAU, 199643, p. 49). Levamos essa premissa em conta para analisar a

evolucao do conhecimento do aluno

Em nossa sequéncia, partimos do principio que o auno deveria conhecer alguns
conceitos basicos de probabilidade, como experimento aleatério e deterministico, espaco
amostral, espaco amostral equiprovavel, espaco amostral ndo equiprovavel, evento elementar,
evento impossivel e evento certo. Esses conceitos geralmente ndo aparecem nos livros
didéticos, como pudemos verificar, e abrangem as trés primeiras sessdes de nossa sequéncia.
A introducdo desses conceitos foi feita a partir da realizagdo de experimentos em diferentes
contextos e das observagdes e percepgdes que os aunos foram elaborando que serviram para

posterior formalizagdo. Consideramos que os alunos aprenderam esses conceitos, pois 0s
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utilizaram durante as outras sessdes e também na atividade de reinvestimento, na qual

podemos observar que ndo tiveram davidas quanto aos seus significados.

A quarta sess@o visou a aprendizagem do calculo de probabilidades num enfoque
cléssico e das diferentes representagdes da probabilidade (fragdo, decimal e porcentagem).
Pudemos observar que os aunos assimilaram a propor¢éo com probabilidade inicialmente no
caso das roletas 2 e 3 e, a partir desse conceito, conseguiram calcular a probabilidade dos
outros experimentos aleatorios, mesmo que em diferentes contextos. Consideramos que a
maioria dos aunos de nossa pesquisa compreendeu como calcular probabilidades nesse
enfoque, pois utilizaram essa ferramenta durante as sessdes seguintes e também na atividade

de reinvestimento.

A quinta sessdo objetivou realizar uma introducéo da visdo frequentista para o calculo
de probabilidades e consideramos que o recurso informético do simulador daroleta, favoreceu
a aquisicéo e compreensdo do calculo de probabilidades por meio da visdo frequentista, pois
propiciou uma observacdo concreta do que acontece quando realizamos um experimento

aleat6rio com uma quantidade pequena ou significativamente grande de vezes.

Na sexta sessdo foram elencadas atividades para realizar uma articulacéo entre as duas
abordagens de probabilidade, na qual pudemos observar que os aunos calcularam as
probabilidades dos eventos elementares dos experimentos aleatorios e compreenderam
quando podem ou ndo utilizar a visdo cléssica, a frequentista ou ambas para calcular as
probabilidades.

Elencamos também uma Ultima sessdo de reinvestimento que foi realizada com a
intencéo de observar se alunos aprenderam 0S conceitos Propostos em nossa sequéncia, pois
partimos do principio de que o aluno adquire conhecimento quando é capaz de utilizé-lo em
outras situagdes. O resultado foi positivo. Dessa forma, respondendo a nossa questéo de
pesquisa, consideramos que a articulagdo das duas visdes de probabilidade (classica e
frequentista) favoreceu sim a aprendizagem de alguns conceitos do contelido visado por
alunos do 9° ano do Ensino Fundamental, pois podemos observar que os alunos vivenciaram

momentos adidaticos de agdo, formulacdo e validaco.

Nosso trabalho abordou apenas conceitos iniciais de Probabilidade, abrangendo uma
peguena parte do que poderia ser explorado em relagéo a esse tema de estudo, que conta ainda
com poucas pesquisas. Esperamos ter contribuido para uma reflexdo sobre o ensino de

probabilidades no Ensino Fundamental, pois como Lopes (1998, p. 14-15) defende, “n&o
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podemos esperar que nosso aluno chegue a0 Ensino Médio para iniciarmos conteido
essenciais para o desenvolvimento de sua visdo de mundo”. Isso implica em privalos de
condi¢bes que lhe permitam a compreensdo de problemas que ocorrem em seu cotidiano,

dentro de suareaidade social.
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ANEXOS
ANEXO A - Regrasdo Jogo Boz6

Descricéo

O jogo é composto por cinco dados e um copo, que pode ser de qualquer material
desde que ndo permita a visdo dos dados, geramente utiliza-se um copo feito de couro ou de
chifre de boi. Além de materia para registro do tabuleiro e dos pontos como papel, 1apis e
caneta.

Objetivos
Preencher todo o tabuleiro, de modo a obter mais pontos que o(s) adversario(s).

is ' Fu | QUADRA

Dunue \ SEGUIDA } QUINA
TERHD QUADRADA SENA

G ENERAL

AsRegrasdo Jogo Bozd

Como vimos anteriormente, ndo sabemos ao certo a origem do jogo Bozo, portanto
suas regras sofrem variagfes. Apresentamos aqui as regras tais quais conheciamos, porém
durante a pesquisa nos defrontamos com algumas regras um pouco diferentes, mas que de
modo geral se assemelham, como em uma onde apenas a pontuagdo das casas do meio eram
alteradas ou aregra de que se conseguir o General de boca (na primeirajogada) ja ganha-se o
jogo.

O jogo Boz6 pode ser jogado em duplas ou individuais, e ndo hé limite de jogadores,
porém muitos jogadores tornam o jogo muito demorado, 0 que ndo é interessante se a
intencdo é pedagdgica, o idea seria jogar em dois (um contra 0 outro) ou em quatro (dupla
contra dupla).

O objetivo do jogo é completar todas as dez casas do tabuleiro, portanto cada jogador
tem direito atrés tentativas, em cadajogada, e pode parar quando Ihe for conveniente, ou sgja,

ele pode parar na primeira ou na segunda tentativa e fazer sua pontuagao.
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Na primeira tentativa devem ser jogados obrigatoriamente todos os cinco dados,
depois sdo separados os dados que sdo convenientes, e jogam-se novamente os dados que
sobraram, isso podera ser feito também na segunda e terceira tentativas, podendo inclusive
jogar todos os dados novamente, mas apos a terceira e Ultima, a escolha da marcagdo deve ser

efetuada. Paraficar mais claro faremos abaixo um exemplo de jogada completa.

Primeira tentativa
<. OEEOD
separc: (o9 3

Jogo novamente: EI."-

Segunda tentativa
sau L B2
Separo: E

Jogo novamente: E":I

Terceiratentativa

-
L]
-

» W L]
Saiu; 'I ‘e
Termino com: B ﬂ: : lﬁ”"-]
Opcoes de mar cacéo:

e (uadrada (40 pontos);

e Quadra (16 pontos);

e terno (3 pontos);

e cancelar uma casa caso as anteriores ja estiverem marcadas.

N&o existe uma ordem estabelecida para preenchimento das casas do tabuleiro, mas a
cada jogada completa deve ser preenchida uma das casas do tabuleiro e se ndo houver

possibilidade de marcagdo, deve-se cancelar uma das casas ainda ndo marcadas, nesse caso 0
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jogador perde o direito de marcar pontos nessa casa pelo resto da partida e quando se jogar em
duplas, apenas apds cada um realizar sua jogada € que se deve fazer a escolha da melhor

marcagao no tabuleiro. 24

O jogador também tem a opcéo de Pedir Baixo, e sO serdo vaidas as faces de baixo
dos dados, mas essa escolha deverd ser feita antes de se levantar o copo. Lembrando que
nenhum dado pode escapar do copo antes de este ser retirado da mesa. Neste caso, todos 0s

dados gque haviam sido jogados devem ser recolhidos e novamente arremessados.

Se conseguir FU, Seguida, Quadrada ou General, na primeira tentativa é dito de Boca e
ndo hé& necessidade de readlizar as outras duas tentativas e sdo adicionados 5 pontos ao valor
original da casa, por exemplo, se conseguir seguida na primeira tentativa dos 5 dados, chama-

se Seguida de boca e ao invés de 30 ganha-se 35 pontos.

O jogo termina quando todos os jogadores preencherem suas dez casas no tabuleiro,

entdo, soma-se 0s pontos e ganha o jogador ou a dupla que obtiver mais pontos.

Como fazer a pontuagdo

a5 ' FUl | QUADRA

IJUIJI.E\ SEGUIDA } QUINA
TERHD W SENA

GENERAL

As (face 1): soma das faces de um, que conseguir em trés tentativas, de 1 a5 pontos;
Duque (face 2): somadas faces de dois, que conseguir em trés tentativas, de 2 a 10 pontos,
Terno (face 3): soma das faces de trés, que conseguir em trés tentativas, de 3 a 15 pontos;

Quadra (face 4): soma das faces de quatro, que conseguir em trés tentativas, de 4 a 20

pontos;
Quina (face 5): soma das faces de cinco, que conseguir em trés tentativas, de 5 a 25 pontos,
Sena (face 6): soma das faces de sei's, que conseguir em trés tentativas, de 6 a 30 pontos;

Fu: Um grupo de dados com trés faces iguais mais outro grupo com duas facesiguais, vale 20

pontos, se for FU de Boca vale 25 pontos, exemplos (2, 2,2, 5e5) ou (6, 6, 6, 3 e 3); 25

Seguida: Cinco faces diferentes em sequéncia, vale 30 pontos, e se for Seguida de boca, vale

35 pontos, tem apenas duas possibilidades, (1, 2, 3,4e5) ou (2, 3,4,5¢€6);
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Quadrada: Um grupo de quatro dados com faces iguais, ndo importando o vaor do quinto
dado, vale 40 pontos e se for Quadrada de boca vale 45 pontos, exemplos (2, 2, 2, 2 e 6) ou (5,
55 5e3);

General: Todas as cinco faces iguais, vale 50 pontos, e se for Genera de boca, 55 pontos,
exemplos(1,1,1,1e1)ou(6, 6,6, 6eb);

ANEXO B — Resgate historico dateoria de probabilidades
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Procuramos realizar um quadro com um resgate historico da Teoria das Probabilidades
apartir das obras e autores que contribuiram para este desenvol vimento. Este estudo se apoiou
nos trabalhos de Coutinho (1994; 2007), Oliveira (2010), Silva, 1. A. (2002), Pichard (2001) e
Henry (g/d)

Salientamos que € apenas um resumo em ordem cronoldgica da publicacédo das obras.
Para maiores detalhes e aprofundamento, indicamos a leitura dos trabalhos em que nos
apoiamos e em especia os de Coutinho, Pichard e Henry que foram feitos a partir dos

originais.

Obra/Autor Descricdo

E um poema medieva que, segundo Coutinho (2007, p.57), é 0
primeiro documento conhecido que mostra 0 raciocinio
combinatério, no qual “descreve um célculo de combinacbes
referentes ao langamento de trés dados”.

De Vetula (1250)
Richard Fournival (1201-1260)

Esta obra contém o problema “das partes® ou “da reparticdo”*

Summa de Arithmetica Geometria das apostas que é considerado o problema fundador do Célculo

Propostioni et Proportionalita (1494)
LucaPacioli ou Fra Lucadi Borgo (1445-
1514)

de Probabilidade, pois € este problema que mais tarde Antoine
Gambaud, o Chevalier de Méréira propor aPascal e dar inicio a
célebre correspondéncia tida como as bases da moderna Teoria

de Probabilidade. (COUTINHO, 2007)

Sulla Scoperta dei dadi*® (1656)

Galileu Galilel (1564-1642) E um trabalho sobre jogos.

Esta obra é considerada como o marco inicial da Teoria das
Probabilidades, buscava permitir a tomada de decisbes em
problemas de jogos de azar vigentes da época e “encontram-se
as primeiras citagdes sobre as regras da adicdo e da
multiplicagdo (axioma do condicionamento e da independéncia)
e também sobre a regra que podemos interpretar como a
primeira assint6tica de uma probabilidade” (COUTINHO, 1994,
p. 15)

Liber De Ludo Aleae™ (1663)
Girolamo Cardano (1501-1576)

“ 0 enunciado do problema da repeticdo é “Uma brigada joga um jogo de Paume, de tal forma que lhes é
requisitado um total de 60 pontos para ganhar. Cada etapa conta 10 pontos. O valor apostado é de 10 ducats.
Ap6s um incidente qualquer, os soldados ndo podem terminar o jogo. Um deles tem 50 pontos e o outro 20.
Perguntamos qual parte do valor apostado fica para cada um”. (PACIOLI, 1494 apud HENRY, 1994 apud
COUTINHO, 2007).

“ Tradugo: A descoberta dos dados

“® Traduco: O livro dos jogos de azar. De acordo com Henry (s/d) a obra de Cardano foi escrita entre 1526 e
1560, mas publicada apenas em 1665 apds sua morte.
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“A correspondéncia entre Pascal e Fermat € a fonte de um
grande progresso para a conceituacdo da Probabilidade.
(Borovcenik et a., 1991, p. 30). E o primeiro passo para uma
mudanca de ponto de vista rumo a uma avaliacdo das chances
no dominio tedrico. Mas, sobretudo, sd0 0s primeiros
encaminhamentos que especulam sobre a sequéncia de um
processo aeatdrio, aimaginar “as partidas inacabadas” segundo
os termos de Fermat, afim de melhor enumerar “as chances” de
cadajogador.

Em sua carta de 29 de julho de 1654, Pasca propde uma
solucdo a0 problema das partidas utilizando um método de
recursividade do célculo da esperanga sobre ganhos futuros. Em
seguida, ele retoma a solucdo proposta por Fermat: a
enumeracdo dos casos possiveis e favoraveis, fazendo intervir a
hipétese segundo a qua a partida sera continuada. Pascal
constata que os dois raciocinios conduzem a mesma resposta
para determinar a reparticdo da quantia apostada pelos
jogadores.

Pascal e Fermat introduzem neste momento a ideia do que
deveria se passar se “existisse a possibilidade da continuagdo
do jogo e se 0 jogo fosse equilibrado”. (Borovcnik et al., 1991,
p. 31).

Pascal, em sua carta enderecada & Academia Parisiense no fina
de 1654, destacard a importdncia dessa descoberta da
“Geometria do Acaso™, mas ndo propde uma definicdo
explicitade probabilidade”. (COUTINHO, 2007, p. 59)

Correspondéncia (1654)
Blaise Pascal (1623-1662) e
Pierre de Fermat (1601-1665)

Neste Tratado Pascal faz “uma exposicéo das propriedades dos
coeficientes binomiais e relagdes entre e€les (a primeira
Tratado do Triangulo Aritmético (1665)* | sistemética a ser feita— dai o tridngulo estar associado ao nome

Blaise Pascal (1623-1662) de Pascal), com aguns principios de probabilidade. Por
exemplo, a soma dos termos da terceira diagona representa o
nimero de possibilidades no lancamento de trés moedas”.
(SILVA, I. A., 2002, p. 36)

Inspirado na leitura das cartas de Pascal e Fermat, Huygens
relata suas reflexdes nesse Tratado em que retoma a nogéo de
esperanca matemética proposta por Pascal introduzindo a
Deraciociinisin ludo aleae® (1657) explicitamente e permitindo a resolucdo de muitos problemas

Christian Huygens (1629-1695) conhecidos na época, contribuindo assim no “desenvolvimento
da nogdo de probabilidade: a formalizacdo da nocéo de direito
de esperar, expressa também sob o0 nome de valor da chance”.
(COUTINHO, 2007, p.60)

“" De acordo com Coutinho (2007, p. 53) a expressao “a geometria do acaso” que hoje se refere a matemética do
acaso, foi proposta por Pascal e significa que podemos raciocinar, especular e fazer calculos com o acaso, ta
como se faziacom a Geometria”.

“8 Esse Tratado foi escrito em 1654 e publicado em 1665. (HENRY, s/d).

“ Traduggo: O raciocinio nos jogos de azar.
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Lalogiqueou |’art de penser (1662)
D’Antoine Arnauld (1612-1695) e Pierre
Nicole (1625-16950)

A paavra “Probabilidade” aparece pela primeira vez nesse
livro.

“... il ne faut pas seulement considérer le bien et le mal en soi,
mais auss la probabilité qu'il arrive ou n‘arrive pas, et regarder
géométriquement la proportion que toutes ces choses ont
ensemble, ce qui peut étre éclairci par cet exemple.

Il'y a des jeux ou dix personnes mettant chacune un écu, il n'y
en a qu'une qui gagne le tout, et toutes les autres perdent ; ainsi
chacun des joueurs n'est au hasard que de perdre un écu, et
peut en gagner neuf... Ainsi, chacun a pour soi neuf écus a
espérer, un écu a perdre, neuf degrés de probabilité de perdre
un écu, et un seul de gagner les neuf écus ; ce qui met la chose
dans une parfaite égalité”. (HENRY, s/d, p. 10

Ars Conjectandi (1713)
Jacob Bernoulli (1654-1705)

Essa obrainicia a definicdo frequentista, nela Bernoulli “coloca

claramente em evidéncia a dualidade do enfoque deste conceito:
raz8o entre nimero de casos ou estimativa de seu valor obtida
pela observacio da frequéncia experimental”. E estimada como
a primeira etapa na teorizacdo do Céculo de Probabilidades.
(COUTINHO, 2007, p. 61)

Doctrine of Chances™ (1718)
Abraham De Moivre (1667-1754)

Esta obra é uma expansdo de Philosophical Transactions,
publicado em 1711, possui diversas questdes sobre dados, no
seu prefacio faz referéncia a obra dos Bernoulli e contém o
principio, que ja aparecia em trabalhos anteriores e diz que a
probabilidade de um evento composto € o produto das
probabilidades das componentes. (SILVA, I. A., 2002)

De acordo com Oliveira (2010, p.19) “demonstra um interesse
especia em desenvolver métodos mateméticos e generalizacOes
para a Teoria das Probabilidades. E interessante notar que para
De Moivre, a estabilidade da frequéncia relativa era um agdo
divina— 0 homem simplesmente a detectava e estudava’.

Essai d’Arithmética Morale (1777)
Georges Louis Leclerk, o conde de Buffon
(1707-1788)

Buffon introduz a nocdo de probabilidade geométrica com
apresentacdo do primeiro problema que utiliza “elementos
geométricos para o célculo efetivo das chances em um contexto
de jogos de azar”, o jogo de Franc Carreau™. (COUTINHO,
2007, p. 63)

Croix et Pile (1784)
Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783)

Neste artigo, extraido da La Grande Encyclopédie de
D’Alembert, o autor faz um “questionamento sobre a
independéncida entre duas jogadas consecutivas de uma
moeda”, dado muito importante na histéria do desenvolvimento
do estudo das Probabilidades. (COUTINHO, 1998, p. 18)

La Doctrine des Chances (1763)
Thomas Bayes (1702-1761)

Publicada dois anos apds sua morte, nesse ensaio Bayes
introduz a definicio subjetiva. “E uma nova concepcdo de
Probabilidade, matematicamente idéntica & probabilidade da
“Geometria do Acaso”, que depende da andlise do observados e
da hipdtese de equiprobabilidade por simetria Os métodos
bayesianos tém sua origem na idéa de atribuir uma
probabilidade as causas de um evento observado a partir de um
valor tomado “a priori” e recaculado em funcdo dessa
observacdo, de onde a classificagdo de “subjetiva™.
(COUTINHO, 1994, p. 18)

SkEste jogo consiste em lancar uma moeda sobre um piso ladrilhado com lajotas iguais em uma forma qual quer.
Os jogadores apostam sobre a posi¢do final da moeda: ficard ela inteiramente sobre uma Unica lgjota (franc-
carreau), ou sobre uma ou mais juntas entre lgjotas?” (COUTINHO, 2007, p. 63)


http://books.google.com.br/books
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Essai sur I’Application del’AnalysealLa
Probabilité des Decisions Renduesa La
Pluralité des Voix (1785)

Marie Jean Antoine Nicolas de Caritat, 0
Marqués de Condorcet (1743-1794)

Nesta obra tentou utilizar as técnicas probabilistas para tentar
fundar uma Matemética Social. (COUTINHO, 1994)

“Ver-se-a quanto, se esta ciéncia for mais divulgada, mais
cultivada, ela contribuird para a felicidade e para o
aperfeicoamento raga humana”. (CARITAT apud COUTINHO,
1994, p. 21)

Elémens du calcul des probabilités et
son application aux jeux de hasard
(1805)

Marie Jean Antoine Nicolas de Caritat, 0
Marqués de Condorcet (1743-1794)

O primeiro livro destinado a educagdo. (PICHARD, 2001, p.
53)

Théorie Analytique des Probabilités™
(1812)
Pierre-Simon Laplace (1749-1827)

Esta obra reline e sistematiza boa parte do que ja era havia
conhecido e traz contribuigdes de Laplace, da quais, muitas
serviram de base para avangos aé de outros campos da
matematica como a ideia de Funcdo Geradora e a
Transformag&o de Laplace, mas “um dos pontos atos do livro é
a aplicacdo da probabilidade a0 método dos quadrados
minimos, justificando a conveniéncia de seu uso”. (SILVA, I.
A., 2002, p. 53)

Essai Philosophique sur les Probabilités
(1814)
Pierre-Simon Laplace (1749-1827)

E nessa obra que a definicio cléssica foi consolidada como o
primeiro principio: “A probabilidade de um evento é igual a
razao entre o numero de casos favoraveis e o nimero de casos
possiveis”, limitada pela equiprobabilidade. (COUTINHO,
2007, p. 61). Laplace retoma e desenvolve todos os resultados
de seus predecessores, fornecendo uma defini¢do de base.

Traité éémentaire du calcul des
probabilités (1816)
Sylvestre Lacroix (1765-1840)

Este livro explica vérios topicos de probabilidade e segundo
Pichard (2001, p. 53), Lacroix foi o primeiro a ensinar a teoria
da probabilidade.

Wilard Gibbs (1839-1903)

As hip6teses formuladas por Gibbs para explicar o movimento
molecular dos gases lancaram as bases da Teoria da
Probabilidade no século XX. (SILVA, I. A., 2002)

1906
Andrei Andreywitch Markov
(1856-1922)

Apresenta uma moderna teoria de base probabilista conhecida
como Modelos de Markov que representam uma ferramenta
paa andise de sistemas complexos que contenham
probabilidades de determinados eventos ocorrerem, baseadas
em observagoes e estados anteriores”. (SILVA, I. A., 2002, p.
42)

Lecons sur |’intégration et la recherché des
fonctions primitives (1904)
Henri Lebesgue (1875-1941) (1901)

“Elabora uma Teoria de Integragdo fundamentada pela Teoria
das Medidas de Bordl, colocou a Andlise Matemética em uma
perspectiva revolucionaria, mesmo que Lebesgue ndo tenha
desenvolvido suas consequéncias e aplicagbes a Teoria das
Probabilidades”. (COUTINHO, 1994, p. 24-25)

Célculo de Probabilidades (1912)
Jules Henri Poincaré (1854-1912)

“Deu a0 conceito de acaso um enfogque moderno, ligando-o a
complexidade dos fendmenos observados, sem contudo, tentar
mudar os instrumentos fundamentais do Cdéculo das
Probabilidade”. (COUTINHO, 1994, p. 23)

O determinismo de Laplace fica evidenciado pela citacdo de
Poincaré (1987 apud COUTINHO, 1994, p. 23)

“Se um cone repousa sobre sua ponta, Nos sabemos que ele vai
tombar, mas ndo sabemos para que lado; nos parece que
somente 0 acaso vai decidir”.

%2 Traducgo: Teoria Analitica da Probabilidade
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~ LeHasard™ (1914)
Emile Borel (1871-1956)

Nesta obra forneceu uma das primeiras contribuicbes a
axiomatizag&o do Calculo das Probabilidades e outras, “retoma
numerosas consideragdes epistemoldgicas sobre a nogdo de
Probabilidade, assim como discorre sobre inimeras aplicages”
(COUTINHO, 1994, p. 24)

Artigo (1919)
Von Mises (1883-1953)

Von Mises publicou a sua teoria em um artigo em 1919 e mais
fundamentalmente no seu livro “Probability, Statistics and
Truth”, publicado em 1928. A Teoria de Von Mises “aproxima
a nocdo de probabilidade a freqliéncia experimental, dentro de
sua teoria dedutiva, e supde essenciamente a probabilidade
defendida como limite de frequéncias”.

Podemos observar que existe uma relacdo bastante proxima dos
trabalhos de Bernoulli e Von Mises, a probabilidade sob o ponto
de vista frequentista, porém Mises se apropria dos recentes
termos e conceitos do cdculo para defini-la. (COUTINHO,
1994, p. 24)

A Treatise on Probability (1921)
John Maynard Keynes (1883-1946)

Em uma andlise deste livro, Borel resume estas concepgdes e
publica em Revue de Philosophie (COUTINHO, 1994). Vae
destacar que Keynes e Borel trabalharam com Probabilidade
Subjetiva.

Foundations of Theory of Probability
(1933)
Andrei Kolmogorov (1903-1987)

“Kolmogorov da um apresentagdo axiomética a Teoria das
Probabilidades, colocando-a o quadro da Teoria dos Conjuntos
e tornando-a mais clara em suas limitagcfes”. (COUTINHO,
1994, p. 25)

Quadro 5: Resgate histérico da Teoria das Probabilidades.

* Traducéo: O Acaso.
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ANEXO C - Principais orientagdes dos PCN para os 2°, 3° E 4° ciclos

Segundo Ciclo

Terceiro Ciclo

Quarto Ciclo

Objetivos de Matemética:

o Recolher dados e informagdes,
elaborar formas para organizé-los
e expressa-los, interpretar dados
apresentados sob  forma de

tabelas e gréficos e valorizar

linguagem como forma de
comunicagéo.
o Utilizar  diferentes  registros

gréficos — desenhos, esquemas,

escritas  numéricas

como
recurso para expressar idéias,
gjudar a descobrir formas de
resolucdo e comunicar estratégias
e resultados.

ldentificar  caracteristicas de

acontecimentos previsiveis ou
aleatdrios a partir de situagles-
problema, utilizando
estatisticos e probabilisticos.

recursos

Demonstrar interesse

para
investigar, explorar e interpretar,
em diferentes contextos do
cotidiano e de outras &eas do
conhecimento, 0s conceitos e
procedimentos matematicos

abordados neste ciclo.

Vivenciar processos de resolucao
de problemas, percebendo que
para resolvélos €& preciso
compreender, propor e executar
um plano de solucdo, verificar e
comunicar a resposta (BRASIL,

1997, p.57)

Objetivos de Matemética:

Da competéncia métrica, por meio
da exploragdo de situagBes de
aprendizagem que levem o auno
a
eampliar e construir nogdes de
medida, pelo estudo de diferentes
grandezas, a partir de sua
utilizagdo no contexto socia e da
andlise de alguns dos problemas
histéricos que motivaram sua
construcao;
e resolver problemas que envolvam
diferentes grandezas,
selecionando unidades de medida
e instrumentos adequados a

precisdo requerida.

Do raciocinio que envolva a
proporcionalidade, por meio da
exploracdo de Situacbes de
aprendizagem que levem o auno
a

e observar

a variegdo entre

grandezas, estabelecendo relagdo
entre elas e construir estratégias
de solugéo pararesolver situagctes
envolvam

que a

proporcionalidade.

Do raciocinio combinatorio,
estatistico e probabilistico, por
meio da exploracdo de situacOes
de aprendizagem que levem o
auno a

ecoletar, organizar e analisar

informagoes, construir e
interpretar  tabelas e gréficos,

formular argumentos

Objetivos de Matemética:

Da competéncia métrica, por meio
da exploragdo de situacBes de
aprendizagem que levem o aluno a

e ampliar e congtruir nogBes de
medida, pelo estudo de diferentes
grandezas, utilizando digitos
significativos para representar as
medidas,  efetuar

aproximar resultados de acordo com

clculos e
0 grau de precisdo desgjavel;

e obter e utilizar formulas para célculo
da area de superficies planas e para
cdculo de volumes de solidos
geométricos retos

(prismas e

composi ¢oes desses prismas).

Do reciocinio proporcional, por
meio da exploragdo de situages de
aprendizagem que levem o aluno a

e representar em um sistema de
coordenadas cartesianas a variagdo
de

caracterizando o comportamento

grandezas, andlisando e

dessa variagdo em diretamente

proporcional, inversamente
proporcional ou ndo proporcional;

e resolver  situagBes-problema  que
envolvam a variagdo de grandezas
direta ou inversamente

proporcionais, utilizando estratégias

nao-convencionais € convencionais,

como as regras de trés.

Do raciocinio  edatistico e
probabilistico, por meo da
exploracdo de  situagbes de

aprendizagem que levem o aluno a

e construir tabelas de frequéncia e
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convincentes, tendo por base a
andlise de dados organizados em
representacOes matematicas
diversas;

eresolver situagbes-problema que
envolvam 0 raciocinio
combinatorio e a determinacdo da
probabilidade de sucesso de um
determinado evento por meio de
uma razdo. (BRASIL, 1998, p.
64-65)

representar  graficamente  dados
estatisticos, utilizando diferentes
recursos, bem como elaborar
conclusdes a partir da leitura,
andlise, interpretacdo de
informacOes apresentadas em tabelas
e graficos;

e construir um espago amostral de
eventos equiprovaveis utilizando o
principio multiplicativo ou
simulagbes, para esimar a
probabilidade de sucesso de um dos
eventos. (BRASIL, 1998, p. 81-82)

Contetidos de M atematica:

Lendo e interpretando dados
apresentados em tabelas e gréficos,
0s dunos percebem que eles
permitem estabel ecer relaches entre
acontecimentos e, em alguns casos,
fazer previsOes.

Também, a0 oObservarem a
frequéncia de ocorréncia de um
acontecimento, a0 longo de um
grande nimero de experiéncias,
desenvolvem suas primeiras nocoes
de probabilidade. (BRASIL, 1997,
p. 58)

Contetidos de M atemética:

Neste ciclo, também amplia-se a
exploracdo das possibilidades de
quantificar o incerto. Com as
nogoes elementares de
probabilidade 0s aunos
aprenderdo  a determinar  as
chances de ocorréncia de aguns
eventos (moedas, dados, cartas).
Assim, poderdo ir e
familiarizando com o modo como
a Matematica é usada para fazer
previsbes e  perceber a
importancia da probabilidade na
vida cotidiana. (BRASIL, 1998, p.
70)

Contetidos de M atematica:

O estudo da probabilidade tem por
finalidade fazer com que os aunos
percebam que por meo de
experimentagbes e  simulagles
podem indicar a possibilidade de
ocorréncia de um determinado
evento e compardla com a
probabilidade prevista por meio de
um modelo matemético. Para tanto,
terdo de construir 0 espagco amostral
como referéncia para estimar a
probabilidade de sucesso, utilizando-
se de uma razdo. (BRASIL, 1998, p.
86)

Contetidos conceituais e
procedimentais:
o Interpretacéo de dados

apresentados por meio de tabelas
e graficos, para identificagdo de
caracteristicas  previsivels ou
aleatdrias de acontecimentos.

e Exploracdo da idéia de
probabilidade em  situacbes-
problema simples, identificando
SUCeSs0S  possivels,  suCcessos
seguros e as situagdes de “sorte.

o Utilizacdo de informagdes dadas
paraavaliar probabilidades.

o |dentificacdio  das  possivels

maneiras de combinar elementos

Conceitos e procedimentos:

¢ Representacdo e contagem dos
casos possiveis em  situacOes
combinatorias.

¢ Construcdo do espago amostral
e indicagdo da possibilidade de
sucesso de um evento pelo uso
de uma razdo. (BRASIL, 1998,
p. 74-75)

Conceitos e procedimentos:

e Construcdo do espaco amostral,
utilizando o principio multiplicativo
e a indicagdo da probabilidade de
um evento por meio de umarazao.

e Elaboracdo de experimentos e
simulages para estimar
probabilidades e verificar
probabilidades previstas. (BRASIL,
1998, p. 90)
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de uma colecéo e de contabiliza-
las usando estratégias pessoais.
(BRASIL, 1997, p. 61-62)

Critério de avaliacao:

Recolher dados sobre fatos e
fendmenos do cotidiano, utilizando
procedimentos de organizagdo, e
expressar 0 resultado utilizando
tabelas e gréficos

Espera-se que 0 aluno saiba coletar,
organizar e registrar informactes
por meio de tabelas e graficos,
interpretando formas de
registro para fazer previsdes.
(BRASIL, 1997, p.64)

Critério de avaliagao:

Resolver problemas de contagem
e indicar as possibilidades de
sucesso de um evento por meio de
uma razao.

Por meio deste critério o professor
verifica se 0 aduno é capaz de
resolver problemas de contagem
com quantidades que possibilitem
obter 0 nimero de agrupamentos,
utilizando procedimentos
diversos, como a construgdo de
diagrama de &rvore, tabelas etc.,
sem o uso de formulas. Verifica,
também, se o aluno é capaz de
indicar a probabilidade de sucesso
de um evento por meio de uma
razdo, construindo um espaco
amostral em situagbes como o0
lancamento de dados, moedas etc.
(BRASIL, 1998, p. 77)

Critérios de avaliacéo:

Resolver problemas de contagem e
indicar as possibilidades de sucesso
de um evento por meio de uma
razéo.

Por meio deste critério o professor
verifica se 0 auno é capaz de
resolver problemas de contagem
utilizando procedimentos diversos,
inclusive o principio multiplicativo e
de construir o espago amostral de
eventos equiprovaveis, indicando a
probabilidade de um evento por meio
de uma razdo. (BRASIL, 1998, p.
93)
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ANEXO D



190



191

ANEXO E
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ANEXO F - FICHA 3: EXPERIMENTOSALEATORIOS



