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Dedico este trabalho as mulheres da minha vida!

A Dona Evanina, minhas recordacgdes de infancia mais doces foram
com ela em Séo Paulo.
E ndo me refiro as balas dadinho que ela me dava toda vez que
saiamos..., e como saiamos, ela ndo paraval
Era uma linda mulher.

Ela cantava, tinha com uma voz forte e harmoniosa. Resquicios do
tempo que estudou mdsica, de quando era mocinha e tocava bandolim
nas festas, sempre acompanhada por seu pai.

Até que se casou e, na noite de ndpcias, seu precioso bandolim foi
quebrado e ela ouviu que jamais poderia toca-lo novamente...

Ela foi uma mulher forte e admiravel. Em uma época complicada para
as mulheres, ela conseguiu deixar para tras um marido cruel e
extremamente violento e foi cuidar dos seus filhos.

Perdeu a vontade de tocar bandolim, mas ndo de cantar, e cantaval

Fazia graca com tudo e, como boa mineira que era, cozinhava muito bem.

N&o tinha muito dinheiro, vivia com muita dificuldade, mas amor néo
faltava para dar. Quando eu chegava a sua casa nas férias ela sempre me

perguntava: o que vocé quer que eu faca para vocé comer filha?
Polenta molinha com carne moida vovo!
Hum... Adoro até hoje.
Com ela aprendi a importancia de aproveitar cada momento ao lado
dos que amo, e das coisinhas pequenas e doces da vida.
A rir de coisas que parecem sérias, rir lendo, rir sozinha e das minhas
bobagens.

A Dona Eunice, uma mulher forte e linda. Ndo conseguiu deixar para
trds seu casamento, era entristecida, perdeu um filho tdo esperado, tdo
amado, de forma tdo violenta.

Ela me ensinou a ser uma mulher forte e independente, ndo foi de
modo gentil, ela ndo me fazia rir.

Partiu 0 ano passado, me deixou. N&o sabia que iria sentir tanto sua
falta, que a amava tanto mée!

A Cassia, com ela eu conheci um sentimento estranho, forte. Um amor
diferente de tudo que eu conhecia.

Preocupacdes estranhas, olhar ela dormindo para ver se esta
respirando! Tenho medo do que n&o tenho como controlar.
Minha filha... Ela se tornou uma mulher forte, t&o linda!

E hoje, estou aqui me sentindo uma mulher corajosa, morrendo de
medo e, a0 mesmo tempo, rindo de mim mesma e pensando,

Vai, Sonia Maria, e seja forte!
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RESUMO

Nesta tese investigamos o processo de construcdo do conceito de limite de fungdo com alunos
do Brasil, na disciplina de Célculo I, do Curso de Matematica — Licenciatura, e da Franga com
uma turma do Terminale (3° ano) do lycée (ensino médio). Este conceito é considerado
probleméatico e vem sendo tema de vérios estudos. Sua aprendizagem envolve uma
diversidade de conceitos sendo alguns de dificil compreenséo, tais como: func¢éo, infinito e
nameros reais. Nessa pesquisa estudamos as a¢des dos alunos ao lidar com situagfes para
introducdo desse conceito, pautadas principalmente na teoria dos campos conceituais.
Primeiramente, delimitando o campo conceitual para estudo, em fungdo do nivel em que esse
conceito € introduzido nesses dois paises, e também considerando as dificuldades
evidenciadas nas pesquisas. Nossa metodologia foi baseada na aplicacdo de questionérios,
atividades e entrevistas. Investigamos, nas ac¢des dos alunos, o que eles mobilizavam ao lidar
com as atividades. Essas a¢fes foram modelizadas conforme nossa metodologia de anélise
em: regras em acdo, que sdo responsaveis pelo desenvolvimento temporal das acdes,
envolvendo os meios de tomada de informacdo e de controle na acéo; e de teoremas em agéo,
que sdo a parte conceitual responsavel pela organizacdo das regras. Sdo elementos dos
esquemas da teoria dos campos conceituais, que nos permitiram estudar filiacbes e rupturas
nas adaptacdes dos esquemas utilizados pelo aluno ao lidar com as situacGes. Além disso,
esses elementos foram relidos como imagens associadas ao conceito imagem de limite de
funcdo, conforme as no¢des de conceito imagem e conceito definicdo. Com nossos resultados
de andlise, identificamos que as variacOes de representacGes utilizadas nas atividades e nas
acOes dos alunos foram importantes para as adaptacdes dos esquemas mobilizados para lidar
com as situacbes. E se constituiram também meios para associacbes de imagens mais
préximas das definicdes apresentadas pelo ensino. Permitindo que apontassemos imagens que
estavam se constituindo em um possivel conceito definicdo pessoal de limite de funcdo. Além
disso, contribuiu para discussdo das aproximacfes nas producdes do estudante brasileiro e
francés. Outro ponto importante evidenciado em nosso estudo foi com relacdo as filiacGes
e/ou rupturas. Verificamos que elas perpassam o0 processo de compreensdo de um conceito ao
longo do ensino, algumas vezes elas podem nao serem pertinentes ao processo de construcdo
do conceito. Ao mesmo tempo, o conceito de limite tido como estavel pelo professor pode ser
alterado, seja por associa¢fes de imagens nao pertinentes, ou pela mobilizacdo de teoremas
em acdo incorretos para a situacdo tratada. Em nossa investigacdo também identificamos
situacbes que se constituiram como pertinentes para a introducdo do conceito de limite de
funcdo, como também para o trabalho com os conceitos ligados ao limite e que antecedem a
sua apresentacao.

Palavras-chave: Regras em acdo. Teorema em acdo. Conceito imagem e conceito definicao.
Conceito definicdo pessoal. Esquemas.



RESUME

Dans cette thése, nous avons étudié le processus de construction du concept de limite de
fonction avec des étudiants brésiliens, du cours de Calcul | en Licenciatura de Matematica, et
avec des ¢léves d’une classe de Terminale S (lycée) en France. Ce concept est considéré
comme problématique a fait 1’objet de plusieurs études. Son apprentissage implique une
diversité de concepts difficiles tels que: fonction, infini et nombres réels. Dans cette
recherche, nous avons étudié les actions des étudiants face a des situations practiques pour
introduire ce concept, en sur basant principalement sur la theorie des champs conceptuels.
Tout d’abord, on a délimité le champ conceptuel a étudier, en tenant compte du niveau
d’introduction de ce concept dans ces deux pays. On a également consideré les difficultés
liées & son apprentissage, qui sont mises en évidence dans la littérature. Notre méthodologie
reposait sur I'application de questionnaires, d'activités et d'entretiens. Nous avons examiné les
actions mobilisées par les eléves, lors de la résolution des activités proposées. Ces actions ont
été modélisées selon notre méthodologie d'analyse a savoir: les reégles d’action et les
théorémes en acte. Les premiéres sont responsables du développement temporel des actions,
impliquant les moyens de collecte et de contr6le des informations en action, les seconds sont
la partie conceptuelle responsable de I’organisation des régles.Ce sont des éléments des
schemes de la théorie conceptuelle des champs, qui nous ont permis d’étudier les affiliations
et les ruptures dans les adaptations des schemes utilisés par 1’éléve pour faire face aux
situations. De plus, ces éléments ont été réinterpréter en termes d'images associées au concept
image de la limite d’une fonction, conformément aux notions de concept image et de concept
définition. Avec nos résultats d'analyse, nous avons identifié que les variations de
représentations, utilisées dans les activités et dans les actions des étudiants, étaient
importantes pour I'adaptation des schemes mobilisés afin de faire face aux situations a étudier.
De telles représentations constituaient également un moyen d'association d'images plus proche
des définitions présentées par l'enseignement. Cela nous permis d’identifier les images qui
constituaient un éventuel concept définition personnelle de limite. En outre, cette diversité de
représentations a contribué a I’analyse et la discussion des approximations dans les
productions des étudiants brésiliens et francais. Un autre point important mis en évidence
dans notre étude concerne les affiliations et / ou les ruptures. Nous avons constaté que les
affiliations, comme les ruptures, accompagnent le processus de compréhension du concept de
limite tout au long de son enseignement, parfois ils peuvent ne pas étre pertinents pour le
processus de construction de ce concept. En méme temps, le concept de limite considéré
comme stable par I'enseignant peut &tre modifié dans lors des actions des éléves, soit par des
associations d'images non pertinentes, soit par la mobilisation de théorémes en acte, qui sont
incorrects pour la situation traitée. Lors de notre enquéte, nous avons également identifié des
situations jugées pertinentes pour 1’introduction du concept de limite, ainsi que pour le travail
avec les concepts qui lui sont liés et qui précedent sa présentation.

Mots-clés: Régles d’action. Théoréme en acte. Concept image et concept définition. Concept
définition personnelle. Schémes.



ABSTRACT

In this thesis we investigated the process of constructing the concept of limit of function with
students in the discipline of Calculus I in the course of graduate degree in mathematics in
Brazil, and with a class of Terminale (3rd year) of lycée in France. This concept is considered
problematic and has been the subject of several studies. The learning of this concept involves
various concepts some of them are difficult to understand such as: function, infinity and real
numbers. In this research we study the actions of the students, when the are dealing with
situations for introducing this concept, using mainly the theory of conceptual fields. First, we
delimit the conceptual field of our study, according to the level in which this concept is
introduced in these two countries, and also considering the difficulties related to this concept,
evidenced in several researches of literature. Our methodology is based on the application of
questionnaires, activities and interviews. We studied what the students mobilize in dealing
with our activities. These actions were modeled according to our methodology of analysis in:
rules in action, which are responsible for the temporal development of actions, involving the
means of information gathering and control in action; and theorems in action, which are the
conceptual part responsible for organizing the rules. They are elements of the schemes of
conceptual field theory, which allowed us to study affiliations and ruptures in the adaptations
of the schemes used by the students in dealing with situations. In addition, these elements are
reinterpreted as images, associated with the concept image of the limit, according to the
notions of concept image and concept definition. With our results of analysis, we identified
that the variations of representations used in the activities and in the actions of the students
were important for the adaptations of the schemes mobilized to deal with the situations. And
they were also a means for image associations closer to the definitions presented by the
teacher, which allowed us to highlight images that constituted a possible concept definition
personal of the limit. In addition, this study contributed to our analysis and discussion of the
approximations in Brazilian and French student productions. Another important point
evidenced in our study was with regard to affiliations and / or ruptures. We find that
affiliations as well as ruptures accompany the process of understanding the concept of limit
throughout teaching, sometimes affiliations may not be relevant to the process of constructing
the concept. At the same time, the concept of the limit considered as stable by the teacher can
be altered, either by associations of images that are not pertinent, or by the mobilization of
theorems in action that are incorrect, for the situation treated. During our investigation, we
also identified situations deemed relevant for the introduction of the limit, as well as for
working with the other concepts related to the limit, and that precede its presentation.

Keywords: Rules in action. Theorem in action. Concept image and concept definition.
Concept definition personal. Schemes.
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APRESENTACAO

Primeiramente, é preciso contar uma histdria, pois esta pesquisa de doutorado é fruto
das minhas inquietacGes, como professora de matematica. Tudo teve inicio no meu segundo
més como docente de uma instituicdo publica com trés turmas da disciplina de Calculo
Diferencial e Integral®. Naquela época eu, recém-formada, me sentia imensamente feliz por
iniciar nessa profissdo ministrando a disciplina que tinha uma afeicdo particular.

Sempre gostei muito de matematica, mas houve momentos durante o ensino medio
que comecei a me questionar sobre isso. Algumas fungdes apresentadas pelo professor de
matematica ndo eram bem compreendidas e as explicacdes dele mais me confundiam do que
esclareciam minhas davidas. Particularmente, algumas representagdes graficas eram muito
dificeis, por exemplo, a da funcdo tangente era por demasiadamente “estranha” para mim.
Bem, mas acabei seguindo o conselho da minha irmd e decidi fazer o curso para ser
professora de matematica. E tive uma boa surpresa logo na primeira disciplina do curso, a
disciplina de Célculo I, na época ela durava um ano e se chamava Célculo Integral e
Diferencial 1. Nessa disciplina fui apresentada ao conceito de limite de funcdo. E, com ele, eu
consegui tanto esclarecer minhas duvidas com relacdo a representacdo grafica de algumas
funcBes, como também, relacionar os elementos que antes foram mal compreendidos. Assim,
assim essa disciplina passou a ser especial para mim, o que explica a afeicdo inicial que tive
por ela.

Como disse no inicio, quando iniciei meu percurso como docente, acredito que a
maioria dos professores também o faz, fui conversar com outros professores que ja
ministraram essa disciplina e também com os coordenadores dos cursos em que eu iria
trabalhar. Fiquei sabendo que uma dessas trés turmas era de estudantes que tinham uma boa
formacdo no ensino médio, o0 que seria bom, pois eles conseguiriam acompanhar melhor os
conceitos da disciplina. Em relacdo as outras duas turmas, fui informada que deveria tomar
mais cuidado, ir mais devagar, pois eles provavelmente teriam muita dificuldade em conceitos
de matematica basica. Em dois meses de curso, percebi que essas informacgdes ndo tinham
ajudado muito, pois havia alunos com dificuldades em conceitos de matematica bésica, que
lam sendo identificadas, discutidas e trabalhadas durante as atividades, e eles acabavam

conseguindo compreender e resolver as questdes. Ao mesmo tempo, tinha alguns alunos

! Atualmente esta disciplina é denominada de Calculo | e, ao longo do texto, iremos nos referenciar a ela assim
sempre que estivermos nos referindo a disciplina do Curso de Matematica — Licenciatura da Universidade
Federal de Mato Grosso do Sul.



considerados bons em matematica bésica que ndo conseguiam resolver os limites e ndo
compreendiam as nogdes sobre o limite de funcéo.

Diante desse problema, resolvi buscar auxilio com os professores mais experientes e
também fui estudar sobre o ensino e aprendizagem desse conceito. Primeiramente, busquei
estudar dificuldades relacionadas a conceitos da matematica basica, o que resultou em uma
dissertagdo de mestrado e, em mais indagagdes. Que foram sendo ampliadas ao longo dos
anos, principalmente, nos ultimos sete anos, como professora da disciplina de Céalculo | para
alunos do Curso de Matematica — Licenciatura na modalidade EaD.

Tenho o interesse particularmente nesse curso porque € nele que se da a formacao dos
professores de matematica. Nesta historia que contei, foi um professor de matematica (do
ensino meédio) que apresentou alguns conceitos sem justificativas, nem de modo intuitivo,
guando eu era estudante. E também foi um professor de matematica (da graduacdo) da
disciplina de Célculo I, que apresentou as justificativas para as incompreensdes que eu tive no
ensino médio.

Atualmente penso que o professor do ensino médio poderia ter me dado outra
explicacdo, ao invés de dizer simplesmente que o grafico era assim e que eu deveria decorar a
forma dele. Céus!! Eu tinha, e ainda tenho muita dificuldade em decorar coisas que ndo vejo
sentido. Bem, entdo o que o professor do ensino médio poderia ter me dito quando o
questionei? Ele poderia ter me explicado a representacdo gréafica da funcdo tangente, por
exemplo, escolhendo pontos préximos de um ponto fora do dominio da funcéo e ir discutindo
0 gue acontecia com os valores da funcdo, no caso, algumas vezes os valores iriam crescer
infinitamente, outras vezes decresceriam infinitamente. S&o explicagdes iniciais intuitivas que
séo esclarecedoras, e que ndo falam em limite de funcéo.

Esse exemplo ilustra como é possivel fazer algumas discussdes no ensino médio, de
aspectos de dificil compreensdo para o aluno e que, dependendo do curso escolhido para
graduacdo, serd formalizado posteriormente. Nunca esqueci que éramos 125 alunos
matriculados na disciplina de Célculo | e desses, menos de 20 foram aprovados no final de um

ano da disciplina. O indice de aprovacao ndo melhorou ao longo desses anos.
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1. INTRODUCAO

O conceito de limite de funcdo € considerado como a no¢do fundamental da analise
real. O seu ensino é considerado problematico e encontramos diversos pesquisadores que tém
se debrucando sobre esse tema. Esses estudos buscam compreender dificuldades no seu
ensino e aprendizagem dos alunos. Tanto pesquisas nacionais (NASSER, 2004; ZUCHI,
2005; FERNANDES, 2015) como também internacionais (ARTIGUE, 1995; CORNU, 1983;
LECORRE, 2016; SIERSPINSKA 1985) argumentam que essas dificuldades sdo de natureza
variada, como: epistemologica, cognitiva e didatica, entre outras.

Um estudo que se tornou referéncia importante em pesquisas sobre a construcdo da
nocdo de limite foi a tese defendida por Cornu (1983). Segundo ele, os alunos tém muita
dificuldade em compreender os conceitos que envolvem o limite, sendo que a ideia de infinito
¢ uma das mais dificeis. Ela é utilizada no estudo de limite que o autor denomina de nao
trivial, visto que aparecem ideias mais complexas, como a de numeros infinitamente
pequenos. Para este pesquisador, existe uma “distancia” entre a nogao de limite, que envolve
aspectos dinamicos, que seriam as expressoes: “tende para” e “se aproxima de”, e a defini¢do
de limite formal por épsilon e delta.

Desse modo, trabalhar com essas duas definicbes ndo fara com que os alunos
compreendam que se trata do mesmo conceito, pois elas envolvem conhecimentos que sao
considerados obstaculos epistemoldgicos. Segundo o autor, seriam dificuldades relacionadas
ao desenvolvimento historico do conceito, e para supera-las um primeiro passo seria saber que
eles existem e buscar trabalhar esses aspectos e, também, ter em vista que o processo de
aprendizagem € longo.

Pesquisadores vém questionando essa apresentacdo da definicdo formal com épsilon e
delta desvinculada da sua definicdo dada intuitivamente?, argumentando sobre a necessidade
de se trabalhar buscando fazer uma aproximacdo entre essas duas defini¢cdes. Zuchi (2005),
por exemplo, investigou uma proposta para 0 ensino e a aprendizagem deste conceito
buscando relacionar a nocédo intuitiva com a definicdo formal, no ambiente papel e lapis e
com uso de um software. Ela propés um percurso para formalizar o conceito de limite

explorando inicialmente situagcBes concretas com a analise de exemplos numéricos e em

2 Quando dizemos definicdo intuitiva estamos nos referindo & definicdo sem os quantificadores épsilon e delta
dada em linguagem natural. Como, por exemplo, a proposta no livro de Stewart: Escrevemos lim,_,, f(x) = L,
e dizemos “o limite de f(x), quando x tende a a, é igual a L se pudermos tornar os valores de f(x) arbitrariamente
préximos de L (tdo proximos de L quanto quisermos), tornando x suficientemente préximo de a, mas ndo igual a
a. (2003, p. 91).
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seguida situagdes com o uso de um epsilon fixo até chegar a sua generalizacdo. Ela concluiu
que essa proposta foi pertinente para a compreensdo da relagédo entre as duas definicoes.

Com relacdo aos conceitos envolvidos nas situaces utilizadas para introducdo do
limite de funcdo, Artigue (1995) destaca que os conceitos de funcdes e de numeros reais
fazem parte da construcdo desse conceito. Segundo essa autora, s&0 conceitos Vvistos como
disponiveis para os alunos, afinal, foram trabalhados antes. Todavia, ela argumenta que a
construcdo desses conceitos leva muito tempo e que é exatamente no estudo com o limite que
aspectos importantes do conjunto dos nimeros reais e de fungdes sdo trabalhados. Ou seja,
esses conceitos ainda estdo em processo de construcdo e necessitam serem mobilizados para
introducdo do conceito de limite, esses aspectos sdo importantes para refletimos sobre a
aprendizagem do limite de funcéo.

Concordamos com Rezende (2003) quando diz que a dificuldade de aprendizagem do
conceito de limite de funcBes ndo pode ser reduzida simplesmente a preocupacdo com falta de
conceitos da matematica basica. No caso da manipulacdo algébrica, por exemplo, esse
problema s6 evidencia que os alunos tém dificuldade no estudo dos procedimentos para
encontrar limites. Essa dificuldade sera vivenciada em outros conceitos, em outras disciplinas,
mas 0 baixo desempenho na disciplina em que o limite de fungdes é apresentado é
extremamente maior, ou seja, “parece” que essa dificuldade ndo € tdo problematica quando os
alunos lidam com outros conceitos (REZENDE, 2003).

No Brasil esses estudos vém orientando algumas indicacdes para o ensino do conceito
de limite de funcdo. Encontramos, por exemplo, sugestBes para se introduzir a no¢do desse
conceito por meio do estudo das derivadas e, inclusive, alguns livros ja trazem propostas
nesse sentido (BARUFI, 1999). Essa discussdo geralmente vem de estudos sobre a
necessidade, ou motivo, para apresentacdo desse conceito em cursos como de engenharias.
Um dos argumentos seria que o conceito de limite de funcdo em cursos como esses tém
sentido somente para a construgdo dos conceitos de derivada e integral. Todavia, o conceito
de limite de funcGes parece ter um status importante mesmo nestes cursos, que questionam se
0 conceito de limite deveria ser ensinado na disciplina de Célculo I.

Fernandes (2015) em sua pesquisa ao questionar professores da disciplina de Calculo
I, se 0 conceito de limite era importante para esses cursos, observou que todos os professores
entrevistados concordaram que € importante. Contudo, disseram que esse conceito ndo €
explorado nos cursos que eles ddo aula e sim o de derivada e integral. Argumentaram que 0
conceito de limite de funcbes é apresentado de maneira muito formal para os alunos das

engenharias e, que essa apresentacdo era indicada somente para os alunos do curso de
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matematica. Entretanto, parece que mesmos os estudantes dos cursos de matematica estéo
tendo problemas na aprendizagem desse conceito, em particular os alunos da licenciatura,
também tém dificuldades na compreensdo do conceito de limite (MATEUS, 2014; SANTOS
2013). Contudo ndo é somente com a compreensdo da definicdo por épsilon e delta e na
relacdo dela com a definig&o intuitiva que o aluno do Curso de Matemaética — Licenciatura tem
dificuldades.

Esses estudantes também estdo tendo problemas em lidar com a definicao intuitiva nas
atividades. Outro problema evidenciado nas pesquisas foi o conhecimento insuficiente de
conceitos de matematica bésica. Sdo dificuldades relacionadas tanto a conceitos do ensino
fundamental, como a manipulagdo algébrica: multiplicacdo e reducdo de polinémios e a
fatoracdo, sendo essa Ultima muito evidenciada como problemaética nas atividades iniciais.
Esses conceitos sdo necessarios na introducdo do limite com as funcBes racionais, por
exemplo, em que para lidar com o limite a primeira aco a ser feita é fatorar.

Com relagdo aos conceitos do ensino medio, consideramos que eles sdo 0s mais
problematicos, no caso o conjunto dos nimeros reais e as func@es. Existem aspectos desses
conceitos que os alunos tém muita dificuldade em compreender e que aparecem nas situacdes
para introdugdo do conceito de limite de funcdo. Sdo nogdes relacionadas a esses conceitos,
mas que em geral, ndo séo trabalhadas no ensino médio, como: se aproximar de um ndmero
por nimeros cada vez mais proximos dele, “tdo proximo quanto se queira” ou os valores da
funcdo tendem a um namero, em que os valores da funcdo vao se tornando arbitrariamente
préximos a uma curva.

Realmente, para enfrentamento dessas dificuldades com conceitos de matemaética
basica, 0 Curso de Matematica — Licenciatura que pesquisamos, por exemplo, criou uma
disciplina denominada de Introducdo ao Calculo para ser trabalhada antes do Calculo I. A
ideia foi retomar conceitos da matematica bésica com revisdo desses conceitos antes do inicio
da disciplina de Calculo I. Houve um trabalho mais intenso com auxilio de monitores para
atender os estudantes, além de propostas de projetos para acompanhamento do aluno iniciante
com mais dificuldades. Também tivemos um aumento no nimero de vagas para monitores
especificamente para a disciplina de Célculo I. Entretanto, os problemas continuaram e vimos
que ndo ocorrem somente no Brasil (SANTQOS, 2013), mas também em outros paises.

A Franca é um pais que vem desenvolvendo pesquisas sobre esse tema e tem trazido
diversas contribuicdes para ampliar a discussdo e a compreensdo dessa problematica.
Diferentemente do Brasil, a apresentacdo da nocédo introdutdria de limite é realizada no lycée,

equivalente ao nosso ensino médio, e depois formalizada e ampliada no ensino superior, no
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caso da Franca na Escola Superior de Ensino e de Educacgdo. Sendo realizado um estudo mais
profundamente nos cursos de exatas, mas em geral e visto na maioria dos cursos de
graduacao.

Independente de quando é realizada a introducdo do conceito de limite, observamos
que os alunos encontram dificuldade na sua construcéo, e tanto aqui no Brasil como na Franca
0s pesquisadores continuam a estudar sobre este tema. A Franca vem se configurando como
um pais de frutiferas parcerias com o Brasil em varios estudos. Essa proximidade se deu
principalmente por professores brasileiros que foram fazer doutorado na Franca e também
pela vinda de professores franceses as universidades brasileiras, como é o caso da
Universidade Federal de Mato Grosso do Sul (UFMS)3. Com isso, decidimos fazer um
periodo de estudo na Franca para ampliarmos nosso campo de investigacdo e, assim,
trazermos mais elementos para compreensdo do nosso objeto de estudos que é um tema de
interesse comum nesses paises. O que nos leva a apresentar nossa tematica.

Nesta tese buscamos: Compreender os processos mobilizados por estudantes ao
lidarem com situacBes introdutorias do conceito de limite de funcgdes. As pesquisas
nacionais e internacionais que citamos nos conduziram a considerar dois pontos importantes
na constituicdo do nosso estudo: 0s conceitos e as representacoes.

Esses pontos aparecem nas investigagdes que buscaram compreender dificuldades na
aprendizagem do conceito de limite de fungdo. Em nossa pesquisa, focamo-nos nos conceitos
de numeros reais e de funcdes, pois eles fazem parte da construcdo do conceito de limite de
funcdo e sdo os que mais aparecem como problematicos nas pesquisas. As dificuldades sédo
tanto envolvendo aspectos desses conceitos relacionados a conceitos da matematica basica,
como em operar com alguns nimeros reais, ou na manipulacdo de expressdes algébricas que
definem as funcGes. Como também, envolvendo outros conceitos como: propriedade dos
nameros reais, a nocdo de infinito, a nocao de funcao. Além disso, os alunos tém dificuldades
em trabalhar com algumas formas de representacfes desses conceitos nas atividades e
também em fazer relagbGes entre elas, particularmente nas representacGes graficas e as
algébricas.

Assim, escolhemos para esse estudo referenciais que considerassem toda a variedade

de conceitos envolvidos nas atividades de introducdo do conceito de limite, bem como as

3Alguns professores do Instituto de Matemética da UFMS foram fazer doutorado na Franca, com isso foram
desenvolvidas parcerias entre o Brasil e a Franca. Por exemplo, o desenvolvimento de pesquisas de cooperagdo
vinculadas ao programa CAPES-COFECUB, que tem como objetivo a formacdo de recursos humanos de alto
nivel nesses paises. Esse programa fomenta o intercAmbio cientifico entre Institui¢des de Ensino Superior do
Brasil e da Franga.
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formas de representacfes que sdo utilizadas. Pautamo-nos principalmente na teoria dos
campos conceituais de Vergnaud (1990, 2002, 2007, 2009, 2015, 2016), essa escolha se deu

pelo fato de que concordamos que:

E inutil estudar a formacdo de um s6 conceito, de um s6 esquema, ou de uma so
representacdo, uma vez que o desenvolvimento cognitivo, pelo aprendizado e pela
experiéncia, diz respeito a uma grande variedade de situacdes, de esquemas, de
conceitos e de formas de representacdo. (VERGNAUD, PLAISANCE, 2003, p. 77).

Para Vergnaud (1990, 2015) é preciso que o aluno lide com uma grande variedade de
situacOes envolvendo o conceito a ser apreendido, pois serdo as situacdes vivenciadas pelo
estudante que fardo com que o conceito adquira sentido para ele. E isso pode ocorrer ao longo
de muito tempo de estudo do aluno. Envolvendo tanto o conceito a ser apreendido, como
também outros conceitos envolvidos nas situacfes, bem como uma diversidade de formas de
representacéo.

Em funcdo disso, para estudar a constru¢do de um conceito é preciso considerar esse
conjunto de situacdes que compdem o que Vergnaud (1990) denomina de campo conceitual.
Sabemos que em um campo conceitual as situacdes sdo imbricadas em conjuntos de
conceitos, o que torna muito dificil pensarmos em separar as situagdes para estudo de um

dado conceito. Todavia,
[...] € preciso estudar, em didatica, o ensino e a aprendizagem de campos conceituais
de certa extensdo. Para analisar tais campos conceituais, é necessario apoiar-se ao
mesmo tempo na epistemologia dos conhecimentos de referéncia e na analise dos
comportamentos e das dificuldades dos alunos. (VERGNAUD, PLAISANCE, 2003,
p. 77).

Por essa razdo em nossa pesquisa fizemos uma delimitacdo do campo conceitual e
escolhemos algumas situacGes para investigarmos a introducdo do conceito de limite de
funcbes. Trabalhamos principalmente com os aspectos que citamos dos conceitos de fungéo e
de nimeros reais, tanto na elaboracgdo das atividades, como também nas anéalises realizadas.

Assim, ap6s delimitagdo do campo conceitual, elaboramos as situacfes para nosso
estudo. Para coleta e producdo dos dados utilizamos: questionarios, grupos de atividades e
fizemos entrevistas nos estudantes. As atividades foram elaboradas utilizando as
representacdes algébricas, graficas e linguagem natural escrita. Além disso, planejamos
momentos de discussdo sobre davidas que poderiam surgir e outros em que o aluno deveria
explicar, oralmente, suas resolucfes e também justificar. Buscamos fazer com que o aluno
mobilizasse as diversas representacdes que orientavam suas resolucdes. Assim obtivemos
dados escritos nas folhas das atividades, como também orais por meio dos audios que foram

obtidos durante a realizacdo das atividades e das entrevistas.
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A nossa metodologia de anélise foi composta por trés fases: na primeira, modelizamos
as acdes dos alunos ao resolverem as atividades em elementos dos esquemas, no caso: as
regras em acdo e os teoremas em acdo. No segundo momento, os elementos modelizados na
fase inicial, nas producgdes dos alunos, foram analisados em termos de esquemas, para
estudamos as adaptacdes, no caso filiagdes e rupturas dos esquemas para lidar com as
atividades. Na terceira fase, os elementos modelizados foram relidos em termos de imagens
associadas ao conceito de limite de funcdo, além de outras producdes consideradas pertinentes
para 0 estudo do conceito imagem. Esses elementos fazem parte do referencial teorico
escolhido, no caso a teoria dos campos conceituais e as no¢des de conceito imagem e conceito
definicao.

Os elementos do esquema foram escolhidos para compreendermos o processo de
conceitualizacdo do aluno (VERGNAUD, 1986, 1990, 2009, 2015), em particular nos
interessamos por dois deles, no caso os que foram utilizados para nossa modelizacdo: as
regras em acdo e o teorema em acdo. Segundo Vergnaud, é preciso investigar o aluno em
acao, ou seja, resolvendo uma atividade para estudarmos as filiagdes e rupturas em seu
esquema inicial ao lidar com uma situacdo envolvendo um novo conceito. Para Vergnaud
(2007), as regras em acdo sdo responsaveis pelo desenvolvimento temporal das acgdes,
incluem os meios de tomadas de informacdo e de controle durante a acdo. Os teoremas em
acao estdo envolvidos na parte conceitual do esquema e organizam o desenvolvimento das
regras em acdo. Analogamente, utilizamos as nocdes de conceito imagem e de conceito
definicdo, relendo os elementos que foram modelizados em termos de imagens que os alunos
associaram ao conceito, no caso como elementos do conceito imagem (CI) do limite de
funcdo (TALL e VINNER, 1981). O estudo das imagens do (CI) nos permitiu também
compreender o processo de conceitualizacdo, de um modo mais geral, considerando as
definicbes da nocdo de limite de funcdo como sdo apresentadas pelo ensino, no caso a
intuitiva e a formal. E, assim, estudar tanto imagens que poderiam causar problemas a
aprendizagem futuras, como também investigar as associacfes que estavam sendo realizadas
com relacdo a essas definicdes.

Nossa investigacdo com estudantes brasileiros e franceses se deu no momento em que
eles precisavam lidar com as atividades para introdugdo do conceito de limite de funcéo.
Como esses paises tém propostas bem diferentes para introducéo desse conceito, nosso estudo
experimental no Brasil foi com estudantes da disciplina de Calculo I, em que aplicamos um

questionario, algumas atividades e também fizemos entrevistas. Na Franca, conseguimos
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acompanhar a introducdo desse conceito em uma sala de aula do ensino médio, aplicamos um
questionario e ao final entrevistamos alguns estudantes.

Todos esses encaminhamentos foram em funcdo dos objetivos especificos de nossa
pesquisa, em que buscamos:

v Investigar como os estudantes organizam seus esquemas de raciocinio;

v" Investigar regras em acao e teoremas em agdo, com suas representacdes conforme o tipo
de problema, mobilizados pelos estudantes para resolver as atividades, buscando
caracterizar os esquemas;

v" Investigar as imagens associadas pelos estudantes ao conceito de limite de funcdes;

v Investigar aproximacdes, ou diferencas, nos conhecimentos mobilizados por alunos
brasileiros e franceses.

Para essa tese escolhemos apresentar as producdes de dois desses sujeitos
investigados, um brasileiro e outro francés. O estudo foi pautado na metodologia de analise
citada, na qual estudamos as adaptacdes nos esquemas mobilizados para lidar com as
situacOes introdutdrias do conceito de limite de funcdes. E também as imagens associadas ao
conceito imagem da nocao de limite de funcdo, Ou seja, o processo de adaptacdo, e/ou
construcdo, de esquemas para lidar com as situacOes e as associacdes de imagens que estavam
compondo tanto o conjunto do conceito imagem, como também do conceito defini¢do pessoal
da nogéo de limite de funcéo.

Os resultados desse trabalho se deram principalmente nas se¢des: 6.2, 7.2 e 8. Em que
conseguimos estudar filiacbes, e rupturas, nos esquemas mobilizados pelos estudantes. Nesse
sentido, nossa metodologia de analise se mostrou pertinente ao evidenciar como uma analise
mais fina, por meio das regras em acdo e dos teoremas em acdo foi importante na
compreensdo dessas filiagbes. Por exemplo, na identificacdo de representacGes que
favoreceram filiacdes mais favoraveis para as adaptacfes necessarias aos esquemas dos
alunos, tanto nas producdes do estudante brasileiro, como nas do franceés.

Como também na Identificacdo de imagens do (Cl) da no¢édo de limite de funcdo que
estavam conflitando com outras desse conjunto, bem como com a compreensdo da definicdo
do conceito de limite de funcdo, seja a definicdo mais formal por épsilon e delta, ou a
intuitiva. Por exemplo, tivemos um aluno que ao lidar com funcbes descontinuas
representadas graficamente achava que o limite sé existia se o ponto de investigacao estivesse
no dominio da funcdo. E quando precisa lidar com caso semelhante de funcdo na
representacdo algébrica ele utiliza a ideia de aproximacdo do ponto para identificar o limite,

no caso a nogdo intuitiva, sem se importar que 0 ponto ndo pertencia ao dominio da funcéo.
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Sdo imagens do mesmo conceito que conflitam entre si conforme a representacdo utilizada,
mas que quando sdo mobilizadas isoladamente ndo séo percebidas pelo estudante. Todavia,
essas imagens poderdo se tornar um problema na compreensdo desse conceito utilizando a
definicdo intuitiva e também quando for trabalhar com a definicdo formal. Além disso,
identificamos imagens desse conjunto que estavam se constituindo em um conceito definicdo
pessoal dos alunos para algumas das situagdes de limites de func¢des que tratamos na pesquisa.

Organizamos a apresentacdo desse texto em se¢des, apos essa introducgdo, trazemos na
secdo 2 uma discussdo sobre o conceito de limite de funcdes. Iniciando por uma breve
apresentacdo do seu desenvolvimento como objeto matemético. Tivemos a intengdo de
elencar alguns fatos sobre sua constituicdo até chegarmos ao que conhecemos hoje como
sendo o conceito de limite de funcdes. Em seguida, discutimos algumas pesquisas que
contribuiram tanto na constituicdo como no desenvolvimento e nas analises realizadas. Ao
final da secdo, trazemos as ideias que estdo veiculadas no ensino desse conceito geralmente
denominadas de nocdes intuitivas e de definicdo formal (por meio dos quantificadores épsilon
e delta).

Na secdo 3 explicitamos nosso aporte teorico, iniciando pela teoria dos campos
conceituais de Vergnaud (1986, 1990, 2002, 2015, 2016), em que discutimos os elementos
utilizados em nossas anélises, como as nogdes de esquema em seguida as no¢Bes de conceito
imagem e conceito definicdo de Tall e Vinner (1981). Buscamos apresentar esses elementos
tedricos ja inseridos com nosso objeto de estudo, no caso o conceito de limite de funcdo. Bem
como justificar essas escolhas em funcao do nosso objeto de pesquisa e de nossos objetivos.

Na secdo 4 fazemos uma breve apresentacdo de como o conceito de limite de funcdes
aparece nos programas do ensino no Brasil e na Franca. Na secdo 5 expomos nosso objetivo
de pesquisa e nossos encaminhamentos metodoldgicos.

Nas secdes 6 e 7 apresentamos detalhes do nosso planejamento e da experimentacédo
realizada no Brasil e na Francga, respectivamente, juntamente com o percurso realizado pelos
nossos colaboradores. Na secdo 8 apresentamos para discussdo alguns elementos de
aproximacdo e de diferencas nos caminhos cognitivos escolhidos pelos estudantes, e ao final

na secdo 9 tecemos nossas consideracgdes finais.
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2. 0 CONCEITO DE LIMITE DE FUNCOES

“A definicdo intuitiva é quando a fungdo tende a se aproximar de um ponto x e no eixo y ela
vai tender a um numero. A4 defini¢do formal é quando ja tem o limite”.
Mateus (académico brasileiro).

O conceito de limite de funcdo é considerado dificil (IGLIORI, 2008) e vem
preocupando diversos estudiosos (COURNU, 1985, NASSER, 2004; REIS, 2001;
REZENDE, 2003; SANTOS, 2013; TALL VINNER, 1981) de varios paises. Provavelmente,
a maioria dos professores com experiéncia na disciplina de Calculo | concordaria com isso e
teria algo a dizer sobre os problemas que os alunos tém ao lidar com esse conceito.

Nessa secdo apresentamos dados dos estudos que orientaram e embasaram nossa
pesquisa, buscando evidenciar nossas escolhas diante do vasto resultado de estudos existentes
sobre o conceito de limite de fungdes. Nosso objetivo foi evidenciar os elementos que
permitiram compreendermos nosso problema de pesquisa em um contexto mais amplo, e que
subsidiaram nossa pesquisa ao longo de nosso percurso investigativo.

Na tentativa de tornar mais clara essa nossa intencao, decidimos iniciar cada topico
dessa se¢do com uma questdo. Relacionamos cada uma delas a um aspecto que consideramos
importante sobre o conceito de limite de funcdes e, assim, buscamos responder as seguintes

questoes:

v/ Como chegamos a nocao e a definicdo do conceito de limite de funcdo como a
conhecemos atualmente?

v" Quais elementos vém sendo mais destacados pelas pesquisas como mais
problematico para aprendizagem desse conceito?

v 0O que sdo nogdo intuitiva de limite e definicdo formal de limite?
A primeira questdo envolve aspectos historicos e epistemoldgicos do conceito de
limite de funcgdes, ela é discutida no item (2.1). Na sequéncia trazemos para nossa discussao o
que dizem alguns pesquisadores sobre esse tema e que esta relacionado a nossa segunda
questdo (2.2). Ao final, no item (2.3), discutimos nogdes que sdo utilizadas na introducdo
desse conceito, buscando identificar, e delimitar, nessas noc¢Ges os elementos que sao

considerados intuitivos e formais. Respondendo, assim, a questao trés.

2.1 Aspectos historicos e epistemoldgicos

O conceito de limite de funcdo, como no6s conhecemos atualmente, teve a sua

construcdo permeada por muitas discussdes e até algumas coincidéncias, digamos, curiosas.
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Todavia, parece que na transposicdo didatica’ desse conceito foram retirados os “percalcos”
que aconteceram no seu desenvolvimento até chegarmos ao que é apresentado hoje nos livros
didaticos e nas abordagens em sala de aula. E sobre isso que nos debrucamos a seguir.

Vemos que a ordem de apresentacdo dos conteudos seguem o mesmo padrdo da
maioria dos cursos de graduacdo ao observarmos as ementas propostas para a disciplina de
Célculo I, em que esse conceito é trabalhado. No caso do Brasil, por exemplo, em que esse
conceito geralmente € introduzido na graduacdo, observa-se que, primeiramente, é trabalhado
o0 conceito de limite de funcGes, apresentando nogdes intuitivas desse conceito e depois uma
definicdo considerada mais formal. Em seguida, trabalha-se o conceito de derivada e ao final
o0 de integral. Também sé&o estudadas as propriedades e algumas aplicacdes desses conceitos,
sendo que os dois Ultimos conceitos sdo aprofundados nos outros calculos (11, 111 e 1V)
conforme o0s objetivos dos cursos em que esses conceitos sdo trabalhados.

Essa ordem foi escolhida e, apesar das criticas e propostas em sentido diferente®, ainda
é defendida por muitos estudiosos, e logicamente € a mesma apresentada na maioria dos livros
didaticos. Muitas dessas criticas, com relacdo a essa ordem de apresentacdo do conceito de
limite de funcéo, dizem respeito ao fato dela ndo ter relacdo com o que realmente aconteceu
no desenvolvimento desse conceito. Como também, por ignorar obstaculos e dificuldades que
ocorreram durante esse processo. A definigdo pelos quantificadores épsilon e delta, como a
conhecemos, s6 foi obtida muitos anos depois do surgimento do conceito, em que Varios
matematicos se debrucaram buscando dar um aspecto formal ao conceito de limite.
Entretanto, encontramos alguns livros didaticos, por exemplo, em que essa definicdo é
escolhida para fazer a introducdo do conceito de limite de fungdes, ou seja, é o primeiro
contato do aluno com esse conceito.

Buscando compreender como foram realizadas essas escolhas, bem como outras, para
0s programas do ensino do conceito de limite de funcdo, iremos apresentar alguns aspectos do
desenvolvimento histérico desse conceito; particularmente pretendemos responder
sucintamente a questdo: Como chegamos a nocdo e a definicdo do conceito de limite de

funcdo como a conhecemos atualmente?

* Chevallard (1991) define como transposicdo didatica as transformagées que um conceito matematico, tido
como objeto do saber desenvolvido pela comunidade de matematicos, sofre ao se adaptar para se tornar um
objeto de ensino.

® Encontramos diversos autores que propdem um estudo mais sintético sobre limite, com suas ideias intuitivas e
com as aproximacdes, para um estudo mais aprofundado das derivas e de integral; ou mesmo alterar as ordens de
apresentacdo desses conceitos iniciando, por exemplo, com as derivadas (MACHADO, 2012; TREVISAN,
MENDES, 2017).
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O conceito de limite € considerado como o alicerce do calculo diferencial e integral,
sendo os conceitos de derivada e de integral construidos como limites particulares. Essa forma
de apresentacdo desse conceito, proposta pelo ensino pode passar a impressao de que esse
conceito foi o primeiro a ser desenvolvido pela matematica e que os outros foram sendo
desenvolvidos a partir dele. Entretanto, ele apenas foi estruturado como o conhecemos hoje,
somente apds o desenvolvimento dos conceitos de derivada e de integral.

Alguns estudos (ROQUE, 2012) trazem que isso se deve ao fato de que as primeiras
nocOes de limite estavam ligadas a argumentagfes muito vagas, e até mesmo filoséficas,
relacionadas ao infinito. Encontramos registros dessas nogdes ja na Grécia, em tentativas de
resolver problemas relacionados a problemas préticos, em que surgiam nameros infinitamente
grandes (ou pequenos) com apelo geomeétrico subjetivo e indefinido. Se, atualmente, com todo
aparato tedrico e técnico desenvolvido, ainda € dificil de compreender os conceitos de infinito
e de limite n&o é de se estranhar os entraves ocorridos durante o desenvolvimento.

Arquimedes foi considerado um dos maiores matematicos da antiguidade, segundo
historiadores. Seu trabalho sobre areas de figuras curvilineas, em que ele prop6s um
refinamento das ideias de Eudoxo sobre o problema do calculo da area do circulo, que é um
dos mais famosos. O método de Eudoxo envolvia uma figura curvilinea que poderia ser um
circulo, por exemplo, em que se inscreviam poligonos regulares, e dobrava-se o nimero de
lados dos poligonos inscritos “até que a diferenga entre a area da figura e a do poligono
inscrito se tornasse menor do que qualquer quantidade dada.” (ROQUE, 2012, p.203).

Arquimedes utilizou essa ideia de modo mais elaborado, ele propds que comprimisse:

[...] a figura entre duas outras cujas reas mudam e tendem para a da figura inicial,
uma crescendo e outra decrescendo. A area de um circulo, por exemplo, era
envolvida por poligonos inscritos e circunscritos, de modo que, aumentando-se 0
nimero de lados, suas areas se aproximam da area da circunferéncia.’ Ou seja, a
diferenga entre as areas dos dois lados poligonos deve poder ser tornada menor do
que qualquer quantidade dada quando o nimero de lados aumenta. (ROQUE, 2012,
p. 203).
Quanto mais aumentasse 0 nimero dos lados dos poligonos, inscritos e circunscritos,
maior seria a precisdo do resultado, e, com isso, Arquimedes aprimorou as ideias de Eudoxo e
encontra “dois conceitos que se tornariam extremamente importantes mais tarde — 0 conceito
de limites e o conceito de infinito” (ROONEY, 2012, p. 150). Em um de seus livros,
Arquimedes descreve seu método se referindo ao procedimento para encontrar a “medida do

circulo”, muito mais tarde, no século XVII, ficou conhecido como “método de exaustao”.

® E importante destacar que ndo havia distingdo entre circulo e circunferéncia, ou seja, no caso ele esta se
referindo & &rea da regido interna delimitada pela circunferéncia.



30

Denominacdo ndo adequada ja que esse método tem como principio bésico o fato de néo ser
possivel exaurir o infinito, podemos nos aproximar 0 quanto quisermos, mas nhunca
chegaremos a ele (ROQUE, 2012).

Outro aspecto notavel no trabalho de Arquimedes foi encontrar o limite para a razao
entre o perimetro e o didmetro da circunferéncia. Posteriormente matematicos deram um valor
aproximado para essa razdo, mas somente seculos depois com os estudos de Leibniz houve a
necessidade de se olhar para essa raz&o, no caso 0 7, Como um nimero.

Do mesmo modo, que o comportamento do nimero m demorou a ser “aceito”, os
conceitos de infinitamente pequeno (ou grande) e o infinito foram ainda mais dificeis, como
dissemos no inicio do texto. Contudo, mesmo ndo conseguindo compreender totalmente esses
conceitos, eles ainda foram acompanhando o desenvolvimento matematico, sendo utilizados
em varias areas, particularmente importante na fisica.

Essas nogbes foram importantes no desenvolvimento dos conceitos de derivada e de
integral. Esses conceitos foram desenvolvidos independentemente por Newton e Leibniz por
volta de 1670, eles descobriram um método similar para resolver o problema: Como encontrar
a tangente a uma curva em um ponto especifico? A resposta a essa questdo resolveria, por
exemplo, situacGes em que era preciso encontrar a velocidade de um corpo em determinado
instante. Além disso, esses cientistas perceberam que a integral era o inverso da derivada, em
que se integrando o resultado da diferenciacdo chega-se a funcéo inicial.

Eles desenvolveram aspectos diferentes do calculo e também tinham ideias distintas
em como usa-lo. Newton trabalhou o célculo para somas infinitas de poténcias multiplas de X,
desenvolvendo métodos tanto para derivar, como integrar séries de poténcias. Enquanto
Leibniz se ocupou com as propriedades de sistemas que se alteram e no somatorio de
infinitesimais (ROONEY, 2012).

Nesse aspecto, Roque (2012) se reporta a um estudioso da obra Newton que fala que a
maior diferenca entre esses cientistas é com relacdo a énfase e expectativas que eles tinham

relacionadas ao calculo:

A orientagéo das pesquisas de Leibniz e Newton seguia direcdes diferentes. Para o
primeiro, os problemas de fundamento do célculo ndo deveriam interferir no
desenvolvimento dos algoritmos diferenciais. Ao passo que o segundo se esforgou
para expressar sua teoria em uma linguagem rigorosa, no caso, a da geometria
cléssica. Leibniz promoveu sua teoria e 0 uso dos infinitesimais como maneira de
descobrir novas verdades. J& Newton, para fazer com que sua teoria fosse aceita, se
preocupou em garantir uma continuidade histérica entre seus métodos e 0 dos
antigos. (GUICCIARDINI, 2003 apud ROQUE, 2012, p.365).
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Novamente, vemos as discussdes que os infinitesimais causavam, e a escolha de
Leibniz para lidar com esse problema, provavelmente deve ter causado diversas rejeigcdes a
suas justificaces.

De fato, encontramos o manifesto de 1734, do bispo Berkeley, por exemplo, no qual
ele fez uma critica aos métodos do célculo infinitesimal de Newton e de Leibniz cujo titulo ja
denotava o teor do seu texto: “O Analista: um discurso dirigido a um matematico infiel.” Era
um momento historico importante, em que a ciéncia avancava e colocava a igreja em uma
posicdo desconfortavel, onde os dogmas religiosos ja ndo explicavam mais os fendmenos.
Berkeley inicia o manifesto, argumentando que os matematicos se sentem “os grandes
senhores da razao” e, com isso, tomam decisdes de “assuntos sobre os quais eles ndo tém
qualquer direito de decidir. Essa € uma causa da infidelidade.” (BERKELEY, 2010, p. 634).

Vejamos um momento do seu texto se referindo as nog¢@es do célculo:

Ora, conceber uma quantidade infinitamente pequena, isto €, infinitamente menor
que qualquer quantidade sensivel ou imaginavel ou, ainda, a menor de todas as
magnitudes finitas, confesso que esta acima da minha capacidade. Mas conceber
uma parte de tal quantidade infinitamente pequena que fosse ainda infinitamente
menor que ela e que, consequentemente, embora multiplicada infinitamente, jamais
fosse igual a menor de todas as quantidades finitas, suspeito que seja uma
dificuldade infinita para qualqguer homem - algo que sera admitido por quem
declara honestamente o que pensa, contanto que realmente pense e reflita, e ndo
aceite nada com base na confianga. (BERKELEY, 2010, p. 639, grifo nosso).

Berkeley fez uma refutacdo bem argumentada de modo que a resposta precisaria
explicar o que, de certa forma, era o problema em questdo, afinal os grandes cientistas
daquela época gque usavam essas nogdes ndo conseguiam explicar, simplesmente sabiam que
funcionava. Somente mais de 100 anos ap6s o manifesto de Berkeley, suas objecdes foram
completamente respondidas, pelo l6gico Abraham Robinson (1918-74) e, assim, a nogdo de
infinitesimal foi considerada consistente e os infinitesimais poderiam ser considerados como
um tipo de nimero. (ROONEY, 2012).

Nesse meio tempo, tivemos varias contribui¢cbes para chegarmos a atual nocdo e
definicdo de limite. Cauchy, ao trabalhar na Ecole Polytechnique buscou escrever seu curso
de anélise para alunos de engenharia de modo mais rigoroso possivel. Ele publicou para esse
curso o livro Cours d’analyse (1821) em que na primeira parte fez um estudo sobre a Analyse
algébrique apresentando esse conceito, bem como outros envolvidos na sua construgdo. Ao
mesmo tempo, em que ele buscou fazer uma apresentacdo com rigor, se preocupou com as
criticas que poderiam surgir e fez mencéo a geometria, afinal, o novo ndo poderia desprezar o
que havia sido produzido até aquele momento pela geometria. Desse modo, na introdugédo do

seu livro, ao apresentar sua metodologia, Cauchy fez uma critica a generalidade da algebra
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dizendo que buscou tratar com “todo o rigor que se espera da geometria”, segundo Roque
(2012) isso seria uma tentativa de “[...] conciliar 0 método dos limites e o dos infinitamente
pequenos, praticados desde 1811 na Ecole Polytechnique.” (ROQUE, 2012, p. 413). Vejamos

a sua definicéo de limite:

Quando os valores sucessivamente atribuidos & mesma variavel se aproximam
indefinidamente de um valor fixo, de modo a acabar diferindo tdo pouco quanto
vocé quer, o Ultimo é chamado o limite de todos os outros. (CAUCHY, 1821 apud
LECORRE, 2016, p. 29, traducdo nossa).

Nessa definicdo ainda ndo aparecia os quantificadores, mas ja era o inicio do que ficou
conhecido como a “idade do rigor” no século XIX. Esse movimento iniciado por Cauchy
trouxe uma nova preocupacdo aos matematicos, eles deveriam usar somente as propriedades
definidas. Assim nocdes que eles utilizavam implicitamente deveriam ser explicitadas. “A
noc¢do de funcdo sera entdo definida antes das no¢Ges de continuidade, limite e derivada, a fim
de eliminar as incertezas ligadas a concepg¢ao sobre essas nogdes.” (ROQUE, 2012, p. 414).

Segundo Roque é importante contextualizar a nocdo de rigor, pois ela € histérica e ndo
podemos olhar para esse periodo como se 0s matematicos dessa época tivessem se reunido e
combinado de organizar o que faziam, ou que ja havia sido feito, “preocupados com um
suposto estado cadtico de sua disciplina” (2012, p. 406). Assim, a “idade do rigor” ¢ relativa
ao rigor como conhecemos até hoje, a autora enfatiza que os estudiosos do século XVIII ndo
viam problemas, como a falta de rigor ou desorganizacdo, em seus métodos. A necessidade de
um maior rigor veio da propria matematica, pois as crencas e técnicas utilizadas anteriormente
pelos matematicos ndo resolviam os problemas que estavam surgindo dentro da matematica.
Além disso, esse rigor ndo foi compreendido do mesmo modo entre os dois pesquisadores
mais importantes desse periodo, no caso Cauchy (1789-57) da Franca e também com
Weierstrass (1815-97) da Alemanha: “[...] a nog¢ao de rigor de Lagrange era diferente da de
Cauchy, que por sua vez, também seria criticada por Weierstrass, baseada em sua propria
concepgdo de aritmética.” (2012, p.407).

O grupo conhecido como “escola de Weierstrass™ teve inicio aproximadamente em
1860, apds o Seminario Matematico Internacional de Berlim. Weierstrass comegava seus
cursos e se interessou em estudar a teoria das funcgdes analiticas, fato que mais tarde fez com
gue ele rejeitasse a abordagem de Cauchy. O rigor da matematica em Berlim passa a ser
baseada nas nogdes aritmeticas e no final do século viria a se tornar predominante. O conceito
de nimero desvinculado da nocao de quantidade ou de qualquer realidade externa passa a ser

a preocupacdo dos matematicos. Momento oportuno para surgimento de outra definicéo
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envolvendo o conceito de limite. Weierstrass entdo define continuidade de uma fungéo com
rigor da concepcéo da aritmética dada em termos de épsilon e delta.

E oportuno destacar que ndo existe uma producéo de Weierstrass desses cursos, toda
producdo que séo relacionadas como suas formulacbes foram obtidas das notas das aulas de
seus alunos, como também de registros manuscritos de suas palestras. Desse modo, podemos
encontrar algumas pequenas variagdes conforme a fonte utilizada. Todavia, € consenso que
“A principal concep¢do do método &€ — O foi formada em suas palestras em Berlim.
(SINKEVICH, 2016, p.197, traducdo nossa), vejamos a definicdo de Weierstrass para uma

fungéo continua utilizando esses quantificadores:

f é continua em X, se, para todo real ¢ estritamente positivo, existir um § estritamente
positivo tal que, se x estiver a uma distancia de X, estritamente menor que 3, entdo o
valor da funcdo f em X estd a uma distancia estritamente menor que € do valor da
funcéo f em xo. (RACHIDI, 2018, curso p. 6).

Essa definicdo de Weierstrass utiliza épsilon e delta e as noc¢Ges de distancia, buscando
especificar a relagcdo que deve existir entre o intervalo dos valores que a fungdo assume, com
o intervalo do dominio onde os valores de x estdo ao se aproximar de um dado Xo. E uma
definicdo rigorosa do conceito por meio da linguagem natural que explicita alguns aspectos
envolvidos na compreensdo do conceito, na medida em que detalha como esses elementos
estdo sendo relacionados. E importante destacar que era um momento de mudancas e que na
matematica, padrdes de rigor sofreram alteragdes durante seu desenvolvimento, como também

na importancia dada ao rigor no seu desenvolvimento em determinadas épocas.

A preocupagdo dos matematicos em relacdo aos diferentes aspectos da atividade
matematica muda no decorrer do tempo. Assim, por exemplo, no século XVIII, a
atengdo no calculo diferencial e integral estava voltada & procura de novos
resultados e ndo no rigor, ou a busca de fundamentos para esse campo em
constitui¢do, pois havia a crenca de que, depois de certo acimulo de fatos isolados, a
razdo conseguiria fundamenta-los devidamente. No inicio do século XIX, devido a
uma conjuncao de fatores, entre 0s quais estdo os problemas surgidos com o ensino
do célculo, a preocupagdo dos matematicos incidiu sobre o rigor. (GRABINER,
1974 apud MIGUEL, BRITO, 1996, p.55).

Assim, surgem novas definicdes buscando atender essas novas demandas. A definicédo

dada por Weierstrass para continuidade, por exemplo, € reescrita simbolicamente com o uso

das inequagdes e com a nova notacdo de mddulos, como: Ve > 0,35 >0, |x — x| <
§=|f() - f(x)| <e. (RACHIDI, 2018, curso p. 6).
Atualmente encontramos praticamente essa mesma definicdo de continuidade de

funcbes nos livros didaticos. Guidorizzi (2013), por exemplo, inicia sua definicdo pelas

” Notas da disciplina do Prof. Mustapha Rachidi do Curso de Doutorado em Educacdo Matematica da UFMS,
ministrada no 2° semestre de 2018.
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inequacdes, faz uma observacdo relacionando as inequagGes com suas escritas na forma de
inequagdes com modulos e, em seguida, ele introduz a definicdo de continuidade inserindo

também os moédulos:

Definicdo: Sejam f uma funcdo e p um ponto de seu dominio. Definimos:
Para todo £>0 dado, existe >0 (5 dependendo de &)

f continua em p & tal que, para todo x em Dy,
pP—8<x<p+8=>f(p)—e<fx)<f(p)+e

Observacdo. Sabemos que
[x—pl<dep-6<x<p+§

e
lf) —fl<eef)—e<flx)<flp)+e
A definicdo anterior pode, entdo, ser reescrita, em notagdo de modulo, na seguinte
forma:

Para todo £>0 dado, existe 6>0 tal que, para todo x em Dy,

f continua em p ‘E’{ X =pl <8=1f00) —fP)l <e.
(GUIDORIZZI, 2013, p. 61-62).

Weierstrass também formulou uma definicdo do limite e da derivada com uso de
épsilon e delta e, como as defini¢des de continuidade foram reescritos na linguagem simbolica
como a conhecemos hoje. Essa definicdo pode ser encontrada atualmente nos livros didaticos
e no item (2.3) dessa secdo apresentaremos alguns exemplos dessa definicdo nos livros
didaticos.

O rigor foi importante na constituicdo da matematica como a conhecemos. Todavia, a
énfase dada somente a apresentacdo rigorosa de um conceito, como no caso do nosso objeto
de estudo o conceito de limite de funcGes, deixou de lado aspectos importantes da sua
constituicdo. Como as dificuldades em compreender: as no¢des de infinito e de infinitésimo,
se o limite seria “alcangado”, entre outras. Chegou-se a uma defini¢do concisa e formal como
desejo da comunidade matematica, em que se retiraram nocBes intuitivas e foram
acrescentados novos elementos, os quantificadores épsilon e delta. A definicdo de limite de
uma funcdo se torna precisa e clara com esses novos elementos e é apresentada de modo mais
conciso com a nova simbologia utilizando as inequacdes e os mddulos. Se, por um lado, a
comunidade matematica resolveu o seu problema com a falta de rigor de um conceito
considerado fundamental no campo da analise, por outro lado trouxe um problema a ser
enfrentado pelo ensino na apresentagéo desse conceito.

Uma das solugdes para esse impasse, que se mantém até nossos dias, foi fazer a
introducdo do conceito de limite de funcdes iniciando com nocgdes intuitivas, que explicitam o
que acontece, por exemplo, com os valores de uma funcdo quando tomamos valores proximos
de um ponto. Para, em seguida, trabalhar com a definicao por épsilon e delta. Todavia, isso se

mostrou insuficiente e, esse, ainda € um problema que diversos pesquisadores tém se
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debrugado. Alguns estudos apontam que os alunos tém dificuldades, tanto na compreensao de
aspectos envolvidos na nog¢do intuitiva do conceito de limite, como também da definicéo
formal, além do fato de que eles ndo vém relacdo entre essas duas nocdes, ou mesmo
percebem que elas tratam do mesmo conceito. O que nos leva ao nosso proximo topico em
que buscamos responder a questdo: Quais elementos vém sendo mais destacados pelas
pesquisas como mais problematico para aprendizagem do conceito de limite de fungdes?

2.2 O que dizem as pesquisas

Deparamo-nos com um vasto resultado de pesquisas sobre nosso objeto de estudo para
responder essa nossa questdo. O que por um lado foi extremamente rico para nossa
investigacdo, pois nos forneceu muitos elementos que colaboraram durante todo nosso
percurso investigativo. Por outro lado, tivemos uma quantidade enorme de pesquisas para nos
debrucarmos, com isso, a selecdo de autores para apresentarmos neste texto sempre nos
parecera injusta, mas se fez necessaria.

Assim, escolhemos apresentar os dados das pesquisas pelos temas que fomentaram
tanto nossas escolhas metodoldgicas, como também tedrica. Como nosso estudo buscou
compreender processos mobilizados pelos estudantes na introducdo do conceito de limite de
funcBes, iniciamos com as pesquisas que investigaram dificuldades encontradas referentes a
aprendizagem do conceito de limite de funcdes.

Uma discussdo que aparece em quase todas as pesquisas, principalmente as que
encontramos no Brasil, diz respeito a falta de conceitos da educacdo béasica para construcdo do
conceito de limite. Se questionarmos qualquer professor da disciplina em que esse conceito é
apresentado, provavelmente todos dirdo algo semelhante ao que os professores pesquisados
por Reis disseram: “[...] que a formacdo inadequada dos alunos é a principal causa dos
problemas no processo ensino aprendizagem [...]”. (REIS, 2001, p. 21).

Vemos que esses estudos repercutem no ensino ao encontrarmos em diversas
universidades a insercdo de disciplinas que buscam minimizar esses problemas, denominadas
de Pre-Calculo, Introducdo ao Calculo, entre outras. Essas disciplinas sdo trabalhadas
geralmente no primeiro semestre dos cursos visando preparar os alunos para a disciplina de
Caélculo I que vira apo6s. Nelas sdo retomados diversos conceitos do ensino fundamental e
médio. Apresentamos como exemplo a ementa do Curso de Matematica — Licenciatura no
qual trabalhamos, primeiramente, a de 2014 que estava em vigor quando iniciamos nossa

pesquisa e também a ementa com a alteracdo realizada em 2018:
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INTRODUCAO AO CALCULO: Nuameros Reais. Fungdes Elementares.
Proporcionalidade e Fungbes Afins. Funcdes quadraticas. Fungdes Exponenciais e
Logaritmicas. Trigonometria e FuncGes Trigonométricas. (UFMS, 2014, p. 13).
INTRODUCAO AO CALCULO: Conjuntos Numéricos. FuncBes. Funcdes
Polinomiais de Graus 1 e 2, e Modular. Potenciacdo e Radiciacdo. Funcdo
Exponencial. Logaritmos e Fun¢do Logaritmica. FuncGes Trigonométricas. (UFMS,
2018, p. 17).

Nessa alteragéo a disciplina que tinha 102 horas diminuiu para 68 horas, e foi retirado
0 estudo de proporcionalidade, mas foi acrescentada potenciacdo e radiciacdo. Além disso, a
bibliografia basica foi toda alterada. Antes os livros didaticos eram de calculo e na nova
ementa passaram a ser indicados os da colecdo Fundamentos de Matematica Elementar,
volumes 1, 2 e 3% Essas alteracBes visam atender essas demandam evidenciadas tanto pelas
pesquisas, como pelas préaticas dos professores que precisam lidar com essas dificuldades dos
alunos ao longo dos anos.

Além da criacdo dessas disciplinas, encontramos também proposta de monitorias,
oficinas e projetos, sendo que algumas delas foram introduzidas por falta de efetividade
dessas disciplinas (NASSER, 2004). Essas propostas, em geral, sdo trabalhadas com os alunos
concomitantes a disciplina de Calculo 1, visando atender, tanto essas dificuldades de
matematica basica, como também problemas relacionados a compreensdo dos conceitos da
disciplina de Célculo | (CAVASSOTO, 2010). Todavia sdo tentativas de sanar dificuldades de
conceitos de matematica basica que estdo sendo mobilizados na construcdo de um novo
conceito, em um contexto muito diferente do que aluno vivenciou. O que traz novos
elementos a se considerar quando se decide retomar esses conceitos que os alunos estdo tendo
dificuldade. Por exemplo, alguns estudos apontam que os alunos tém dificuldades na
manipulacdo de expressdes algébricas, com a fatoracdo, em operar com equacdes e
inequacoes.

Essas dificuldades séo identificadas na manipulacdo das expressdes algébricas que
aparecem nas atividades, e que definem a fungdo que se investiga o limite. Por exemplo, ao

tentar resolver um limite, o estudante utiliza propriedades que nédo sdo validas, como no caso

, . . “+3 »
em que é preciso encontrar o lim,, _,+ 9;_1 , ““O aluno “cancela” o x* do numerador com o0 x do

denominador, obtendo a expressdo - (x — 3) e substituindo, entdo, o valor de x.” (CURY e
CASSOL, 2004, p.5). Esse problema é comum e aparece em outros estudos (ALVARENGA e

® lezzi, Gelson; Murakami, Carlos. Fundamentos de Matematica Elementar, vol. 1: Conjuntos, Funcdes. Ed.
S&o Paulo, SP: Atual, 2004. lezzi, Gelson; Dolce, Osvaldo; Murakami, Carlos. Fundamentos de Matematica
Elementar, vol.2: Logaritmos. Ed. S8o Paulo, SP: Atual, 2011. lezzi, Gelson. Fundamentos de Matemética
Elementar, vol.3: Trigonometria. Ed. S&o Paulo, SP: Atual, 2013.
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SAMPAIO, 2016; VOGADO, 2014), encontramos erros também no uso da fatoracdo de

expressdes algébricas e na multiplicacdo e reducéo dessas expressoes, tais como:

F (x+c)? > x*+2c
T (x+c)* > xt+c?

® a(x—b) > ax—>b

@;x—a_)x
a
c x d
<=-ot<=
x d a c

F x2 4+ x4+ 2> x%+2x - 3x°

&= 2

Esses erros sdo importantes, pois aparece no momento em que o estudante inicia sua
resolugdo buscando encontrar um limite. N&o esta relacionado & compreensdo do conceito de
limite, mas compromete essa compreensdo no momento em que ndo permite o aluno seguir
com um procedimento, no caso algébrico, para encontrar o resultado de um limite e, assim,
poder analisar, e compreender, o0 que o resultado encontrado significa no contexto do conceito
de limite de uma funcdo.

A funcdo é outro conceito evidenciado como problematico para os alunos, as
pesquisas apontam dificuldades, tanto na compreensdo do conceito, como também em lidar
com suas diversas representacdes (ALVARENGA, SAMPAIO, 2016; CURY, CASSOL,
2004; JUNQUEIRA, CAMPOS, 2016; NASSER, SOUZA, TORRACA, 2016; SEGADAS-
VIANNA, 2016). A representacdo grafica € um dos aspectos destacado como de dificil
compreensdo para os alunos, tanto dos elementos envolvidos na sua construcdo no plano
cartesiano, como também quando precisam relacionar a representacdo grafica com a
expressdo algébrica. Até porque para alguns alunos o conceito de funcéo estéa vinculado a uma
de suas representacfes. Encontramos situacdes em que ao serem questionados sobre o que
seja uma funcdo, muitos apresentam sua expressdo algebrica, ou sua representacdo grafica. No
caso da representacdo algébrica, alguns a relacionam a uma férmula, assim, casos como de
uma funcdo constante ou de uma funcdo definida por vérias sentencas, ndo seriam
considerados como fungbes. Nesse Ultimo caso de funcdo, também encontramos erros na
construcdo da sua representagdo grafica, como, por exemplo, “A crenca de que o grafico de
uma funcéo € obtido marcando alguns pontos no plano cartesiano e unindo-0s por segmentos
de reta.” (NASSER, SOUZA, TORRACA, 2016, p. 187). Esse problema compromete tanto
esses casos de funcBes definida por varias sentencas, como também casos envolvendo as
fungdes racionais. No ensino médio, a construcdo da representacdo grafica das funcdes,

geralmente é trabalhada assim, sabe-se a “forma” da representagdo grafica conforme a
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expressao analitica, por exemplo, se for f(x) = ax + b,com a # 0, se trata de uma reta,
entdo basta encontrar dois pontos e fazer sua ligagcdo obtendo sua representagcdo no plano
cartesiano. E proposta uma abordagem similar para outras funcdes, em que o estudo
geralmente é sobre crescimento, decrescimento, pontos criticos, zeros da funcdo, dominio e
imagem. Os alunos acabam memorizando representacdes graficas de algumas funcGes, mas
ndo conseguem relacionar a representacdo encontrada com os elementos dados pela expresséo
algébrica.

De fato, Cornu (1983) em seu estudo encontrou estudantes do ensino médio que néao

sabiam relacionar a representacdo grafica com a algébrica de uma funcdo. Quando
. . ~ 1 ~
questionados sobre o que acontecia com a funcdo f(x) = " dada por sua representacao

algébrica e grafica, eles ndo sabiam onde “olhar” para o x na representacdo grafica para

responder o que estava acontecendo com os valores da funcéo. Segundo Sagada-Vianna:

Gréficos sdo utilizados mais como ilustragbes dos conceitos do que como
ferramentas nas resolugdes de questdes. As ferramentas que os alunos utilizam séo
predominantemente algoritmicas, algumas refletindo o fato de memorizarem
procedimentos que funcionam em casos particulares, mas ndo aplicadas em geral.
(SEGADAS-VIANNA, 2016, p. 120).

Outro ponto importante, com relagdo ao estudo das fungdes, € o conjunto em que elas
estdo definidas. As que particularmente nos interessa, em relacdo ao nosso objeto de pesquisa,
sdo as funcbes definidas no conjunto dos nimeros reais. Pesquisadores apontam que os alunos
tém dificuldades tanto nas representacdes desses numeros (nas formas numeéricas e
geomeétricas), em manipular e operar com eles. Como também, em aplicar propriedades e com
continuidade de funcGes numéricas. (ARTIGUE, 1995; CORNU, 1983; GRANDE, PIRES,
2016). Um aspecto relevante para nosso estudo diz respeito a compreensdo dos nimeros reais,

Cornu (1983) em sua pesquisa identificou que:

Uma primeira dificuldade é dar sentido & escrita 0,999 ...: ela representa bem um
namero? Parece que, muitas vezes, 0,999 ... representa o “Ultimo numero antes de
1”. Um estudante do primeiro ano da universidade disse que 0,999 ... é 0 maximo do
intervalo [0, 1[, enquanto que o intervalo [0,1] tem por maximo o 1. As vezes,
0,999 ..., representa um numero da forma 0,99 ... 9, isto é com um numero finito de
9: “ Mais ha 9, mais 0,99 ... proximo de 1”. Este tipo de dificuldade persiste por
muito tempo, e é encontrado em estudantes de todos os niveis. Deve-se notar que a
demonstracdo matematica da igualdade 0,999 ... = 1, nem sempre impede a certeza
de que esses nimeros sdo diferentes: “1 é maior, mais podemos mostrar que eles séo
iguais”. (CORNU, 1983, p.88-89, traducéo nossa).

Artigue (1995) também argumenta sobre esses problemas, tanto com relagdo aos
nameros reais como também com as funcOes, e acrescenta um ponto que consideramos de
extrema importancia para esse debate. Segundo a autora, é preciso saber que o aluno ndo tem

construido os conceitos de funcdo e de nimeros reais quando é apresentado ao conceito de



39

limite de funcGes, como pensam alguns professores, mas que esses conceitos ainda estdo em
processo de construgdo. E, serd justamente, ao trabalhar com o conceito de limite, que fara
com que o aluno precise lidar com situa¢Ges nunca antes vivenciadas envolvendo aspectos do
conceito de func¢do e de numeros reais. E 0 momento que “vai se tornar exatamente um dos
motores de sua conceituagdo.” (ARTIGUE, 1995, p. 108, traducdo nossa). Desconstruindo a
ideia de que o aluno tem esses conceitos “prontos” para serem mobilizados na introducdo do
conceito de limite.

Com relacdo ao conceito de limite, encontramos estudos indicando que os alunos tém

dificuldades em vérios elementos que fazem parte da construgdo desse conceito, como:

99 ¢¢

v' Em compreender expressfes como: “tende a”, “tdo proéximo quanto se queira”,

b 1Y b 1Y

“tem por limite”, “suficientemente grande”, “suficientemente pequeno’;

v' Em trabalhar com a definicdo formal por meio dos quantificadores épsilon e
delta;

v" Em relacionar a definicdo intuitiva com a sua definicdo formal;
v Compreender a nogdo de infinito.

Alguns pesquisadores consideram que algumas dessas dificuldades, que fazem parte
da construcdo desse conceito sdo de natureza epistemologica. Podemos nos reportar a ideia de
obstaculos epistemolégicos® para discussdo dessas dificuldades. Essa nocdo foi introduzida
por Bachelard (1938) e Brousseau (2008) levou para a educacdo matematica.

Nesse aspecto, Cornu (1983) € um autor que contribuiu com essa discussdo sobre
obstaculos relacionados a aprendizagem de limite, em sua tese ele elencou quatro principais
obstaculos. O primeiro esta pautado sobre “aspectos metafisicos da no¢do de limite”, em que
0 autor pondera que o conceito de limite e a nocéo de infinito surgiram como sendo mais dos
campos da metafisica e da filosofia, por esse motivo alguns matematicos tinham resisténcia a
essas nocdes. E com a introducdo do conceito de limite os alunos precisam lidar com novas
situacGes que ndo sdo mais resolvidas como anteriormente, com uma simples manipulacao
algébrica e o uso de suas propriedades, pois sdo acrescentados “novos” elementos. Um que é
particularmente problematico para os alunos € o de infinito. Nesse sentido Caraca ja nos
avisava que: “Estamos a porta do dominio do infinito; preparemo-nos para o salto no
desconhecido.” (2003, p.11). De fato, os estudantes ndo o compreendem e tém dificuldades

em acreditar, Cornu exemplifica trazendo algumas falas dos alunos diante de tais situacoes:

% Obstéculo epistemolégico, como proposto por Brousseau (2008), trata-se de uma ideia ou concepcéo arraigada,
tanto na formagdo quanto no desenvolvimento de um conceito, ou seja, um conhecimento anterior bem sucedido
em situacBes de um dominio particular, mas que teria que ser abandonado por ndo ser valido num contexto mais
amplo.
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“Nao € rigoroso... mas funciona”

“Néo existe... é abstrato”

“O método esta certo se estamos satisfeitos com um valor aproximado”.
(CORNU, 1985, p.151, traducdo nossa).

Segundo Cornu (2002), aspectos mais complexos da nocdo de infinito s6 sao
vivenciadas pelos alunos na introdugéo do conceito de limite. Desse modo, nossos estudantes
precisaram compreender a0 mesmo tempo, tanto um novo conceito que estd sendo
introduzido, como também nuances de um conceito que ele ainda estd em processo de
compreensdo. Se pensarmos particularmente no nosso curso, isso se torna ainda mais
preocupante, pois eles serdo professores de matematica, Rezende evidencia esse problema ao

nos trazer que:

O infinito € um elemento estranho para o nosso aluno do ensino médio e, por
conseguinte, para o nosso aluno de Célculo. Mas continua estranho para o estudante,
mesmo ap6s um curso de Anélise. Alguns desses estudantes agora sdo professores
de matemdtica, lecionam nos ensino médio e fundamental, e o conceito de infinito
continua estranho para a maioria deles. Com isso, reproduzem o ciclo que eles
proprios vivenciaram. (REZENDE, 2003, p. 320).

Sierpinska (1985) também investigou sobre obstaculos epistemoldgicos e considera
que o infinito é um dos obstaculos mais problematicos para a compreensdo do conceito de
limite, ela o denomina de “horror ao infinito”. Destacando a dificuldade em compreender e
justificar matematicamente esse conceito ao longo do seu desenvolvimento.

O segundo obstaculo estd relacionado as nocdes de “infinitamente pequeno” ou
“infinitamente grande”. Cornu destaca, com relagdo a primeira nog¢dao, uma questdo que
preocupou muitos matematicos: “Ha quantidades ainda ndo nulas, mas que ndo sdo mais
“atribuiveis”, quantidades “evanescentes”; o que esta acontecendo no momento quando uma
quantidade desaparece?” (1983, p. 59, tradugdo nossa).

Questdo como essa, evidencia a complexidade dessas nogdes no desenvolvimento do
conceito de limite, e ndo podemos ignorar esse fato ao pensarmos no caminho cognitivo que o
aluno precisara trilhar para a compreensdo desse conceito. Cornu nos apresenta alguns

exemplos de falas dos estudantes para ilustrar problemas na compreensdo dessas nocoes:

“...0 mais perto possivel”

“Chegando o mais proximo possivel do zero absoluto”

“Quando A e M tocam, mas nao serdo confundidos”

“As encostas sdo, em certo momento, muito pouco diferentes, mas ndo iguais.”
“O maior nimero é 0,999... : este € o Gltimo nimero antes de 1”.

(CORNU, 1985, p.152, tradugdo nossa).

O terceiro obstaculo esta relacionado ao fato de “Um limite ser alcancado?”’. Muitas
expressdes usadas na introducdo do conceito de limite sdo conhecidas dos alunos, e elas

trazem significados que podem interferir na construgdo do conceito que sera apresentado.
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Sabemos que a aprendizagem € um processo em que o estudante vai se adaptando as novas
situagdes, utilizando, e/ou modificando, o conhecimento que ele tinha ao que é novo; isto &,
ele sempre tem conhecimentos prévios que serdo mobilizados diante de uma situacdo em que
precisard resolver (VERGNAUD, 2015). Diante disso, podemos encontrar problemas na
introducdo da nocdo de limite com 0 uso das expressdes “tende a” e “o limite”, pois elas
podem ter significados variados para os estudantes quando utilizadas nesse novo contexto,

vejamos alguns exemplos apresentados por Cornu (2002):

“Tende a”:

Se aproximar (eventualmente ficar longe dele)

Se aproximar... sem alcanca-lo

Se aproximar... apenas alcancando

Assemelhar-se (sem qualquer variagdo, como “este azul tende a violeta”).
“O limite™[...] Na maioria das vezes como um “limite intransponivel”, mas também
pode ser:

Um limite intransponivel que é alcancavel,

Um limite intransponivel que é impossivel alcangar,

Um ponto que se aproxima, sem alcanca-lo,

Um ponto que se aproxima e atinge,

[]

O que vem imediatamente apds o que pode ser alcancado,
Uma restri¢cdo, uma proibigdo, uma regra,

O fim, o acabamento,

(CORNU, 2002, pp.154-155, tradugdo nossa).

Ao diferenciar essas noges Cornu (1983) apresenta que para muitos alunos a nogao
de “limite” estaria associada a algo preciso, enquanto que “tende a” estaria relacionada a algo
mais vago. Enfatiza que podem ocorrer variacdes desses significados no mesmo individuo,
em situacOes diferentes por muito tempo. Simplesmente pelo fato de que essas variacOes de
significados, mesmo sendo conflitantes vdo sendo ampliadas, e/ou modificadas, com a
formalizagdo do conceito de limite. Todas essas nogdes vao se constituir no “conceito
imagem” do sujeito. Cornu (2002) faz referéncia a nogao de conceito imagemlo com base nas
ideias de Tall e Vinner (1981) para dizer que essas no¢des podem conviver mesmo sendo
conflitantes e o aluno ird utilizar cada uma delas conforme a situacdo, sem se dar conta de que
h& um problema. Somente se 0 ensino propuser atividades em que elas possam trazer algum
problema ao aluno ele podera refletir sobre essas contradicdes, caso contrario, elas poderao
conviver por muito tempo.

A transposi¢do numérica das grandezas € o quarto obstaculo apresentado por Cornu
(1983), em que a dificuldade esta relacionada a abstracdo necessaria para passar do contexto

geométrico e cinematico para 0 humérico.

19 Na secdo 3.1 discutimos a nogdo de conceito imagem e conceito definicdo de Tall e Vinner (1981).
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Outro ponto destacado por Cornu é com relagdo a nocdo de limite e sua defini¢do. E o
primeiro contato do estudante com o conceito de limite, momento em que surgem expressoes
como “tende a” ou “se aproxima de”, sendo em seguida trabalhada a definigdo. O autor
diferencia essas duas apresentacfes, sendo a primeira como dindmica e a segunda como

estatica, em que essa Ultima ndo retoma essas expressdes trabalhadas na nogdo dindmica:

A defini¢do transformou uma nogéo extremamente complexa em que Se mistura o
infinito, a ideia de aproximacao, a ideia de se aproximar de algo, sem alcanga-lo ou
alcancando, em um objeto de natureza diferente, onde se misturam quantificadores e
desigualdades. (CORNU, 1983, p. 23, traducdo nossa).

Para Cornu (1983) existe uma “lacuna” entre essa no¢do de limite dinamica, como
conceito, e a sua definicdo em termos de épsilon e delta. Esse problema surge tanto na
compreensdo de cada uma delas, como também para entender que se tratam do mesmo
conceito. Podemos encontrar alunos que compreendem a definicdo e sabem lidar com as
situacBes que aparecem no ensino com a definicdo, mas que ndo compreendem o conceito de
limite. Como também, alunos que conseguem resolver vérias situacfes, pois sabem lidar com
as ideias de limite, mas que ndo compreendem a definicdo. O autor enfatizava que é
apresentada a definicdo de limite por épsilon e delta, e espera-se que 0s estudantes apds verem
alguns exemplos a compreendam, ndo levando em conta que o aluno, na maioria das vezes,
ndo precisara dessa defini¢do para lidar com as situacGes para encontrar o limite.

De fato, Fernandes (2015) ao fazer um estudo sobre o conceito de limite de funcdes e
listar algumas técnicas para encontrar o limite ndo incluiu como uma técnica a definicdo de
limite, sua justificativa seria que ¢ uma técnica: “[...] de pequenissimo alcance por ndo se
aplicar a uma variedade de funcdes, razdo pela qual ndo € explorada.” (2015, p.146). A
defini¢do para esse autor estaria relacionada ao bloco tedrico, no caso seria a matematica que
validaria o resultado encontrado. Entretanto, ela ndo justifica, em geral, as técnicas
mobilizadas nas resoluc@es, que geralmente vém de propriedades de manipulacdes algébricas
e de funcdes. Uma questdo decorrente disso é: como o aluno podera fazer para lidar com essa
“lacuna” entre essas duas formas de apresentagdo do conceito de limite? Provavelmente
buscard compreender o conceito de limite com as nog6es que ele esta lidando o tempo todo,
podendo até esquecer a definicdo de limite. Entretanto, a definicdo de limite formal por
épsilon e delta é apresentada ja no inicio do estudo desse conceito, na disciplina em que
fazemos nossa investigacdo sem que seja utilizada nas atividades geralmente trabalhadas
pelos alunos. Assim, ndo podemos ignorar que as situacdes propostas para essa apresentacao
poderéo possivelmente influenciar as escolhas que os alunos fazem no processo de construcéo

desse conceito. Segundo Artigue:
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Por um lado, essa formalizagdo funciona como um todo indivisivel, enquanto o
estudante tende a considera-los como dois processos distintos: um que se realiza
sobre a varidvel e outro sobre os valores da funcdo. A implicacdo necessaria opera,
em um sentido que ndo é nada natural: para expressar que o limite da fungéo fé 1
quando x tende ao infinito, por exemplo, ndo se escreve que para um X muito grande,
f(x) se aproxima de 1. Pelo contrario, se estabelece a veracidade de 1 que se trata de
garantir que, se x é suficientemente grande, f(x) estara em uma vizinhanca. Essa
imbricacdo, pouco natural, induz a que em todas as definicdes padrdo haja uma
alternancia de quantificadores que, de antemdo se sabe, serdo mal trabalhados nesse
nivel de ensino. (ARTIGUE, 1995, p. 114, traducéo nossa).

Todos esses problemas indicados nessas pesquisas fomentaram outros estudos com
propostas de investigagOes que trouxessem mais elementos para se trabalhar com essas
dificuldades. Relacionado ao ultimo tema a apresentacdo do conceito de limite, encontramos
pesquisas que apontam para a necessidade de se trabalhar situacdes que favorecam uma
aproximagéo entre a nogdo intuitiva de limite com a sua definigdo formal. Zuchi (2005) em
sua pesquisa trabalhou com atividades buscando fazer essa aproximacao, ela propds situacao
problema em que os alunos deveriam lidar com elementos da imagem da funcdo buscando
relacionar com variacdo de valores de x. Em seguida, eles trabalhavam com o mesmo
problema, mas envolvendo os quantificadores épsilon e delta, para ao final, apresentar a
definicdo de limite de uma funcéo por épsilon e delta. Observamos em suas analises que 0s
alunos tiveram muitas ddvidas quando precisaram lidar com esses quantificadores, dos 34 que
participavam 10 deixaram em branco, 14 tentaram explicar a relacdo entre o épsilon e o delta
mobilizando equacdes, a representacdo grafica da fungdo, mas ndo conseguiram encontrar a
relacdo; e 10 alunos conseguiram encontrar uma relacdo genérica entre o épsilon e o delta.
Alguns alunos conseguiam explicar o que estava acontecendo com a situacdo, observando a
representacdo grafica, mas ndo encontraram um modo de representar algebricamente o épsilon
relacionado ao delta.

Esses alunos tiveram dificuldades também em relacionar a variagdo da imagem para o
dominio, esse problema foi destacado por Cornu (1983) e por Artigue (1995). Segundo Cornu
(1983), a definicdo de limite investigando o que acontece com os valores da funcdo quando x
se aproxima de um namero envolve expressdes como “tende a” ou “se aproxima de”, sido
aspectos dinamicos, em que o aluno investiga elementos do dominio para encontrar os valores
da imagem que se aproximam do valor que sera o limite. Enquanto que a defini¢do formal por
épsilon e delta € estatica e faz 0 caminho inverso da dindmica, pois o aluno precisa trabalhar
com elementos da imagem buscando uma relagéo entre eles e os valores do dominio.

Esse ponto é importante e envolve as dificuldades ja citadas no estudo com as fungdes,

em que vimos que sera na introducdo do conceito de limite de funcgdes que surgirdo situacoes
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que vdo ampliar a sua conceitualizacdo. Sabemos que esse caminho inverso citado pelos
pesquisadores ndo vem sendo trabalhado no ensino das fungdes e que é preciso considerar
esse fato como um complicador a mais na compreensdo da definicdo de limite de funcao
estatica, bem como na relacdo entre ela e a definicdo dinamica.

Essas pesquisas trazem a tona discussdes sobre a necessidade de se fazer a introducéo
do conceito de limite de funges ja no ensino médio. No Brasil, esse conceito ja fez parte do
ensino médio, sendo que em 1961 ele saiu do programa (CARVALHO, 1996). Algumas
dessas propostas sdo para fazer uma abordagem somente intuitiva, outras trazem sugestdes
para se trabalhar com o conceito de limite no estudo das sequéncias (SILVA, 2011).

Encontramos, também, sugestdes para se fazer a introducdo do conceito de limite por
meio do estudo das derivadas. Artigue (1995) comenta uma proposta semelhante a essa ideia
de se trabalhar com aproximac@es do conceito, mas sem apresentar explicitamente o conceito

de limite, ela exemplifica que o trabalho deve:

[...] permitir ao aluno associar a derivabilidade de uma fun¢éo em um ponto com a
imagem de uma funcdo cuja representacdo grafica, por aproximagdes sucessivas,
termina por confundir-se com uma reta, a nocao de tangente globalmente assimilada
com a “tangente pratica reta que passa por dois pontos muito proximos da curva
representativa. Assim, o conceito de limite permaneceu implicito. (ARTIGUE, 1995,
p. 119, traducéo nossa).

Essa abordagem vem sendo utilizada no ensino francés, em que o estudo da derivada é
realizado no segundo ano do ensino meédio (Premiére) e o conceito de limite é trabalhado no
ano seguinte (Terminale), iniciando pelo estudo de limite das sequéncias e em seguida o
limite de funcGes. Como dissemos, no Brasil, o conceito de limite de funcbes também ja
esteve presente no ensino médio e sua retirada desse nivel de ensino gerou, e ainda gera
muitas discussdes (LIMA, 2001). Com certa razdo, pois o0s alunos chegam as universidades e
ja precisam lidar rapidamente com a nocdo e a definicdo de limite de funcbes, sem tempo de
refletir sobre o que esta sendo ensinado. Entretanto, sabemos que mesmo que estivéssemos
com a apresentacdo da nocdo de limite de funcdes no ensino médio ainda assim teriamos
problemas.

Na Franca, por exemplo, vimos que a introdugdo desse conceito é realizada no ensino
médio, com abordagem sugerida por alguns dos estudos que citamos. Apesar disso,
encontramos diversos estudos evidenciando que eles também estdo tendo problemas na
aprendizagem do conceito de limite de fungGes. A aprendizagem de um conceito € um
processo longo, de enfrentamento de situagdes que vao sendo assimiladas no decorrer dos

anos de estudos. As dificuldades relacionadas a constru¢do do conceito de limite envolvem
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diversos fatores que precisam ser considerados se estamos interessados na sua aprendizagem.

De fato, encontramos na fala de Lecorre que:

A nocdo de limite é, na verdade, conhecida pela dificuldade que gera nos estudantes
em todos os niveis em que é ensinada, no ensino médio, como no inicio da
universidade, e isso na Franga, como em muitos outros paises. A literatura
extremamente rica sobre esse conceito identifica e analisa as muitas dificuldades
associadas a ele. (LECORRE, 2016, p. 423, traducdo nossa).

Além disso, orientam sobre o uso de sequéncias didaticas buscando trabalhar com
essas dificuldades, com estudantes dos diversos niveis de escolarizagdo (LECORRE, 2016;
SILVA, 2011; ZUCHI, 2005). Bem como utilizando tecnologias para se trabalhar com
aspectos dindmicos do conceito de limite de funcdes (ZUCHI, 2005), ou mesmo com
atividades de manipulacdo que favorecam o aluno conjecturar sobre o que esta acontecendo
com a funcdo. Encontramos também indicagdes para se iniciar a apresentacdo do conceito de
limite pelo estudo dos infinitésimos, como dissemos pelas derivadas, e também pela discusséo
de problemas motivadores para se introduzir o conceito (STEWART, 2003; TREVISAN e
MENDES, 2017).

Como haviamos dito, temos uma vasta bibliografia para embasar nosso estudo e nessa
secdo falamos brevemente de alguns dele, mas buscamos nos concentrar nos autores que mais
contribuiram no delineamento de nossa investigacdo. No caso, foram pesquisas que
discutiram a importancia em se planejar momentos de discussdes durante as atividades para se
trabalhar com os alunos as dificuldades. Como, por exemplo, no caso dos conceitos da
matematica basica, como as manipulacGes algébricas. Esses conceitos aparecem nas situacdes
de limite de funcdo e, apesar de ndo fazerem parte da construcdo desse conceito, essas
dificuldades podem fazer com que os alunos ndo avancem no decorrer das atividades.

Com relacdo ainda aos conceitos vistos na educacdo basica, temos 0s que sdo
envolvidos na construcdo do conceito de limite e que ainda estdo em processo de
conceitualizacdo, como o de funcdo e numeros reais. Sdo pontos que consideramos
importantes, bem como, a necessidade de utilizar as diversas formas de representacdes desses
conceitos, tanto nos enunciados das situagdes, como na maneira com a qual os alunos
resolvem as atividades. Vimos que cada representacdo, a0 mesmo tempo em que pode trazer
dificuldades, ela também permite a compreensdo de outros aspectos do conceito que esta
sendo apresentado, ou mesmo que ainda esta em processo de conceitualizacao.

Essa variedade de representacdo de um conceito também é pertinente para lidar com as
dificuldades relacionadas ao conceito de limite de fungdes. Identificamos varias expressoes,

algumas que sédo utilizadas no cotidiano, que acabam comprometendo a compreensdo desse
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conceito. Além do fato de que muitos desses conceitos envolvidos na construcdo do conceito
de limite de funcbes foram problematicos ao longo do seu desenvolvimento, sendo inclusive
considerados obstaculos epistemoldgicos pelos pesquisadores.

Todos esses pontos foram importantes na elaboracdo dos nossos instrumentos de
pesquisa, no decorrer das proximas secOes, sempre que Nnecessario, iremos nos reportar
novamente a eles e, assim, teceremos mais considerag0es sobre essas pesquisas € em como
elas contribuiram na tessitura desta tese. Em seguida, apresentamos o ultimo topico desta
secdo, em que buscando responder a questdo apresentada inicialmente: O que sdo nocao

intuitiva de limite e definicao formal de limite?

2.3 Apresentacdo da nocdo intuitiva e da definicdo formal

Na apresentacdo do conceito de limite de fungBes encontramos usualmente as
expressdes: nocdes intuitivas e definicdo formal. Nesse pequeno percurso que fizemos no
desenvolvimento desse conceito, vimos que a sua construcdo envolveu diversos conceitos e
nogdes que por muito tempo ndo haviam sido definidas formalmente, como a conhecemos.
Entretanto, os matematicos a utilizavam e compreendiam seu “funcionamento” mesmo nao
compreendendo, ou explicitando, totalmente os elementos que estavam lidando, aqui nos
referimos principalmente ao conceito de infinito, ao infinitamente pequeno e infinitamente
grande.

Encontramos certo consenso em relacdo a ordem de apresentacdo do conceito de limite
de funcdo, em que, primeiramente, € trabalhada a nogdo intuitiva até se chegar a definicéo
formal, que € o objetivo de aprendizagem desse conceito. Para assim, utilizar essas ideias
formais para provar propriedades e 0s outros conceitos relacionados. VVejamos como os livros

didaticos trabalham essa ideia de nog¢do intuitiva do limite:

Defini¢do: Escrevemos

lim f(x) =L
E dizemos “o limite de f(x), quando x tende a a, é igual a L” se pudermos tornar os
valores de f(x) arbitrariamente préximos de L (t&o préximos de L quanto quisermos),
tornando x suficientemente préximo de a, mas ndo igual a a.
(STEWART, 2003, p. 91).

Uma definicdo informal do conceito de limite:
Se f(x) se torna arbitrariamente proxima de um Unico nimero L a medida que x se
aproxima de c pela direita e pela esquerda, diz-se que o limite de f(x) quanto x tende
acéL, e nesse caso escreve-se

limf(x) =1L

X—C

(LARSON et al, 1998, p. 58).
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O primeiro autor faz referéncia a apresentacdo como uma defini¢cdo, mas em seguida
argumenta que sera apresentada uma definicdo mais precisa posteriormente. Enquanto o outro
autor procura apresentar inicialmente ja especificando que é uma definicdo informal do
conceito. Nesse livro Larson (1998) faz o estudo de todos os casos de limites, juntamente com
as suas propriedades e aplicacdes e, somente no final do capitulo ele retoma essa definicéo
informal e apresenta o que ele chama de: “[...] defini¢do formal de limite usando € ¢ 8.”
(LARSON et al, 1998, p. 92). Encontramos livros que ndo fazem uma apresentacdo dessa
nocdo intuitiva explicitamente, como esses autores fizeram, preferem apresentar alguns
exemplos particulares e ir discutindo a ideia de encontrar o limite intuitivamente. Somente
denominam de definigdo a que utiliza os quantificadores, como a que esses autores
chamaram: de defini¢do mais precisa e de definicdo formal; vejamos como eles apresentam:

Definicéo:
Seja f uma func¢do definida em um intervalo aberto que contém o nimero a, exceto

possivelmente no préprio a. Entdo dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a é
L, e escrevemos

lim,, f(x) =L
se para todo niimero € >0 ha um niimero correspondente 5>0 tal que

|f(x)—L| < & sempreque 0 < |x— a| )
(STEWART, 2003, p. 113).

Definicéo de limite:
Seja f uma funcéo definida em um intervalo contendo ¢ (exceto, possivelmente, em
c) e seja L um ndmero real. A notacdo

lim, . f(x) =L
Significa que, para cada € >0 dado, existe um 6>0 tal que

|f(x)—L| < & sempreque 0 < |x— c| <6
(LARSON et al, 1998, p. 93).

As duas defini¢ces utilizam as ideias de Weierstrass com os quantificadores € ¢ 9,
escritas em termos das inequacfes e mddulos, mas nestas defini¢des a variavel x ndo pode
assumir o valor de Xo, pois ndo se trata da definicdo de continuidade que apresentamos na
secdo 2.1. Olhando essas nogdes e defini¢des utilizadas na introducdo do conceito de limite e
refletindo sua apresentacdo no ensino, podemos questionar quais elementos elas trazem para
compreensdo do conceito? Como elas se relacionam? Entretanto, uma questdo vem antes
dessas, 0 que é uma definicdo? N&o é dificil encontrar professores que ainda acreditam que
basta apresentar a definicdo de um conceito com varios exemplos para que o aluno consiga
utiliza-lo quando necessario.

No ensino de matematica, € comum se iniciar a introdu¢do de um novo conceito
apresentando sua definicdo, suas propriedades e trazer alguns exemplos de como é possivel
aplicar essa defini¢do, juntamente com suas propriedades. Mesmo com as novas discussoes

sobre o ensino, em que podemos encontrar algumas variagdes, como: iniciar com uma
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situacdo problema e, a partir dela, se chegar a definicdo; ou utilizar algum recurso
tecnoldgico, entre outras. Poderiamos citar varias outras indicacdes de trabalho, contudo, o
objetivo ndo muda, gostariamos que o aluno compreendesse 0 novo conceito e soubesse
utilizar a sua definicdo e suas propriedades.

Voltando a questdo, o que é uma definicdo? Vimos que apds Cauchy e Weierstrass
apresentarem suas definicdes sobre a nocdo de limite houve certo aceitamento de algumas
nocbes que pareciam incompreensiveis para os estudiosos. Vejamos no quadro (1) como
podemos relacionar os elementos que aparecem nessas definicdes, que sdo consideradas
proximas, do ponto de vista matematico, olhando as duas defini¢cGes de limite propostas por
Stewart (2003). Bem como, alguns conceitos e relagfes envolvidos em cada uma delas.

Quadro 1 — Defini¢fes propostas no livro de Stewart (2003)

Definicéo intuitiva Definicéo formal
Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto
Escrevemos: que contém o nlmero a, exceto possivelmente no
lim,_, f(x) =L préprio a. Entdo dizemos que o limite de f(x) quando

. o , | Xtende aaé L, e escrevemos
E dizemos “o limite de f(x), quando x tende a a, é

igual a L” se pudermos tornar os valores de f(x) | lim,_q f(x) =L
arbitrariamente proximos de L (tdo proximos de L | ¢ para todo numero & >0 hia um namero
quanto quisermos), tornando x suficientemente | correspondente 5>0 tal que

préximo de a, mas ndo igual a a.
|f(x)—L| < & sempreque 0 < |x— a| <4

Relacbes

“Se pudermos tornar” Todo numero € >0 ha [...] tal que >0

Os valores de f(x) arbitrariamente proximos de | | f(x) —L| < ¢
L (t&o préximos de L quanto quisermos).

- . 0< |x—a|l <éd
Tornando x suficientemente préximo de a, mas | |

ndo igual a a.
Elementos do campo conceitual

. Funcbes
Fungdes .

: . . Inequacoes
Densidade dos numeros reais )

L . Maodulos
Aproximacdo de valores da funcdo de um ponto ) ) )
do contradominio. Intervalos de raios definidos pelos quantificadores € e
d

Aproximagdes de um ponto, que ndo pertence ao

dominio Relacéo de dependéncia entre esses intervalos dados

(em termos de € e 9)

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

Observando os conceitos e relagfes que aparecem nas duas defini¢cOes, vemos que
aparecem nocoes de dificil compreensdo para os alunos iniciantes. Por exemplo, na definicéo

chamada de intuitiva temos a expressdo “f(x) arbitrariamente proximos de L”, pode ter
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significado muito diferente para o aluno (CORNU, 1983; Tall e Vinner, 1981). Enquanto o
ensino se refere a um intervalo do conjunto dos nimeros reais, em que, por ser denso permite
gue nos aproximemos “tdo proximos de L quanto quisermos”. Para o estudante, essa ideia de
tdo préximo de L pode ser, por exemplo, tomar valores, como: L — 1, ou L + 1, talvez isso
seja 0 mais proximo que ele consiga pensar inicialmente. Sabemos que essas relagdes dos
nameros reais algumas vezes s6 sdo vivenciadas pelos alunos nas situagdes com o conceito de
limite (ARTIGUE, 1995). Analogamente para o caso em que “Tornando x suficientemente
préximo de a”. O mais preocupante é que esses exemplos sdo com a nogdo considerada como
a “mais facil” de ser compreendida pelos estudantes. No caso da definicdo formal, isso se
agrava, pois essas nocdes estdo implicitas nas expressbes dadas, que geralmente sao
incompreensiveis para os estudantes. Essas expressdes envolvem conceitos de matematica
basica que os estudantes, em geral, tém dificuldades, agravadas pelo fato de que esses
conceitos aparecem nessas expressdes de forma extremamente diferente do que eles viram nos
anos anteriores. Misturam-se: médulos, inequaces, funcdes e os quantificadores € e 6 que sdo
ndmeros, mas que ndo sdo para serem operados na funcdo, e sim utilizados para definir o raio
das aproximagoes.

Essas definicdes tém diferencas, tanto com relacdo aos conceitos matematicos
envolvidos, como também nas representacGes utilizadas. Vimos na se¢do anterior que 0sS
alunos tém dificuldades em compreender tanto a nogdo intuitiva, como a definicdo formal de
limite; e que ndo conseguem ver relacdo entre essas duas apresentacdes. Todavia, sdo nogoes
semelhantes a essas que eles precisam lidar durante o processo de aprendizagem do conceito
de limite. A ideia de que a definicdo deve conter as caracteristicas do conceito ndo é uma
tarefa simples, os matematicos conseguiram chegar ao que eles consideram um encadeamento
I6gico e formal da definicdo de limite de funcgdes. Entretanto, essa apresentacdo envolve
diversos outros conceitos gque, nesse contexto, sdo utilizados de modo diferente ao que 0s
estudantes viram nos anos anteriores.

Em nosso estudo utilizamos essa nogdo intuitiva de limite de funcdo, no caso as
defini¢des que utilizam o que Cornu (1983) chama de nogéo de limite dindmica, que envolve
expressdes como: tende a, se aproxima de, suficientemente grande, suficientemente préximo,
entre outras. Mas, também, tivemos momentos em que a nocao de limite estatica foi utilizada,
no caso a definicdo de limite de fungbes com os quantificadores épsilon e delta, em termos de
inequacgdes, ou de inequagdes e modulos.

Essas escolhas se deram pelo fato de que nosso estudo foi realizado com alunos que

estavam lidando com as atividades para introducdo do conceito de limite de fungdes e, como
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vimos, esse conceito é trabalhado inicialmente com a definicdo intuitiva para, em seguida, ser
realizado seu estudo pela definicdo formal. Nessa secdo observamos como foi complexo o
desenvolvimento do conceito de limite de funcdes, para se chegar ao que atualmente
chamamos de definicdo formal, ou mesmo a intuitiva. Como também, o de outros conceitos
que estdo envolvidos nessas definigdes. As pesquisas apontam diversas dificuldades na
compreensdo desse conceito, e de outros conceitos que estdo diretamente ligados a sua
construcdo, além dos que sdo utilizados nas situacfes que sao trabalhadas na introducdo do
limite de funcdo. No quadro 2 apresentamos uma sintese das escolhas realizadas em funcéo

dessas discussdes realizadas ao longo dessa secéo e que nortearam nossa pesquisa.
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Quadro 2 — Sintese dos aspectos discutidos na se¢éo 2

Limite de funcgdes

Indicacgdes de pesquisas e/ou documentos oficiais

Utilizar varias representacfes nas atividades: algébricas, graficas, numérica e linguagem natural
(oral e escrita);

Trabalhar com aspecto dindmico e estatico da definigdo de limite de funcéo;
Dificuldades apontadas nas pesquisas
Matematica bésica:

Manipulacdo algébrica de polinbmios, como a fatoracdo, a multiplicacdo, simplificacdo e a
reducdo de termos;

Relacionadas aos nimeros reais, as funcdes, as no¢des de infinito e com a nogao de limite de
funcéo:

& Aproximacdo de um numero seja do conjunto de nimeros do dominio ou da
imagem de uma funcgéo, a ideia de poder se aproximar infinitamente;

& Representar conjunto de nimeros na notacdo de intervalos abertos e/ou fechados, e
na forma de inequacoes;

# A ideia de que em um intervalo, aberto e/ou fechado, existem infinitos nimeros;
# Relacionar a representacdo algébrica com a grafica;

@ Relacionar um conjunto de elementos da imagem, com 0 Seu respectivo conjunto
de pontos do dominio;

@ A nocdo do valor de uma funcdo tender a infinito, quando tomamos valores
préximos de um ponto do dominio;

&~ Estudar o comportamento das func¢Oes para encontrar os limites, seja:
& Por manipulacgdo algébrica das expressdes;
@ Calculando pontos proximos do ponto de investigagdo;
& Pela observacgdo da representacao grafica;
& Calculando pontos que estdo tendendo a infinito;
& Pela construcdo da representacao grafica;

& Calculando pontos da funcdo que estdo ficando cada vez maiores, ou
menores, que estao tendendo a infinito.

& As expressdes que aparecem no estudo do limite de funcéo:
= “tende a”, “infinitamente pequeno”, “infinitamente grande”, “tdo proximo

29 ¢¢

quanto se queira”, “suficientemente grande”, “suficientemente pequeno”.

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.
Todos esses trabalhos contribuiram tanto no delineamento de nossa pesquisa, como
também nas escolhas que foram sendo realizadas para construcdo desta tese. Nosso referencial
tedrico principal, por exemplo, foi escolhido por considerar toda essa diversidade de

conceitos, de dificuldades, de representacdes que citamos e que estdo envolvidas nas situagoes
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que o aluno precisa lidar no estudo introdutério do limite de fun¢es. No caso, referimo-nos a
teoria dos campos conceituais de Vergnaud (1990) que apresentamos na proxima secdo,

juntamente com algumas noc¢des de Tall e Vinner (1981) utilizadas em nossa pesquisa.
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3. A CONSTRUCAO DO CONCEITO DE LIMITE COM O REFERENCIAL
TEORICO

A teoria dos campos conceituais de Vergnaud (1986, 1990, 2015, 2016) é a nossa
principal base teorica. Esse tedrico propde estudar a formacdo e a construcdo dos
conhecimentos pelo sujeito, por meio do estudo de filiaghes e de rupturas encontradas neste
processo. Ele parte do pressuposto que essa investigacdo deve ser realizada por meio das
situacOes que esse sujeito precisa lidar, ou melhor, das atividades utilizadas pelo ensino na
apresentacdo de um conceito.

Tall e Vinner (1981) também se interessaram em compreender o processo de
construcdo de conceitos, eles inclusive realizaram estudos sobre o conceito de limite. Assim
como Vergnaud, eles consideram a necessidade de se investigar o sujeito em acdo, sdo as
situacBes que precisam ser resolvidas que permitird ao pesquisador identificar as imagens que
o0 aluno esté associando ao conceito que esté sendo trabalhado.

Essas teorias tém como diferencial a realizacdo de estudos considerando as
especificidades dos conceitos matematicos. A seguir, expomos 0s elementos tedricos dessas
teorias que foram utilizados em nosso estudo, buscando exemplifica-los com nosso objeto de
pesquisa. Primeiramente, apresentamos a teoria dos campos conceituais e, em seguida, as

nogOes propostas por Tall e Vinner (1981).

3.1 A teoria dos campos conceituais

Com base nessa teoria, ndo é possivel aceitar que um conceito matematico se limite a
sua definicdo, principalmente quando estamos interessados na sua aprendizagem. A
compreensdo de um conceito envolve varios outros elementos que estdo relacionados a esse
conceito. Em funcdo disso, Vergnaud (1990) ao falar de um conceito, utiliza um tripé

composto por trés conjuntos:

C=(51,8

S= O conjunto de situa¢des que dao sentido ao conceito (referéncia)

I= O conjunto de invariantes sobre o0s quais repousa a operacionalidade dos
esquemas (O significado)

& = O conjunto de formas linguisticas ou ndo linguisticas que permitem representar
simbolicamente o conceito, suas propriedades, as situacGes e 0s processos de
tratamento (O significante)

(VERGNAUD, 1990, p. 145, traducdo nossa).
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Desse modo, para Vergnaud um conceito é composto pelas situacdes em que ele
aparece, pelos conhecimentos matematicos utilizados para lidar com essas situaces, bem
como, pelas representacbes linguisticas (ou ndo) mobilizadas, tanto para representar as
situacBes, como também os conhecimentos matematicos que serdo utilizados para resolvé-las.

Neste aspecto, Vergnaud considera que um conceito ndo é construido isoladamente e
que sua aprendizagem envolve diversos outros conceitos de maneira imbricada. Trata-se de
um processo que pode levar muito tempo, que demanda de idas e vindas, de reinvestimento
deste conceito por meio de uma variedade de situacdes, envolvendo outros aspectos do
conceito e, que o estudante ird encontrar ao longo de suas vivéncias. Desse modo, cada
situacdo’® que esse aluno ira se defrontar demandaré conceitos variados, o que é fundamental
para que seja possivel abarcar os diferentes aspectos envolvidos na especificidade de um
conceito. E diante disso que Vergnaud fala da importancia de investigarmos o processo de

aprendizagem de um conceito por meio do estudo do seu campo conceitual.

E a0 mesmo tempo um conjunto de situagdes e um conjunto de conceitos ligados
entre si. Com isto, quero dizer que o significado de um conceito ndo vem de uma
Unica situacdo, mas de uma variedade de situacbes e que, reciprocamente, uma
situacdo ndo pode ser analisada apenas com um conceito, mas sim com VArios
conceitos, formando sistemas. (VERGNAUD, 2009, p.29, traducio nossa).

Nas escolhas das situacdes para o estudo de um conceito deve-se estar atento a essas
especificidades, aos conceitos que serdo necessarios para tratar a situacdo. Por exemplo, a
apresentacdo do conceito intuitivo de limite em alguns livros didaticos do Brasil é realizada
por meio de uma situacdo em que se pede para calcular o lim,_;(x + 1) e é proposta a

resolucdo conforme figura 1:

Figura 1 — Exemplo utilizando a ideia intuitiva

- T T fix)=x+ |
EENEZT] )| NPT R -
2 | 3 0.5 | 15 !
15 | 25 09 | 1.9 | :
1|2 099 | 1.99 2 ¥ '
1.01 | 2.01 0,999 1,999 robd
1.001{ 2,001 ' ' ' [
' ' ' 1 2 / -

1 2 / x 1 x x
lim (x+1)=2

x -1

Fonte: Livro de Calculo I volume | (GUIDORIZZI, 2013, p. 55).

Nesse exemplo, temos uma atividade para introducdo da nocdo intuitiva de limite em

que podemos listar diversos conceitos que aparecem envolvidos. Os estudantes precisam deles

A nocdo de situacdo para Vergnaud (1990) n&o tem o mesmo significado da situagdo proposta por Brousseau
(2008).
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para compreender 0 novo conceito que estd sendo apresentado, como: funcdo de primeiro
grau e sua representacdo na sua forma analitica e gréfica, valores da funcéo representados em

uma tabela e também destacados no plano cartesiano, entre outros. Outra atividade préxima

da apresentada poderia ser: 0 lim,_,; ’:T_ll em que poderiamos ter a mesma tabela de valores
para os pontos da funcdo, além disso, a representacdo grafica também seria a mesma com
excecdo de que esta funcdo ndo seria continua em x = 1. Entretanto, esta atividade ira
demandar outros conceitos, alem dos que foram citados para o estudo da funcéo da Figura 3.1,
como: fatoracdo e simplificacdo de expressdes algébricas, representacdo grafica de uma
funcdo ndo continua, fungbes com 0 mesmo comportamento, com exce¢do de um ponto do
dominio, entre outros.

Temos nesses exemplos duas atividades para se explorar a nogéo intuitiva de limite. Se
guestionarmos um professor experiente na disciplina de Calculo I, ele provavelmente dira que
€ preciso investir em muitas outras atividades para poder tratar deste conceito. Neste aspecto,
Vergnaud (1990) enfatiza que realmente é preciso uma grande variedade de atividades para
explorar os diversos aspectos de um conceito, ele denomina de situa¢es ao conjunto dessas
atividades que permitem dar sentido ao conceito.

Essa diversidade de situacbes € fundamental para abarcar todas as especificidades de
um conceito, mas elas, geralmente, ndo sdo trabalhadas em um sé momento do ensino, 0s
estudantes poderdo lidar com elas também em outros anos e, em outras disciplinas. E um
processo de reinvestimento que deve ser realizado ao longo do tempo. Além disso, cada
situacdo envolve uma variedade de outros conceitos que precisam ser considerados se estamos
interessados na aprendizagem de um conceito pelo aluno.

Podemos apresentar diversas outras atividades, como os exemplos citados, que o
estudante tera de lidar ao longo dos seus estudos para podermos falar da aprendizagem do
conceito de limite. Para Vergnaud (1990), € dificil delimitar um campo conceitual de um
conceito, como dissemos, ele envolve uma diversidade de outros conceitos e de situacdes que
0s estudantes precisardo lidar ao longo da vida. Contudo, podemos pensar em propor algumas
delimitacOes para se investigar como, por exemplo, em nossa pesquisa para a introducdo do
conceito de limite, analisando o que é proposto para seu estudo inicial: nas diretrizes
curriculares, nas ementas das disciplinas envolvidas com a apresentagédo do conceito, pelas
pesquisas sobre o ensino e aprendizagem de limite e também pelos livros didaticos utilizados.
Essa delimitacdo é importante e necessaria para podermos compreender as relagdes que 0s

alunos poderéo estabelecer com as situagdes que terdo de enfrentar considerando o arcabougo
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de conhecimentos que eles “carregam” em funcgdo de todas as situacdes que eles ja
experimentaram.

Neste aspecto, 0 conceito de situacdo para Vergnaud é toda atividade que demanda a
utilizacdo de conhecimentos racionais. E como uma tarefa, na qual os conhecimentos do
sujeito podem ser operatorios ou ndo para a tarefa dada. Esse autor diferencia dois tipos de
situagBes: uma em que o sujeito ja dispde de conhecimentos disponiveis para resolver. E outra
em que ele ndo dispde de todas as competéncias imediatas para lidar com a atividade. Essa
ultima situacdo, demanda de um tempo de reflexao, reconhecimento de algumas similaridades
com outras atividades ja vivenciadas e possivelmente uma reorganizacdo do pensamento
inicial, bem como de toda escolha que seré feita ao longo da acdo de tentativa de resolucéo.

A introducdo do conceito de limite se encaixa no segundo caso dessas situacdes.
Exatamente essa organizacdo da acdo do sujeito ao lidar com as atividades introdutorias de
limite que buscamos elementos para identifica-las nos caminhos para construgdo dessa nocao.
Neste aspecto, o conceito de esquema'® busca modelar essas escolhas em termos de acdes
tanto fisicas como de opera¢fes mentais que acreditamos pertinentes para nossa investigacao.

Um esquema para Vergnaud (1990, 2016) é uma organizacdo invariante da acdo do
sujeito destinada a um conjunto de situacdes, composto por: um objetivo, ou Varios; regras de
acdo, tomada de informac&o e controle; invariantes operatorios: conceitos em acao e teoremas
em acdo e possibilidades de inferéncia. Esses elementos guiam e orientam a agdo do sujeito

agindo na situacdo dada.

Esses quatros componentes sdo absolutamente essenciais. A intencionalidade, a
generalidade e a conceitualizagdo estdo todos obrigatoriamente na agdo, mesmo que
totalmente implicitas ou mesmo inconscientes. Quanto as inferéncias, elas sdo
extremamente necessarias: de fato, como o esquema ndo é um estereétipo, ele
sempre chama "calculos inferenciais" em situacdo. O que o cientista faz de forma
mais explicita e completa pelo raciocinio, o pensamento em ato o faz
espontaneamente, de maneira implicita e incompleta na maioria das vezes, mas com
certo sucesso. (VERGNAUD, 2002, p. 114, tradugdo nossa).

Pode-se dizer que todo algoritmo é um esquema, mas nem todo esquema é um
algoritmo. Eles sdo proximos, “mas, ao contrario dos algoritmos, os esquemas nao conduzem
necessariamente, com um numero finito de passos, a uma solucdo do problema proposto, se
houver uma, ou para a demonstracdo de que ndo ha solu¢do” (VERGNAUD, 2016, p.3).
Contudo, é somente por meio de seus esquemas que o aluno pode lidar com as situacfes que

ele ird enfrentar. Para situacdes novas esses esquemas, provavelmente ndo serdo efetivos, mas

12 Estamos traduzimos o termo schémes de Vergnaud como esquema, em francés a traducdo de esquema é
schéma. Alguns autores brasileiros utilizam outras palavras, como, por exemplo, o Grupo de Estudos em
Educacdo, Metodologia de Pesquisa e Acdo (GEEMPA) utiliza a palavra eskema.
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eles serdo o ponto de partida para o aluno lidar com a nova situagao, que talvez tenha relagéo
com um novo conceito, ou ndo, podendo ser somente um novo aspecto de um conceito ja
estudado e que ndo foi vivenciado em todas as suas possibilidades.

Ao resolver uma nova situacdo, o aluno busca encontrar similaridades com outras
situacdes ja vivenciadas e por meio desse reconhecimento ele ird, durante a acdo, mobilizar
esquemas que foram efetivos anteriormente. Com isso, ele identifica objetivo, ou alguns
subobjetivos que precisam ser atingidos. Qual a intencdo da atividade em questdo, a
necessidade e/ou expectativa de se resolver? As regras em acdo e as antecipacOes irdo gerar

uma série de a¢des para atingir um determinado objetivo. Para Vergnaud:

A atividade ndo é apenas acdo, mas também a identificacdo dos objetivos e
subobjetivos, assim como de tomada de informagcdes e controles, gerados durante
o desenvolvimento da atividade. E estranho que a tomada de informagéo tenha sido
tdo mal teorizada, uma vez que é um dos pontos essenciais das atividades
complexas: na condugdo de veiculos e maquinas, na leitura, etc.. Como séo
necessarias categorias para coletar informacdes, e para selecionar o que é pertinente,
0s conceitos em acgdo estdo no centro da organizagdo dos esquemas; e 0S teoremas
em acdo sdo os meios de inferir, na maioria das vezes de maneira totalmente
implicita, os objetivos e as regras apropriados. E necessario, entdo, possibilidades de
inferéncia imediatamente: elas permitem a adaptacéo da atividade a situacéo atual.
(VERGNAUD, 2007, p. 292, tradu¢do e grifo nosso).

Esses elementos podem estar presentes durante toda a agcdo do sujeito, precedendo e
acompanhando a resolucédo da atividade. Essas a¢des fardo com que o sujeito va selecionando
0 que parece pertinente para lidar com a situacdo matematica, e que sdo 0s conhecimentos
matematicos necessarios para resolver a atividade, mobilizados durante a acdo. Sao o0s
invariantes operatdrios compostos por conceitos em acdo e teoremas em acdo, eles fazem
parte dos esquemas, € ndo sdo verdadeiros conceitos e teoremas matematicos, sdo
construcdes, e na maioria das vezes sdo escolhas inconscientes.

Os conceitos em acgdo sdo escolhas que podem ser relevantes ou ndo para lidar com a
situacdo, enquanto que os teoremas em acdo séo proposicoes, ligadas aos conceitos, mas que
podem ser verdadeiras (ou ndo) para a situacdo. Para Vergnaud a principal funcdo dos
invariantes operatorios é colher e selecionar as informacdes que séo relevantes para resolver a
situacdo, bem como inferir as possiveis implicacdes Uteis dessas escolhas, permitindo ao
aluno acessar e controlar as informacdes durante toda acao.

Toda atividade € constantemente gerida por meio de a¢Oes que vao se adaptando
conforme as mudancas realizadas no percurso de resolucdo da situagdo, pelo aluno que faz
inferéncias durante a acdo. Ao mobilizar um esquema para resolver a situa¢do o aluno pode
perceber que o0s invariantes operatorios que estdo sendo utilizados ndo estdo sendo

pertinentes, isso ocorre por meio da tomada de informacdo, durante a acdo que esta sendo
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realizada. As inferéncias surgem na acdo do estudante, como quando ele percebe que utilizou
um teorema em acgdo que foi inadequado para lidar com a situagéo (VERGNAUD, 2007).

Esse reconhecimento pode ser por meio das representacdes que ele esta utilizando ao

2
. . o . .. . -1
lidar com a situacdo. Por exemplo, diante da atividade de encontrar o llm,Hl—1 o aluno

X

e
pode substituir diretamente o valor x = 1 na funcdo dada, obtendo % . Contudo, se ele sabe
que em uma fracdo o denominador ndo pode ser zero, provavelmente ele ira inferir que o
conhecimento que ele utilizou ndo estd “funcionando” para essa situacdo. Podemos modelar
esse conhecimento como um teorema em acgdo (TA): se preciso encontrar o limite de uma
funcéo, entdo preciso substituir o valor do x na funcdo dada para encontrar o limite. Esse (TA)
ndo é indicado para todos os casos de limite de funcdo, como vimos no exemplo citado, pois
ele ndo pode ser aplicado diretamente. Antes o aluno precisaré fazer uma simplificagdo para
sO entdo, depois, poder utilizar esse (TA).

O esquema pode ser aparentado, por exemplo, uma situacdo bastante trabalhada é para
encontrar as raizes no estudo das equagdes, como também de funcbes. Geralmente o0s
estudantes vém com esquemas ja estabilizados para lidar com esses casos e, ao lidarem com
novas situacdes como no caso do estudo de limites de funcdes, em que ainda ndo dispdem de
todas as competéncias necessarias, eles buscam inicialmente mobilizar o esquema utilizado e
que foi efetivo para uma situacao anterior. Afinal, o aluno reconhece certa familiaridade nesta
nova situacdo. Assim, ele pode pensar que se trata de uma atividade semelhante e igualar a
expressdo a zero, tentando obter as raizes. Porém, por meio da tomada de informacGes e das
inferéncias sobre as acOes realizadas na situacdo, ele percebe que suas escolhas foram
ineficazes, fazendo com que o estudante tenha que reorganizar seu esquema inicial e precise
mobilizar outros invariantes operatorios.

Neste aspecto, podemos nos referenciar, e o proprio Vergnaud o faz, a Piaget (1996)
guando discute o processo de assimilacdo e acomodacdo, proporcionado por uma nova
situacdo, em que o sujeito ndo dispBe de esquemas eficazes para trata-la e é preciso readequar
Seus esquemas, ou criar novos para trabalhar com esse novo conhecimento, ou um novo
aspecto de um conceito ja visto. Essa experiéncia com o “novo” gera um conflito cognitivo
que necessitara de uma nova reorganizagdo cognitiva, seja para readaptar seu esquema, ou até
mesmo abandoné&-lo totalmente e, assim, iniciar a constru¢do de outro esquema que pode ser
algo novo para o sujeito.

Por exemplo, caso um aluno precise resolver o limite lim,_,, (x* — 2), suponhamos

que ele ja tenha um esquema estabilizado para lidar com esse limite. Para resolver,
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primeiramente ele pode identificar o objetivo da questdo, poderia ser encontrar o limite, a
tomada de informacdo, que seria 0 momento que o aluno precisa refletir se é possivel
substituir o valor do x=1 na expressdo algébrica da funcdo. Faz antecipacbes do que ird
acontecer se ele fizer essa acao, pensa e toma a decisdo de agir. Ele age sobre a situacdo e
observa o resultado, mas em todo momento seja antes, durante ou ap0s a sua acdo, Sao
realizadas inferéncias, tomada de informacdo e controle. O aluno busca, em sua memoria,
semelhangas com o resultado inferido e/ou encontrado naquele momento com outros em que
obteve éxito. Essas acOes sdo todas automatizadas e inconscientes por parte desse aluno e

guanto mais estavel o esquema mais rapido sera esse processo.

Se esse mesmo aluno precisar lidar pela primeira vez com o limite lim,_ %
provavelmente ele vai mobilizar esse mesmo esquema ja efetivo para o primeiro exemplo.
Contudo, ao identificar o objetivo da questdo, como sendo o mesmo da primeira, faz a
substituicdo e se depara com um problema, o zero no denominador. O objetivo que era
encontrar o limite ndo foi alcancado, ele precisara refletir sobre a situacdo, encontrar
similaridade, por exemplo, na expressdo algébrica da funcdo do limite com outra de uma
situacdo vivenciada na simplificacdo de expressbes algébricas. Desse modo, elencar um
subobjetivo como simplificar a expressdo algébrica da funcdo antes de fazer a substituicdo na
funcdo. Em todo momento ele estar4 tomando decisbes em funcdo das informacgdes que ele
obtém, seja pensando e/ou agindo sobre a situacdo. Conseguindo resolver o objetivo do seu
esquema inicial, ele pode apds essa situacdo, ou varias como esta, ampliar o seu esquema
inicial ja adaptando para atividades semelhantes a essa situacao.

Esses esquemas ndo sdo pertinentes para uma situacdo em que o aluno precise, por
Sdo esquemas que ndo trazem aspectos similares, com essa atividade, € que serdo necessarios
para lidar com a nova situacdo, assim, ele precisara criar outro esquema. O objetivo ja ndo é
encontrar o limite, afinal ele faz parte da nova expressédo a se resolver. Muitos conflitos
cognitivos podem surgir neste momento com esse aluno. Como ele ird lidar com esse
desequilibrio cognitivo? Quais situacdes vivenciadas tém familiaridade com essa nova? Quais
invariantes operatorios estdo disponiveis para lidar com essa nova situacdo? Quais filiagdes e
rupturas serdo necessarias para lidar com as situacdes?

Para compreender o processo de aprendizagem, decidimos investigar como 0s
esquemas vao sendo construidos e/ou readaptados. Vimos que ele é composto por: um

objetivo ou vaérios; regras de agdo, de tomada de informagdo e de controle; invariantes
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operatdrios: conceitos em acdo e teoremas em acdo; e possibilidades de inferéncia. Segundo
Vergnaud (2016), essas quatro propriedades permitem tanto analisar, como também estudar
diferencas nos esquemas. Diante disso, decidimos trabalhar com duas delas em nossa pesquisa
e escolhemos nos concentrar no estudo das regras em acdo e dos teoremas em acgdo. A
primeira ¢ a propriedade que gera os esquemas e ¢ concernente ao “[...] desenvolvimento
temporal da atividade (agdes e coleta de informagdo) [...]”, enquanto que teorema em agao €
um dos elementos relativos “[...] as conceituagdes (frequentemente implicitas, eventualmente
explicitas) que organizam esse desenvolvimento [...]” (VERGNAUD, 2016, p.3)

Esses elementos tedricos possibilitam estudar o processo de conceitualizagdo, ou a
construc¢ao do conceito, por meio da “atividade em situacdo” (VERGNAUD, 2015, p.21). As
situacOes para introducdo do conceito de limite de funcbes envolvem uma diversidade de
conceitos, mas também vimos que na secdo 2 existem diversas definicdes possiveis de limite,
algumas mais formais do que outras, juntamente com suas respectivas representagoes. Essas
definicBes vao sendo construidas em estreita relacdo com as experiéncias do estudante, num
processo dinamico. Um estudante pode ter uma definicdo de limite bem memorizada, mas nao
ter nenhum esquema efetivo para lidar com atividades relacionadas com essa definicao.
Entretanto, ele pode ter esquemas estaveis para enfrentar varios casos de limite sem ter
memorizado a definicao.

Questionamos, entdo: como poderiamos estudar esse processo de conceitualizacdo do
conceito de limite de funcéo, e, a0 mesmo tempo, considerar nesse processo a construcdo da
definicdo desse conceito apresentada pelo ensino? Encontramos em Tall e Vinner (1981),

algumas nocdes que consideramos pertinentes e que apresentamos em seguida.

3.2 As nocBes de conceito imagem e conceito definicdo

Para Vinner (2002) a apresentacdo da definicdo, seja ela de modo intuitivo, ou mais
formal, acompanhada de diversos exemplos, ndo € suficiente para abarcar todos os aspectos
envolvidos na compreensdo de um conceito. Apesar disso, esse autor argumenta que essa vem
sendo a préatica de sala de aula e, também a maneira, como 0s conceitos matematicos sao
apresentados por muitos livros didaticos. Dificilmente um professor de matematica
discordaria desse pesquisador, tanto por sua experiéncia como estudante, mas também como
professor de matematica. Para esse pesquisador (2002), essa apresentacdo dos conceitos

matematicos € baseada parcialmente nos pressupostos de que:

v" Os conceitos sdo adquiridos principalmente por meio de suas definigdes;
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v' Os estudantes usardo definicGes para resolver problemas e provar teoremas quando
necessario do ponto de vista matematico;

v' As definicGes devem ser minimas, ou seja, elas ndo devem conter partes que podem
ser inferidas matematicamente a partir de outras partes da definicéo;

v E desejavel que as definicdes sejam elegantes;

v" As definicGes sdo arbitrarias.

Essas escolhas podem fazer com que a apresentagdo dos conceitos matematicos seja
extremamente complicada para os alunos. Embora, para alguns professores, esta abordagem
classica seja um modo mais organizado e claro de introduzir um conceito, 0S processos
cognitivos ndo necessariamente seguem esta I6gica da matematica. As situacdes e todo
arcabouco de experiéncias do aluno que influenciam tanto a formagdo dos conceitos
matematicos como também as relacbes que serdo estabelecidas com esses conceitos
(VINNER, 2002). Um aluno apds algum tempo de estudo sobre limite de fungdes, pode ter
esquemas estaveis para resolver atividades de limites de fungdes racionais e mesmo assim nédo
saber relacionar, ou mesmo falar sobre uma definicéo intuitivamente, ou menos formal sobre
limite. Eles ndo estdo familiarizados com situagdes envolvendo a definicdo, certamente pelo
fato de que tanto os livros didaticos quanto as abordagens nas aulas ndo oportunizam essas
situacOes, em geral as defini¢cdes sdo apresentadas como prontas.

De fato, para Ouvrier-Buffet (2011) n6s professores ndo ensinamos nossos alunos a
definir. Uma situacdo importante de se trabalhar com eles seria propor para que construissem
definicbes, ja que sabemos que a apresentacdo de uma definicdo, seja intuitiva ou formal, é
insuficiente para que o aluno consiga mobilizar os invariantes operatérios necessarios para
situacbes que envolvam esses conceitos. Entretanto, se a definicdo faz parte do conjunto de
situacbes que da sentido ao conceito (VERGNAUD, 1990), como no caso do limite de
funcéo, ela precisa ser trabalhada nas atividades com os alunos.

Neste sentido, Tall e Vinner (1981) argumentam que muitos dos conceitos que
utilizamos quotidianamente ndo sdo formalmente definidos e que séo utilizados pelo seu
reconhecimento de experiéncias anteriores. Podemos nos reportar a Vergnaud e dizer que
diante das situagdes vivenciadas em que ao reconhecer semelhangas, com as que foram
enfrentadas anteriormente, o aluno resolve estas situagfes utilizando os esquemas que
funcionaram. Neste ponto, vamos acrescentar a distingdo proposta por Tall e Vinner (1981)
quando utilizam os termos conceito imagem e conceito definigéo.

Para esses autores o conceito imagem (CI) é composto pela estrutura cognitiva

relacionada com o conceito. S&o todas as imagens mentais e propriedades relacionadas ao



62

processo de aprendizagem do conceito e que vao se estruturando, mas sempre pelas situagdes
que o estudante vai se defrontando ao longo do tempo. Elas podem se desenvolver como um
conjunto de forma coerente, ou nao, pois algumas imagens mentais podem ser conflitantes
com algum aspecto do conceito, mas se elas forem utilizadas em contextos nos quais elas
funcionem bem, o aluno ndo vera problema nenhum. “Uma crianga ndo precisa ver nenhum
conflito nos diferentes métodos, ela simplesmente utiliza o método que ela considera
apropriado em cada ocasido.” (TALL e VINNER, 1981, p. 152, traducdo nossa). Em razéo
disso, reiteramos a importancia em se trabalhar com uma ampla variedade de situacdes
envolvendo um dado conceito ao longo do ensino. Desse modo, o aluno podera tanto ampliar
suas imagens mentais como também vivenciar situacbes que possibilitem que ele utilize
possiveis imagens conceituais ja enraizadas, mas que sdo conflitantes, ou entre elas, ou com a
definicdo formal do conceito caso ela tenha sido apresentada. As imagens conceituais ndo sdo

formadas necessariamente o tempo todo.

O cérebro ndo funciona assim. Sensores de entrada ativam certos caminhos
neuronais e inibem outros. Desta forma diferentes estimulos podem ativar diferentes
partes do conceito imagem, desenvolvendo entdo de uma forma que ndo precisa
fazer um todo coerente. (TALL e VINNER, 1981, p. 152, traducao nossa).

Em funcdo disso, esses autores denominam de conceito imagem evocado (CIE) a uma
parte do (CI) que é evocado em determinado momento. O confronto de (CIE) conflitantes
pode oportunizar uma ampliacdo do (CI) tornando mais préximo da definicdo do conceito
apresentada pelo ensino. Quando uma definicdo é apresenta aos alunos, o conceito definicdo
(CD) ¢ “um conjunto de palavras usadas para especificar esse conceito” (TALL e VINNER,
1981, p. 152), que aceito pela comunidade matematica. Algumas vezes o aluno pode ter
memorizado essas palavras e ndo evocar nenhum (CI) relacionado a este (CD). Vinner®®
(2002) diferencia um caso assim acrescentando a ideia de célula, em que a nossa estrutura
cognitiva € composta por duas células, uma para a(s) definicdo(¢des) do conceito e outra para
as imagens mentais associadas ao conceito. Como no caso citado do aluno que somente
memorizou a defini¢do do conceito, diz-se que a célula do (CD) é vazia. Podemos ter somente
uma das células vazia, ou mesmo as duas. Podendo haver interacdo ou ndo entre elas. Um
exemplo que podemos apresentar como uma falta de interagdo, considerando essas duas
células é com relacdo ao conceito de limite de fungdes. Muitos alunos vao construindo (CI) ao

longo da nocgéo introdutoria de limite e quando uma definicdo mais formal é apresentada a

3Tall e Vinner trabalham com as mesmas nocdes de conceito imagem e conceito definicdo. Entretanto, com
relacdo ao conceito definicdo eles consideram de modo diferente. Para Tall (1992) o conceito definicdo faz parte
do conceito imagem. Em nosso estudo utilizamos o conceito definicdo como Vinner conforme reportamos no
texto.
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eles, as células do (CD) podem ndo interagir com nenhuma célula do (Cl) associada ao
conceito de limite. Isso pode ocorrer tanto quando este (CD) é trabalhado na mesma disciplina
do estudo inicial de limite, ou mesmo, por exemplo, no caso do Curso de Matematica —
Licenciatura em esse conceito € novamente trabalhado em uma disciplina do ultimo ano desse
curso. Vinner (2002) apresenta figuras para exemplificar as diferentes maneiras pelas quais
um sistema cognitivo pode funcionar.

Figura 2 — Funcionamento do sistema cognitivo

R Um comportamento intzlectual
Saida (vma resposta)

Enfrada Uma tarefa cognitiva
(identificacio ov construgio)

Fonte: Sistema cognitivo apresentadas por Vinner (2002, p.71-72).

Essas representacdes de Vinner (Figura 3.2) mostram sistemas com uma caracteristica
comum, isto &, eles sempre buscam solucao consultando a definicio do conceito. E o que para
0 autor seria o desejavel, entretanto a realidade é diferente e ele faz outra representacdo para
exemplificar o que ocorre na pratica, figura 3.

Figura 3 — Representacgdo do sistema cognitivo

Fonte: Sistema cognitivo proposto por Vinner (2002, p. 73).
O aluno dificilmente consulta a célula da definicdo do conceito ao lidar com uma
situacdo proposta, mesmo que ela ndo esteja vazia. Segundo Vinner, seria contréria a natureza
da formacdo das imagens mentais, pois elas seguem habitos do pensamento cotidiano.
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Situagdes mais complexas, ou em momentos em que as imagens mentais sdo incompletas com
relagdo ao conceito, que podem fazer com que o estudante consulte o (CD). Essas atividades,
em geral, sdo vistas pelos estudantes como fora do comum e por vezes injustas, pois saem do
que consideramos como situacGes similares que tratam somente de alguns aspectos do
conceito.

Consideramos que a aprendizagem de um conceito € um processo, e que Sa0 as
diversas situacfes que possibilitam uma ampliacdo das imagens do (CI) do aluno, bem como
a possibilidade de aproximacéao entre (Cl) e o (CD). Vamos considerar também a nocdo de
conceito definicdo pessoal (CDP) de Tall e Vinner (1981) como sendo uma construgéo
pessoal do aluno. Trata-se, portanto, de uma reconstrucdo do conceito pelo aluno, um modo
pessoal de explanacdo desse conceito que vai sendo adquirido com a rotina de estudo. “Desta
forma, um conceito defini¢do pessoal pode diferir de um conceito definicdo formal, sendo esta
ultima uma definicéo de conceito que é aceita pela comunidade matematica em geral.” (TALL
VINNER, 1981, p. 153). Pode estar relacionado em maior ou menor grau de aproximacgéo
com o conceito, ou com a variedade de aspectos envolvidos em um conceito. Ao lidar com
uma diversidade de situacbes, o aluno vai fazendo associacGes e ampliando o seu (CI)
podendo ter nessas associagdes imagens que estejam se constituindo em elementos do seu
(CDP). Ao mesmo tempo, ele pode estar fazendo associa¢cdes de imagens que podem ser
conflitantes entre si, dentro do conjunto do seu préprio (CI) relacionado ao conceito, pode
ocorrer também de encontrarmos imagens que estejam em conflito com o (CD). Sao
problemas que podem comprometer as aprendizagens futuras, afinal muitas das defini¢bes
que os alunos precisardo lidar, bem como propriedades, podem estar relacionadas a defini¢cao
de limite de fungéo por exemplo.

Dessa forma, as imagens mentais vdo contendo cada vez mais elementos, no caso
imagens, pertinentes para lidar com as situacdes que favorecem a compreensdao do conceito

como um todo.

3.3 As referenciais em nossas analises

Nossa problematica é identificar os processos cognitivos dos alunos ao lidar com
situagdes de introducdo do conceito de limite. Os elementos tedricos que apresentamos nesta
secdo foram importantes para nossa investigacdo e consideramos que eles tém certa
aproximacéo. Vimos que o processo de construgdo de um conceito demanda um longo tempo,

tanto para Tall e Vinner (1981) como para Vergnaud (1990). Sdo nas atividades, ou nas
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situacgdes, relacionadas ao conceito que o aluno enfrenta ao longo do ensino que véo permitir
que ele componha o conceito imagem, ou os esquemas. Esses tedricos consideram que 0
aluno pode ter concepcdes conflitantes, ou mesmo errdoneas, com alguns aspectos do conceito
trabalhado, mas que o aluno mobiliza sem perceber que ha problema. Para Tall e Vinner, sdo
as imagens do conceito que podem conflitar, tanto entre si como, com o conceito definig&o.
Para Vergnaud temos os teoremas em acdo que podem ser adequados ou ndo para a atividade;
apesar disso, sdo escolhas tidas como pertinentes pelos alunos.

No inicio de nossa analise, caracterizamos, em termos de esquemas, as acdes
realizadas pelos estudantes ao responderem as situagdes. Esses esquemas foram decompostos
em: objetivo, subobjetivo; regras de acdo, tomada de informacdo e controle; invariantes
operatorios: conceitos em acdo e teoremas em acdo e possibilidades de inferéncia. Dentre
esses elementos nos concentramos em modelar as regras em acdo utilizadas nesses esquemas
e também os teoremas em acdo (adequados ou ndo) escolhidos para lidar com as atividades.

Um ponto importante com relagcdo aos teoremas em acao de Vergnaud (1990) é que s6
podemos dizer que o aluno “tem” determinado teorema em agdo, se identificamos esse
teorema em acdo em diversos momentos do trabalho de um aluno ao lidar com as situacdes,
ao longo de um tempo. Para nossas analises, tanto do Brasil como da Franca, modelizamos as
acOes em termos de teoremas em acdo com objetivo de evidenciar em que momento foi
percebido na agdo do estudante, buscando uma caracterizacdo local de um esquema. Assim,
em nossas analises, quando dizemos que o aluno mobilizou tal teorema em acéo, estamos
modelando o seu percurso naquela situacao.

Esses elementos dos esquemas, bem como outros, foram relidos como imagens
conceituais dos sujeitos de nossa investigacdo. Possibilitando complementar as analises dos
esquemas, bem como, olhar com outro ponto de vista as producdes matematicas. Com
Vergnaud (1986, 1990) fazemos uma analise mais detalhada do processo de conceitualizacgéo,
por meio do estudo das adaptacGes que ocorrem nos esquemas mobilizados pelo sujeito ao
lidar com as situagfes propostas. Enquanto que com o estudo do conceito imagem (ClI)
conseguimos investigar as imagens gque vado sendo associadas a esse conjunto (CI) e analisar
essas imagens diante do que o ensino propde. Relacionando tanto com as situagdes para a
introducdo do limite de funcdo, como para as definicdes que serdo utilizadas. De certa
maneira, investigamos de modo mais ‘“afastado” 0 processo de conceitualizacdo ao
identificarmos imagens que podem trazer problemas a compreensdo do conceito de limite de
funcdo, e também a sua defini¢do (intuitiva ou formal). Além disso, possibilita o estudo de

imagens que estéo se constituindo como um conceito defini¢do pessoal do estudante.
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Permitindo, ao final, a identificacdo e analise de imagens que estavam se constituindo
em um (CDP) do aluno, e também imagens do (Cl) que poderiam se tornar fatores de
conflitos tanto entre si, como com o (CD). Ao mesmo tempo, 0 estudo dos esquemas
utilizados diante das situacGes propostas, por meio da analise de filiacGes, e de rupturas,
ocorridas no processo de adaptacdo desses esquemas para lidar com a introdu¢do de um novo
conceito, no caso o limite de fungéo.

Em seguida, discutimos a introducdo do conceito de limite de funcdo no Brasil e na

Franca.
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4. O CONCEITO DE LIMITE NO BRASIL E NA FRANCA

Nesta secdo discutimos a apresentacao do conceito de limite de funcGes no Brasil e na
Franca identificando as escolhas que sdo realizadas para a introducdo desse conceito. E,
mesmo que ndo tenha referéncia explicita ao termo limite inicialmente, até 0 momento em que
séo inseridas as definigdes e as notagoes.

Os sistemas de ensino brasileiro e francés podem ser considerados semelhantes no que
concerne a quantidade de anos de estudo para educacao basica. Podemos observar no quadro
(3) a designacdo do sistema de ensino francés correspondente ao nosso sistema de ensino

brasileiro, a partir dos anos finais do ensino fundamental.

Quadro 3 — Equivaléncia do ensino brasileiro com o francés

Ensino brasileiro Ensino francés
Ensino fundamental: anos finais | Ecole élémentaire
6° ano Sixieme
7°ano Cinquiéme
8°ano Quatrieme
9% ano Troisiéme

Ensino médio Lycée

1°ano Seconde
2°ano Premiere
3%ano Terminale
Ensino Superior — Graduacao Enseignement supérieur — Licence

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

Apesar das divisdes semelhancas, com relacdo aos anos escolares, 0s programas
desses paises sdo bem diferentes conforme o objetivo de cada sistema. Por exemplo, no Brasil
0 ensino médio é pensado como uma formacdo geral, em que o estudante, ao final, tera de
escolher uma area de interesse para cursar uma graduacdo, ou equivalente. Enquanto que, no
ensino francés, o estudante ja pode escolher durante seus estudos no lycée uma area de maior
interesse para se aprofundar, conforme o curso que ele pretende fazer apds terminar essa etapa
de escolaridade. Este dado é importante para nossa investigacdo, ja que a apresentacdo do
conceito de limite é realizada de modo diferente conforme a area de interesse do aluno.

A sequir, discutimos de modo geral como 0s programas orientam a apresentacdo e
estudo do conceito de limite de funcdo nos sistemas de ensino do Brasil e da Franca.
Buscamos também, exemplificar alguns elementos dessas apresentagdes, vistas nas

orientagdes dos documentos oficiais com um livro didatico.
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4.1 As indicagOes dos programas de ensino no Brasil e na Franca

O estudo do conceito de limite de funcbes no Brasil, geralmente, é introduzido no
ensino superior, nos cursos da area de exatas, mas também encontramos em cursos como:
Ciéncias Bioldgicas, Administracdo, dentre outros. Este conceito ja fez parte do curriculo do
ensino médio brasileiro, mas atualmente s6 € introduzido nesta fase do ensino em alguns:
colégios particulares, colégios militares e institutos federais. As Orientagdes Curriculares para
o0 Ensino Médio (BRASIL, 2006) que norteiam os conteudos para as escolas, ndo fazem
mencao ao estudo deste conceito nesta fase do ensino. E, apesar de estarmos em um periodo
de desenvolvimento de uma nova proposta para o ensino médio, sdo ainda estas orientaces
que estdo vigentes no ensino médio. Um detalhe importante é que o ensino médio no Brasil é
realizado como uma formacdo geral, em que, ao final dessa etapa, se o estudante quiser
continuar seus estudos, ele poderéa escolher qualquer area para fazer um curso de graduacao.

Desse modo, caso o estudante escolha fazer o curso de Licenciatura em Matemética™,
provavelmente sera neste curso que ele ira trabalhar com o conceito de limite de funcdes.
Nestes cursos, em geral, é apresentado, primeiramente, o limite de funcdo em um ponto, de
maneira intuitiva para em seguida ser introduzido a definigdo formal, que usualmente se
denomina definicdo por épsilon e delta.

O documento no Brasil que orienta a constituicdo desses cursos de graduacdo € as
Diretrizes Curriculares Nacionais - DCN (BRASIL, 2001), o referido documento apresenta o0s
conteddos que devem ser comuns a todos 0s cursos. No caso do curso de Licenciatura em
Matematica, o conceito de limite é apresentado e aprofundado ao longo do curso, ele traz os
contetidos de: célculo diferencial e integral e fundamentos de anélise. Além de indicar que é
necessario trabalhar também com os contetidos matematicos que estdo presentes na educacéao
béasica na area de anélise.

Essas diretrizes apresentam essas indicagfes de maneira geral, como citamos, mas
orientam que o objetivo principal do curso de Licenciatura em Matematica é formar
professores para a educacao basica. Assim, a maneira como 0s cursos irdo ser constituido sera
orientado pelas DCN, mas também pelo grupo de professores que ira elaborar o Projeto
Pedagogico do Curso (PPC), pelos documentos de cada universidade, bem como pelos livros

didaticos utilizados nos cursos, dentre outros. Desse modo, um caminho para buscarmos

! Diferentemente da UFMS, as DCN (BRASIL, 2001) denominam de Licenciatura em Matematica esses cursos
e assim utilizaremos ao longo do texto quando nos referirmos ao curso de licenciatura de modo geral. Quando
estivermos nos referindo ao curso da UFMS diremos Curso de Matemaética — Licenciatura.
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elementos para identificar como o conceito de limite é apresentado e trabalhado ao longo do
curso de Licenciatura em Matematica no Brasil sdo as pesquisas que tratam sobre o tema e
tambeém os livros didaticos utilizados nesses cursos.

Ao final da secéo 2 discutimos sobre algumas pesquisas realizadas no Brasil, inclusive
sobre livros mais utilizados pelos professores. Nesse aspecto, encontramos semelhangas no
Curso de Matematica — Licenciatura da UFMS/INMA de nossa pesquisa quando olhamos

para bibliografia indicada na ementa da disciplina:

CALCULO I: Fungdes de uma variavel real. Limite e continuidade. Derivadas e
aplicacdes. Integrais indefinidas. Bibliografia Basica: THOMAS, G. B.; Célculo —
volume 1 — S&o Paulo: Pearson Editora, 2008. GUIDORIZZI, H. L. Um curso de
calculo — volume 1 — Rio de Janeiro: L. T. C. Editora, 2001. AVILA, G. S. S.;
Célculo das funcbGes de uma variavel real. Rio de Janeiro. LTC Editora, 2003.
STEWART, J. Célculo — volume 1 — S&o Paulo: Pioneira Thomson Learning, 2003.
Bibliografia Complementar: LEITHOLD, L. O Célculo com Geometria Analitica —
Sdo Paulo: Editora HARBRA, 1994. FLEMMING, D. M. e GONCALVES, M. B.
Célculo A: funcgbes, limite, derivacdo, integracdo — S&o Paulo: Pearson Prentice
Hall, 2006. (UFMS, 2014, p. 7).

Essa disciplina tem 102 horas as quais sdo divididas em 51 encontros de duas horas
cada. O conceito de limite geralmente é trabalhado aproximadamente ap6s o 10° encontro.
Para discutirmos a apresentagdo do conceito de limite no Brasil, vamos nos centrar sobre o
Curso de Matematica — Licenciatura que investigamos, pois vimos na secdo 2.3 que nessa
disciplina ndo encontramos diferencas significativas, com relacdo a apresentacdo do conceito
de limite nesses cursos. Particularmente discorremos sobre o trabalho dos Gltimos dois anos
da professora que estava ministrando essa disciplina, em conversa informal, ela nos informou
que seguia a ordem de apresentacdo dos conteddos proximo do que é proposto pelo livro
didatico Calculo volume 1 (GUIDORIZZI, 2013). Neste livro, a introducdo do conceito de
limite é realizada nos capitulos 3 e 4, elencamos em seguida somente os topicos desses
capitulos que devem ser utilizados conforme a ementa dessa disciplina. No capitulo 3 —

Limite e continuidade sdo trabalhados os topicos:

v" Introducao

Definicdo de funcdo continua
Definicéo de limite

Limites laterais

Limite de funcdo composta
Teorema do confronto

sen x

O limite fundamental lim,_, —

N N N NN

Propriedades operatdrias. Demostra¢do do Teorema do Confronto



70

No capitulo 4 — Extensdo do conceito de Limite s&o trabalhados os seguintes topicos:

v" Limites no infinito

v" Limites infinitos

v" O nimero e
Esse livro faz a discussao inicial do limite pela continuidade, porém a professora nos

informou que mantinha a organizacdo da ementa e que trabalhava a continuidade somente

apos o estudo com os limites laterais. Assim, ela iniciava com a apresentacdo da nogéo

intuitiva de limite finito de uma funcdo em um ponto, discutia uma funcao particular e, em

seguida, apresentava:

Intuitivamente, dizer que o limite de f(x), quando x tende a p, é igual a L que,
simbolicamente, se escreve

lim,_,, f(x) =L

Significa que quando x tende a p, f(x) tende a L.

(GUIDORIZZI, 2013, p.55).

Eram trabalhados aspectos geométricos desse conceito na representacdo grafica da

funcdo, os numéricos por meio de célculos de alguns valores préximos do ponto de

investigacdo do limite. Como também, aspectos algébricos utilizando a notacdo de limite e

fazendo manipulagcbes algébricas na expressdo que define a funcdo. Esse livro faz alguns

exemplos e geralmente trabalha buscando relacionar os limites com a sua representacéo

gréfica. A definicdo desse caso de limite ele o faz ja utilizando os quantificadores:

Definicdo: Sejam f uma fungdo e p um ponto do dominio de f ou extremidade de
um dos intervalos que compdem o dominio de f. Dizemos que f tem limite L, em p,
se, para todo € > 0 dado, existir um & > 0 tal que, para todo x € Dy.

O<|x—pl<dé=>|fx)-Ll<e.
Tal ndmero L, que quando existe € unico, serda indicado por lim,_,, f(x).

Assim
ve>0,36 > 0tal que, paratodo x € Dy

tim @ =te S e Ll < e
(GUIDORIZZI, 2013, p. 72).

Os outros casos de limites sdo apresentados diretamente pela definicdo com uso de

quantificadores, vejamos como esse livro faz para o caso dos limites no infinito:

Definicao 1: Sejam f uma funcao e suponhamos que exista a tal que ]Ja, +oo[ C Dy.
L _ ve>0,36 >0, comé > atal que
Definimos: lim,_,,, f(x) =L {x S6oL-e<f(x)<L+e
Definicdo 2: Sejam f uma fungéo e suponhamos que exista a tal que ]- «, a[ C Dy.
, _ ve>0,38 >0, com-§ < atal que
xl_l>r_noof(x)_Lﬁ{x<—6:L—e<f(x)<L+€.
(GUIDORIZZI, 2013, p. 99-100).

Em seguida, a essas defini¢des o livro apresenta como exemplo resolvido, o limite

. 1 . . ~ . . , .
lim, 4o ~ Inicia a resolucéo observando que quanto maior o valor de x mais proximo de zero
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;8 ~ 1 . f e s g .. ,
estara a expressdo -, aplica a definigdo justificando que o limite serd zero e apresenta a

representacdo grafica da funcdo com as indicagbes dos quantificadores encontrados. Em
seguida, sdo trabalhados os outros tdpicos até finalizacdo com a nogdo de integral indefinida.

Com relacéo as pesquisas sobre livros didaticos utilizados nesses cursos, encontramos,

por exemplo, Barufi (1999) que traz mais informacdes sobre as escolhas de Guidorizzi (2013)

na apresentacdo dos conceitos. Com relacdo a esse livro, ela identificou e analisou 0s

seguintes aspectos:

% Ideias: o livro ndo traz uma preocupacdo com as ideias fundamentais do

calculo, os conceitos sdo apresentados e formalizados, vistos como parte de

uma estrutura pronta. O desenvolvimento dos conceitos que historicamente

levaram ao desenvolvimento do que atualmente se constitui como o célculo
integral e diferencial ndo aparece;

% Linguagem: no livro predomina a linguagem matematica, uso da linguagem

natural ¢ minimo, sendo que seria uma “[...] ferramenta poderosa na busca do
convencimento [...]” (BARUFI, 1999, p. 130);

% Problematizacdo: o livro utiliza ndo problemas como motivacdo para estudo
dos conceitos, eles aparecem como aplica¢fes dos conceitos estudados;

% Visualizacdo: as argumentacdes do livro sdo algébricas ou analiticas, e as
figuras e graficos sdo utilizados para visualizagdo desses resultados, “[...]

apenas para que o estudante verifique aquilo que foi estabelecido [...]”
(BARUFI, 1999, p. 131);

¢ Argumentacdo: o livro utiliza somente argumentacdo da légica interna, “[...]
caracterizando a deducdo e evitando ao maximo a intuicdo que poderia tornar
mais razoaveis os raciocinios efetuados [...]” (BARUFI, 1999, p. 132);

% Formalizacdo: ha uma preocupacdo com a formalizacdo e com a generalizacdo
dos resultados encontrados, o livro “[...] pretende estabelecer um curso de
calculo que, no final de contas, ainda revelado, permanecendo a nogéo de

transmissdo de conhecimentos, em lugar da constru¢do.” (BARUFI, 1999, p.
133).

Segundo a professora da disciplina, mesmo utilizando o livro do Guidorizzi (2013)
como suporte para apresentagdo dos conceitos nessa disciplina, 0 curso ndo tem essa
preocupacdo excessiva na formalizacdo dos conceitos. Eles sdo apresentados e definidos,
tanto intuitivamente como formalmente, mas na maior parte do tempo os alunos utilizam as
ideias e propriedades que foram formalizadas. Assim, no caso, do limite de funcéo, por
exemplo, os estudantes mobilizam na maioria das vezes a defini¢do intuitiva, e quando sé&o
necessarias as regras de manipulagdes algébricas e também as propriedades.

Na Franga, o conceito de limite é introduzido no lycée nas classes de Premiere e
Terminale, equivalentes ao segundo e terceiro anos do ensino medio brasileiro, sendo

apresentado neste nivel de ensino de maneira menos formal. Diferentemente do Brasil, na
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Franca, o lycée ja é direcionado para as areas de interesse do estudante, e os documentos que
orientam essa etapa do ensino ja trazem indicacbes mais detalhadas de como deve ser
introduzido o conceito de limite, bem como 0s conceitos que serdo necessarios tanto para sua
apresentacdo, como também para o aprofundamento deste conceito ao longo dos anos de
estudos. Diante disso, na Franca, escolnemos fazer nossa experimentacdo em uma classe do
lycée opgao Scientifique (S),™ essa é a escolha dos alunos em geral que vao fazer matemética
(bem como, fisica, quimica, engenharias, medicina, ciéncias da vida e da terra, etc.).

Encontramos nos Boletins Oficiais Especiais do Ministério da Educacdo Nacional da
Franca indicacGes dos contetdos que devem ser trabalhados, bem como orientagcdes para o
trabalho dos professores do lycée. O conceito de limite aparece pela primeira vez no programa
de premiere:

Introduzimos uma nova ferramenta: a derivacdo. A aquisicdo do conceito de
derivada € um ponto fundamental do programa de premiére. As funcdes estudadas
sdo todas regulares e estamos satisfeitos com uma abordagem intuitiva da nogéo de
limite finito em um ponto. E esperado pelo programa o célculo de derivas simples;
no caso de situacBes mais complexas, solicita-se um software de célculo formal.
(BO, 2010, p. 2, traducéo nossa).

A derivada aparece para o estudo da reta tangente a uma curva representativa de uma
funcao derivavel em um ponto. E visto também as funces derivaveis, proposto a derivada de
uma soma, de um produto e de um quociente, nessas operaces sdo utilizadas as funcoes
chamadas de usuais: f(x) = Vx, f(x) =% e f(x) =x",n#0ene€N. Vejamos a definicdo de

derivada apresentada em um livro didatico:

DefinicBes: Dizemos que a funcdo f é derivavel em I quando ela é derivavel para
todo real a de /.

A funcdo que, para todo real x de I, associa 0 nimero derivado de f em x, é chamada
de funcéo derivada de f e é notada f'. Temos assim f:x = f (x).

(MALAVAL, 2012 p. 56, traducdo nossa).

O ndmero obtido pela derivada é o coeficiente angular da tangente. Nos comentarios
desse livro é indicado que o nimero resultante da derivada seja definido também como limite

fla+h)—f(a)
h

de uma taxa de crescimento média quando h tende a 0, sendo orientado que a

definicdo formal de limite ndo seja apresentada e que se evite 0 excesso no uso de técnicas no
calculo de derivadas.
No Boletim Oficial Especial (BO), a apresentacdo das sequéncias € indicada por meio

do estudo dos fendmenos discretos, com uso de diferentes registros: algébrico, grafico,

!> Na Franca nas outras opcdes para o ensino médio, as tecnoldgicas, o conceito de limite também é apresentado,
mas com um nivel de exigéncia e aprofundamento menor.
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numerico e geométrico. Sendo um momento importante para propor questionamento sobre o
seu comportamento, “[...] levando a uma primeira abordagem da nocdo de limite que sera
desenvolvida na classe terminal.” (BO, 2010, p.2, traducdo nossa). As aproximacdes com a
nocdo de limite devera ser por meio de exemplos e, nos comentarios, € orientado que a
definicdo formal de limite ndo seja trabalhada no estudo das sequéncias.

Na classe do Terminale, o conceito de sequéncia deve ser retomado e ampliado com a
nocéo de limite. E proposto um estudo aprofundado para que, em seguida, seja introduzido o
conceito de limite de funcdes (BO, 2011), sdo trabalhados os limites finitos e infinitos de uma
sequéncia. E sugerido que se trabalhe também com exemplos de sequéncias que nio tém
limite. Neste documento também aparece o que € esperado dos alunos, por exemplo: “No caso
de um limite infinito, dado uma sequéncia crescente (up) e um namero real A, com ajuda de
um algoritmo encontrar o inteiro natural n a partir do qual u, é superior a A.” (BO, 2011, p.3,
traducdo nossa). Os limites também sdo trabalhados por comparacdo e o teorema de
gendarmes'® é admitido. S&o realizadas as operacBes sobre limites: de uma soma, de um
produto e de um quociente de duas sequéncias.

O limite de funcgdes € proposto para ser trabalhado, em seguida, e, no BO, aparece um

quadro com as seguintes informagdes:

% No Brasil esse teorema é conhecido como teorema do confronto, ou do sanduiche.
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Quadro 4 — Indicagdes para a apresentacdo do Boletim Oficial

Contetdos

Capacidades esperadas

Comentarios

Limite de funcGes

Limite finito ou infinito de
uma funcéo no infinito.

Limite infinito de uma funcédo
em um ponto.

Limite de uma soma, de um
produto, de um quociente ou
de uma composicdo de duas
funcoes.

Limites e comparacéo.

Assintota paralela a um dos
eixos coordenados.

Determinar o limite de uma soma, de um
produto de um quociente ou de uma
composicao de duas fungdes.

Determinar os limites das funcdes
limitadas superiormente ou inferiormente
e também limitadas superiormente e
inferiormente.

Interpretar limites

obtidos.

graficamente  0s

O Trabalho realizado sobre as
sequéncias € estendido as
fungbes, sem formalizacdo
excessiva. O objetivo essencial
¢ permitir aos alunos se
apropriarem do conceito de
limite

A composta de duas funcles é
vista nessa ocasido, mas sem a
teoria geral.

Fonte: Dados do Boletim Oficial Especial n°8 (2011, p. 4, tradugdo nossa).

As operagdes com os limites de fungbes sdo admitidas e apresentadas em quadros para
serem utilizadas pelos alunos, geralmente, com as func¢des usuais. Encontramos em um livro

didatico um exemplo dessa proposta de trabalho na figura 4:
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Figura 4 — Operagdes com limites de funcBes
Les fonctions f et g ont le méme ensemble ae aennition.

a désigne un nombre réel ou + == ou - == et £, £’ désignent des nombres réels.
EEZIEEIES) Limite d'une somme
Sifa pourlimiteena { { ¢ o Y o e ‘ = 2y
et g a pour limiteena i + o0 s +00 —eo S . jl
alors f+ gapourlimiteena ¢, + oo —50 400 Fl g e
ETETECIIED) Limite d'un produit
Sifa pour limiteena ( >0 €>0 €<0 (<0 +oo My S 0
et g a pour limiteena ¢ +ox —oo +00 + 00 o0 —oo |4 630U —o00
alors fx g a pour limiteena £l oo - 00 — 00 400 4o —oo B F1
EIEIEIEIIIED) Limite d’un quotient
« Casol Iin} g(x) #0.
X
Sifapour limiteena ( ¢ Yoo 400 —o0 o + 00 OU — o
et g apourlimiteena ¢'#0 + 00 QU — 00 >0 €<0 ¢>0 <0 +e=o0u
f { u 3 - -
alors — a pour limiteena = 0 40 - o — o
g

« Casou lim g(x)=0.
X +a

Sifapour limite en a f>00u+ee £<0ou-= €>00u+w £<0ou-= 0
et g a pour limiteena Oenrestant Oenrestant ' Oenrestant Oen restant
positif positif négatif négatif
f " 1
alors — a pour limiteen a +ox — o - o0 I
9

Fonte: Livro de Matematica do Terminale (MALAVAL, 2012 p. 96).

Como orientado no BO (2011), as operacdes sdo admitidas e apresentadas
resumidamente nesses quadros da figura 4. E indicado que o professor prepare o aluno “[...]
para transformar a expressdo da funcdo para permitir que ele tenha condigcfes de aplicar as
regras operacionais. As palavras "de acordo com a regra operacional sobre os limites" sdo
entdo suficientes como justificagdo.” (APMEP, [201-], p.9, traducéo nossa).

Nas indicacfes dos conteudos na figura 5, o teorema de gendarmes, apresentado
anteriormente, continuard a ser mobilizado para fazer as comparagdes para encontrar 0S

limites, e também o teorema de comparacao para os limites infinitos.
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Figura 5 — Teoremas de comparacéo e de gendarmes
Théorémes de comparaison : limite infinie
Sifet g sont deux fonctions telles que :

(1) pour x assez grand, f (x) = g(x) (2) lim g(x) =+ oo,
alors lim f(x) =+ oo, s

MLITTITETE Sifet g sont deux fonctions telles que :
(1) pour x assez grand, f (x) < g(x) (2) lim g(x)=--oo,
alors lim f(x) == oo, s

Théoréme des gendarmes : limite réelle

ELITIITIITISN Sif, g, h sont des fonctions et € est un nombre réel

tels que :
(1) pour xassez grand, g (v) < f(x) < h (x)
) lim glx)=¢et lim h(v)=¢,

alors : Iirp flx)=¢.

Fonte: Livro de Matemaética do terminale (MALAVAL, 2012 p. 98).

As defini¢bes de limites devem ser trabalhadas para os casos de limites finitos no
infinito, sem excesso de formalismo, segundo indicagdes do BO (2011). Para 0s outros casos,
a associacdo dos professores de Matematica do ensino Publico (APMEP) no documento em
que discute aplica¢des do BO, orienta que preparem 0s alunos para terem “uma boa percepgao
(principalmente grafica) dessas situagcdes” (APMEP, [201-], p. 9) e que se deve evitar 0 uso
de quantificadores. Nesse aspecto, vejamos na figura 6 a proposta de um livro didatico para
apresentacdo da definicdo de limite finito quando x tende a 4o, bem como exemplos desse

limite em algumas funcdes:

Figura 6 — Definicdo limite proposta em um livro didatico

Limite finie en + <~ ouen -
IIEETTHETE Dire qu'une fonction fa pour limite le nombre réel
¢ en + <= signifie que tout intervalle ouvert contenant € contient

toutes les valeurs f(x) pour x assez grand.
On note “T flx)=¢. =5 T
X *+oo H

Remarque : On définit de fagon analogue une limite réelle en - o,

EXEMPLES 1: Fonctions de référence de limite 0 en + <. 0 X

1 1 1 . §
Y—>—, x—>—, x—>—(@avecne N,n=1), x—
X 12 X7

EXEMPLE 2: La fonction x— e*a pour limite 0 en — =,

Fonte: Livro do terminale (MALAVAL, 2012, p. 92).

-

Os proximos conceitos trabalhados sdo de continuidade de uma funcdo em um
intervalo, o teorema do valor intermediario, e é retomado o conceito de derivada. Novamente
as derivadas sdo trabalhadas utilizando as operagdes vistas no premiére, mas séo apresentadas

as derivadas de outras fungdes, podemos observar na figura 7:
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Figura 7 — Funcfes indicadas para o estudo com as derivadas
x> Julx) ;
b (u(x))" , 1 entier relatif non nul ;

et
X ln(u(x)).
Fonte: Boletim Oficial Especial n° 8 (2011, p. 5)

O conceito de limite sera retomado no ensino superior, mas nesta fase do ensino é
trabalhado com sua definigdo formal, por épsilon e delta e a énfase e profundidade serdo em
funcdo das especificidades dos cursos.

Para nossa investigacdo, escolhemos atividades que fossem préximas das que sao
utilizadas na introducdo do conceito de limite, mas também que envolvessem aspectos que as
pesquisas apresentam como dificeis para os alunos. Ao mesmo tempo, elaboramos algumas
atividades para serem aplicadas no Brasil e na Franca. Em funcdo disso, fizemos uma
delimitacdo do campo conceitual que iriamos considerar para nossa pesquisa e que sera
discutido na préxima seco.

Apresentamos a seguir, 0s objetivos desta pesquisa juntamente com nossos

encaminhamentos metodologicos.
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5. OBJETIVOS E ENCAMINHAMENTOS METODOLOGICOS DA PESQUISA

Nesta pesquisa, buscamos compreender o processo de construcao do conceito de limite
de funcdo em situacOes propostas para sua introducdo. Elaboramos atividades proximas das
que geralmente sdo trabalhadas para apresentagdo desse conceito na disciplina de Calculo I,
particularmente investigamos Curso de Matemaética — Licenciatura do INMA — UFMS. Com
intuito de ampliar nosso campo de investigacdo, decidimos estudar outro quadro diferente do
Brasil. Na secdo 4, vimos que a introducdo desse conceito na Franca é realizada de modo
diferenciado do Brasil, sdo diferencas tanto com relacdo ao nivel de ensino em que é
realizada, como também, com as situacGes que sdo utilizadas nessas apresentacdes. Como
dissemos na introducdo, nossa universidade vem desenvolvendo projetos de coopera¢do com
a Franca, o que possibilitou que fizéssemos um estagio de sete meses nesse pais*.

Deste modo, nosso objetivo de pesquisa se constituiu em: realizar um estudo para
compreender 0s processos mobilizados por alunos, na introdugdo do conceito de limite de
funcBes, em situacdes elaboradas no quadro brasileiro e no quadro francés. Investigamos 0s
conhecimentos mobilizados por esses estudantes ao lidarem com as primeiras atividades de
introdugdo desse conceito. Para isso, organizamos nosso estudo buscando:

v" Investigar como o0s estudantes organizam seus esquemas de raciocinio;

v" Investigar regras em acao e teoremas em agdo, com suas representacdes conforme o tipo
de problema, mobilizados pelos estudantes para resolver as atividades, buscando
caracterizar 0s esquemas;

v" Investigar as imagens associadas pelos estudantes ao conceito de limite de funcdes;

v Investigar aproximacdes, ou diferencas, nos conhecimentos mobilizados por alunos
brasileiros e franceses.

Para compreender como se da a construcdo de um conceito precisdvamos estudar o
estudante em acdo, ou como nos traz Vergnaud (1990), por meio de situagdes que 0 sujeito
precisa lidar que podemos investigar filiacbes e rupturas necessarias na formacdo e
desenvolvimento de um conceito. Nossa pesquisa se enquadra em um estudo experimental,
segundo Mazucato ¢é utilizado “Quando, para se obter informagdes sobre um determinado
fato, fendmeno ou processo, torna-se necessario manipulé-lo, controlando algumas variaveis,
para verificar como o0 mesmo se ocorrera [...]” (MAZUCATO, 2018, p. 58). Em nosso caso, o

processo de aprendizagem do conceito de limite. Para isso, elaboramos e aplicamos

7 Como também a possibilidade de bolsa do Programa Institucional de Doutorado-sanduiche no Exterior
(PDSE) concedida pela Coordenacéo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES).


http://www.capes.gov.br/bolsas/bolsas-no-exterior/programa-de-doutorado-sanduiche-no-exterior-pdse
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instrumentos buscando colocar o estudante diante de situagdes que favorecessem ele agir nas
atividades propostas, como também com momentos para discusséo individual das resoluces
apresentadas. Diante disso, dois pontos foram centrais para conducdo de nossa investigacao:
as escolhas das situacdes e dos instrumentos que permitissem a producdo de dados para
atingirmos nossos objetivos.

As situagOes foram elaboradas com atividades proximas das que sdo propostas para
introducdo do conceito de limite de funcBes nos dois paises de investigacdo (BO, 2011;
UFMS, 2014). Pautadas em estudos sobre o ensino e aprendizagem do conceito de limite de
funcgdes. Esses dois aspectos foram tratados, de modo geral, nas se¢Bes 2.2 e 2.3 e também nas
discussbes das atividades onde essas relagdes foram estabelecidas com as questdes
elaboradas. No caso, no momento em que apresentamos como foram constituidos os
instrumentos para nossa producéo de dados™.

Discutimos também na secdo 4 algumas diferencas na apresentacdo do conceito de
limite de funcdo no Brasil e na Franca. E, apesar dessas diferengas, encontramos pesquisas
gue mostram que o0s estudantes desses paises, como de outros, tém dificuldades semelhantes
(CORNU, 1983; TALL e VINNER, 1981). Um estudo do processo de construcdo desse
conceito traz elementos importantes para discussao e compreensdo dessa problematica e, a
inclusdo da Franca em nosso campo de investigagcdo permitiu ampliarmos e aprofundarmos
ainda mais essa discuss&o.

Para elaboracdo das atividades de nossa experimentacao foi preciso delimitar o campo
conceitual para a introducdo do conceito de limite de funcdes. Nossas escolhas foram em
funcdo do estudo que fizemos na secdo 4, sobre apresentacdo desse conceito no Brasil e na
Franca, como também, baseadas nas discuss@es realizadas na secdo 2. A seguir, no quadro 5,
apresentamos as situacGes de limite de funcdo que foram selecionadas, 0s conceitos, as

relacBes envolvidas, bem como as representacGes utilizadas.

'8 Especificamente nas secdes: 6.1, 7.1.2 € 7.1.3.
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Estudo de limite finito de uma fungdo em um ponto

Representacoes:
Utilizadas nas atividades: Algébricas, graficas e linguagem natural.
Solicitadas aos alunos nas atividades: Algébricas, gréficas e linguagem natural escrita e oral.
Funcdes trabalhadas:
Funcdes polinomiais e racionais de grau menor do que trés e também funcdes definidas por partes.
Conceitos e as relagfes utilizadas:

Manipulagdo algébrica de polindmios, como a fatoragdo, a multiplicacdo, simplificacdo e a reducdo de
termos;

Ndmeros reais:

&~ Aproximagdo de um nimero seja do conjunto de nimeros do dominio ou da imagem de uma funcio, a
ideia de poder se aproximar infinitamente;

&~ Representar conjunto de nimeros na notacdo de intervalos abertos e/ou fechados, e na forma de
inequacoes;

&~ A ideia de que em um intervalo, aberto e/ou fechado, existem infinitos nimeros;
Funcdes:
&~ Relacionar a representagdo algébrica com a gréafica;
&~ Relacionar um conjunto de elementos da imagem, com o seu respectivo conjunto de pontos do dominio.
&~ Estudar o comportamento das fungGes para encontrar os limites, seja:
&~ Por manipulagdo algébrica das expressoes;
&~ Calcular pontos préximos do ponto de investigacao;
& Pela observacdo da representagdo grafica;

<&~ Por informagBes memorizadas, como: quadro de operacBes sobre limite utilizado na Franca,
comportamento das fungdes consideradas de referéncias, a forma da representacéo algébrica ou gréfica
da funcéo.

Estudo de limites +oo (0uU - o) e de limites +oo (OU - ©©) em um ponto

Representacoes:
Utilizadas nas atividades: Algébricas, graficas e linguagem natural.
Solicitadas aos alunos nas atividades: Algébricas, numérica, graficas e linguagem natural escrita e oral.
Funcoes trabalhadas:
Funcdes racionais de grau menor do que trés e também fungdes definidas por partes.
Conceitos e as relacOes utilizadas:

Manipulagdo algébrica de polindmios, como a fatoracdo, a multiplicacdo. A simplificacdo e a redugdo de
termos;

NGameros reais:

&~ Aproximacdo de um niimero seja do conjunto de nimeros do dominio ou da imagem de uma funcéo, a
ideia de poder se aproximar infinitamente de um ndmero;

&~ Representar conjunto de ndmeros na notacdo de intervalos abertos e/ou fechados, e na forma de
inequacdes;

&~ A ideia de que em um intervalo, aberto e/ou fechado, existem infinitos ntimeros;
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&~ A nocdo de um niimero tender a infinito, poder tomar valores de um conjunto infinitamente.
Funcoes:
&~ Relacionar a representacdo algébrica com a gréafica;
&~ Relacionar um conjunto de elementos da imagem, com o seu respectivo conjunto de pontos do dominio.
& Estudar o comportamento das fungdes para encontrar os limites, seja:
@ Por manipulacéo algébrica das expressdes;
Calcular pontos préximos do ponto de investigacéo;
Calcular pontos que estdo tendendo a infinito;

Pela construcdo da representacao gréfica;

9 9 9 9

Por informagBes memorizadas, como: quadro de operacBes sobre limite utilizado na Franga,
comportamento das fungdes consideradas de referéncias, a forma da rpresentacdo algébrica ou
grafica da funcéo.

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

Nesse quadro temos as situacfes e 0s conceitos que foram utilizados em nosso estudo
de modo geral, mas nem todas elas foram aplicadas na Franca em funcdo do pouco tempo que
tivemos para nosso estudo nesse pais. Esse recorte € discutido em mais detalhes no momento
da apresentacdo das atividades elaboradas para aplicagdo no Brasil e na Franca,
respectivamente nas secbes 6 e 7.

A seguir, apresentamos 0s instrumentos selecionados para nossa experimentacdo e,
posteriormente, os elementos da nossa metodologia de andlise. Todavia, é preciso que se
tenha claro que todos esses elementos foram se constituindo no desenvolvimento da nossa
investigacdo de modo imbricado, e sempre com momentos de idas e vindas durante 0 nosso

percurso investigativo.

5.1 Instrumentos utilizados

Escolhemos para a coleta de dados, instrumentos que favorecessem uma producéo
suficiente de dados, mas também que propiciassem uma variedade representativa dos
conhecimentos utilizados pelos estudantes, visto nosso interesse em compreender 0s
processos mobilizados por eles ao resolver as atividades. Assim, optamos por mais de um
instrumento de coleta de dados para a experimentacéo e, ao longo da pesquisa, utilizamos trés
tipos: questionarios, conjuntos de atividades e entrevistas. Todavia, nem todos esses
instrumentos foram utilizados para producdo de dados nos dois paises investigados, como
veremos, em seguida, na apresentacdo de cada um desses instrumentos e nas justificativas

dessas escolhas.
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O questionario foi escolhido para fazermos uma primeira aproximagdo com oS
possiveis sujeitos desta pesquisa. Precisdvamos de um instrumento que pudesse nos fornecer
algumas informacgdes de um numero relativamente grande de individuos, mas que fosse
aplicado de modo mais rapido e pratico. No caso desse instrumento, ele foi composto tanto
por questdes abertas, como também fechadas (MAZUCATO, 2018). Nosso interesse principal
foi identificar possiveis sujeitos para nosso estudo, mas também investigar alguns
conhecimentos que eles tinham sobre o conceito de limite, bem como algumas dificuldades
com relacdo a esse conceito, e sobre conceitos envolvidos na construcdo do conceito de
limite. Estamos nos referindo aos conceitos de nimero reais e de fun¢Ges que constituem
aspectos importantes nas situacfes de introdugdo do conceito de limite de funcOes
(ARTIGUE, 1995).

As questdes fechadas do questionario foram escolhidas por possibilitar “[...] categorias
diferenciadas e pré-definidas; [...] em que o informante escolhe sua resposta entre outras
opcoes ja estabelecidas.” (MAZUCATO, 2018, p. 75). Essa forma de questionario facilitou
nosso trabalho de pesquisa ao restringir a liberdade total de respostas. Desse modo,
preparamos algumas questdes com alternativas de multipla escolha apresentando respostas
que abrangessem diversos aspectos do assunto que nos interessava e assim caberia ao sujeito
escolher a que lhe fosse mais adequada. As questfes abertas foram escolhidas por
proporcionarem ao sujeito explicar sua resposta, por exemplo, ao dizer sim ou ndo em uma
questdo ele deveria justificar sua escolha. Além disso, para obtermos algumas informacdes
concernentes as dificuldades desse aluno e sua compreensdo sobre alguns conceitos.

Utilizamos esses dois tipos de questdes nos questionarios que aplicamos, tanto no
Brasil como na Franca. No entanto, devido ao tempo que tivemos disponivel para trabalhar
nesses dois paises e o fato deles terem programas diferentes, esse instrumento foi elaborado
com algumas questdes diferentes. Como na Franga, tinhamos somente sete meses de estagio,
decidimos inserir algumas questdes sobre limite de funcdo para que os estudantes tivessem
oportunidade de resolver e justificar cada resolucdo. No quadro 6, apresentamos uma sintese

dos objetivos das questdes elaboradas para cada um desses paises.

Quadro 6 — Sintese das questfes do questionario

Objetivos Brasil Franca

Identificar alunos que:

- Tinham interesse em
participar;

- Nunca tinham estudado o
conceito de limite.
Identificar dificuldades | Identificar dificuldades em Identificar dificuldades em conceitos

Identificar alunos que:

- Preencheram todo questionario;
- Apresentaram justificativas mais
detalhadas.

Identificar sujeitos para
participar da pesquisa
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Objetivos Brasil Franca
em conceitos de conceitos envolvidos: envolvidos:
matematica basica - Na construcdo do conceito de | - Na construgdo do conceito de limite;
limite; - Nas situacdes propostas de outros
- Nas situagdes propostas de campos conceituais, como, por exemplo,
outros campos conceituais, a fatoracéo.

como, por exemplo, a fatoracao.

Verificar se conheciam -
- Verificar como estavam compreendendo

a defini¢do intuitivade | - N&o tinham visto L
limite. essa definicdo.
Verificar se conheciam .

o X . - Verificar como estavam compreendendo
a definicdo formal de - N&o tinham visto L
limite essa definicéo.

Identificar:

Estudar como - Conceitos utilizados nas justificativas;
identificavam limites - Elementos da definicdo nas
por meio da - Né&o tinham visto justificativas dadas;
representacdo gréfica de - Relagdes entre as justificativas dadas
uma funcéo. para o limite encontrado com as respostas

sobre como compreendiam o limite.
Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

Foi possivel a insercao da questdo sobre limite de funcdo na Franca, pois aplicamos o
questionario somente ap6s a introducdo desse conceito. Desse modo, essa escolha permitiu
gue pudéssemos obter mais dados sobre a producdo desses estudantes e sobre conhecimentos
concernentes ao conceito de limite de funcdo. No Brasil, esse instrumento foi importante ao
fornecer elementos sobre conceitos envolvidos na construcdo do conceito de limite, como
também nas situacdes trabalhadas, que o aluno tinha dificuldade, ou teve na educacdo
béasica.™

No Brasil, tivemos a oportunidade de fazer um estudo mais longo e escolhemos
trabalhar com trés conjuntos de atividades, proximas do que €é trabalhado em sala de aula.
Para isso, decidimos assistir algumas aulas da professora da disciplina de Calculo | e
estudamos seu plano de ensino. Também olhamos as listas de atividades trabalhadas com os
alunos e o livro didatico que orientava o trabalho dessa professora. Além disso, buscamos
trabalhar nessas atividades alguns conceitos considerados problematicos para o0s estudantes
(ARTIGUE, 1995; CORNU, 1983) de modo diferenciado, no caso os conceitos de nimeros
reais e de funcdes foram trabalhados mais detalhadamente em algumas questdes. Também
optamos em acompanhar o processo de construcdo do aluno em momentos que ele pudesse
discutir com outro aluno, além dos momentos de discussdo com a pesquisadora. Diante disso,
escolhemos trabalhar algumas atividades em dupla e o dltimo conjunto de atividades foi

resolvido individualmente. Ao final o aluno apresentava sua resolugcdo a um colega e eles

19 Na seco 6.1.1 trazemos uma discussdo sobre a elaboracio desse questionario aplicado no Brasil e na secio
7.1.2 do aplicado na Franga. As questBes desses questionarios encontram-se respectivamente nos anexos A e B.
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discutiam suas resolucdes e justificavam suas escolhas. Todas as sessdes foram gravadas em
audio e cada estudante tinha sua folha de atividade que deveria ser trabalhada.

Para obtermos mais elementos sobre as produc¢des dos alunos no Brasil, acrescentamos
também a entrevista, no caso trabalhamos com a entrevista semiestruturada. Esse instrumento
se mostrou pertinente por permitir levantarmos mais elementos de fatos observados durante a
experimentacdo, como também, de inserirmos outras questdes suscitadas a partir das
discussbes que fossem acontecendo no decorrer da entrevista. (MAZINI, TOLOI, 2013).
Aplicamos duas entrevistas, uma ao final das atividades dos grupos 1 e 2 e outra seis meses
apos aplicacao das atividades do grupo 3. Apresentamos, em seguida, na figura 8, uma sintese

dos momentos de nossa pesquisa no Brasil.?

Figura 8 — Momentos da pesquisa realizados no Brasil

oo
?» 60 L A0
0O
. '\Q Aplicagio
Elaboragéo Elaboragao atividades
e attvidades atividades grupo 3
APIIC:[GaO' do grupos 1 e arupo 3
questiionario
pisciplina 9¢
calculo .
° jsta
: vista E““eﬂs
et ~ ntre
/3%551'5t‘1r Aplicasdo E
aulas atividades
gmpos
1e2

produgao d¢
dados

Fonte: Produzido pela autora.

Na Franga, tivemos pouco tempo para fazermos o estudo com os alunos. Assim,
escolhemos novamente utilizar uma entrevista semiestruturada para obtermos os elementos
para producédo de dados. Inicialmente acompanhamos uma professora ao introduzir o conceito
de limite de fungGes em uma classe do terminale. Escolhemos trabalhar com a observacgao
estruturada e, para isso, elaboramos uma grade de analises “[...] em condi¢cdes controladas

com a finalidade de dar respostas a determinados objetivos anteriormente definidos.

%0 Na secdo 6.1.3 discutimos as questdes que nortearam essas entrevistas.
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(MAZUCATO, 2018, p.64). Nesse sentido, buscamos identificar diferentes momentos do
trabalho dessa docente ao introduzir esse conceito. Em seguida, apresentamos alguns
indicativos das questdes que nortearam nossa grade de anélise:

v/ Quais conceitos sdo retomados para introducdo do conceito de limite? Quais
representacfes (geométrica, algébrica, grafica, funcional, numérica, etc.), definicGes,
propriedades sdo retomadas e introduzidas? Quais problemas s&o utilizados? Quais
dentre os conceitos relacionados (nimero real, outros conceitos envolvidos nesse campo
conceitual) sdo mobilizados? Como eles sdo representados?

v/ Como sdo as atividades de introdugdo? Utiliza problemas? Quais representagdes séo
utilizadas?

v/ Como ¢é feita a institucionalizacdo? Apresenta uma definicdo intuitiva, formal ou
propriedades?

v Como séo planejados os reinvestimentos do conceito? Como eles ocorrem?

Em todas as aulas fizemos as anotacBes conforme essas indicacdes e também
gravamos em &udio as falas da professora®. Além disso, ela nos disponibilizou seu plano de
aula e também as listas de atividades utilizadas para introducdo do conceito de limite de
funcéo.

Elaboramos a entrevista com atividades sobre o conceito de limite de funcgdes para 0s
alunos resolverem e irem justificando as escolhas que faziam. Esse instrumento permitiu que
pudéssemos ir acrescentando questdes para compreendermos melhor, tanto as resolugcdes
como as justificativas que eles iam mobilizando ao resolverem as atividades. Favorecendo
também que pudéssemos ter uma variedade de representacdes desses conhecimentos
mobilizados. Apresentamos na figura 9, em seguida, uma sintese de nossos momentos da

pesquisa vivenciados na Franca.

21 A professora se disp6s a ficar com um gravador em seu bolso para que pudéssemos obter os 4udios dessas
aulas e permitiu também que tirdssemos algumas fotos do trabalho realizado no quadro.
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Figura 9 — Momentos da pesquisa realizada na Franga
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Fonte: Produzido pela autora
Todos esses instrumentos permitiram que nds pudéssemos trabalhar com o0s
estudantes: individualmente (na Franca), individualmente e em dupla (no Brasil), como
também de interagirmos com eles, e assim, obtermos mais informacdes sobre suas resolucdes.

Com isso, obtivemos elementos das producdes escritas e orais dos alunos para nossa analise.

5.2 Metodologia de analise dos dados

Nosso movimento de andlise foi pautado na construcdo de uma metodologia baseada
no estudo de esquemas e de conceito imagem. Investigar os processos dos alunos com 0s
esquemas ¢ uma analise mais fina, como se colocassemos uma “lupa” para olharmos mais
detalhadamente as produc¢des dos alunos. Com 0s esquemas é preciso especificar o tipo de
problema, os processos, 0s sistemas de representacdes, etc., usados sistematicamente, para
investigarmos as adaptacOes desses esquemas. Enquanto que, com o estudo por meio das
imagens do conceito imagem (CI), podemos, de certo modo, nos “afastarmos” para fazer uma
andlise mais geral desse processo de conceitualizacdo vivenciado pelo estudante,
considerarmos tanto as imagens associadas as situagdes como com as defini¢des do conceito
de limite de funcdo utilizadas no ensino.

A ideia de uma possivel contradigdo entre varios conhecimentos coexistentes no
mesmo aluno e o fato de uma propriedade em acdo, ou regra de agdo, ter um dominio de

validade também fazem parte do arcabouco tedrico de Vergnaud (1986), notadamente com o
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estudo dos dominios de validade e dos conhecimentos. Analogamente em Tall e Vinner
(1981), com as imagens que podem conflitar tanto com outras do (CI), como com o conceito
definicdo apresentado aos alunos. Desse modo, essas duas teorias nos permite estudar o
processo de aprendizagem do conceito de limite de funcéo e identificar conhecimentos que
podem se tornar um problema, seja para compreensdo desse conceito, como para
aprendizagens futuras de outros conceitos que possam estar vinculados a situagfes que eles
enfrentardo, e que tenham alguma semelhanca com as tratadas anteriormente no estudo com o
limite.

Para analise dos conhecimentos mobilizados pelos alunos durante nossa
experimentacdo, decidimos separar as discussdes conforme esses elementos teodricos. Essa
escolha se deu pelo fato de que gostariamos que ficasse mais explicito as analise e as
contribuic¢des, tanto das no¢des de esquema como as do conceito imagem dos estudantes, para
nossa pesquisa. Todavia, consideramos possivel, e pertinente, a analise conjunta desses
elementos.  Assim, para esta tese nos concentramos nos seguintes procedimentos
metodoldgicos:

Fase | — A partir da producdo dos dados obtidos nas atividades introdutorias e nas
entrevistas, modelizamos as regras em acdo e 0s teoremas em agdo associados, relativos a
seus dominios de validade®. Essa modelizacdo foi orientada tanto pelos estudos sobre nosso
objeto de pesquisa, como também considerando o que é proposto pelo ensino para sua
apresentacdo nesses dois paises. Além disso, identificamos conhecimentos dos alunos sobre
conceitos relacionados, e que sdo considerados como fundamentais, para a construcdo do
conceito de limite de fungdo para os casos que estamos estudando (por exemplo, fungdes,
nameros reais, etc.). Também identificamos cada enunciado "em acdo" dos alunos por um
indice® e relacionando ao tipo de representacdo utilizada por eles (algébrico, natural-oral,

natural-escrito, tabela de variagoes, grafico, desenho). Conforme, sintetizado na figura 10;

22 No caso nos referimos a situacdo trabalhada, as atividades e representacdes utilizadas.

2% Apresentamos a modelizacdo das regras em acdo e dos teoremas em acéo, com as escolhas dos indices, nas
secBes que antecedem as analises. No caso, na se¢do (6.2) da experimentacao realizada no Brasil e na se¢do (7.2)
na Franca.
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Figura 10 — Representacdo da fase | da metodologia de analise
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Fonte: Produzido pela autora.

Fase Il — Relacionamos esses elementos, modelizados a partir das producdes dos
alunos, as suas respectivas situacdes de limite de funcdo que foram trabalhadas. Separamos as
atividades conforme os casos de limite que foram tratados, com suas respectivas
representagdes, e relacionamos as regras em acdo e os teoremas em acdo mobilizados pelos
estudantes ao lidarem com as atividades. Buscamos, com isso, estudar esquemas mobilizados
por eles durante a experimentacéo.

Fase 111 — As regras em acdo e o0s teoremas em acdo associados foram relidos em
termos de conceito imagem do aluno, juntamente com outras mobilizacdes que o estudante
fez ao lidar com as situacdes. Nosso objetivo foi modelizar imagens do conceito imagem (ClI)
do estudante, para estudar imagens que pudessem conflitar com outras imagens do (CI), ou
com o conceito definicdo (CD). Bem como, identificar imagens desse conjunto (Cl) que

poderiam se constituir em um conceito definigdo pessoal (CDP) desse aluno.
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Figura 11 — Representacdo das fases 11 e 111
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Fonte: Produzido pela autora.

Essa abordagem foi escolhida por permitir a realizacdo de um estudo do processo de
construcdo do conceito de limite de fungdes dos alunos. Um estudo por meio de teoremas em
acao e de regras de acdo, no sentido de Vergnaud (1990), torna possivel descrever os
processos dos alunos em relacdo a um determinado tipo de problema e a um conceito
matematico em particular. Ela permite também ter uma imagem dos conhecimentos dos
alunos. Com Tall e Vinner (1981), podemos olhar esses conhecimentos como elementos do
conceito imagem do aluno, buscando identificar imagens desse conjunto que possam se
constituir como conceito definicdo pessoal desse aluno. Ao mesmo tempo, podemos
investigar lacunas entre conhecimentos e definicBes formais e algum possivel impacto na
aprendizagem futura. Consideramos uma maneira mais "flexivel" de estudar conhecimentos
para identificar e antecipar dificuldades dos alunos. Sendo complementar a abordagem de
Vergnaud (1990), especialmente quando um conceito matematico (como o conceito de limite)

envolve varios outros conceitos.
5.3 Sujeitos da pesquisa
Como dissemos, nossa pesquisa buscou compreender o processo de construgdo do

conceito de limite de funcdo em situacGes para sua introducdo. Utilizamos instrumentos para

coleta e producdo dos nossos dados no Brasil e na Franca e, em seguida, analisamos conforme
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nossa metodologia. Um ponto importante a se considerar em nosso estudo € o fato de que
trabalhamos com dois grupos diferentes de alunos nesses dois paises, um da graduacdo e
outro do ensino médio. Além disso, esses grupos ndo vivenciaram as mesmas etapas durante a
experimentacdo. Todavia, nossos instrumentos de coleta de dados juntamente com o0s
elementos teoricos apresentados permitiu que fizéssemos nosso estudo desse processo de
aprendizagem com os alunos brasileiros e franceses. Para apresentacdo nesta tese trazemos

um estudante de cada pais, sendo que nossa escolha foi pelo aluno que:

& Resolveu todas as atividades e apresentou justificativas;

@ Discutia suas resolucbes com um colega, ao longo da experimentacéo,
buscando tirar duvidas, ou comparar resolucdes encontradas, no caso
especifico dos alunos do Brasil;

& Utilizou as representacdes, graficas, algébricas e linguagem natural escrita e
oral;

@ N&do manifestasse muita dificuldade em conceitos envolvidos nas situacoes,
como fatoracgdo, as fun¢des que foram utilizadas, etc.

Essas escolhas foram fundamentadas no estudo apresentado na se¢do 2, quando
discutimos como foi dificil o desenvolvimento do conceito de limite pelos matematicos até se
tornar o objeto de ensino trabalhado atualmente. Como também pelas dificuldades
evidenciadas em pesquisas, tanto com relacdo aos conceitos envolvidos na construgdo do
limite de fungéo, como com os conceitos de matematica basica utilizados nas atividades para
sua introducéo.

Diante disso, precisavamos de sujeitos com as caracteristicas citadas para podemos
atingir nosso objetivo de pesquisa. Por exemplo, um aluno que tivesse muita dificuldade na
construcdo e compreensao da representacdo grafica de uma funcéo, dificilmente teria como
fazer filiaghes pertinentes nas atividades que envolvesse esse tipo de representacéo.
Inviabilizando nossa investigacdo de filiacdes e de rupturas de seus esguemas com essa
representacdo. Analogamente para o estudo do conceito imagem, pois ndo teriamos como
identificar imagens desse conjunto associadas a esse tipo de representacao.

Apresentamos nas proximas se¢des o detalhamento de nossa pesquisa, primeiramente,
nosso estudo realizado no Brasil e, em seguida, 0 nosso estagio na Franca. Posteriormente,
discutimos alguns elementos que modelizamos nesses paises buscando identificar pontos de

aproximacdes nas producdes desses alunos, considerando as diferencas discutidas na sec¢éo 4.
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6. MOMENTOS DA PESQUISA REALIZADA NO BRASIL

Nossa pesquisa foi realizada com alunos da disciplina de Calculo 1 do Curso de
Matematica — Licenciatura da Universidade Federal de Mato Grosso do Sul (UFMS). Um dos
motivos para essa escolha se da pelo fato de ser o curso em que trabalhamos. Nossa
experiéncia ao longo dos anos nos trouxe muita inquietacdo com relacdo ao desempenho dos
nossos graduandos nessa disciplina. Sabemos, como todo professor de matematica que ja
ministrou essa disciplina, que os alunos geralmente tém muita dificuldade quando o conceito
de limite é apresentado a eles. E fato que, esse tema tem sido objeto de estudo de vérias
pesquisas, as quais vém apontando diversos fatores relacionados a essa dificuldade,
envolvendo aspectos epistemoldgicos, didaticos, entre outros.

O fraco embasamento matematico da educacéo basica também aparece em quase todos
os estudos, principalmente, os que necessitam ser mobilizados na construgdo do conceito de
limite de funcGes. Pensando em nosso licenciando em matemaética, vale ressaltar que os
conceitos da educacdo basica nao precisariam ser compreendidos apenas para serem utilizados
na construcdo do conceito de limite, ou em outras disciplinas, mas também serdo importantes
para a pratica profissional desses estudantes, afinal, eles serdo professores da educacao basica.
Alguns desses contetidos s@o considerados muito problematicos, como funcbes e 0 conjunto
dos nimeros reais.

Desse modo, escolhemos investigar a apresentacdo do conceito de limite por meio da
abordagem de situacbes que favorecessem aspectos considerados de dificil compreensdo para
os alunos, como aproximacdao de um ponto, bem como a ideia de nimero arbitrariamente
pequeno, juntamente com o estudo de funcgdes. Assim, delimitamos, de certo modo, 0 campo
conceitual (VERGNAUD, 1990) para apresentacdo do conceito de limite, priorizando na sua
apresentacdo, conceitos evidenciados por analises de livros didaticos, pesquisas sobre o
ensino e aprendizagem desse conceito e também orientagdes contidas em documentos como
as diretrizes curriculares para a graduacdo em licenciatura em matematica, ementa da
disciplina, entre outros.

Discutimos a seguir os elementos que permitiram nossa produgdo de dados no Brasil,
em que dividimos em duas partes. Na primeira, apresentamos a disciplina em que
selecionamos 0s estudantes para nossa pesquisa, 0 questionario que permitiu conhecermos
nossos colaboradores e as atividades que elaboramos para realizarmos com os estudantes.

Na segunda parte apresentamos nossas analises diante das escolhas realizadas pelos

estudantes ao lidarem com as atividades para introducéo do conceito de limite de fungoes.
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6.1 A disciplina de Calculo |

Os estudantes iniciam o curso de Matematica — Licenciatura com a disciplina de
Introducéo ao Célculo. Ela é oferecida no primeiro semestre do curso, tem carga horéria de 68
horas e seu objetivo principal é retomar alguns conceitos de matemética basica. Sua
introducdo no curso veio para atender uma necessidade em recuperar, ou mesmo de
introduzir, alguns conceitos de matematica da educagdo béasica. Sdo indicacdes de diversos
estudos realizados, bem como da experiéncia dos professores que vém trabalhando ao longo
dos anos com essa disciplina nessa universidade. Na ementa dessa disciplina, encontramos 0s
conteddos: conjuntos numéricos; funcdes; funcdes do primeiro grau; funcbes quadréaticas e
modulares; potenciacdo e radiciacdo; funcdes exponenciais; logaritmos e funcdes
logaritmicas; e fungbes trigonométricas.

No segundo semestre € oferecida a disciplina de Célculo I, que tem carga horaria de
102 horas. Em sua ementa é proposto trabalhar os contetdos de: funcGes de uma variavel real,
limite e continuidade; derivada e aplicacdes; e integrais indefinidas.

Comegamos a trabalhar com essa turma no segundo semestre de 2016, e no ano de
nossa pesquisa havia 65 estudantes matriculados. A professora que trabalhou com a disciplina
de Calculo I ja tinha experiéncia nessa disciplina e conhecia a maioria dos alunos, pois foi ela
guem ministrou a disciplina de Introducéo ao Céalculo I no primeiro semestre.

Nossa proposta inicial era acompanharmos os alunos na introducdo do conceito de
limite de fungdes no decorrer da disciplina. Pensamos em propormos inicialmente atividades
sobre func@es, que trabalhassem a ideia de aproximacdes de pontos, tanto do dominio como
da imagem da funcdo, para, em seguida, discutirmos a nocdo intuitiva de limite de funcGes.
Buscando relacionar essa nocdo com a defini¢cdo formal por épsilon e delta. Como era uma
proposta diferenciada, solicitamos a professora a possibilidade de trabalharmos essa parte da
disciplina com as nossas atividades, sendo a pesquisadora encarregada de aplicar as atividades
aos alunos durante a disciplina. Além disso, precisariamos de mais tempo para nossa
experimentacao, pois segundo a programacao da disciplina esse topico seria trabalhado em
duas aulas.

Havia 65 alunos matriculados nessa disciplina no ano de 2016, mas em media 35

participaram das aulas, tanto das que ministramos como também das aulas que assistimos. E

* Em funcéo da greve dos professores das universidades federais de 2015 o calendario académico havia sido
alterado, as disciplinas do segundo semestre que deveriam iniciar em agosto e terminar em dezembro,
comegaram no dia 31 de outubro, pararam para o recesso de final do ano em 24/12/2016; e retornaram em
janeiro sendo finalizadas em 29/03/2017.
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importante frisar que essa disciplina vem tendo desisténcia muito grande dos alunos j& nas
primeiras semanas de aula. E uma turma composta tanto por alunos do primeiro ano, que
acabaram de iniciar o curso, como também por alunos que ja fizeram a disciplina e
reprovaram ou que desistiram no meio da disciplina.

A professora da disciplina iniciou fazendo uma revisdo sobre intervalos do conjunto R
e em seguida abordou o conteudo de funcBes. A partir deste ponto aplicamos as nossas
atividades, que serdo apresentadas, em seguida, em todos os alunos da turma e também os
convidamos para participarem do nosso estudo. Tivemos dezenove alunos que se interessaram
em participar do estudo, mas no decorrer das atividades somente seis alunos vieram nas aulas
e participaram das atividades, sendo que ao final tivemos somente trés que fizeram todas as

atividades.

6.1.1 Conhecendo os colaboradores brasileiros

Elaboramos nosso questiondrio inicial buscando levantar elementos tanto para
conhecermos esses alunos, como também para identificarmos 0s que teriam interesse em
participar de nossa pesquisa.

Assim, iniciamos questionando se eles entraram no curso pensando em serem
professores de matematica; qual a idade e em qual semestre estavam no curso; se
trabalhavam; se estavam cursando a disciplina pela primeira vez; e se tinham interesse em
participar de nosso estudo.

Com essas questdes buscamos informagdes para escolhermos os alunos que iriam
participar de nosso estudo, primeiramente identificando os que tinham interesse em participar
da pesquisa, bem como os que estavam cursando a disciplina pela primeira vez. Sabiamos
gue muitos deles ja haviam cursado essa disciplina antes.

Escolhemos trabalhar com estudantes para os quais ndo havia sido apresentado ao
conceito de limite. Essa escolha se deu pelo fato de termos a possibilidade de acompanharmos
mais tempo esses graduandos, por ser no Brasil. Com isso, poderiamos investigar as primeiras
filiacdes, e possiveis, rupturas no processo de aprendizagem e, assim, modelar 0s esquemas
iniciais desse aluno nesse processo de construcdo de um novo conceito. (VERGNAUD, 1990,
2015).

Inserimos também algumas questbes para vermos se eles tinham, ou se tiveram
dificuldades: em trabalhar com algum conjunto numérico, em operar com ndmeros reais, na

forma fracionaria ou decimal, e em escolher niUmeros reais em intervalos, abertos e fechados.
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Diversos estudos (CURY, 2008; VOGADO, 2014) trazem que os alunos tém problemas no
estudo de limite relacionado a isso, assim gostariamos de identificar se esses estudantes
também tiveram problemas nos anos anteriores de estudo, bem como se estavam tendo
durante o curso.

Essa escolha também se deu por sabemos que o conjunto dos numeros reais é
importante para constru¢do da nocdo de limite, e que algumas situa¢fes necessérias para
construcdo desse conceito s6 sdo vivenciadas exatamente no estudo de limite (ARTIGUE,
1995; CORNU 1991).

Ao final questionamos como estava sendo para o estudante fazer o Curso de
Matematica — Licenciatura, qual era a motivacdo e a expectativa dele sobre 0 mesmo.

Identificamos 19 alunos que poderiam ser colaboradores de nossa pesquisa, pois nao
tinham estudado o conceito de limite de funcGes; seja por ndo terem feito a disciplina

anteriormente, ou por nao terem visto no ensino médio.

6.1.2 Atividades que elaboramos para experimentagao

Como discutimos em nosso percurso metodolégico, no decorrer da pesquisa, tivemos
de fazer diversas modifica¢6es no nosso planejamento inicial. Contudo, para facilitar o leitor
iremos apresentar as atividades que foram aplicadas e analisadas de maneira linear, sem
discutir os percal¢os que foram vivenciados.

As atividades foram divididas em trés grupos que versavam sobre:
& Estudo de funcBes por meio de aproximacGes de um namero real;
& Estudo de limite finito de uma fungdo em um ponto;
%~ Estudo de limites no infinito (+o0 ou - ) e de limites infinitos em um ponto.

As atividades foram pensadas para serem trabalhadas disponibilizando mais tempo
para os alunos. Gostariamos que eles refletissem sobre as escolhas que fariam e que também
pudessem discutir entre eles. Assim as atividades dos dois primeiros grupos foram realizadas
em duplas, e as do ultimo grupo foi realizada individualmente, mas ao final o aluno deveria
apresentar sua resolucdo a um colega e justificar as escolhas realizadas. Inferimos que eles
teriam um pouco de dificuldade na compreensdo dos enunciados e também em justificar as
resolucgdes apresentadas, pois eles estavam habituados a lidar com questdes diferentes das que

haviamos elaborado.
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Além disso, ndo iriamos interferir no trabalho dos alunos, nossa participacéo seria em
levar as questdes que eles tivessem a outra dupla, ou para todo o grupo. Buscando responder
as questdes, com outras questdes, para que pudessem trabalhar pesquisando e discutindo entre
eles. Fizemos as correcdes com apresentacfes de definicdes somente em dois momentos: ao
final das situacGes do grupo | sobre o estudo com fungdes, introduzimos a nocao de limite de
funcdes; e antes de apresentarmos a ultima atividade do grupo Il, apos as correcbes das
atividades iniciais fizemos a discussao da definicdo de limite.

Elaboramos as atividades buscando manter a ordem de apresentacdo do contetdo
utilizada pela professora. Desse modo, quando ela finalizou o estudo com as fungdes, nos
iniciamos o0 nosso trabalho com essas atividades, em seguida, apresentamos as questfes que

elaboramos para esses trés grupos.
I. Estudo de fungbes por meio de aproximagdes de um nuimero real

Nessas primeiras atividades buscamos levantar elementos relacionados aos conceitos
de nameros reais e de fungdes. Eles sdo considerados importantes na construcdo da nogéo de
limite de funcBes e nos permitem trabalhar com a ideia de aproximacdo de um namero real,
seja por valores do conjunto do dominio, como também da imagem da funcéo.

Pensamos em trabalhar com mais tempo e também detalhando cada etapa da atividade
para que o aluno pudesse refletir sobre as ideias de aproximacgdo de um ponto e de nimero
arbitrariamente pequeno, no estudo com func¢des; ja pensando na introducdo da nocdo
intuitiva de limite de funcdo que fariamos em seguida.

As duas primeiras atividades tinham enunciado similares, sendo a diferenca mais em
funcdo das variaveis didaticas que escolhemos trabalhar. Essa escolha foi por acreditarmos
que possibilitaria observar outros elementos que, geralmente, sdo problematicos para 0s
alunos, por exemplo, a aproximacdo ao numero zero e ao numero dois mobiliza

conhecimentos diferentes.

XZ—X

x-1"'

A primeira atividade foi desenvolvida com a funcdo f(x) = em que o aluno

deveria preencher as tabelas fornecidas com valores da funcdo quando x assume valores
proximos de x = 1, no caso para x > 1 e para x < 1. Depois deveria responder as questdes,

conforme o quadro a seguir:



96

Quadro 7 — Atividade 1.1 sobre funcbes

a) Represente na reta numérica todos os ndmeros que vocé escolheu, em seguida, escreva este conjunto na

forma de intervalo.

b) Tem outros nimeros entre:

i. Os dois maiores nimeros que vocé escolheu para valores de x<1? Caso sim apresente trés nimeros, no
caso de ndo existir apresente uma justificativa.

ii. Os dois menores nimeros que vocé escolheu para valores de x>1? Caso sim apresente trés nimeros, no
caso de ndo existir apresente uma justificativa.

¢) Quantos nimeros vocé acha que tem entre esses dois nimeros, pensando no item (i)? Escreva o que isso

quer dizer para vocé.

d) Qual é o nimero que vocé escolheria mais préximo de 1, diferente do que esta na sua tabela, sendo ele

maior do que 1?

e) Vocé consegue listar facilmente 10 valores entre o nimero 1 e o valor que vocé escolheu na tabela mais
préximo de 1, sendo ele menor do que 1? Justifique sua resposta e, caso ela tenha sido sim, encontre 3
nameros. Em seguida, discuta com seu colega a sua resposta e veja se vocés obtiveram respostas semelhantes
ou nao.

f) Analise os valores da tabela e diga o que acontece com os valores da fungdo f(x) quando tomamos valores
bem préximos de 1, seja por valores maiores do que 1 ou menores do que 1.

2— - e 7 e
0) Faca a representacéo grafica da fungio f(x) = % O que seria possivel observar no grafico, nos valores
que a fungdo assume, quando os valores de x ficam préximos do ponto.

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

A segunda atividade era com a funcéo f(x) = (x + 1), e o aluno deveria preencher as
tabelas para valores de x proximos a zero, sendo uma tabela para x > 0 e outra para x < 0,

em seguida deveria responder as questfes, conforme o quadro a seguir:
Quadro 8 — Atividade 1.2 sobre funcGes

a) Represente na reta numérica os nimeros que vocé escolheu, em seguida, escreva na forma de intervalo.

b) Olhando para a representagcdo geométrica, escolha um intervalo mais proximo de zero, tanto para valores
x < 0 como também x > 0.

c) E possivel representar os dois intervalos que vocé encontrou no item (b) como somente um intervalo? Caso
sim represente o intervalo, e caso ndo seja possivel justifique.

d) Esboce o grafico da f(x) = (x + 1) e encontre no eixo dos y o intervalo que corresponde aos nimeros
do(s) intervalo(s) encontrado(s) no item (c) e responda:

i) Qual valor que a fung¢do assume préximo de x = 0, tanto por valores x > 0 como também x < 0?

ii) Esse é um bom método para se descobrir o valor que uma funcéo tem em um ponto. Justifique sua
resposta.

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa

Nessa atividade os alunos poderiam encontrar um pouco de dificuldade em representar
0 conjunto de nimeros que eles escolheram na forma de unido de intervalos, principalmente
por ndo poderem incluir o nimero 1, tendo ddvida em como escrever essa restri¢gdo. No caso o
intervalo é um subconjunto dos nimeros reais que precisaria ser aberto no extremo de nimero
1. Nesse momento o aluno precisaria mobilizar o conhecimento de que se retirarmos o
nimero 1, ainda existirdo infinitos ndmeros antes dele, e que € preciso inclui-lo na
extremidade do intervalo, mas em aberto, para poder incluir esses infinitos numeros. Um

aspecto importante no estudo do limite, € que a existéncia do limite da funcdo num ponto nédo
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depende do que ocorre no ponto, mas sim nas proximidades dele. Um teorema em acao
inadequado que eles poderiam mobilizar nessa situacdo é buscar um nidmero como sendo o
que fica mais “proéximo” ao 1, por exemplo, se 0 maior ¢ menor numero escolhidos foram
respectivamente 0 e 2, escreverem a unido de intervalos [0; 0,99] U [1,99; 2] ou [0;0,99[U
11,99; 2].

Escolhemos a primeira funcdo para que pudéssemos trabalhar a ideia de aproximacéo
de pontos do dominio, com uma situacdo em que o ponto de aproximagao ndo estava definido.
Além disso, por ser uma funcdo em que inferimos que eles de inicio ndo saberiam a
representacdo grafica. Desse modo, poderiamos observar 0s esquemas que eles iriam
mobilizar para lidar com essa funcdo no momento de trabalhar a aproximagdo numérica, bem
como na representacédo grafica. Seria um momento oportuno também para discutirmos quando
duas funcgdes séo iguais, pois ao fazerem a “troca” da funcdo dada pela f(x) = x, precisariam
observar que ndo estava definidaem x = 1.

A segunda fungéo foi escolhida para continuarmos discutindo a ideia de podermos
tomar um nimero tdo préximo quanto quisermos de outro nimero, mas com um ndmero que
geralmente os alunos tém dificuldade em fazer aproximac6es por valores menores, no caso 0
zero. Possibilitaria estudarmos como os alunos fariam as escolhas de valores proximos de
zero, e como representariam esses valores na reta numérica. Quais seriam o0s intervalos
escolhidos, mais proximos de zero, e como eles representariam graficamente esses intervalos.

Elaboramos a ultima atividade pensando em aproximar a nocao intuitiva de limite que
é trabalhada com aproximacdes de pontos do dominio, com a definicdo formal que faz o
caminho inverso, como discutimos na secdo 2.2. Vejamos seu enunciado no quadro em

sequida:
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Quadro 9 — Atividade 1.3 sobre funcGes

2— - g
Observe, em seguida, a representagdo gréfica da funcdo f(x) = % podemos verificar que quando x se
aproxima de 1, tanto por valores maiores do que 1 como por valores menores, a fungéo f(x) se torna préxima de
2. Se tomarmos valores préximos de 2, no caso considerando valores da fungdo no conjunto 11,2; 2[U]2; 2,8,
ousejal,2 < f(x) < 2,8, teremos a situacéo representada no eixo y, conforme em seguida.

8-08-04-02 002 0408 08 1 12 14 18 18 2 22 24 2.

a) Cite alguns valores de x em que a funcdo fica no conjunto ]1,2; 2[U]2; 2,8[. Descreva como vocé
encontrou estes valores.

b) Podemos tomar x = 1? Justifique sua resposta.
¢) Escolha alguns valores para x compreendidos entre 0s nimeros que VOocé encontrou.

d) Escreva em forma de intervalo os valores de x para que os valores da funcdo f(x) fique compreendido no
intervalo 1,2 < f(x) < 2,8. Em seguida, faca a representacdo geométrica deste intervalo.

e) Descreva com suas palavras como encontrou este intervalo.

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa

Essa atividade é sobre fungdes, mas inserimos ideias do limite. Primeiramente no
enunciado quando ja é apresentado que essa funcdo estd se aproximando de 2, quando
tomamos valores de x préximos de 1. Como também, nas questbes quando relacionamos 0s
intervalos dos valores da funcdo que se aproximam de 2, com o intervalo dos valores de X
correspondentes. Encontramos pesquisas que falam que os alunos tém dificuldade de fazer
essa relacdo e que ela é importante para compreensdo do conceito de limite (CORNU, 1995;
ZUCHI, 2005). E uma situacdo que os alunos dificilmente lidam no estudo com as funcdes,
mas que precisam quando passam do trabalho com a nocao intuitiva de limite de funcGes para
0 estudo da definicao formal.

Nessas atividades com fungdes pretendiamos investigar quais esquemas eles iriam
mobilizar para lidar com esses elementos que explicitamos das questdes, e que sdo
importantes na construcdo do conceito de limite. Visamos também, estudar as representacdes
escolhidas e as relacGes que eles estabelecem entre elas, identificando filiagOes e rupturas que
podem contribuir na construcéo, ou mesmo adaptacao, de esquemas para lidar com o conceito

de limite.
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Apresentamos, apds a discussao final dessas atividades, a nogéo intuitiva de limite de
funcoes, e escolhemos a do livro que a professora da disciplina mais utiliza, no caso a do livro

de Calculo | do Guidorizzi:

Intuitivamente, dizer que o limite de f(x), quando x tende a p, € igual a L que,
simbolicamente, se escreve

lim,_,, f(x) =L
Significa que quando x tende a p, f(x) tende a L. (GUIDORIZZI, 2013, p. 55).

Figura 12 — Representacdo grafica da nocdo intuitiva de limite
vi Y4

fix)

f@
fx t

/rr P

Onando x tende a p. {(x} Ouando x tende ap. f{x) tende

Fonte: Representacéo grafica do livro Guidorizzi (2013, p. 55).

Retomamos as trés funcGes trabalhadas anteriormente, mas com a notacéo de limite de

~ . Zox . : 2.1 . . .
funcdes: lim,_,; xfo lim,ox + 1€ lim,_; );T Discutimos com os alunos o que fizemos
até aquele momento, que foi tentar compreender o que acontecia préximo de um ponto de
uma funcdo. Por meio de questionamentos, voltamos a algumas ideias e conceitos que foram

utilizadas nas atividades, perguntamos: Por que podemos:

v' Escolher nimeros arbitrariamente proximos de um ponto?
v' Escolher infinitos pontos em um intervalo?

v Escolher um intervalo tdo préximo de um ponto o quanto quisermos?
v" Simplificar uma funcdo para depois encontrar o limite em um ponto?

Programamos que esse momento ocorresse ao final de um encontro para que os alunos

pudessem refletir sobre o trabalho realizado e também sobre a definicdo apresentada.
I1. Estudo de limite finito de uma fung¢éo em um ponto

As trés primeiras atividades eram para trabalhar com a noc¢éo intuitiva de limite de
funcdo apresentada anteriormente, na secdo 2.3. O objetivo principal foi discutir a nogéo
intuitiva do conceito de limite e buscar aproximéa-la da definicdo formal, por épsilon e delta

que seria apresentada ao final das atividades desse grupo. Para tal, a proposta era fazer com
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mais detalhes as representacbes de conjuntos por meio de intervalos, de modulos e de

inequacbes, como também, a representacdo na forma geométrica. Vejamos os enunciados:
Quadro 10 — Atividades 1,2 e 3

x+2, x#1

1L x=1 em seguida responda as questdes:

(1) Esboce a representacdo grafica da funcao f(x) = {

a) Encontre o lim,_,; f(x) e explique como fez para determinar este valor.
b) Para encontrar o lim,_,; f(x) devemos calcular o valor f(x) para x = 1? Justifique sua resposta.
c) Os valores encontrados nos itens (a) e (b) sdo iguais/diferentes? Justifique sua resposta.

d) Considere os intervalos para valores de x [0,1] U ]1,2] e determine um intervalo no eixo y para os valores
de f(x) que ficardo compreendido neste intervalo.
. Lo 2 Lo . .
(2) Considere o limite lim,,_,; _xx—l = 2 e suponha que encontramos o valor deste limite investigando o intervalo
do eixo dos y proximos de 2 mas agora escolhemos o “tamanho” desta proximidade, no caso com amplitude 0,5
gue vamos chamar de épsilon (), ou seja, € = 0,5. Assim, estamos olhando os valores da fungdo no eixo y em

que2 —e< f(x) < 2+ ¢, 0udeoutromodo 1,5 < f(x) < 2,5.

a) Encontre valores no eixo x que correspondam exatamente aos valores da fungdo com a amplitude €=0,5 e
explique como vocé fez para encontra-los.

b) Escreva a resposta encontrada no item (a) na forma de desigualdade e veja se consegue determinar uma
amplitude para o intervalo encontrado e denomine de d(delta).

c) Pensando agora que estamos interessados em escolher valores para x para que todo f(x) correspondente
figue 2 — e < f(x) < 2+ g, poderiamos ter outros valores para §? Justifique sua resposta.

d) Somando 2 em todos 0s membros das desigualdades 2 — & < f(x) < 2+ eobtemos —e < f(x)- 2 <
€ e escrevendo na forma de modulo, temos |f (x) — 2| < €. Escreva na forma de modulo a desigualdade
encontrada no item (b).

2_
e) Faca a representacdo grafica da fungdo f(x) =% destacando os intervalos das desigualdades

X

encontradas no item (b) e também 2 —e < f(x) < 2+«

(3) Vamos retomar a questdo da primeira sessdo em que trabalhamos com a f(x) = (x + 1), mas agora
discutindo o lim,,_,; x + 1.

a) Encontre o limite de maneira intuitiva.

b) Dado um & = 0,3 encontre um § > 0 tal que toda vez que 2 — € < f(x) < 2 + € teremos também que
1-6<x<1+6.

Expligue com suas palavras como fez para encontrar o 8 ¢ se ele ¢ unico.

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa

A primeira funcéo foi escolhida para que pudéssemos trabalhar com a situagdo em que
o limite da funcdo no ponto é diferente do valor que a funcdo assume no ponto, logo em
seguida da definicdo intuitiva. Esse aspecto é importante na compreensdo do conceito de
limite, pois possibilita ao estudante refletir mais especificamente sobre o fato de que o limite
independe do ponto, tanto que pode ser diferente do valor que a funcdo assume no ponto.
Inferimos que essa atividade seria mais problematica que as anteriores, em que a funcdo nao
estava definida no ponto de aproximagdo. Os momentos de duvidas seriam oportunos para

que os alunos discutissem a definicdo intuitiva de limite apresentada e, com isso, possibilitaria
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nossa investigacdo dos invariantes operatorios mobilizados e do modo como estavam
organizando seu esquema.

Essas atividades eram para identificar as primeiras escolhas dos alunos ao lidarem com
a nocdo intuitiva de limite, como também investigar a possibilidade de aproximacao dessa
nogcdo com a definicdo formal de limite. Assim, inserimos inequagdes com a expressao de
funcdo, como aparece na defini¢do de limite, j& pensando em como o aluno poderia relacionar
tanto com a escrita da definicdo, como também com os intervalos trabalhados na
representacédo grafica.

Além disso, introduzimos os quantificadores épsilon e delta para que os alunos
pudessem conhecé-los trabalhando inicialmente com uma funcéo particular e com um épsilon
fixo. Sabemos que os alunos tém muitos problemas em compreender, e trabalhar, com esses
quantificadores. Essas escolhas foram realizadas a partir dos estudos que fizemos em que
consideramos esses pontos importantes para compreensdo do conceito de limite, mas que séo
problematicos para os alunos (ARTIGUE, 1995; CORNU, 1983; ZUCHI, 2005).

Na discussao final da correcdo dessas atividades apresentamos a defini¢éo de limite de

funcéo do livro de Calculo I do Guidorizzi:

Defini¢do: Sejam f uma fungdo e p um ponto do dominio de f ou extremidade de
um dos intervalos que compdem o dominio de f. Dizemos que f tem limite L, em p,
se, paratodo & > 0 dado, existir um & > 0 tal que, para todo x € Dy.

O<|x—pl<dé=>|f(x)-Ll<e.
Tal namero L, que quando existe € Unico, sera indicado por lim,_,,, f(x).

Assim

I ()_L@{Vs>0,36>0talque,paratod0xeDf
Hm f0) = 0<|x—pl<6=Ifx)—L| <e
(GUIDORIZZI, 2013, p. 72).

No préximo encontro as trés atividades iniciais sdo retomadas: (1) lim,_, f(x) sendo

2_
Flx) = {x + i i ” 1 (2) lim,_,; % e (3) lim,_(x + 1), discutindo com os alunos o que

e
foi realizado até o momento. No caso, conjecturar o limite da funcdo em um ponto, utilizando
a noc¢do intuitiva de limite para verificar o que acontecia proximo de um ponto do dominio,
como também do seu contradominio, seja numericamente, algebricamente ou graficamente.
Entretanto, naquele momento iriamos conhecer uma linguagem matematica para expressar as
ideias utilizadas anteriormente, de maneira intuitiva, para encontrar o valor para o limite.
Assim, retomam-se no quadro a definicdo formal de limite de funcdo apresentada juntamente
com a nogdo intuitiva que havia sido trabalhada nessas atividades, em seguida eles deveriam

resolver a atividades (4), conforme o quadro 11 a seguir:
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Quadro 11 — Atividade 4
(4) Sabendo que lim,_;2x —5 =1 pela no¢do intuitiva, confira se o valor encontrado para o limite
pode ser verificado pela definicdo formal e responda os itens em seguida.

a) Relacione as desigualdades encontradas, ou os mdédulos, da definicdo por épsilon e delta com a
definicdo intuitiva de limite e justifique como fez estas relac@es.

b) Faca a representacdo grafica da funcdo dada com os intervalos encontrados.

C) Explique o limite da fungdo com suas palavras, levando em consideragio os itens (a) e (b),
utilizando tanto a definicdo formal, como a intuitiva.

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa

O objetivo da atividade era discutir pontos de aproximacdo da definicdo de limite de
funcdo dada com a nocgéo intuitiva que foi trabalhada. Relacionando os elementos, como
desigualdades, e/ou modulos, com as nogdes intuitivas “quando x tende a p, f(x) tende a L”,
bem como, observando graficamente o que estava acontecendo com a funcao.

Pretendiamos identificar como o aluno estava organizando seu esquema para lidar com
a definicdo formal de limite, e se ele conseguiria fazer alguma relagdo com a nocgéo intuitiva.
Alguns estudos propdem aproximagdes como a que fizemos para diminuir a “distancia” que
existe entre a definicdo formal de limite e a no¢éo intuitiva (CORNU, 1983; ZUCHI, 2005).
Assim, elaboramos algumas questdes buscando trabalhar essa possibilidade.

Ao término discutimos com os alunos o que fizemos até esse momento, que foi tentar
compreender a definicdo intuitiva e a definicdo formal de limite, mas com fungfes que
conhecemos 0 comportamento, ou que podem ser facilmente resolvidas ap6s manipulacGes
algébricas. Nosso objetivo era focar na compreensdo dos conceitos e relagdes envolvidas nas
defini¢des.

As préximas atividades foram trabalhadas apds o recesso de final de ano e assim
tivemos tempo de refletir sobre algumas producbes dos alunos e reorganizamos nossa
programacdo inicial. Uma mudanca que fizemos foi trabalhar no horario fora das aulas da
professora e somente com os colaboradores de nossa pesquisa. Essa escolha se deu pelo fato
de que o acompanhamento dos alunos na sala de aula ficou invidvel, primeiro porque 0s
audios ficaram ruins por haver muito ruido. E no decorrer da experimentacdo somente trés
estudantes participaram de todas as atividades. Além disso, na sala de aula ndo teriamos como
fazer as atividades com mais tempo como pretendiamos, pois a professora precisava seguir
com a sua programacao. Essa escolha permitiu que pudéssemos trabalhar mais proximos dos
nossos colaboradores.

Decidimos, também, trabalhar as préximas atividades com os limites no infinito e

limites infinitos, mas ndo iriamos trabalhar com a definicdo formal por épsilon e delta.
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Fizemos essa escolha, pois vimos que os alunos tiveram muitos problemas em trabalhar com a
definicdo formal e ndo conseguiram mobilizar nenhum esquema para lidar, mesmo que
parcialmente, com essa situacdo. Diante disso, escolhnemos utilizar algumas ideias intuitivas
que sdo geralmente mobilizadas na apresentacdo desses casos de limites, como: de tornar x
suficientemente proximo de um ponto; tomar valores de x cada vez maiores (positivos ou
negativos); e a funcdo f(x) assume valores (positivos ou negativos) cada vez maiores, cresce
sem limites. Esses alunos ndo tinham visto esses casos de limite e isso s6 ocorreu apos a
finalizacdo de nosso estudo no inicio de fevereiro de 2017, mas ja conheciam a notacdo de

limites laterais que seriam utilizadas nas atividades.
I11. Estudo de limites no infinito (+oo ou - «) e de limites infinitos em um ponto

No estudo dos limites infinitos e no infinito, geralmente a fungéo f(x) =§ é utilizada

para exemplificar esses casos de limite, sendo ela ja conhecida, pois é trabalhada com os
alunos na disciplina de introducdo ao Célculo. Desse modo, também elaboramos as primeiras

atividades com essa funcao, no quadro a seguir apresentamos essas questdes:
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Quadro 12 — Atividades do grupo 111

- ~ 1 ;- .
1) Investigue o que acontece com a fungdo f(x) = = quando x assume valores proximos de zero. Em seguida
responda os itens abaixo:

a) Explique o que acontece com os valores da funcdo quando x assume valores proximos de zero:
i. paravalores de x > 0?
ii. paravaloresde x < 0?

b) Fagca a representacdo grafica da fungdo f(x) = % para os pontos do dominio no intervalo 10, 2].
c) Faca arepresentagdo grafica da fungdo f(x) = % para os pontos do dominio no intervalo [-2, O].
d) O que vocé pode dizer sobre o limite da funcéo quando x tende a zero?

. . ~ 1
2) Investigue os limites da fungdo f(x) = = NoS casos:
. 1 . 1
a. lim,_ o+ - b. lim, - -

- ~ 1 . .
3) Investigue o que acontece com a funcdo f(x) = - quando x assume valores positivos cada vez maiores, ou

seja, quando x cresce sem limite. O que acontece com os valores da fungdo? Em seguida, faca a
representacdo grafica da funcdo para o intervalo do dominio em [1,+oo[.

. ~ 1 .
4) Investigue o que acontece com a fungdo f(x) = - quando x assume valores negativos cada vez menores, ou

seja, quando x decresce sem limite. O que acontece com os valores da funcdo? Em seguida, faca a
representacdo gréfica da fungéo para o intervalo do dominio em J-oo,-1].

5) Investigue o limite da funcdo f(x) = % nos casos:
. 1 . 1
a. llmxﬁ_w > b. llmx_,+°o <

6) Faca a representacdo grafica da funcéo f(x) = % utilizando e destacando, no grafico, os limites encontrados
nas atividades (2) e (5).

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa

Programamos para que as atividades de 1 até a 5 ocorressem no mesmo encontro para
que pudéssemos trabalhar os casos de limites infinitos e limite no infinito com essa funcéo
que eles conheciam. Sabiamos que os alunos haviam trabalhado com essa fungdo tanto na
disciplina anterior, como também no inicio da disciplina de Calculo I. O objetivo era
identificar os elementos que iriam orientar as primeiras escolhas desses alunos, pensamos que
essa funcdo serviria tanto como meio de inferéncias, como também de controle nessas
questdes. Assim, poderiamos observar as representacdes e os teoremas em acdo relacionados
a situacOes vivenciadas com essa funcdo que os estudantes mobilizariam para lidar com esses
casos de limite.

Escolhemos trabalhar com a ideia de aproximagdes, em que o aluno deveria explicar o
comportamento da funcdo verificado numericamente, utilizando a linguagem natural, em
seguida fazer representacdes graficas dos intervalos. Depois explicar o comportamento da
funcéo diante das variacGes de x que foram trabalhadas, mas como um limite e com a notagéo

de limite.
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Decidimos manter uma ordem de apresentacdo proxima do que € proposto no ensino,
mas buscamos também trabalhar as varias representacdes indicadas para o estudo do limite.
Além disso, decidimos trabalhar o comportamento grafico inicialmente por intervalos, pois
como esses alunos poderiam ter decorado a representacdo grafica dessa funcdo, nao
gostariamos que eles simplesmente fizessem o grafico, mas que refletissem sobre o
comportamento da funcdo em cada intervalo. Assim, teriamos a possibilidade de discutir em
mais detalhes algumas ideias relacionadas a esses limites, como, por exemplo, a fungéo se
torna arbitrariamente proxima de zero. A representacdo grafica dessa fungdo para todos os
pontos do dominio foi proposto no final, na atividade 6, em que o aluno deveria indicar
também todos os limites encontrados.

No proximo encontro incluimos a atividade 7 com duas funcdes semelhante a funcéo

trabalhada, em que os alunos deveriam encontrar os limites e fazer a representacdo grafica.
. . ~ 1 .
Buscamos observar se eles manteriam as escolhas feitas para a funcdo f(x) = e também

quais escolhas fariam para lidar com o caso negativo.
Quadro 13 — Atividade 7 do grupo Il

7) Determine os limites lim,_, ., f(x) , lim,_,_, f(x), lim,_ o+ f(x), lim,_o- f(x) das fungdes abaixo e, em
seguida, faca a representacéo gréafica das funcdes.

a f00) =
b fG) =7

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa

As préximas atividades tinham enunciados semelhantes as anteriores, mas com uma

funcéo diferente. No quadro a seguir apresentamos as questdes:
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Quadro 14 — Atividades 8, 9, 10, 11, 12 e 13 do grupo 11

- ~ 2+ L=
8) Investigue o que acontece com a fungdo f(x) = Tx quando x assume valores préximos de zero. Em
seguida responda os itens.

[

X -1/10 | -1/100 | -1/1000 | 1/10000 | 1/1000 | 1/100 | 1/10 | 1

2+x
x

a. Explique o que acontece com os valores da funcdo quando x assume valores proximos de zero:
i. paravalores de x > 0?

ii. paravalores de x < 0?

b. Faca a representacdo grafica da funcéo f(x) = 2% para os pontos do dominio no intervalo ]0, 2].

c. Faca a representacédo grafica da funcéo f(x) = 2% para os pontos do dominio no intervalo [-2, O].

9) O que podemos concluir sobre os limites da funcéo f(x) = zxﬁ Nos €asos:

. 2+x . 2+x
a. lim,_o-— b. lim,_,+—
P b
. ~ 2+ .
10) Investigue o que acontece com a funcdo f(x) = =X quando x assume valores positivos cada vez

X
maiores, ou seja, quando x cresce para +oo. Complete o quadro e diga o que acontece com 0s valores

da funcdo. Em seguida, faca a representacdo gréafica da fungdo para o intervalo do dominio em
[1,Foof.

X | 110100 1.000 | 10.000 | 100.000 | 1.000.000

2+x
X

. ~ 2+ .
11) Investigue o que acontece com a fungdo f(x) = Tx quando x assume valores negativos cada vez

menores, ou seja, quando X cresce para -co. Complete o quadro e diga o que acontece com os valores
da funcdo. Em seguida, faca a representacdo gréfica da funcéo para o intervalo do dominio em ]-co,-
1].

X -1.000.000 | -100.000 | -10.000 | -1.000 | -100 | -10 | ~!

2+x
X

12) O que podemos concluir sobre o limite da funcéo f(x) = 2% Nos casos:

. 2+x
a. lim,_,—
X

. 2+x
b. llmx_,+oo T

13)Faca a representacéo gréfica da funcdo f(x) = 2% utilizando e destacando, no gréfico, os limites

encontrados nas atividades (08) e (10).

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa

~ 2+ . . ~
Escolhemos trabalhar com a fungdo f(x) = Tx primeiramente, por ser uma funcéo

~ P ~ 1 .
que tem a representacao algébrica semelhante a funcdo f(x) = - e também por ter a mesma

representacdo grafica s estando transladada uma unidade acima. Inferimos que o aluno nédo
saberia de imediato que esta funcdo teria 0 comportamento semelhante, mas somente apds

fazer uma manipulacédo algébrica que teria certeza.
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Inserimos a mesma ideia da atividade anterior de fazer aproximagcfes numéricas para
investigacdo dos limites. Pensamos que seria uma situagcdo pertinente para estudar como o
aluno conjecturaria o comportamento da funcdo quando x tende a infinito (4+oco ou —oo), pois
acreditavamos que eles ndo saberiam de imediato como era a representacdo grafica dessa
funcdo. Observamos durante a aplicacdo das primeiras atividades que os alunos utilizam a
representacdo gréafica tanto como meio de tomada de informacéo, como de controle das acoes
em seus esquemas. Desse modo, pretendiamos observar as mobilizacGes que eles fariam
quando precisassem lidar com outras representacdes da funcao, seja para encontrar os limites
como também para fazer a construgdo gréafica.

Outra variavel que inserimos foi um quadro com alguns valores nas atividades (8),
(10) e (11). Essa escolha se deu pelo fato de que apOs aplicagdo da atividade inicial
observamos que eles ndo escolheram valores de x para ver 0 que estava acontecendo com a
funcdo no inicio, pois sabiam a representacdo grafica da funcdo. Todavia, neste caso
gostariamos que o aluno fizesse os calculos e observasse 0 que estava acontecendo com 0s
valores da funcdo. Com isso, poderiamos observar se o esquema mobilizado para a funcao
anterior seria utilizado novamente, ou se ele faria modificagdes, pois aqui o estudante nédo
teria mais a representacdo grafica como meio de controle de suas acdes.

Cada representacdo comporta aspectos diferentes de um conceito, o que faz com que o
aluno precise mobilizar outros invariantes. Como essas atividades sdo para que o estudante
faca as primeiras filiagdes com esquemas anteriores, essa outra representacdo podera dar a
esse estudante outros meios tanto de controle sobre suas a¢bes como também de inferéncia,
que sdo fundamentais para que ele consiga construir esquemas eficazes para esses casos de
limite.

Essa variacdo de representacdo também possibilita que o aluno faga novas associacoes
de imagens e, assim, va ampliando seu conceito imagem sobre esse limite de funcdo. Esse
aspecto é importante e foi destacado em algumas das pesquisas que discutimos na se¢do 2. A
necessidade de se trabalhar com diversas representacdes na introducdo do conceito de limite
de funcdes, buscando relacionar aspectos dos conceitos envolvidos nas atividades com o
conceito que estd em construcdo (ALVARENGA, SAMPAIO, 2016).

Quando finalizamos as atividades sobre limite de fungdo em um ponto, elaboramos
algumas questdes para entrevistarmos os alunos, bem como ao final das questdes sobre limites

infinitos e limite no infinito. Em seguida, apresentamos nossas escolhas para as entrevistas.
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6.1.3 As entrevistas

Fizemos duas entrevistas com os estudantes do Brasil, uma no ano de 2016 e outra em
2017. A primeira foi realizada ap0s a aplicacdo das atividades das situacGes de fungdes e dos
limites finitos em um ponto; ocorreu no dia 16/12/2016, uma semana antes do recesso de final
de ano. Teve como objetivo compreender melhor alguns elementos que surgiram durante a
aplicacdo das atividades, e escolhemos nortear nossa discussdo com as questoes:

v' Como foi fazer as atividades?

v Teve dificuldade nas atividades, seja: nos enunciados, nos ndmeros escolhidos, nas
operacdes, nas comparacdes entre conjuntos, nas inequagdes, nos médulos, etc.

v Quais conceitos da educacdo basica vocé utilizou para compreender/responder as
questdes?

v" O que achou mais dificil de compreender?

v O que é para voceé o limite de uma funcdo, ou calcular o limite de uma funcao?

v" A definicdo formal e a intuitiva, consegue relacionar uma com a outra?

v" Quais questdes foram mais problematicas e quais foram esses problemas?

Essa primeira entrevista foi realizada em dupla, mantendo o modo de trabalho feito até
aquele momento no andamento das atividades. Entretanto, as atividades seguintes foram
realizadas pelos estudantes individualmente e, assim, também fizemos nossa segunda
entrevista individualmente, sendo um estudante entrevistado no dia 25 e o outro no dia
27/07/2017.

As atividades que eles trabalharam individualmente consistiam de situagoes
envolvendo os limites no infinito e limites infinitos. As discussfes da entrevista foram
norteadas conforme as respostas do estudante, desse modo, algumas das questdes foram
diferentes. Apresentamos as questdes que fizemos ao estudante” que foi selecionado para

nossas analises:
1. Como vocé escreveria na representagdo de intervalo o conjunto dado por x > 2? Vocé consegue
me dizer o primeiro nimero depois do 2?

2. O que é o limite de uma funcdo em um ponto?

3. Qual nimero é menor?
a. 0,6 0u0,324?
b. 0,59 ou 0,589?
c. 0,130u0,3?

> Ao final da nossa experimentacdo tinhamos quatro alunos participando, sendo que alguns deles ndo fizeram
todas as atividades e nem a Gltima entrevista. Somente dois deles participaram de todas as atividades e das
entrevistas, um deles € o aluno que apresentamos na tese.
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4. Quanto é 0,0003-1?

5. Vocé lembra-se da nogéo intuitiva de limite trabalhada nas primeiras atividades? A defini¢do formal de
limite, com épsilon e delta?

6. Na atividade (1) do dia 23/01/2017 vocé respondeu no item (a) que:

f(x) tende a +oo, pois quando escolhemos valores de x maiores que zero e proximos do mesmo o valor
de f(x), para os valores de x escolhidos, comeg¢a a tender para +o.

Explique as frases:
a) O valor de f(x), para os valores de x escolhidos, comega a tender para +oo.
b) O valor de f(x), para os valores de x escolhidos, comeca a tender para —o.

7. Como voce faria para eshogar o grafico das funcGes:
8) f(X) ==, b) f(X) =530 f(x) =VaZ —x

Escolhemos as questbes iniciais relacionadas ao conjunto dos nimeros reais para
buscarmos mais informacdes nos esquemas que esse estudante mobilizava para resolver as
atividades; tanto com limites finitos em um ponto, como também com limites no infinito. Nos
audios encontramos diversos momentos em que ele discutia com seu colega sobre situacoes
semelhantes, tendo ddvidas em como: escrever extremos de intervalos abertos, ou em fazer
contas com numeros na forma decimal.

Em seguida apresentamos nosso estudo com o estudante brasileiro.

6.2 O Trabalho com os estudantes

Iniciamos nosso trabalho com os alunos em dezembro de 2016. Naquele més
realizamos cinco encontros de aproximadamente 1h e 30 minutos cada, em que aplicamos as
atividades sobre limites finitos de funcdo em um ponto. Os alunos trabalharam em duplas,
mas cada um resolvia sua atividade em uma folha separada, ao final fizemos a primeira
entrevista. Apos o recesso de final de ano retomamos nosso estudo e aplicamos as atividades
sobre limites infinitos e limite no infinito, em quatro encontros de aproximadamente 2 horas
cada. Os alunos trabalharam individualmente nessas atividades. Todas as discussGes que
ocorreram durante as atividades foram registradas em audio, e aproximadamente seis meses
apos aplicacdo das atividades fizemos nossa segunda entrevista. Apresentamos no quadro 15

essas informac0es especificando as datas em que elas aconteceram.
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Quadro 15 — Datas das atividades realizadas no Brasil

Atividades Itens e datas de aplicacdo
Questionario 30 de novembro de 2016
Qtrllv%deic_ies sobre 05/12/2016 — Apresentacdo da pesquisa e atividade 1
1 (2; o 3' 07/12/2016 — Atividades 2 e 3 — Apresentacao da nog¢do intuitiva de limite
Limite finito 09/12/2016 — Atividade 1 e iniciamos a 2
Atividades: 12/12/2016 — Atividades 2 (Finalizacdo) e 3 — Apresentacdo da definicdo de
192364 ' limite por épsilon e delta.

14/12/2016 — Atividade 4

12 entrevista

16/12/2016 — Em dupla

Limites infinitos e
limite no infinito
Atividades:

1até 13

23/01/2017- Atividades 1 a 5

25/01/2017— Atividades 5 (continuacéo) e 6
27/01/2017- Atividades 7, 8, 9, 10, 11, 12 e 13 (inicio)
30/01/2017— Atividade 13 (continuacao)

2% entrevista

25/07/2017 — Individual

Fonte: Elaborada pela autora da pesquisa.

Tivemos dois estudantes®® brasileiros que participaram de todas as atividades aplicadas
no Brasil. Como os dois ndo tiveram muita diferenga quanto aos pontos que citamos na
metodologia?’ para estudo do processo de construcdo do conceito de limite, selecionamos um

deles para apresentarmos nesta pesquisa.

6.2.1 Mateus em atividade

Decidimos dividir nossa apresentacdo dos caminhos percorridos por Mateus®® em
nossa experimentacdo em dois momentos. Primeiramente trabalhamos a fase | de nossa
metodologia de analise, em que expomos 0s dados produzidos na ordem das atividades
realizadas, inserindo também os que foram obtidos nas entrevistas. O objetivo foi detalhar as
producdes desse aluno, conforme as representacdes utilizadas, buscando evidenciar a
modelagem que fizemos das agdes dele em elementos dos esquemas, no caso as regras em
acao e os teoremas em acao.

Num segundo momento, trabalhamos as fases Il e 11l de nossa metodologia de analise.
Momento em que separamos 0s casos de limite de funcGes com as funcbes, e as
representacdes, utilizadas nas atividades. Nossa intencdo foi relacionar esses elementos

modelizados com os casos de limite de funcGes, para estudarmos esquemas mobilizados por

% Esses dois alunos estavam junto quando trabalharam nas atividades dos grupos | e 11, realizadas em duplas.
Somente eles fizeram todas as atividades, tivemos mais trés alunos que trabalharam até o final, mas que faltaram
em algumas das atividades ao longo da experimentacéo.

2" Mantivemos o mesmo aluno que apresentamos na qualificacdo, pois ndo identificamos diferencas que fossem
significativas para 0 estudo proposto nessa pesquisa. Todavia, pretendemos produzir artigos com outras
discussdes sobre as producfes dos outros estudantes brasileiros.

%8 O estudante consentiu que mantivéssemos seu nome verdadeiro para apresentacdo em nossa pesquisa.
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Mateus para esses limites. Em seguida, esses elementos foram retomados, e relidos, como
imagens do conceito imagem desse aluno, relativo aos casos de limite de fungdo. Nosso
interesse foi investigar as imagens mobilizadas por esse aluno relacionadas com a definicéo
intuitiva de limite de funcGes apresentada no livro adotado e no ensino. Como também,
identificar imagens que poderiam conflitar, tanto com outras imagens do conceito imagem, ou
ainda com algum aspecto envolvido na definicdo apresentada. Bem como, imagens que
poderiam estar se constituindo como um conceito definicdo pessoal de Mateus para esses
casos de limite de funcdes.

Iniciamos nossa experimentagdo no dia 30 de novembro de 2016 aplicando o
questionario. Mateus tinha 17 anos quando respondeu nosso questionario se propondo a
participar de nossa pesquisa. Ele relatou que na educacéo bésica teve dificuldade em trabalhar
com 0s conjuntos de nimeros racionais e irracionais, e que estava cursando a disciplina de
Calculo | pela primeira vez. E um académico que escolheu fazer o Curso de Matematica —
Licenciatura, pois deseja ser um professor de matemaética e, apesar de ser essa a finalidade do
curso, sabemos que nem todo aluno ingressa com esse intuito (BITTAR, OLIVEIRA,
SANTOS & BURIGATO, 2012). Muitos procuram esse curso com objetivo de aprender mais
matematica, por exemplo, para passarem em concursos, mas para Mateus 0s conceitos
matematicos fardo parte da sua pratica profissional.

Em seguida, iniciamos a apresentacdo do percurso do Mateus durante aplicacdo das

atividades.

6.2.1.1 Fase | - As acdes de Mateus durante nossa experimentacao

Iniciamos nossa experimentacdo com atividades sobre funcbes, buscando estudar o
que acontecia com os valores da funcdo quando tomamos valores préximos de um ponto.
Nestas atividades Mateus teve um pouco de dificuldade em compreender os enunciados e
discutiu bastante com o seu colega para poderem chegar a um consenso sobre 0 que estava
sendo pedido nas atividades. Esse aspecto foi destacado em sua fala na primeira entrevista,
segundo ele foi importante ter discutido com um colega, pois o auxiliou tanto na compreensao
dos enunciados, como também permitiu que ele pudesse conferir suas respostas com a de
outro colega.

Na atividade (1.1) Mateus iniciou escolhendo valores para a funcdo e fazendo as
contas, mas depois percebeu que se tratava de uma funcgéo similar a funcdo identidade e que

ndo precisaria ficar fazendo contas. Do mesmo modo, na atividade (1.3), ele percebeu que
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poderia simplifica-la e trabalhar com a expressao mais simples. No caso, consideramos que
ele mobilizou o teorema em agdo adequado: Se tenho uma fungdo que consigo simplificar
através de manipulacdo algébrica, entdo essa nova funcdo simplificada, com o mesmo
dominio da funcdo inicial, serd equivalente a funcdo inicial. Este conhecimento também esta
relacionado ao fato dessas funcdes iniciais terem uma restrigdo em um ponto do dominio, no
caso 0 ponto em que as atividades estavam relacionadas. Mateus comentou isso em alguns
momentos dos audios e, na folha da atividade (1.3) no item (b) ele justificou que ndo pode
tomar x=1 porque ndo faz parte do dominio da funcdo. Assim, consideramos também como
um teorema em a¢do adequado: Se a funcdo tem restricdo em algum ponto do dominio entéo
eu ndo posso calcular f(x) neste ponto.

Nas atividades de aproximacdo, ou de escolha de nimeros em um intervalo, Mateus
trabalhou inicialmente com numeros na representacdo decimal, mas percebeu que seu colega
estava colocando os numeros na forma de fracdo e o questionou <Tem de pdér como fracdo?>
Seu colega disse que achava que ndo, mas ao final Mateus mudava para a representacdo na
forma de fragdes, sendo algumas delas fragdes decimais, isso talvez tenha acontecido porque
seu colega disse que era mais facil utilizar nimeros nessa forma.

Ao longo das duas atividades (1.1) e a (1.2), Mateus manteve essa escolha, mas na
atividade (1.3) voltou a utilizar nimeros na representacdo decimal e no item (c) teve duvida
em escolher nimeros entre o intervalo ]0,4; 0,6[. Ele questionou o colega <0,41 fica entre 0,4
e 0,6, né?>seu colega diz que sim e, em seguida, Mateus perguntou se o numero 0, 411
também ficava entre os extremos do intervalo dado e obtém como resposta um modo para
verificar: <faz assim, coloca 0, 400, ai fica facil para vocé verificar>. Essa ¢ uma duvida que
aparece bastante em pesquisas, identificar qual nimero é maior, ou menor, entre dois nimeros
na representacdo decimal. Depois dessa sugestdo dada por seu colega, Mateus néo teve mais
dificuldade em atividades semelhantes. Podemos inferir que esse conhecimento sugerido por
seu colega, se constituiu em um teorema em acdo adequado que permitiu ao Mateus ter um
meio de controle e de inferéncia para verificar sua resolucdo, ja que pelas suas falas vimos
que ele apresentava um numero que satisfazia a resposta, mas ficava em dlvida se estava
realmente correto. Modelizamos como um teorema em agdo: se acrescentarmos zeros na
representacdo decimal de um numero, apos a virgula, esse nimero ndo sera alterado (se em
0,d acrescentarmos mais zeros como 0,d000, entéo 0,d=0,d000).

Outra davida que Mateus teve na atividade (1.1) foi em como representar um intervalo
em que um dos extremos ndo faz parte do conjunto. No caso, ele deveria representar os

conjuntos [-9, 1[ U ]1, 9], mas teve dificuldade em colocar esse intervalo sem o nimero 1 e
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acabou escolhendo um ndmero que considerou mais proximo do 1, podemos observar sua

resposta na figura 13:
Flgura 13 — Resolucdo da atividade (1.1) item (a)Flgura

)Ww/ﬁ/[q 7'U dd’ﬁ

Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.

Desse modo, inferimos que naquele momento ele usou um conhecimento que poderia
se constituir como teorema em acdo matematicamente incorreto. Modelizamos como: Se o
namero x ndo faz parte do intervalo entdo € preciso escolher um numero mais proximo dele
para ser o extremo do intervalo, neste caso ele escolheu o nimero inteiro mais proximo de
modo a deixar o numero x fora do intervalo.

Observamos esse mesmo equivoco na atividade (1.2) no item (b) em que era preciso
escolher intervalos mais proximos de x < 0 e x > 0, conforme a representacdo geométrica do

item (a). Podemos ver na figura 14 como Mateus lidou com a atividade.
Figura 14 — Resolucéo da atividade (1.2) itens (a) e (b)

P
v

(

o [ il
e, [‘"g \;’%J | X =0 /{ Z/_)’
| Fonte: Colefada pela autora da pesquisa.

Novamente Mateus escolheu um nimero que considerou mais proximo do nimero que
ndo fazia parte dos intervalos, no caso o nimero zero. Ele escolheu um ndmero racional na
forma de fragdo, mas conseguimos ver que primeiramente utilizou nimeros na representacdo
decimal e depois apagou. Apesar disso, ele ndo teve duvidas ao dizer que em um intervalo

como [—3, —2] ha infinitos numeros, apresentou trés nimeros neste intervalo como exemplo

5 23 28) . .. . . ,
{_E’_E’_E} e justificou dizendo que isso acontece porque se esta trabalhando com o

conjunto dos numeros reais. Utilizando assim um teorema em acdo para validar sua resolucéo,
gue modelizamos como: sejam a e b numeros reais, tais que a<b, se a e b sdo extremidades de
um intervalo, aberto ou fechado, entdo existem infinitos ndmeros reais no interior deste
intervalo.

A nocdo de que o limite de uma funcéo € o valor que a funcdo se aproxima quando X

se torna proximo de um ponto, mesmo esse ponto nao fazendo parte do dominio da funcéo,
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ndo é evidente. Ela demanda o conhecimento de que é possivel se aproximar desse ponto, t&o
proximo quanto se queira e, por isso, ndo é possivel escolher qual é o nUmero mais proximo,
pois se for escolhido um ndmero sempre havera outro depois dele que serd mais proximo e
assim sucessivamente. O que envolve a compreensdo de aspectos do conjunto dos nimeros
reais envolvidos na construgdo do conceito de limite. Esse fato € importante, pois pesquisas
apontam que os alunos tém dificuldades em lidarem com essas noc¢bes (ARTIGUE, 1995;
CORNU, 1983).

Para compreensdo dos processos vivenciados pelo aluno, primeiramente, por
orientacédo da teoria de Vergnaud (1986, 1990), escolhemos identificar e modelar elementos
dos esquemas, que citamos na se¢do 3.1 no caso as regras em acgdo e 0s teoremas em agao.
Esse primeiro é gerador do esquema, responsavel pelo desenvolvimento das acfes ao longo
do tempo na atividade, tanto na obtencdo das informacdes (tomada de informagdo) como nos
meios de controle. O segundo auxilia na organizacdo do primeiro e nos permite identificar
elementos do processo de conceitualizacdo, na maioria das vezes implicitos, nas acdes
realizadas. Vejamos na figura 15, um exemplo de como fizemos esse trabalho, considerando a
funcdo trabalhada, elementos do ensino e das pesquisas e dois possiveis caminhos de

modelagem.
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Figura 15 — Exemplo da modelagem realizada

Pesquisa: Ensino:
Dificuldade em trabalhar com fung¢des racionais; 1]! Trabalha muito com a ideia do
Na ideia do x se aproximar de um ponto que néo flx) = < ¢ denominar nao poder ser zero;
pertence ao dominio; Essa funcdo é pouco trabalhada no Brasil,
Associar o resultado da fragéo % COmo zero ela aparece em geral, na graduacéo.

Possiveis acoes:
Sei que o denominador de uma funcdo ndo pode ser zero,
/entéo preciso calcular pontos proximos para encontrar o
limite;

/ aproxima e que posso substituir o valor na fungéo.
*

‘O
% 2
~ 7 “
Teoremas em acao: Se apés )
substituicdio do ponto o
resultado esta ficando cada vez Teoremas em agao:
maior, entdo o limite vai para s , bstituics q
infinito e apos substituicdo do

ponto o resultado for %, ento
o limite serd zero.

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

Essa modelagem foi feita considerando a discussdo que fizemos na apresentacdo das
atividades, as dificuldades evidenciadas nas pesquisas e que foram sintetizadas no quadro 2.
As relagdes imbricadas no campo conceitual que apresentamos no quadro 5, bem como a
proposta para introducdo do conceito de limite de funcdo do livro didatico e também as listas
de atividades utilizadas pela professora desse curso. Assim, buscamos levantar um maior
numero de informacdes da resolucdo apresentada pelo estudante, como desenhos, contas em
rascunhos, suas explicacdes escritas e orais e também suas discussdes com outro colega. Com
isso, modelizamos as regras em acdo, como as a¢Ges que geram 0 esquema e que, a0 mesmo
tempo, sdo responsaveis pelo desenvolvimento temporal das a¢gdes que ocorrem ao longo da
atividade. Possibilitando que o aluno, ao mesmo tempo, consiga as informacdes necessarias
para conducdo da atividade, como também tenha meios de controle sobre as acdes.
Vinculamos as regras em acdo aos teoremas em acgédo que identificamos e modelizamos no
mesmo conjunto de agdes. A partir desse momento apresentamos a modelagem que fizemos
dos elementos dos esquemas mobilizados com a notacéo?*:

v (RB.n°) — S#o as regras em acio do estudante brasileiro seguido de um nimero
de identificacdo [1, 1.a, 1.b, 2,...];

2% Colorimos essas explicacdes para ficar mais facil de perceber a diferenca entre as notagdes.
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» (TAB.n% — Sdo os teoremas em acdo do estudante brasileiro seguido de um
numero de identificacao [i, ii, iii,...];

» (TAB.n° — Sdo os teoremas em acdo do estudante brasileiro seguido de um
numero de identificacdo [1, 2, 3,...] que sdo incorretos do ponto de vista
matematico, ou nao sdo validos para a situacao.

Em seguida apresentamos o percurso do Mateus nas atividades de introducéo do
conceito de limite de funcdo em um ponto e no decorrer delas discutimos suas a¢des ao lidar
com as questdes, e se 0 teorema em acao incorreto, citado anteriormente, voltou a aparecer em
suas resolucdes. Bem como, a dificuldade que ele apresentou quando precisou determinar
qual numero era maior, entre dois numeros representados na forma decimal, e também com
relacdo a ideia de entre dois nimeros reais existem infinitos nimeros. Essa dificuldade, bem
como a ideia de que, estdo relacionadas a compreensdo do conjunto dos ndmeros reais, €

sabemos que eles sdo importantes na construcao do conceito de limite (ARTIGUE, 1995).
Atividades envolvendo limite de uma fung¢éo em um ponto

Dois dias ap0s realizacao da atividade (1.3) e da apresentacdo da defini¢do intuitiva,
de limite finito de uma funcdo em um ponto, iniciamos as atividades com limite de funcdes.
Mateus iniciou a atividade (2.1) esbocando a representacdo grafica da funcdo, como se pedia

x+2, sex#1

e ele fez a representacdo grafica
1, sex=1

no enunciado. Era a funcdo f(x):{

corretamente como podemos observar na figura 16.
Figura 16 — Representacédo gréafica da atividade (2.1)

Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.

Mateus parece que ndo teve dificuldades em trabalhar com dominio e nem em fazer a
representacdo grafica dessa funcdo. Suas acdes sdo orientadas pelos conhecimentos que ele
tinha sobre funcéo, que modelizamos como uma regra em agéo:

v" (RB.2b) Quando preciso fazer a representacdo grafica de uma funcdo definida
por partes, eu sei que preciso fazer cada parte do grafico levando em
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consideracdo somente os pontos do dominio em que a expressao algébrica esta
definida.

No item (a) Mateus escolheu pontos proximos a 1 para encontrar o limite e concluiu
que o limite era 3. No item (b) parece que ele ndo teve dificuldade e apresentou a resposta

correta, como pode ser visto na figura 17, a seguir.
Figura 17 — Resolucdo da atividade (2.1) itens (a) e (b)

a) Encontre 0 lim,._,; f(x) e explique como fez para determinar este valor.

Vo :aga Qie~y, , W0= % g .
4 = 3 Rt Al i ip -
A st it s 8 Kt
Yo -3
lB)C/')gZilcular o valor f(x) para x=1.
ven = A

Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.
Mateus mobilizou esquema que ele utilizava, e eram efetivos, para o estudo de funcdes
e foi ampliando para o estudo de limite, modelizamos em suas a¢fes a regra em acao:
v" (RB.3) Quando preciso saber o limite de uma funcdo em um ponto p, eu faco calculos

de varios pontos proximos ao ponto p para descobrir o que esta acontecendo com o
limite da funcdo quando x se aproxima de p.

Assim, ele infere que o limite é 3, conforme observamos na figura 18. Contudo,
quando precisou responder o item (c), ele ficou em duvida e questionou a pesquisadora se 0
limite era 3. Disse a ele que era essa exatamente a pergunta daquela atividade e que gostaria
de saber o que ele pensava sobre isso. Mateus entdo fala que fez os calculos de alguns valores
préximos do x=1, como fez na outra atividade, e que estava dando valores, como: 2.8, 2.9 e
3.1, aqui ele mobilizou novamente a regra em acdo (RB.3) para lidar com a questéo. Dito isso,
ele questionou se o limite serd o valor que esta entre esses valores. Relembro para ele que em
outra situacdo buscamos verificar o que acontecia com os valores da funcdo quando nés nos
aproximavamos de um ponto do dominio, sem calcular o valor da funcdo nesse ponto, mas ele
alega que aqui é diferente <quando é 1 € 3, mas ai 0 1 aqui é diferente...>. Neste momento eu
o deixei para que ele pudesse pensar e discutir com o seu colega.

Observando a resolucdo do Mateus na folha de atividade do item (c) poderiamos
inferir que para ele o limite quando x tende a 1 tende a 3, ndo sendo 3. A ideia do limite ndo
ser atingido, que aparece em alguns estudos (CORNU, 1983; SANTOS, 2013), vejamos sua
resposta na figura 18.
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Figura 18 — Resolucéo do item (c) da atividade (2.1)
¢) Observando os itens (a) e (b) 0 que vocé diria sobre o lim,.; f(x) € justifique sua resposta.

C FGQ quendis X el o~ T Ydache o~ 5 o) Ruo-clir
=% Y=1,
Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.

Nesse aspecto, o audio foi importante para compreendermos a ideia de limite deste
aluno, pois no momento em que seu colega diz que ndo havia entendido o que esta questao
pedia, Mateus, ao discutir com seu colega, nos da indicios do esquema que estd mobilizando
para resolver a atividade. Ele explica que <quando x tende a 1 tem que ver os valores
proximos de 1. Quando x € 1, os valores proximos aqui, vocé faz assim 0,9; 0,8; 1,1... ai vocé
vé os valores que esta no y. O limite vai ser o que ele t4 tendendo, vai dar 3 porque quando
vocé coloca 0,9 0 0,8 [...]Jo y vai tendendo a ser 3. O limite vai ser 3>. E seu colega questiona
sobre o f(1)=1, mas Mateus argumenta <Quando f(x)...0 x tende a 1, o limite.. y tende a 3,
mas quando é igual a 1.. é igual a 1>. Vemos que Mateus, ao conversar com seu colega vai
refletindo e parece ja compreender o que esta acontecendo nesta atividade <O y vai tendendo
a ser 3, entdo o limite vai ser 3>. Seu colega fala entdo: <Ah! Que legal, e ela colocou outro
ponto ja para...hum...hum>. Nesse momento Mateus volta com a mesma dlvida <E tem esse
negdcio quando x € 1. SO que tem um negdcio, o limite vai ser 3 ou vai ser 1? Que tipo aqui,
ele vai tendendo a ser 3, mas quando € 1 ele é 1>. Seu colega complementa <Na verdade vai
tendendo a 3, mas...> e Mateus<Mas quando € 1 ele é um 1>. Seu colega finaliza explicando
que <E que esta falando quando esta tendendo a um, mas ndo quando é igual a 1>.

A davida de Mateus ndo era se o limite seria 3, ou tenderia a 3, a ideia do limite ndo
ser atingido, mas sim o fato do limite ser diferente do valor que a funcéo assume no ponto. A
discussdao com o colega possibilitou que Mateus se convencesse que o valor do limite e o
valor da funcdo no ponto eram diferentes. Ele, ja ndo tendo mais davida, comecou a explicar
para outro colega, ao lado de sua dupla, que estava tendo a mesma dificuldade em
compreender essa atividade. Podemos inferir que ele utilizou o fato de que o limite em um
ponto é o valor que a funcdo assume proximo desse ponto e, com esse exemplo ele percebeu
gue nem sempre € 0 mesmo valor da funcdo naquele ponto. Modelizamos nessas acdes de
Mateus os teoremas em acao:

» (TAB.i.a) Se os valores da fungdo se aproximam de um valor L quando x se torna

proximo de um dado ponto p, entdo o limite da funcdo é L quando x tende a p;

» (TAB.ii) Se a funcéo € definida no ponto p e tem limite neste ponto, nem sempre ele é
0 mesmo valor da funcgéo no ponto p.



119

O ultimo item (d) em que deveria encontrar os intervalos no eixo y, relacionado com o
intervalo dado no eixo x, Mateus ndo teve dificuldade, calculou os valores da fungéo para os

extremos dos intervalos e respondeu corretamente, conforme figura 19.
Figura 19 — Resolugdo do item (d) da atividade (2.1)

d) Considere os intervalos para valores de x [0; 1[ U |1; 2] e determine um intervalo no eix

y para os valores de f(x) que estdo compreendidos neste intervalo.
\ Vo | r
.3l .7 7
7123 12,47
Fonte: Coleta pela autora da pesquisa.

Na atividade (2.2) o colega do Mateus teve dificuldade em encontrar 0 ponto X
correspondente ao f(x) dado e, ele explica, que é preciso encontrar o X correspondente aos
valores da funcdo, que no caso é dada pela expressdao 1,5<f(x)<2,5. Trata-se do caminho
inverso que ele havia feito no item (d) da Gltima questdo. Podemos ver na figura 20 a sua

resolucéo.
Figura 20 — Resolgéo da atividade (2.2) item (a)

Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.

Mateus fez corretamente as manipulacdes algebricas, bem como a simplificacdo da
expressdo algébrica da funcdo. Ele parece saber que se uma funcdo pode ser simplificada
através de manipulacdo algébrica, a nova fungdo simplificada, com o mesmo dominio da
funcdo inicial, sera equivalente & fungdo inicial. Ele usou também o fato da funcdo ter uma
restricdo no ponto x = 1. Em seu esquema modelizamos a regra em agéo:

v" (RB.4) Quando preciso encontrar o limite de uma funcéo racional, eu sei que posso

simplificar a expresséo algébrica da fungdo para trabalhar com uma expressdo mais
simples, para facilitar os calculos.

Inferimos também que implicitamente ele mobiliza o teorema em ac&o:

» (TAB.vii) Se uma fungdo f pode ser simplificada, entdo o limite da funcéo f
simplificada serd igual ao limite da funcdo f.

No item (b) ele deveria transformar os intervalos obtidos no item anterior e encontrar o
delta. Mateus apresentou um valor correto para o delta, no caso 6=0,3, mas acreditamos que
essa escolha foi por acreditar que precisaria encontrar um valor préximo ao ponto 1. Inferimos
isso, primeiro porque no item (a), na figura 21, ele j& havia feito a representagcdo dos
conjuntos na forma de inequagdes. No item (b) ele escolheu 6=0,3 e depois subtraiu esse delta
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do primeiro membro das desigualdades e somou ao ultimo membro da Gltima desigualdade,
utilizando uma propriedade que n&o é valida como podemos ver na figura 21. Desse modo nos

parece que a escolha desse delta ndo foi realizada refletindo sobre as inequacoes.
Figura 21 — Resolugdo da atividade (2.2) do item (b)

Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.

Observamos também, que ao final, Mateus coloca como resposta o conjunto referente
a elementos da imagem, mesmo o enunciando se referindo ao conjunto do dominio,
encontrado no item (a). Vemos que primeiramente ele faz o que o enunciado solicita, mesmo
gue incorretamente, mas nao deixa explicito na resposta que se trata de elementos do dominio
e sim da imagem. Inferimos que seu esquema esta pautado na acdo que modelizamos como a
regra em agéo:
v" (RB.5) Se estou resolvendo qualquer atividade com funcBes, eu sei que preciso
trabalhar com os elementos do dominio.
O que levou Mateus a mobilizar um conhecimento incorreto que modelizamos no

teorema em agéo:

» (TAB.3) No estudo de limite de funcbes, sempre € preciso trabalhar, com elementos

do dominio para obter a resposta em termos de f(x).

De fato, nos dudios observamos uma fala sobre isso, quando ele esta explicando como
fazer para um colega <Estou pensando em deixar em y, vocé ndo pode deixar em x.> Ele
mostra ao colega o item e diz < Esse aqui, é esse intervalo que vocé sé adicionou, ele é o X,
mas acho que vocé tem de deixar assim como f(x). Ai vocé s6 adiciona mais 1>. Essa ideia de
somar mais 1 esta relacionada a funcéo trabalhada na atividade que apds simplificada ficava
fx) = (x+1).

Mateus ndo soube interpretar o que encontrou, e também ndo conseguiu deixar a
resposta em termos de x, no caso como elementos do dominio. Quando teve de justificar se o
delta poderia ter outros valores, no item c, ele respondeu na folha de atividade que sim, e que
poderiam ser <Qutros valores proximos de 1, pois para se obter o limite tendendo a 1
precisamos descobrir os valores de f(x) proximos a 1>. Esse é o segundo ponto que nos fez

inferir que 0 esquema de Mateus estava pautado na regra em acdo que modelizamos como:
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v" (RB.6) Quando estou resolvendo uma atividade sobre limite e preciso lidar com
elementos do dominio, eu sei que preciso trabalhar com valores proximos ao ponto
que estamos lidando com o limite.

Mateus parece que teve dificuldade em trabalhar com o intervalo, ainda mais no
sentido contrario ao trabalhado no ensino usual, do dominio para a imagem. Pela sua
justificativa, o delta parece ser um ponto da funcéo e ndo a amplitude do intervalo relacionado
ao épsilon.

Vemos que ao justificar ele mobiliza o conhecimento que estd em processo de
construcdo, mas que se mostrou efetivo nas outras atividades, no caso o teorema em acéo:

» (TAB.i.a) Se os valores da funcdo se aproximam de um valor L quando x se torna
préximo de um dado ponto p, entdo o limite da funcédo € L quando x tende a p.

Mateus buscou mobilizar elementos do novo conceito para lidar com uma nova
situacdo, no caso a nogéo intuitiva de limite de funcdo em um ponto. Contudo, como ele ainda
tem forte a ideia de que para resolver uma situacdo sempre trabalhamos com elementos do
dominio, e ndo com intervalos, ele tenta adequar seus esquemas para lidar com essas novas
situacdes.

O item (d) era para escrever as inequagfes encontradas no item (b) em maodulo.
Mateus ndo conseguiu fazer corretamente e, sem saber o que fazer com esses dois nimeros,
épsilon e delta, optou por inseri-los de algum modo nas inequaces, figura 22, mesmo sem

coeréncia.
Figura 22 — Resolucdo da atividade (2.2) item (d)
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Fonte: Coletada pela autora da pesquisa

Mateus estava muito confuso e mobilizava esquemas conhecidos para lidar com
inequacdes, e de funcbes, de modo aleatorio, inclusive errando propriedade de manipulagéo
de inequagdes que ele parecia saber. Encontramos um momento nos dudios em que seu colega
fala que esta dificil, Mateus concorda e argumenta que estd <Complicado esse negdcio, ndo
estou entendendo nada!>.

Nessas atividades, para discutir o limite de maneira intuitiva, ele parece estar tentando

atribuir sentido a esse épsilon e delta que sdo nimeros, mas que ndo sdo pontos nem do
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dominio nem da imagem da funcdo, mas que tém relacdo diretamente com esses pontos, mais
precisamente com o0s conjuntos de pontos da imagem e do dominio. No gréfico, ele ndo
conseguiu inserir esses intervalos das desigualdades que trabalhou corretamente, no item (a).
Mateus ainda ndo compreende como esses nimeros, representados por épsilon e delta, estdo
relacionados com a definicdo intuitiva. Diante deles, faz manipulacdo algébrica e tenta
relacionar com a ideia de aproximagdo de um ponto, mas somente com 0s pontos do dominio.
Inferimos que seus esquemas se pautam principalmente na regra em acdo que modelizamos
como:
v" (RB.5) Se estou resolvendo qualquer atividade com funcGes, eu sei que preciso
trabalhar com os elementos do dominio.
Na atividade (2.3), Mateus encontrou o limite corretamente, calculando alguns pontos
préximos do valor de x=1 e, em seguida, escreveu a expressao algébrica do limite com o
resultado. No item (b) Mateus fez a manipulacdo das inequac¢des dadas e encontrou o valor

para o delta igual ao épsilon dado, na figura 23 apresentamos sua resolucéo.
Figura 23 — Resolucéo da atividade (2.3)

a) Encontre o limite de maneira mtultlva |+ £ o7
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Fonte Coletada pela autora da pesquisa.

Modelizamos em suas acdes a regra em acao:

(RB.3) Quando preciso saber o limite de uma fun¢do em um ponto p, eu faco célculos
de varios pontos proximos ao ponto p para descobrir 0 que esta acontecendo com o limite da

funcdo quando ela se aproxima p.
E os teoremas em acéo:

» (TAB.i) Se os valores da funcdo se aproximam de um valor L quando x se torna
proximo de um dado ponto p, entdo o limite da funcéo € L;
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» (TAB.iii) Se a funcdo em que vou calcular o limite ndo tem nenhuma restricdo no
ponto de investigacdo do limite entdo posso substituir o ponto na variavel x da funcao.

Para encontrar o delta ele fez a substituicdo pelo épsilon dado nas inequagdes dos
valores da funcdo, no caso elementos do conjunto da imagem, e verificou a variacdo do x
nesse conjunto do dominio. Com isso ele percebeu que dara certo se delta for igual a épsilon,
e nesse caso é porque estamos com a funcdo f(x)=x+1. Assim, ele justifica que o delta devera
ser igual ao épsilon. Esse novo conhecimento podera se tornar um problema caso ele se
estabilize, pois compromete a compreensao da definicdo de limite, tanto do ponto de vista de
uma aproximacdo, como também pela nogdo de intervalo utilizada na definicdo formal.

Modelizamos como um teorema em acao:

» (TAB.1) Se o limite existe, entdo o & deve ser igual ao € dado.

Na ultima atividade (3) o objetivo era que Mateus verificasse se o limite encontrado
intuitivamente satisfazia a definicdo formal. A primeira ddvida dele era com relacdo aos
novos elementos que surgiram com a definicdo por épsilon e delta. Ele pergunta ao colega
quem € o p? E se x é 3? Ele se confunde com o x tendendo a 3 na expressao de limite, com 0 x
que aparece na definigdo na expressdo 0<|x-p|<d. Como esta era uma duvida geral eu fui ao
quadro falar sobre a definicdo formal, discutindo as inequacdes com modulos que aparecem
com a expressao de limite, relacionando com a representacdo grafica, para que eles mesmos
pudessem identificar as relaces do limite da atividade (3) que estavam trabalhando, com as
expressdes que aparecem na definicdo. Apos essa apresentacdo eles continuaram a atividade,
mas com bastante discussao entre eles sobre o que fazer com as expressdes encontradas.

Mateus faz as substituicdes nas expressdes da defini¢do e inicia a resolucdo com a
expressdo |(2x-5)-1|< ¢, chegando a |x-3|< /2 percebe que é equivalente a parte das outras
inequagdes 0<|x-3|< J, mas ele tem dificuldade em relacionar o & em termos de & Na
primeira entrevista, ele disse que achava estranho deixar com uma letra, pois acreditava que
precisaria encontrar um valor. No esguema mobilizado pelo Mateus parece estavel um

conhecimento incorreto que modelizamos como o teorema em acao:

> (TAB.2) O resultado de uma atividade com uma expressao algébrica sempre sera um
namero.

Essa dificuldade de Mateus € comum, evidenciada em estudos tanto sobre pesquisas

com a algebra, como também com as fung6es, em que os alunos acham estranho deixar como

resposta um nimero na forma geral, ou uma expressao algébrica.
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Ao final, no item (c), pede-se para relacionar o limite dado pela defini¢do intuitiva
com o limite verificado pela definicdo formal. Mateus consegue explicar a ideia intuitiva do
limite, mas na definicdo formal ele ndo percebe que o delta esta relacionado ao épsilon, parece
pensar o inverso, pois diz que para encontrar <o intervalo de |f(x)-1|<e € preciso encontrar 0s
valores de f(x) encontrando os x proximos a 3>. No ensino bésico os alunos lidam muito com
essa ideia de que dado x eles precisam encontrar o valor da fun¢do, mas o caminho inverso
parece ndo ser muito natural para os alunos. De fato, nos audios foi possivel observar o colega
do Mateus argumentar sobre isso. Ele ndo conseguia inserir os intervalos na representacao
gréafica no eixo y e fala ao Mateus que no ensino médio <A gente ndo via imagem, s6 dominio,
dominio...>. Seu esquema foi pautado na regra em acéo:

v" (RB.5) Se estou resolvendo qualquer atividade com fungdes, eu sei que preciso
trabalhar com os elementos do dominio.

Esse problema precisara ser mais trabalhado nas situacdes de limite, para que o
teorema em acdo incorreto (TAB.3) mobilizado por Mateus nessas atividades ndo se torne
estavel em seus esquemas. Foi um dos aspectos que consideramos quando elaboramos essas
atividades buscando relacionar a definicdo intuitiva com a definicdo formal de limite. Em
alguns momentos observamos Mateus explicar para o seu colega, que a atividade era para
trabalhar em termos de f(x) que eles estavam trabalhando, pois o colega fazia os calculos
buscando valores no dominio da funcdo. Contudo, mesmo assim, parece que Mateus
encontrava dificuldade em compreender que o intervalo dado pelo &, ou melhor, de raio ¢, que
iria definir o intervalo de raio & para que o limite pudesse existir. Na entrevista, ele disse que
ndo compreendeu direito, e que quando fez a atividade achou que precisava “criar” um delta
para relacionar com o épsilon.

Mateus tem esquemas ja estabilizados para vérias situacfes para o estudo de funcdes,
mas parece que ndo tém esquemas para atividades em que é preciso relacionar elementos da
imagem com seus respectivos elementos do dominio. Nestas questdes concernentes a um
conceito novo, que ele ainda ndo possui todas as competéncias necessarias para lidar com
elas, entdo ele busca esquemas que foram utilizados em situacdes que ele reconhece como
semelhantes a estas novas. Contudo, essa familiaridade é s6 aparente e ap6s algumas acGes de
tomada de informacGes, esse esquema se mostra ineficaz fazendo com que Mateus precise
reorganizar suas agdes, mobilizando outros invariantes operatorios.

Como nessas duas ultimas atividades percebemos que Mateus mobilizou
conhecimentos aleatérios, escolhemos inferir somente 0s elementos dos esquemas que

citamos. Eles foram modelizados, baseados nos indicios observados nos audios e na primeira
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entrevista. Em seguida, continuamos o percurso do Mateus agregando novas situacGes de

limite, no caso os limites infinitos e no infinito.
Situacdes envolvendo limites infinitos e no infinito intuitivamente

Essas atividades foram aplicadas 46 dias ap0s as atividades iniciais. Nesse primeiro
encontro, de aproximadamente duas horas, aplicamos as atividades de (1) até a (4) e iniciamos
a atividade (5).

As primeiras atividades (1) e (2) eram para investigar o que acontecia com a funcao

1 .. ~
fx) = - quando x tende a zero. Inicialmente Mateus fez um rascunho da representacédo

grafica e comecou a responder os itens da atividade. Alguns minutos apds a entrega da folha
de atividade eu solicitei que todos fizessem uma tabela de valores de x bem préximos de zero,
pois percebi que alguns dos estudantes ndo estavam fazendo. Neste momento, nos audios foi
possivel perceber que Mateus reclamou por ter de fazer a tabela, mas apesar disso ele faz uma
tabela para valores maiores do que zero e outra para valores menores do que zero. Para 0s
valores de x>0 ele escolheu os nimeros opostos aos que escolheu para x<0, mas colocou 0s
gue davam os mesmos valores negativos. Esse equivoco talvez tenha sido somente por falta
de atencéo, considerando que ele respondeu corretamente ao item em que se questionava o
que estava acontecendo com os valores da funcdo quando x assumia valores préximos a zero,
por valores maiores do que zero. Assim, acreditamos que ele tenha feito a tabela sem muita
atencdo, provavelmente fez para atender o que foi solicitado, e ndo a utilizou em nenhum
momento para a resolucdo da atividade. Na figura 24, em seguida, apresentamos o rascunho

dessa representacdo e também o desenho que ele fez do gréfico.

Figura 24 — Inicio da resolucdo da atividade (1)
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Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.

Realmente, vimos que Mateus conseguiu resolver todos os itens corretamente e isso
pode ter acontecido por ele ja saber como era a representagdo grafica da funcéo, esse fato
deve ter contribuido para que ele tivesse éxito nessas atividades. Inferimos que a sua

resolucéo foi orientada pela regra em acao:
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v" (RB.1.a) Quando preciso saber o limite de uma funcdo, ou como ela se comporta em
um intervalo, eu faco a representacdo gréfica dessa funcdo para observar o que
acontece com a fungdo quando x se aproxima de um ponto.

De fato, quando questionado sobre sua resolugéo, durante a atividade, ele disse que
olhava a representacdo gréafica para ver os limites e, como ele havia feito um rascunho dessa
representacdo ele conseguiu identificar o que estava acontecendo com a funcao. Desse modo,
nem se preocupou em verificar se o que havia feito com as contas condizia com que o0 que
respondeu.

Mateus respondeu corretamente todos os itens das atividades (1) e (2), seja utilizando
representacdes na forma algébrica, numérica, textual ou grafica, inserimos algumas de suas

resolucdes na figura 25.
Figura 25 — Resolucéo da atividade (1) dos itens (a) e (b)

a) Explique o que acontece com os valores da fangdo quando x assume valores proximos de
Zero:
i paravalores de x-07
/4/{:') Wil o (Fhi- ‘J,\;,-__Le)/’ £3n05 ool ool oo
wkgron e X Sreaodonen
'J:?Q\h (-,(,E ﬂ/f;

e oy : o
= =l AN L 0 nsa D sl FTLBAN A
-_—?,f:orw’ W p0ts, Y

lj'é_u.;;(g,'_h fﬁf"\"'ﬂa"‘ . ok \,{:, d.’f:’

oy
b
:-.’/(_‘C"Gﬁfx. d«fﬁ W, o2 ‘-'Jr,_/
P N
b. Faga a representaqdio grafica da fungdo F(x) = = para os pontos do deminie no imervalo
z .

), 2]

Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.

Neste item (b) observamos que Mateus escolheu alguns pontos para o intervalo
solicitado, mas fez a representacdo para valores de x um pouco maior do que o intervalo
solicitado, no caso maior do que dois. Nos audios observamos que um colega falou sobre isso
e Mateus ndo achou importante ter feito pontos a mais, ele fez assim também para o intervalo
[-2, O[ do item (c). Modelizamos em seu esquema a regra em agao:

v" (RB.2.a) Quando preciso fazer a representacdo grafica de uma funcéo que ja sei como

é a sua forma, eu sei que posso escolher alguns pontos para posicionar adequadamente

o gréfico da funcdo no plano cartesiano.

Outro fato que destacamos nas falas, sobre a construcdo desses graficos, foi quando
Mateus questiona a um colega <onde fica o 2/3? Ele fica onde, vocé sabe? > o colega fala
que fica entre zero e um e mesmo assim ele tem davidas, entdo esse colega faz as contas e diz

que € 0, 6666...
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Novamente vemos Mateus ter dificuldade em localizar pontos correspondentes aos
nameros reais, a primeira vez foi nas atividades da primeira situacdo em que ele estava
trabalhando com nimeros na forma de representacdo decimal, e nesta atividade era na forma
fracionéria. Ele reclama de ter de fazer essas contas, acreditamos que seja por esses numeros
ndo estarem na forma de fragcGes decimais, porque ja observamos que ele trabalha bem com
fracbes decimais e também com os nimeros decimais. Contudo, ficamos com uma davida,
porque ele ndo fez a conta? Se seu colega fez rapidamente ele também faria, além disso, que
ele poderia ter utilizado a calculadora do celular, optamos por acompanhar o andamento das
atividades para compreender melhor.

Inferimos que o conhecimento que mais contribuiu para que Mateus tivesse éxito,
como dissemos, foi o fato dele saber o comportamento gréafico da funcdo. Modelizamos o
invariante operatorio mobilizado como um teorema em acéo:

» (TAB.iv.a) O limite de uma funcdo quando x tende a um ponto dado pela observacéo,

ou memorizacao, de um gréfico, é o que acontece no grafico com os valores do y
quando x tende ao ponto.

Quando questionei Mateus se, no ensino médio ou na universidade, ele tinha visto essa
~ 1 . . . . . .
funcdo f(x) == ele respondeu que a primeira vez que ele viu foi na universidade, na

disciplina de introducdo ao célculo e que <na escola a gente nao vé, acho que ninguém na
escola vé isso. >. Entretanto, quando perguntei como ele tinha estudado esse grafico na
disciplina, ele disse <A gente fez uns gréaficos 14, mas eu nédo aprendi a fazer o grafico e nem
entendi>. Assim, inferimos que ele utiliza somente a memorizacdo da representacdo grafica
da funcdo dada e, a partir dela, busca as informacdes que considera pertinentes para as
questoes.

Com essa fala, entendemos que Mateus utilizou essa representacdo para responder as
questdes, mas que essa atividade foi a primeira em que precisou refletir sobre 0 que acontecia
com os valores dessa funcdo quando x se aproxima de zero, pela direita e pela esquerda.
Observando sua justificativa para o item (a)(i) da atividade (1) na figura 11, vemos que ele da
indicios que estd compreendendo o que significa o limite da f(x) tender a +oo, a0 escrever que:
<f(x) tende a (+) infinito, pois quando escolhemos valores de x maiores que zero e proximos
do mesmo, o valor de f(x), para os valores de x escolhidos, comeca a tender para o infinito

positivo.> Modelizamos esse novo conhecimento como um teorema em acao:

> (TAB.v.2) O limite de uma fungdo f(x) =~,n>0ex € R quando x tende a zero,
por valores positivos, tende a +oo.
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Analogamente a essa resolucéo temos a do item (a)(ii) que modelizamos como o:

» (TAB.v.b) O limite de uma funcdo f(x) = %,n >0ex € R quando x tende a zero
por valores negativos, tende a -cc.

As atividades (3), (4) e (5) envolviam questdes em que os valores de x cresciam sem
limites, ou decresciam sem limites, ou seja, os limites no infinito. Novamente, Mateus inicia a
atividade (3) fazendo um pequeno rascunho da representacdo grafica da funcdo como
podemos observar na figura 26, consideramos que seu esquema € orientado pela regra em
acao:

(RB.1.b) Quando preciso saber o limite de uma fungdo, ou como ela se comporta em
um intervalo, eu faco a representacao grafica dessa funcdo para observar o que acontece com

a funcdo quando x tende a +oo (OU -00).

Figura 26 — Rascunho utilizado na atividade (3)
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Fonte: coletada pela autora da pesquisa.
Observando a resolucdo apresentada na folha de atividades vimos que Mateus
respondeu todas essas trés atividades corretamente, inclusive justificando o limite encontrado.
Entretanto, conferindo nos audios é que relembramos que no dia da aplicacdo da atividade ele

ndo havia colocado essa justificativa. Havia esbocado os graficos e colocado nas atividades

(3) e (4) que o limite da f(x) tendia a zero, e na atividade (5) respondeu que limx_)_ooi =0

: 1 L .
ehmx_,+00;= 0. Estava tudo correto, mas, eu o questionei porque ele dizia em alguns

momentos que o limite da funcdo tendia a zero e, em outros, que era igual a zero. Mateus
ficou confuso, assim perguntei para ele quanto era f(0), ele rapidamente disse zero, relembrei
que a funcdo ndo estava definida para o zero e ele respondeu <Ah ndo é o f(0) aqui!> Ele
estava se referindo ao limite, porque jA observamos que este estudante ndo apresentou
dificuldades em trabalhar investigando dominios de fungdes. Questionei entdo, o que era, e
Mateus tenta explicar dizendo que sdo os pontos ao redor do zero. Como percebi que ele
estava com dificuldades de explicar falei para ele tentar pensar em justificar esse
comportamento da fungéo e deixei-o discutindo com seu colega. Momentos depois, perguntei
novamente e obtive a resposta <Que ele tende a zero, que vai indo na dire¢do do zero, mas

ndo chega ao zero>. Eu solicitei que ele escrevesse o0 que estava entendendo e na figura 27
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podemos observar a justificativa que Mateus apresentou para o limite da funcdo ser zero,
quando X tende 4o ou -co.

Figura 27 — Resolucéo da atividade (5) itens (a) e (b)
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Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.
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Com esta justificativa apresentada na folha de respostas poderiamos inferir que
Mateus parece estar compreendendo o que esta acontecendo com esta funcdo nestes casos.
Entretanto, ouvindo os audios constatamos que esta resposta foi dita pelo seu colega, pois
Mateus tentava explicar e ndo conseguia, ele argumentava <N&o chega tipo a valer zero, ndo
chega a...>. Assim, seu colega lhe explica o que compreendeu e eles escrevem respostas bem
préximas e modelizamos suas acGes nos teoremas em acao incorretos:

» (TAB.iv.b) O limite de uma funcdo quando x tende a +oo (ou -o) dado pela

observacdo, ou memorizacao, de um grafico, € o que acontece no grafico com os
valores do y quando x cresce ou decresce;

» (TAB.vi) O limite de uma funcéo f(x) = %,n > 0ex € R, quando X tende a +oo (ou
-o0) tende a zero.

Uma das explicacGes para essa nossa inferéncia é pelo fato da finalizagdo dessa
atividade (5), ter acontecido dois dias ap6s o primeiro encontro. Desse modo, acreditamos que
esses novos questionamentos, juntamente com as discussdes que ele fez com seu colega,
podem ser resultado de novas filiacGes aos esquemas que estavam sendo utilizados.

Apo6s finalizacdo dessa atividade propusemos a atividade (6). Nela Mateus deveria
fazer a representagdo grafica da fungdo f(x) =% utilizando os limites encontrados nas

atividades (2) e (5), mas sem olhar para essas folhas de atividades. Como ja sabia a forma do
grafico, ele calculou varios pontos e fez a representacdo grafica. Contudo, como a questdo
solicitava que se destacassem os limites encontrados anteriormente no gréafico, ele me
questionou <O que é para fazer aqui mesmo? Desenha o grafico e ai?> Eu expliquei que ele
deveria indicar os limites encontrados nas atividades anteriores no grafico que estava fazendo.
Relembrei que ele havia dito que sabia os limites, pois “olhava” o grafico, entdo solicitei que
me indicasse onde olhava no grafico e também que me indicasse os limites. E assim Mateus

fez, como podemos observar na figura 28.
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Figura 28 — Resolucéo da atividade (6) itens (a) e (b)
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Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.

Essa atividade (6) foi aplicada dois dias ap6s as anteriores e Mateus nao teve
dificuldade em eshbogar o grafico e nem em indicar os locais que poderiamos observar os
limites encontrados. Segundo ele, era facil porque sabia como era o grafico. Entdo eu
questionei se eu desse outra funcdo e perguntasse qual o limite da funcdo quando x se
aproxima de zero, por valores menores do que zero? <Ai eu faco. Desenho aqui para ver e, se

for assim, ai demora um pouco >. Mateus parece que tinha estavel esse esquema e inferimos
que utiliza novamente a regra em agao:

v' (RB.2.a) Quando preciso fazer a representacdo grafica de uma fungdo que ja sei

como € a sua forma, eu sei que posso escolher alguns pontos para posicionar
adequadamente o gréfico da fungdo no plano cartesiano.

Com os teoremas em agao:

» (TAB.iv.a) O limite de uma funcdo quando x tende a um ponto dado pela

observacdo, ou memorizagao, de um grafico, é o que acontece no grafico com
os valores do y quando x tende ao ponto;

» (TAB.iv.b) O limite de uma funcdo quando x tende a +oo (ou -) dado pela

observacdo, ou memorizacao, de um gréafico, é o que acontece no grafico com
os valores do y quando x cresce ou decresce.

A atividade (7) era semelhante ao que foi proposto nas anteriores e foi aplicada no

mesmo dia que a atividade (6). Nela Mateus deveria determinar todos os limites e fazer a
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representacdo gréfica das funges: (a) f(x) = % e () f(x) = _73 Na figura 29 podemos ver

sua resolucdo para o item (b).

Figura 29 — Resolucéo do item (b) da atividade (7)
b) fG) ==

Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.
Mateus escolheu alguns pontos para esbocar o grafico dos itens (a) e (b). Ao iniciar ele

. ~ 3 z . . . p
disse que a fungdo f(x) == <E mesma coisa desse aqui praticamente, s6 que esta se

aproxima mais aqui>. Ele estava se referindo ao gréafico da atividade (6) da funcdo f(x) = %

que tinha acabado de fazer. No item (b) também néo teve dificuldade, fez e mostrou ao seu
colega questionando <Quando é menos faz assim s@, né?>, como seu colega concorda ele
continua escolhendo pontos, em seguida esse aluno finaliza o grafico e escreve os limites.
Inferimos que mobilizou a regra em acéo:

v" (RB.2.a) Quando preciso fazer a representacdo grafica de uma funcdo que ja sei como

¢ a sua forma, eu sei que posso escolher alguns pontos para posicionar adequadamente
o gréfico da funcdo no plano cartesiano.

Com os teoremas em acéo:

> (TAB.v.2) O limite de uma fungdo f(x) ==,n>0ex € Rquando x tende a
zero por valores positivos tende a +oo;

» (TAB.v.b) O limite de uma fungdo f(x) = ;—l,n > 0ex € R quando x tende
a zero por valores negativos tende a -oo;

» (TAB.iv.a) O limite de uma funcdo quando x tende a um ponto dado pela
observacdo, ou memorizacao, de um gréafico, é o que acontece no grafico com
os valores do y quando x tende ao ponto;

» (TAB.iv.b) O limite de uma funcdo quando x tende a +oo (ou -o0) dado pela
observacdo, ou memorizagao, de um gréafico, € o que acontece no grafico com
os valores de y quando x cresce ou decresce.
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Inferimos que seus esquemas se pautaram também nas regras:

v" (RB.1.a) Quando preciso saber o limite de uma funcdo, ou como ela se comporta em
um intervalo, eu faco a representacdo gréafica dessa funcdo para observar o que
acontece com a funcdo quando x se aproxima de um ponto;

v" (RB.1.b) Quando preciso saber o limite de uma func¢do, ou como ela se comporta em
um intervalo, eu faco a representacdo grafica dessa funcdo para observar o que
acontece com ela quando x tende a +oo (ou -0).

As atividades (8) e (9) eram semelhantes as que foram trabalhadas nas atividades (1) e

(2). Era para investigar o que acontecia com a fungéo f(x) = Zxﬁ quando x tende a zero, mas

agora Mateus ndo sabia como seria exatamente a representacdo grafica da funcdo, o que iria
inviabilizar o conhecimento que ele utilizou na atividade anterior. Desse modo, ele precisaria
reorganizar o esquema mobilizado anteriormente.

Inicialmente Mateus ndo buscou simplificar a funcdo para facilitar as contas e poder
completar o quadro com os valores solicitados na atividade, no caso, valores maiores e
menores do que zero. Entretanto, ele foi ficando entediado de ter de fazer tantas contas,
mesmo podendo utilizar a calculadora, e eu questionei se ndo teria como simplificar a
expressao. Ele fez algumas tentativas para simplificar, cometeu alguns erros como podemos

observar na figura 30.

Figura 30 — Simplificacdo realizada na atividade (8)

N

i
>

Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.
Mateus comecou a fazer as contas com a expressdo encontrada, no caso (2x + x?)

,mas percebeu o erro, ficou discutindo como fazer com um colega, quando percebeu que um

. . . .- o o .. ~ 2+x
outro havia feito uma simplificacdo. Entéo ele corrigiu e reescreveu a expressao (7) como

2 X . N ~ 2
(;+;) e conseguiu chegar a expressao (;+ 1), fez as contas para alguns valores e

preencheu toda a tabela, contudo acredito que ele fez as contas para <% + 1) = 21 e deve ter
10

1 1 .
e —, Obteria comportamento

pensado que para 0s outros valores, no caso ——, — )
10000° 1000 100

semelhante ao de se acrescentar zero e colocou 21000, 2100 e 210, respectivamente.
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Inferimos isso, pois nos itens (b) e (c), em que precisou fazer a representacdo grafica da
funcdo nos intervalos ]0,2] e [-2, O[, ele escolheu os pontos na forma de fragdo e ndo errou
nenhuma das contas. Entdo acreditamos que 0s erros com as fragcBes decimais, nas contas
anteriores possam ser pelo fato de Mateus esperar um comportamento similar e ndo por nao

saber fazer as contas corretamente. Na figura 31 podemos observar o quadro com os valores

apresentados.
Figura 31 — Resolucéo da atividade (8)
x | -1/10 {-Tflou ~1/10000° 1;1()00:1[1’;‘1(506‘ TA00 [ 10 |1 2
B E T T T T i
B LV il i il o AR IE B

\_,ﬂ—Jf

20.001 2001 201
Fonte: Coletado pela autora da pesquisa.

Esses erros nas contas ndo comprometeram a compreenséo de que a fungdo crescia ou
decrescia infinitamente, quando x se aproximava de zero, ja que Mateus conseguiu responder
todos os itens corretamente, e neste caso o0s valores continuavam mantendo esse
comportamento de crescimento e decrescimento. Inferimos que ele mobilizou a regra em
acao:

v" (RB.3) Quando preciso saber o limite de uma funcdo em um ponto p, eu faco
calculos de varios pontos proximos ao ponto p para descobrir o que esta
acontecendo com o limite da fungéo quando ela se aproxima p.

Ele também levou em consideracdo a representacdo gréfica da fungdo f(x) = i pois

... ~ 2+ .. . ST .
ao olhar inicialmente a funcdo f(x) = Tx da atividade, ouvimos no audio ele dizer ao seu

colega que achava que essa funcgdo teria 0 mesmo comportamento da funcéo anterior, sé que
estaria dois pontos acima. Desse modo, inferimos que na atividade (8) (a) nos itens (i) e (ii)
Mateus mobilizou a regra em a¢éo:

v" (RB.1.c) Quando preciso saber o limite de uma funcdo, ou como ela se
comporta em um intervalo, eu penso na representacdo grafica dessa funcéao
para lembrar 0 que acontece com a funcdo quando X se aproxima de um ponto.

De fato, apesar de Mateus ndo ter feito um rascunho da representacdo grafica da
funcdo para responder, por exemplo, que a funcdo crescia infinitamente quando x assume
valores proximos de zero, para x>0 no item (8) (a.i). Ao ser questionado como ele pensou

depois que fez a atividade, ele justificou que viu pelas contas, mas que sabia que <[...] ela tem
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, <E a mesma. A diferenca

R\~

a mesma caracteristica da outra>, ele se referia a fungédo f(x) =

€ isso ai, é dois acima.>.
Assim, pelas resolugdes e pelas falas, nds inferimos que ele utilizou os teoremas em
acao:
» (TAB.iv.a) O limite de uma fungédo quando x tende a um ponto dado pela observagéo,

ou memorizacdo, de um grafico, € o que acontece no grafico com os valores do y
guando x tende ao ponto;

» (TAB.i.b) Se os valores da funcdo crescem sem limites por valores positivos quando X
se torna proximo de um dado ponto p, sendo x>p, entao o limite da fungdo tende a +oo
quando x tende a p;

» (TAB.i.c): Se os valores da funcdo decrescem sem limites por valores negativos
quando x se torna préximo de um dado ponto p, sendo x<p, entdo o limite da funcéo
tende a -co quando X tende a p.

Sobre esses Gltimos dois teoremas inferimos sua utilizacdo pelo fato do Mateus se
orientar pelo comportamento da fungdo f(x) = % mesmo ele tendo se enganado pensando
que ela estaria transladada dois pontos para cima, isso nao interferiu no resultado desse limite.

O item (b) era para esbocar a representacdo grafica da fungdo (x) = 2% no intervalo
10, 2[. Mateus inicialmente fez a representacdo para todo intervalo que estava no plano
cartesiano para a resposta, e ndo somente para o intervalo solicitado, quando seu colega o
questionou ele disse: “eu sei, mas ndo ia ficar legal, tem de fazer tudo.” Além disso, ele

representou a fungdo como se o limite dela tendesse a zero quando x crescia para +oo. Depois

ele riscou e corrigiu fazendo a curva tender a um, vejamos na figura 32 como ele fez.
Figura 32 — Resolucéo da atividade (8) item (b)
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Fonte: Coletado pela autora da pesquisa.

Acreditamos que esse engano tenha ocorrido, primeiramente porque Mateus ndo achou
importante esbocar somente o intervalo solicitado, como no caso das outras atividades, (1)

itens (b) e (c) e na (4). Além disso, porque ele achava que esta funcdo teria 0 mesmo
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e ~ . ~ 1
comportamento grafico da funcao que ele conhecia bem, no caso a funcdo f(x) = ~ emqueo

limite d& zero quando X tende para +oo. Todavia, um colega que percebeu que a fungdo nao

passa em y=1, observa a resposta do Mateus e o avisa do erro e diz para ele que: <Entdo seria
. 2 ~ ~ - , -

mesma a coisa que — gue n&o toca no zero entendeu? N&o toca no eixo zero, esse é 0 eixo

zero. E dai agora como € mais um, foi para o um aqui. Esse eixo zero foi aqui, olha,

. ~ 2 ~ ~
entendeu?>Ele se referia a funcdo f(x) = ~ que ndo passa no y=0 e agora nessa funcéo

flx) = (§+ 1), mudaria, ndo passaria em y=1. Entdo Mateus compreende que essa nova

funcdo apesar de ter a forma semelhante a fungdo anterior, ndo estd posicionada exatamente
como a anterior, como ele havia pensado que fosse. Ele entdo diz: “Ah ¢, ela sobe um”, e
assim faz a correcdo do grafico no intervalo para x>2. Inferimos que ele mobilizou a regra em
acao:

v" (RB.2.a) Quando preciso fazer a representacdo grafica de uma funcéo que ja
sei como é a sua forma, eu sei que posso escolher alguns pontos para
posicionar adequadamente o grafico da funcéo no plano cartesiano.

Mateus fez os célculos para 0s pontos: f(%),f(%),f(S)e f(4), mas posicionou

. .. 5 3 ~
incorretamente no inicio os valores de f(3) = ;€ f4) = > € néo percebeu. Provavelmente

por ja ter ideia de que o comportamento seria como o da funcdo anterior, se aproximaria do
eixo y=0. Esse equivoco ndo comprometeu a resposta da questdo que era dizer o que
acontecia com a fungdo quando se aproximava de zero. No item (c) em que deveria
representar a funcdo para o intervalo [—2, 0[ ele também calculou alguns pontos e agora fez
corretamente a representacao, levando em consideracdo que a funcdo ndo passa em y=1, como

podemos observar na figura 33.
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Figura 33 — Resolucéo da atividade (8) item (c)
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Fonte: Coletado pela autora da pesquisa.

Inferimos que ele mobilizou novamente a regra (RB.2.a) e, tanto neste como no item

(b) o teorema em acdo adequado (TAB.iv.a). Mateus sabe que a representacdo grafica dessa

funcéo é semelhante a funcéo trabalhada nas atividades anteriores, assim ele decide escolher

alguns pontos para posicionar adequadamente o grafico da funcéo no plano cartesiano.

Em seguida, ele respondeu corretamente o item (9) calculando os limites da funcgéo

quando tende a zero pela direita e pela esquerda. Inferimos que se orientou pela regra em

v" (RB.1.c) Quando preciso saber o limite de uma fung&o, ou como ela se comporta em um

intervalo, eu penso na representacdo grafica dessa funcdo para lembrar o que acontece
com a funcéo quando x se aproxima de um ponto.

E que mobilizou os teoremas em acao:

(TAB.iv.a) O limite de uma funcdo quando x tende a um ponto dado pela observacéo,
ou memorizacao, de um gréfico, é o que acontece no grafico com os valores do y
guando x tende ao ponto;

(TAB.i.b) Se os valores da fungéo crescem sem limites por valores positivos quando x
se torna préximo de um dado ponto p, sendo x>p, entdo o limite da fun¢o tende a +oo
quando x tende a p;

(TAB.i.c) se os valores da funcdo decrescem sem limites por valores negativos quando
X se torna préximo de um dado ponto p, sendo x<p, entdo o limite da funcéo tende a -
o quando X tende a p;

(TAB.v.c) O limite de uma fungdo semelhante a f(x) = %,n >0ex € R quando x
tende a zero por valores positivos tende a +oo;

(TAB.v.d) O limite de uma funcdo semelhante a f(x) = zn >0ex € R, quando x
tende a zero por valores negativos, tende a -c.
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Esses dois ultimos teoremas, nés modelizamos com base na fala inicial do Mateus ao

~ . ~ 2+ - .
observar a funcéo. Ele disse que esta nova funcdo f(x) = Tx teria o grafico com a mesma

forma do grafico da funcdo f(x) = i pelo fato delas terem 0 mesmo denominador, mas que a

nova seria dois pontos acima por causa da expressédo do numerador (2 + x).
As atividades (10), (11) e (12), como as (3), (4) e (5), eram para investigar o que

acontecia com uma funcdo quando X cresce para +oo, ou decresce para -co, mas agora nessas

atividades a funcdo trabalhada era f(x) = Zxﬁ Mateus iniciou a atividade (10) completando

- ~ . . 2 ~
os valores do quadro. Ele utilizou a expresséo simplificada (; + 1) e ndo errou nenhum dos

valores. Percebemos que neste item primeiramente substituia os valores para 0 X, no caso:
1,10,100,1000,10000,100000 e 1000000, ele ja fazia a mudanca para a forma decimal e
depois somava 1. Em seguida, Mateus fez a representacdo grafica da funcdo no intervalo
solicitado [1, +oo.

A atividade (11) era similar a anterior, e era para fazer o mesmo estudo, mas sé que no
intervalo | — oo, —1]. Mateus fez as contas corretamente para os valores de x=-1 e x=-10,
contudo para os outros valores ele cometeu um erro comum, ja evidenciado por estudos,

conforme podemos observar na figura 34 a seguir.
Figura 34 — Quadro da atividade (11)
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Fonte: Coletado pela autora da pesquisa.

Nestas duas questdes acreditamos que Mateus utilizou a regra em ag&o:

v" (RB.2.a) Quando preciso fazer a representacdo grafica de uma funcéo que ja sei como
é a sua forma, eu sei que posso escolher alguns pontos para posicionar adequadamente
o gréfico da funcdo no plano cartesiano;

v" (RB.1.d) Quando preciso saber o limite de uma fun¢do, ou como ela se comporta em
um intervalo, eu penso na representacdo grafica dessa funcdo para lembrar o que
acontece com a funcao quando x tende a +oo (ou -o0).

Modelizamos essa regra um pouco diferente da outra (RB.1.b), pois ndo vimos
nenhuma representacdo, escrita ou mesmo oral, mas inferimos que ele usa a representacao
mental da funcdo que ele conhece bem o comportamento grafico e que foi utilizada nas

atividades anteriores. Desse modo, ele reconheceu que esta fungéo era semelhante, bastando
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apenas verificar alguns pontos, se necessario, para posicionar adequadamente o grafico da
fungéo no plano cartesiano, ou para investigar o limite. Modelizamos vinculado a essas acoes

0 teorema em agéo:

> (TAB.vi) O limite de uma fundo f(x) ==,n>0ex € R, quando x tende a +o (ou
-0) tende a zero; pois vimos que ele simplificou a fungdo dada e sempre se referia a

nova funcdo como semelhante a funcao de referéncia que ele utilizava.
Inferimos essas regras, pois vimos que mesmo cometendo os erros de contas que

citamos, Mateus esbocou corretamente a representacdo grafica da funcdo e respondeu

corretamente o item (12), figura 35, em que se questionava o limite da fungdo f(x) = Zxﬁ

quando X cresce para +oo, ou decresce para -oo, ele respondeu que seria 1, o que ficou estranho
ja que no caso do quadro para valores ] -oo, -1], como ele errou os valores, a fungéo estaria se
aproximando de zero e ndo de 1. Assim, acreditamos que a representacdo grafica da nova
funcdo, agora correta, depois de ter trabalhado nas questfes (8.b) e (8.c), que ele se orientou
para as resolucdes dessas questdes. Desse modo, inferimos que sua resolucdo foi norteada
pelo teorema em acao adequado:
» (TAB.iv.b) O limite de uma funcdo quando x tende a +oo (ou -o0) dado pela
observacdo, ou memorizacdo, de um grafico é o que pode ser observado no grafico

com os valores de y quando x cresce ou decresce.
Figura 35 — Resolucéo das atividades (11) e (12)
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12) O que podemos concluir sobre os limites da fungio f{x) =

: 24X _ - : 24x — 7
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o x X

Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.
Na atividade (13) Mateus inicia calculando alguns valores da funcdo para esbocar a
representacdo grafica e, em seguida, indicar todos os limites encontrados anteriormente.

Podemos observar esse fato na sua resolucdo, figura 36.
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Figura 36 — Resolucéo da atividade 13
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Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.

Nessas atividades, Mateus continuou a se orientar pela representacdo grafica, mesmo

ndo tendo feito um rascunho no inicio das atividades com essa fungéo, percebemos que ele

~ 1 . ~ ~
tem a funcdo f(x) =~ tanto como meio de selecdo das regras em acdo, bem como

mecanismo de controle e de inferéncia. Assim, em suas a¢des modelizamos as regras em

acao:

v

(RB.2.a) Quando preciso fazer a representacdo grafica de uma funcdo que ja sei como
¢ a sua forma, eu sei que posso escolher alguns pontos para posicionar adequadamente
o gréfico da funcgdo no plano cartesiano;

(RB.1.a) Quando preciso saber o limite de uma fungdo, ou como ela se comporta em
um intervalo, eu faco a representacdo grafica dessa funcdo para observar o que
acontece com a fungdo quando x se aproxima de um ponto;

(RB.1.b) Quando preciso saber o limite de uma funcdo, ou como ela se comporta em
um intervalo, eu faco a representacdo grafica dessa funcdo para observar o que
acontece com a funcéo quando x tende a +oo (ou -0).

Com essas regras modelizamos também os teoremas em a¢éo:

(TAB.iv.a) O limite de uma funcgdo quando x tende a um ponto dado pela observagéo,
ou memorizacdo, de um grafico, € o que acontece no grafico com os valores de y
quando x tende ao ponto;

(TAB.iv.b) O limite de uma fungdo quando x tende a +oo (ou -o0) dado pela
observagdo, ou memorizacdao, de um grafico, € o que acontece no grafico com os
valores do y quando x cresce ou decresce;

(TAB.iv.c) Se o limite da funcéo tende a um ndmero K quando x tende a +oo (ou -o),
entdo na representacdo grafica a reta y=k é onde, a partir de um certo x, a curva do
gréfico iré se tornar cada vez mais proxima dessa reta, sem nunca tocar.

Em seguida, continuamos nossa investigagdo buscando compreender 0 processo

vivenciado por Mateus ao lidar com as atividades que propomos. Estudando tanto os
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esquemas mobilizados por ele, como também as imagens que foram associadas. Em funcéo

dos casos de limite de funcdes trabalhados, das suas respectivas fungdes e representacdes.

6.2.1.2 Fases Il e 111 — Analise dos casos de limite de fungdo

Relacionamos as atividades aplicadas na experimentacdo com os casos de limite de
funcbes que foram trabalhados, evidenciando as representacdes que foram utilizadas nas
questdes, bem como, as que foram solicitadas ao aluno. Apresentamos no quadro 16 essas
escolhas e, a seguir, nossa discusséo sobre cada um desses limites de fungéo.

Quadro 16 — Casos de limites com as fung@es trabalhadas

Representacdes utilizadas nas atividades e as representacées
Limites solicitadas na resolucio
Resolver algebricamente Graficamente | Escrita natural
eufe ={Friexz | @D (21)0)
19 (22) f(x) ==
ST oy rw =+ )
(3 fG) =@2x = 5) b ¢
2) We@f@ =1 (1) (1)
MIO=e e e @ =2 ® ®)
30 (3). @We @) f@=; 3)e@
lim, ., f(x) =k | (10), (11) e (12) f(x) = 2% (10) e(11)
O)f () =+ 6)
4°)
Imfe) = |\nrw=tefw== |0
hﬁrg> fx)=k
* (13)f(x) === (13)

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

Na primeira parte dessa secdo, apresentamos as acoes mobilizadas por Mateus ao lidar
com as atividades propostas, no caso as situacdes que foram trabalhadas para a introducgéo do
conceito de limite. Nosso objetivo foi modelar algumas dessas a¢fes em elementos de seus
esquemas, especificamente em termos de regras em agdo e de seus teoremas em acdo
relacionados. Cujo dominio de validade sdo as situagdes de limites de fungdes utilizadas
(VERGNAUD, 1986, 1990).

Nesta segunda parte, investigamos esquemas nas acOes de Mateus ao lidar com as
funcgdes utilizadas para esses limites, expostos no quadro 8. Nosso interesse € evidenciar como
esse aluno mobilizou esses esquemas estudando as filiagcOes, e ou rupturas, nesse processo.

Para isso, relacionamos as agcdes mobilizadas em termos de regras em acdes com seus
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respectivos teoremas em acdo, com as representacfes, buscando estudar as adaptacdes que
foram realizadas durante a resolucdo das atividades da experimentacao.

Em seguida, discutimos todos esses elementos modelizados, apresentados
sinteticamente, com outros que surgiram durante a experimentacdo. Buscamos identificar as
Imagens que Mateus evocou ao lidar com cada uma dessas atividades, com esse caso de limite
de fungdes. E, com isso, caracterizamos o conceito imagem desse aluno referente a esse
conceito. O que possibilitou, por um lado, discutirmos sobre as imagens desse conjunto que
pudessem conflitar com a definicdo apresentada pelo ensino, no caso a defini¢do intuitiva, ou
que conflitassem entre si; pois as imagens sdo evocadas em funcéo das representacdes que sao
utilizadas nas atividades. Por outro lado, pudemos estudar se nesse conjunto imagem de
Mateus existiam imagens que estavam se constituindo como um conceito definicdo pessoal
para esse caso de limite.

(29 lim,., f(x) = L

No primeiro caso de limite, tinhamos questdes para serem resolvidas mobilizando as
representacdes: algébricas, as atividades: (2.1); (2.2); (2.3) e (3); gréficas, as atividades: (2.1)
e (3) e em linguagem natural, atividades: (2.1) e (3). Além da possibilidade da linguagem oral
possibilitada pelos audios.

Mateus teve um pouco mais de dificuldade nessas atividades quando apresentamos a
primeira parte desta secdo. Vejamos a seguir como ele lidou com essa situacdo ao ter de
adaptar seus esquemas, principalmente os que eram utilizados no estudo com as funcgdes, para
esse primeiro caso de limite.

Nas atividades (2.1) e (3) encontramos uma regra em agdo comum que orientou as
escolhas dos teoremas em acdo mobilizados, vejamos na figura 37 esses elementos

mobilizados conforme a funcédo dada.
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Figura 37 — RelacGes estabelecidas nas atividades (2.1) e (2.3)

i . . .. N a2
X2 sex=l Ié(RB.B). quando premso} saber o llm}lt.e de uma fun{::at.J em | fOO) =x+1
1fx)= { 1, sex=1 ''um ponto p, eu fago cédlculos de vérios pontos préoximos :
e e e e o ;a0 ponto p para descobrir 0 que estd acontecendo com o

: limite da fungdo quando ela se aproxima p

(TABia) Se os wvalores da fun¢io se aproximam de um valor L
quando x se torna proximo de um dado ponto p, entio o limite da
funcio ¢ L quando x tende a p.

(TAB.i) se a funcio ¢ definida no ponto p e tem limite neste ponto,
nem sempre ele € o mesmo valor da fungio no ponto p.

(TAB.ii) Se a fungio em que vou calcular o limite nio tem nenhuma
restrigio no ponto de investigagio do limite entio posso substituir o
ponto na variavel x da funcio.

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

Essas duas funcbes sdo conhecidas desse aluno, mas a (2.1) envolve aspectos que s
tem sentido no estudo com o limite de fun¢Ges. No caso, estudar o que acontece proximo de
um ponto que ndo pertence ao dominio da funcgdo, diferentemente da fungdo (2.3) que é um
limite que pode ser obtido por substituicdo direta. Desse modo, mesmo Mateus mobilizando
esquemas das situacdes que ele precisou lidar no estudo com as funcgdes, e 0s nimeros reais,
na fungdo (2.1) ele precisou de elementos do novo conceito que estava sendo introduzido.
Essa € uma funcdo que os estudantes tém dificuldades tanto em fazer a representacao grafica,
como também em compreender 0 que estd acontecendo com a funcdo (SEGADAS-VIANNA,
2016; TALL e VINNER, 1981). Todavia, Mateus fez corretamente a representacao grafica no
inicio da atividade. Inferimos inclusive que, essa representacdo o auxiliou na discussdo com o
seu colega sobre o resultado do limite dessa funcédo. Ele fez adaptaces do esquema, utilizado
para o0 estudo dessas funcbes, agregando novos elementos envolvidos na construcdo do
conceito desse caso de limite, como os teoremas em acdo e (TAB.i.a) e (TAB.ii). Para a outra
funcéo da atividade (2.3) também encontramos uma modificacéo nas acGes de Mateus, ela foi
a primeira em que ele, ap6s fazer os calculos com alguns pontos apresentou o resultado com a
notacdo para esse caso de limite lim,_; (x+ 1) = 2. Essa fungdo tem 0 mesmo comportamento
da funcdo (2.2), exceto no ponto x=1, que ele havia trabalhado na semana anterior.
Apresentamos a seguir na figura 38 as relacGes que estabelecemos nas a¢es de Mateus para
atividade com essa funcéo e com a (3).
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Figura 38 — Relacdes estabelecidas nas atividades (2.2) e (3)

(RB.5): se estou resolvendo qualguer atividade com himite de

! ﬁmgoes eu sei que preciso trabalhar com os elementos do 2x—5

: (RB4): :
. encontrar o limite de uma
. fungdo racional, eu sei que !
¢ posso simplificar a expressdo :
. algébrica da funcio para !
\ trabalhar com uma expressio :
© mais simples, para facilitar os |
¢ calculos. i

(RB.6): quando estou :
. resolvendo uma atividade sobre
limite e preciso lidar com |
. elementos do dominio, eu se1 :
i que preciso trabalhar  com
. valores proximos ao ponto que :
: estamos lidando com o limite.

(TAB v.11) Se uma fungdo [ pode ser simplificada, entdo o
limite da funcio f simplificada sera 1gual ao limite da
funcio £

(TAB.1a) Se os valores da funcfio se aproximam de um
valor L quando x se torna proximo de um dado ponto p,
entio o limite da funcio € L quando x tende a p.

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

Nessas duas atividades buscamos relacionar elementos da definicéo intuitiva com a da
definicdo formal, sendo que na atividade (2.2) Mateus s0 tinha visto a defini¢cdo intuitiva e na
(3) ele havia visto as duas definicOes. Essas foram as duas questdes que ele teve muita
dificuldade em lidar, foram momentos em que ele ndo conseguia adaptar 0s esquemas
utilizados anteriormente, em situacdes para o estudo de funcgdes, das inequacbes e de modulo
para essa nova situacdo. Essa dificuldade jA& vem sendo discutida por pesquisadores
(DOROUX, 1983), como vimos na se¢do 2.2, com relacdo a esses conceitos que estdo
envolvidos na definicdo formal de limite.

Um dos problemas que identificamos quando ele tentou adaptar o seu esquema, das
situacOes vivenciadas com as funcdes, foi em romper com a ideia de que nas situacoes
envolvendo fungbes sempre é preciso lidar, e deixar a resposta, em termos da imagem.
Modelizamos essa acdo na regra em acdo (RB.5). Mateus ja tinha conseguido adaptar
esquema para algumas atividades com esse caso de limite de funcdo, relacionados com a
noc¢do intuitiva. Todavia, quando precisou trabalhar com elementos do conjunto imagem da
fungéo ele ndo conseguiu identificar similaridade com nenhuma outra situagédo vivenciada e
acabou fazendo filiagdes que ndo foram pertinentes para essas atividades, mobilizando os
teoremas em acgdo (TAB.1) e (TAB.3) que séo incorretos.

A falta de esquema para lidar com essa situacdo foi determinante para que Mateus nao

conseguisse avangar naquele momento, pois vimos que ele soube mobilizar e reorganizar suas
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acoes. Reconheceu familiaridade nos casos de funcdes trabalhadas anteriormente e, a0 mesmo
tempo, conseguiu ampliar seu esquema com 0s novos elementos vivenciados nas atividades
com esse caso de limite. Todavia, ao ter que lidar naguele momento com essas atividades, ele
ndo conseguiu gerar as regras necessarias para elaboracdo da sequéncia de acGes em busca
dos invariantes operatorios necessarios para lidar com a atividade.

De fato, nos dudios conseguimos identificar o0 momento em que ele argumenta com
seu colega que achava que a resposta deveria ser em funcéo de f(x) e ndo em x, como havia
obtido pela manipulacéo algébrica. Mateus resolveu corretamente a atividade, algebricamente,
mas ndo aceitava o fato da resposta ser em termos de x, valores do dominio. Do mesmo modo,
encontramos em sua resposta, a um item da atividade (3), um momento em que ele explica o

que € o limite da funcdo escrevendo:
O limite da funcéo é como a fungéo se comporta aproximando de um ponto x ou f(x).

Mateus ndo estava compreendendo a relacdo entre esses dois elementos trabalhados e,
diferentemente do que havia representado anteriormente para a nocao desse caso de limite, ele
fez filiagBes com situagdes anteriores. Elas ndo eram pertinentes, mas Mateus ndo teve meios
de inferéncia e de controle para abandonar essa ideia equivocada e ampliar seu esquema. Nos
audios encontramos um momento em que ele reclamou por ndo ter conseguido resolver
corretamente a atividade, depois que fizemos a correcdo. Ele argumentava que ndo estava
acostumado a ver atividades assim, pois sempre trabalharam encontrando uma resposta, um
valor para f(x) e que as atividades eram sempre iguais.

Mateus tinha razdo. Seus esquemas estavam limitados as situacBes que ele havia
vivenciado e que eram insuficientes para lidar com outros aspectos envolvidos com o conceito
de funcdo daquela atividade. Esse problema vem sendo apontado pelos pesquisadores
(ARTIGUE, 1995; ZUCHI, 2005). Sabemos que é preciso vivenciar uma variedade de
situacbes para compreensdo de um conceito, e que elas estdo imbricadas a diversos outros
conceitos. Os esquemas para lidar com esses conceitos vao se constituindo ao longo do tempo
por meio dessas situacdes (VERGNAUD, 1990, 2015). Como no caso das fungdes que
perpassa diversos anos do ensino, ndo s6 de matematica, mas também de outras areas, €
possivel proporcionar diversas situaces que favorecam o aluno ampliar seus esquemas para
lidar com situagdes como as que Mateus precisou resolver em nossa experimentacéo.

Com relacdo a compreensdo desse processo vivenciado por Mateus naquele momento,
com a defini¢do apresentada pelo ensino, investigamos imagens que ele associou a esse caso

de limite. Para isso, reescrevemos 0s elementos que modelizamos desses esquemas de
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Mateus, mais sinteticamente, e acrescentamos outros de suas producOes, coletados
principalmente nas representacfes escritas na linguagem natural, e oral, obtidas pelos audios
realizados tanto durante a experimentacdo, como também nas entrevistas. Apresentamos a
seguir, no quadro 17, essas imagens que associamos ao conceito imagem de Mateus para esse

caso de limite de funcdes, bem como as definicdes*® que foram apresentadas.

Quadro 17 — Conceito imagem e a defini¢do para o (1°) caso
DefinicGes apresentadas para o caso de lim,_, f(x) = k

Definicao intuitiva:

Intuitivamente, dizer que o limite de f(x), quando x tende a p, é igual a L que, simbolicamente, se
escreve

lim,_,, f(x) =L

Significa que quando x tende a p, f(x) tende a L

Defini¢do formal:

Sejam f uma fun¢do e p um ponto do dominio de f ou extremidade de um dos intervalos que compdem o
dominio de f. Dizemos que f tem limite L, em p, se, paratodo & > 0 dado, existirum &§ > 0 tal que,
para todo x € Dy.
O0<|x—pl<éd=>|fx)-Ll<e.
Tal nimero L, que quando existe € Unico, sera indicado por lim,_,,, f(x).
Assim

i ve>0,36 > 0tal que, paratodo x € Dy

limf(x) =L & {

x—p 0<|x—pl<d=2|fx)—Ll<e.

Elementos do conceito imagem
Obtidos pelas respostas na forma algébrica:
v Se a fungdo em que vou calcular o limite ndo tem nenhuma restricdo no ponto de investigagdo do
limite entdo posso substituir o ponto na variavel x da funcéo;

v" Se estou lidando com limite de fungdes, entdo sempre preciso trabalhar, com elementos do dominio
para obter a resposta em termos de f(x);

v Eu trabalho com elementos do dominio das fungGes.

v’ Se o limite existe entdo o & deve ser igual ao ¢ dado;

v Eu faco calculos de varios pontos préximos ao ponto para ver limite quando x tende a p.

v Se uma funcéo f pode ser simplificada, entdo o limite da funcéo f simplificada sera igual ao limite da
funcéo f;

v Eu simplifico a expressao algébrica da funcdo para facilitar os calculos;

v Eu trabalho com valores préximos ao ponto que estamos lidando com o limite;

v O resultado de uma atividade com uma expressdo algébrica sempre serd um nimero.

Obtidos pelas respostas na forma de linguagem natural, escrita ou oral:

\

Para descobrir o limite eu encontro o y para valores de x proximos ao ponto de investigacdo do
limite.
O limite da funcéo é como a fungdo se comporta quando aproxima de um ponto x ou f(x).
Para obter o limite tendendo a um ponto p precisamos descobrir valores de f(x) proximos a ao ponto
p.
O limite pode ser diferente do valor que a fun¢do assume no ponto de investigagdo do limite.
A funcdo quando x tende a p tende a L, mas f{p)#L.
Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

<]

AN

Nessa primeira situagéo de limite, Mateus mobilizou nessas quatro atividades a nogéo

de proximidade referida na secdo 6.1.2, no caso a nocao intuitiva de limite de funcdes.

%0 As definicBes que apresentamos foram as que a professora da disciplina utilizou e s&o do livro do Guidorizzi
(2013).
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Observamos que ele resolve o limite algebricamente e escreve justificando como encontrou o
limite apresentando argumentos como:
“Encontrando os valores dos y para valores de x proximos a 1. ”

“A f(x) quando x tende a 1 os y tendema 3.

“Outros valores proximos a 1, pois para se obter o limite tendendo a 1 precisamos descobrir
valores de f(x) proximos a 1.”

“O intervalo encontrado sdo os valores de X proximos de 3 que sdo utilizados para encontrar o
limite de x—3. O intervalo de [f(x)-/|< ¢ é o intervalo dos valores de f(x) encontrado pelos x
proximos a 3.”

Essa ultima justificativa, em termos de intervalo com modulo, somente foi possivel,
pois ele estava olhando a definicdo formal de limite (com épsilon e delta) e também para
representacdo geomeétrica quando resolveu essa atividade. Observamos que mesmo tendo
trabalhado com intervalos e inequacBes nas atividades iniciais de funcdes, ndo conseguimos
identificar nenhuma imagem do conceito de limite ligada a intervalos. Nas discussfes dos
audios também sO encontramos a ideia de proximidade, como quando ele explicava para um

colega:

- Quando x tende a 1 tem que ver os valores préximos de 1. Quando x é 1, os valores préximos
aqui, voceé faz assim: 0,9; 0,8; 1,1... Ai vocé vé os valores que esta no y, o limite vai ser o que ele
esta tendendo, vai dar 3 porque quando vocé coloca 0,9 o 0,8 ele vai se aproximando de 3.

Essa nocdo intuitiva de aproximacdo estava se tornando estavel nas resolugdes e
argumentacdes de Mateus. Isso estava sendo a base para formacédo das imagens do conceito de
limite que ele utilizou nas atividades.

De fato, ap0s a aplicacdo dessas atividades fizemos uma entrevista com ele na qual
perguntamos o0 que era limite de funcdes, tanto de modo formal como também intuitivo.

Mateus respondeu que:

- E quando a fungdo tende a se aproximar de um ponto x e no eixo y ela vai tender a um nimero.
Formal é quando j& tem o limite.

Outra imagem associada a definicdo intuitiva de limite que identificamos nas
producdes de Mateus foi a percepcdo de que o limite pode ser diferente do valor que a funcédo
assume no ponto de investigacdo do limite. Ele ja compreendia que a funcdo poderia ndo ser
definida no ponto de investigacdo e, com essa nova imagem percebeu também que no limite
investigamos os valores de x proximos ao ponto e que nem sempre serd o valor da fung¢do no
ponto. Contribuindo para que ele percebesse que o x poderia, ou ndo, fazer parte do dominio
para encontrar o limite, isto é, a ideia de que o limite ndo depende do ponto. Sdo imagens que
estavam se constituindo como conceito definicdo pessoal de Mateus para esse caso de limite

de funcoes.
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Identificamos também imagens que podem fazer com que Mateus tenha dificuldade
em trabalhar com a defini¢do formal de limite, vimos que ele ndo conseguia compreender que
precisava trabalhar com elementos do conjunto imagem para encontrar a resposta em termos
do conjunto do dominio. Podemos ver em algumas de suas falas dos audios e da entrevista:

- Tem de fazer para x mesmo ou com f(x)?

- Esse aqui é esse intervalo que vocé so adicionou, ele é o x, mas acho que vocé tem de deixar
assim como f(x)...

- Porque eu achava que tinha que deixar sempre em f(x).

Outra dificuldade foi em trabalhar com os quantificadores, no caso épsilon e delta.
Inicialmente ele pensava que precisaria encontrar um valor para esses nUmeros,
provavelmente isso estava vinculado a ideia de ter que sempre encontrar uma resposta na
forma de nimero. Todavia, na Gltima entrevista quando mostramos essas atividades, que ele
havia resolvido sete meses antes, vimos que ele estava fazendo novas associacdes. Ele nos
disse que ndo havia entendido o que esses nimeros representavam, e que fez a manipulagéo
algébrica pensando em encontrar um namero para o delta. E, que somente, depois que ele foi
compreender que se tratava de uma relacdo entre esses nimeros e que o valor de um iria
“prender” o outro. Na figura 39, apresentamos uma representacdo do conceito imagem do
Mateus, com as associacdes realizadas ao longo do nosso estudo, bem como algumas imagens

que estavam se constituindo no seu conceito definicdo pessoal para esse caso de limite.
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Figura 39 — O conceito definicdo pessoal de Mateus
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Fonte: Elaborado pela autora.

Essas falas de Mateus em nossa Ultima entrevista mostram que ele estava associando
imagens mais proximas do conceito definicdo desse caso de limite, pois ele conseguiu
explicitar oralmente as representacdes algébricas que havia feito nas atividades. Como
também, justificar o que havia feito de errado e porque cometeu o erro. Todavia, sabemos que
a aprendizagem do conceito de limite de funcdo envolve muitos conceitos que foram
problematicos em seu desenvolvimento, para 0s proprios matematicos, e que Mateus estava
iniciando seu percurso na compreensdo do conceito de limite de funcdo. Desse modo, a figura
39 apresentada € como compreendemos que ele estava lidando com as situacdes nos
momentos em que o acompanhamos, diante dos dados obtidos para anélise. E importante
observar que decidimos manter as imagens, e 0s teoremas em acdo, que causaram problemas

durante o percurso vivenciado por Mateus, pois eles podem ainda serem mobilizados em

situacOes futuras. N&o temos como ter certeza se esses conhecimentos equivocados foram

desestabilizados totalmente, mas podemos dizer que ele estava fazendo filiagbes mais
pertinentes nas adaptacOes de seus esquemas, bem como associando imagens mais proximas
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da definicdo intuitiva que estava sendo trabalhado e que, além disso, conseguimos identificar

algumas que estavam se constituindo como um conceito definigdo pessoal desse estudante.

(2°) limx—>p f(x) =

O segundo caso de limite lim,_, f(x) = o eram questdes que Mateus deveria
resolver utilizando as representacdes: algébricas, atividades: (1), (2), (8) e (9); gréaficas,
atividades: (1) e (8); e em linguagem natural as atividades (1) e (8).

Nessas atividades modelizamos as regras em agdo, e seus teoremas em acgédo

vinculados, mobilizados por Mateus e, os relacionamos conforme, apresentamos na figura 40.

Figura 40 — Relaces estabelecidas nas atividades (1), (2), (8) e (9)

(TABjv.a): Se preciso encontrar o limite de wma fimedo quandox tende a um ponto, entdo en fago a representacio
grafica, ourelembro, para descobnr o que acontece no grafico com os valores do ¥ quando x tende ao ponto.

(1)e [3%
Flxd =3

. (RB.l.a) quando preciso saber |
¢ o limite de uma funcdo, ou
¢ como ela se comporta em wm |
. intervalo, eu faco a
. representagdo grafica dessa |
i fumgdio para observar o que |
. acontece com a fungdo quando |
i ¥ se aproxima de um ponto.

(2)
2

¢ (RB.3): quando preciso sabero |
| limite de uma fungio em wm
i ponto p, en faco cileulos de |
i wvaros pontos proximos ao |
{ ponto p para descobrr o que |
i estd acontecendo com o limite |
i da fungio quando ela se |
i aproxima p. :

(B.B.Z,a): quando estudo wmlimite e preciso fazera representacio grafica de
‘uma fungio que ja sei come € a sua forma, eu sel que posso escolher alguns
ipontos para posicionar adequadamente o grifico da fungdo no plano

‘carteziano.

(TABw.a) O limite de wma fungio
fG)=-.n>0ex € R qundo x
tende a zero por wvalores positivos
tende a +oo.

(TAB~b) O limite de uma fungdo
f&) =§,ﬂ>ﬂex € B quando x

tende a zero por valores negativos
tende a .

(TABic) Se os wvalores da fungdoe
decrescem sem limites por valores
negativos quando x se toma proximoe
de wn dado ponto p, sendo x<p,
entdo o limite da fungdo tende a =
quando % tende a p.

(TABib) Se oz wvalores da fungdo
crescem sem limites por valores
positivos guando x se toma proxime
de wm dado ponto p, sendo x>p,
entio o limite da fungdo tende a +oo
guando x tende a p.

i (RB.l.c) quando preciso saber

. o lmite de wma fingdo, ou |
i como ela se comporta em um
¢ intervalo, =il
| representacio

¢ fungio para lembrar o que |
i acontece com a fungio quando
i % se aproxima de um ponto.

I
I
|
I
L

pense na
grafica dessa |

Y

(TAB.v.c) O limite de uma
fingZo semelhant= 2 fix) =
f,n}sz E R quamde =x

tende 2 zero por  valorss
positivos tende 2 +oe.

(TABv.d) O lmite de uma
fingZo semelhant= 2 fix) =
E,n::DE:rE E gquamde x
tende 2 zero por  valorss
negativos tende a -,

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

Caracterizamos nas acOes de Mateus, o teorema em acdo (TAB.iv.a) mobilizado

nessas quatro atividades, seu uso foi suscitado pelo reconhecimento da funcdo dada. Nossa
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ideia inicial nas duas primeiras atividades era que ele identificasse 0 que estava acontecendo
com a imagem da funcdo calculando diversos pontos proximos de zero, inferisse que 0s
valores da funcédo cresciam, ou decresciam, e depois fizesse a representacao grafica da funcéo
no intervalo ]-oo; 0/ e depois para ]0; +oo/. Entretanto, Mateus seguiu outro caminho. Como
ele sabia a forma da representacdo grafica da funcdo f(x) =%, suas acdes foram orientadas, e
controladas, por essa representacdo. As adaptacGes que ele precisou fazer em seu esquema, se
pautaram nos invariantes operatérios relacionados a essa representacao, no caso especifico o0s
teoremas em acdo (TAB.v.a) e (TAB.v.b). Mateus observava a representacdo grafica e dizia
que a funcéo tendia a infinito, positivamente ou negativamente

Nas duas primeiras atividades, seu esquema foi mobilizado de situagdes vivenciadas
no estudo dessa funcdo e foi se adaptando conforme ele agia, mas principalmente pelos
momentos em que ele pode refletir sobre suas agdes. Tanto, ao escrever nas folhas das
atividades as justificativas sobre os resultados encontrados, como também nos momentos em

que Mateus discutia sobre suas resolugées com o colega.

Nas atividades (8) e (9) com a funcédo f(x) =2xi, Mateus precisou fazer novas

adaptacdes em seu esquema inicial, ele reconheceu semelhanca dessa fun¢do com a trabalhada
nas outras atividades, teve dificuldades na manipulacdo algébrica dessa funcao para responder

aos itens iniciais, mas depois com auxilio de um colega conseguiu fazer a simplificacdo

encontrando a expressao f(x) = (% + 1). Entretanto, consideramos que o esquema foi efetivo

para essas atividades, pois eles tinham resultados de limites iguais ao da funcéo f(x) =§ que

orientava as acdes de Mateus naquele momento. Percebemos esse fato, tanto ao observarmos
a representacdo grafica que ele fez igual a da fungéo conhecida, mas depois ele viu que estava
diferente de seu colega e, calculou diversos pontos, corrigindo o grafico. Como também, ao
investigarmos seus esquemas para o proximo caso de limite.

Com relacdo as imagens que Mateus associou a esse caso de limite, apresentamos
esses elementos a seguir, no quadro 18, com a definicdo formal que foi apresentada pela
professora ap6s nossa experimentacao.
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Quadro 18 — Conceito imagem e a definig8o para o (2°) caso
Definigéo para o caso de: lim,_,, f(x) = «

Definicéo 1:
Sejam f uma fungéo, p um ndmero real e suponhamos que exista b tal que Jp, b[ C Df. Definimos

ve>0,36>0, comp+§ > btal que

}llgrf(x)=+oo<:){ p<x<p+d6=>f(x)>e

Analogamente para:

lim f(x) = —oo, lim f(x) = +o e lim f(x) = —
x-op*t x-p~ x-p~

Elementos do conceito imagem

Obtidos pelas respostas na forma algébrica:

v Eu sei que observar a representacdo grafica me permite encontrar o limite de uma funcgéo quando x
tende a um ponto.

v’ Eu faco a representacdo grafica da funcdo para procurar o limite quando x tende a um ponto.

v Se os valores da fungdo crescem sem limites por valores positivos quando x se torna préximo de
um dado ponto p, sendo x>p, entdo o limite da fun¢éo tende a +oo quando x tende a p.

v’ Eu fago célculos de varios pontos proximos ao ponto p para ver limite quando x tende a p.

v E penso na representacao grafica da fungdo para lembrar o que acontece com a fungdo quando x se
aproxima de um ponto.

v" O limite de uma fungdo f(x) = ;—l,n >0ex € R, quando x tende a zero, por valores positivos,
tende a +oo.

v" O limite de uma funcédo f(x) = %,n >0ex € R, quando x tende a zero, por valores negativos,

tende a -oo.

Obtidos pelas respostas na forma grafica:

v Eu penso na representagdo grafica da funcéo para lembrar o que acontece com a fungdo quando x
se aproxima de um ponto.

v Escolho alguns pontos para posicionar o grafico, quando ja sei a forma da representacéo gréafica.

v' Eu sei que a fungdo f(x) = 2% é a fungdo f(x) = % transladada, e que para representé-la
adequadamente no plano cartesiano eu escolho alguns pontos, do intervalo solicitado.

Obtidos pelas respostas na forma de linguagem natural, escrita ou oral:

v’ Sei que a f(x) tende a (-) infinito, quando escolho valores menores do que zero, e préximos a zero,
e 0s valores da f(x) comegam a tender para o infinito positivamente.

v Sei que a f(x) tende a (+) infinito, quando escolho valores maiores do que zero, e préximos a zero,
e os valores da f(x) comecam a tender para o infinito negativamente.

v Eu sei que a fungdo f(x) = zxﬁ é a funcdo f(x) = % transladada, entdo posso pensar que podem
ter alguns limites iguais, eu calculo alguns pontos para verificar.

v/ Quando x tende a zero por valores positivos, os valores da funcdo f(x) = in crescem
infinitamente.

v/ Quando x tende a zero por valores negativos, os valores da funcdo f(x) = zxﬂ decrescem

infinitamente.

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

As imagens do conceito de limite de Mateus, nesse caso de limite, estdo ligadas as
representacOes graficas das funcBes trabalhadas. Ele conseguiu resolver todas as questfes
corretamente, na maioria das vezes observando o que estava acontecendo na representacao
gréafica da fungdo para responder as questBes, seja algebricamente ou na linguagem natural
escrita.

De fato, na primeira atividade Mateus inicia fazendo um desenho da representacédo

grafica da funcdo dada e escreve ao lado que a funcdo f(x) tende a +oo. Em seguida, ele
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comegou a resolver as questdes, tendo como referéncia a representacdo gréafica da funcéo
f(x) =-. Na justificativa ele escreveu que o limite seria mais infinito e que ‘“cresce

infinitamente” e, apos conclusdo da disciplina, na ultima entrevista quando perguntamos o

que significava para ele f(x) tender a infinito, ele respondeu:

- Aqui assim, nunca vai ter o maximo, [...]...ele continua sendo sempre maior que qualquer
namero.

- E 0 f(x), ele sempre vai indo, maior do que qualquer nimero ...daqui.

- Ele ndo vai ter nenhum maximo.

Mateus foi ampliando suas imagens conceituais, pois antes ele se referia somente aos
valores da funcéo que iam crescendo infinitamente, mas ao final ele ja acrescentou outros
elementos vistos na disciplina. Como as no¢des de maximos e minimos de uma funcéo, e
também do comportamento das imagens da funcdo, em que podemos escolher qualquer valor,
ao argumentar “daqui” ele aponta para o eixo Yy, que o f(x) sempre serd maior que qualquer
namero escolhido. S&o imagens que estdo se constituindo no conceito definicdo pessoal de
Mateus para esse caso de limite, elas sdo ligadas ao (3°) caso de limite e contribuem para sua
compreenséo.

(39) lim,o, f(x) = L

As questdes nesse caso de limite eram para ser resolvidas utilizando as representagdes:
algébricas, com possibilidade de justificacbes na linguagem natural, as atividades: (3), (4),
(5), (10), (11) e (12); e gréficas, as atividades: (3), (4), (10), e (11); e 8. Nessas atividades

modelizamos as a¢des conforme explicitamos na figura 41 a seguir.
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Figura 41 — Regras em acdo com o0s teoremas em acao

P 10y e (11 !
(3). {4}3{15} ( )Eg +]x i

I : I
| Flx) == | | filx) =
] 1

. (RB.1b): quando precizo saber
! o limite de uma fungio, ou |
: como ela ze comporta em um |
¢ intervalo, eu faco a !
| represemtagio  grafica  dessa

¢ fungio para obzervar o gue
i acontece com a funglo quando !
i xtende a +owo (ou o).

(BEB.1.d): quando precizo szaber o limite de
¢ uma funglo, ou como ela se comporta em um
| intervalo, eu pemso na representacio grafica |
{ dessa fungio para lembrar o que acontece com |
i afungdo quando x tende a +w {ou -w=).
/ (EB.l.a): quando estudo um limite e precizo
i fazer a representacdo grafica de uma fungio
| gue jd sei como é a sua forma, eu sei que posso
i escolher alguns pontos para  posicionar |
i adequadamente o grafico da funco no plano |
i cartesiano.

(TAB i) O limite de uma fungio f(x) = E,u =

Oex £ R, quando x tende a +oo (ou -o0) tende
a zero.

(. [

¥ (12) :
(TAB.iv.b): O limite de uma fungio quando x ) = 2+ x :
tende a +oo (ouw -=) dado pela observagio, ou X I

memorizagio, de um grafico, & o que acontece
no grafico com os valores de v quando x cresce
ou decresce.

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

Como o caso de limite anterior, esse (3°) caso também foi orientado pelo
reconhecimento de familiaridade com situagbes vivenciadas no estudo de funcdes,
particularmente com a funcédo utilizada nas atividades (3), (4) e (5). As regras em a¢do, com
seus teoremas em acdo, estavam vinculados inicialmente a observacdo da representacdo
grafica dessa funcdo, mas foram sendo adaptadas para lidar com outros elementos que foram
sendo discutidos nos itens de cada quest&o.

De fato, quando questionei sobre o resultado dos limites encontrados por Mateus com
~ 1 ~ e T
essa funcdo f(x) = - ele usava argumentos observando a representacdo grafica e indicando

onde a curva tendia a +oo, —oo 0oU tendia a zero. Quando perguntei como ele compreendia isso,
afinal ele fez a construcdo dessa representacdo, Mateus argumentou que sé sabia como era o
grafico, mas que nunca tinha aprendido a fazer, e nunca havia pensado sobre isso. O fato de
ele ter que apresentar uma justificativa para os limites encontrados, tanto escrito nas folhas
das atividades, como também oralmente, fez com que refletisse sobre o0 que estava observando
na representacgdo grafica.

Desse modo, Mateus precisou mobilizar outros conhecimentos para apoiar suas

justificacbes. Quando precisou lidar com a situacdo semelhante, mas com outra
~ 2+ .- ~ ~ .
funcéo f(x) =Tx, utilizou novamente a representacdo da funcdo conhecida, mas se

preocupou em verificar algebricamente, como também numericamente o comportamento
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dessa funcdo para responder as questdes. Na entrevista ele nos disse que sempre utilizava a
representacdo grafica das fungBes para resolver as atividades, mas que nunca havia
encontrado situacBes que precisasse refletir sobre esses comportamentos que precisou
observar nos graficos, como precisou fazer em nossa experimentacéo para discutir os limites.
Ao ser questionado como ele fazia quando ndo sabia a forma da representacdo grafica da
funcdo, Mateus disse que calculava alguns pontos para fazer a representacdo e dava certo.
Todavia, eram casos em que ele, de certo modo, conhecia a forma da representacdo grafica
das funcgdes e, bastava calcular os pontos para perceber de qual forma de representacdo se

tratava a funcdo, ou especificamente, em que local deveria representé-la no plano cartesiano.
~ 1 . ~ . .. ..
No caso da funcdo f(x) = - ele conhecia a representagdo e conseguia explicitar os limites,

tanto para o (2°) como para o (3° caso, mas inferimos que eram resultados das situacdes
vivenciadas anteriormente, memorizagdes. Entretanto, esses limites representavam as

assintotas nos eixos e nessas atividades Mateus precisou explicar esse comportamento. Com a
~ 2+x . .
fungéo f(x) = —— Seu esquema precisou se readaptar novamente, pois apesar dele saber que

se tratava da mesma funcgéo transladada uma unidade acima no plano cartesiano, ele precisou
mobilizar outros conhecimentos para esse limite. No caso, o fato dos valores da funcdo se
aproximarem da reta y=1, quando x tomava valores cada vez maiores, ou menores.

Outra adaptagdo no esquema de Mateus foi com relacdo aos meios de controle e
validacéo, ele ndo gostava de fazer célculos numéricos para resolver as atividades, dizia que
achava demorado, mesmo podendo utilizar a calculadora. Em varios momentos durante as
atividades vimos que ele teve problemas em fazer algumas contas, como também em utilizar
os resultados obtidos para resolver as atividades que fazia. Provavelmente pela confianca que
esse aluno tinha nas representacdes graficas das fungdes, obtidas ao longo das situacdes que

havia vivenciado na disciplina de introducdo ao célculo feita anteriormente. Entretanto, ao
. . ~ 2+x ~ . ~ -
precisar lidar com a funcéo f(x) = —— € Ndo conseguir resolver com as acdes mobilizadas

para a outra funcéo, no inicio da atividade (8) no item (a), ele comecou a fazer varios calculos
tanto para responder os outros itens, como também para as préximas atividades.

E uma agdo importante na adaptacdo de seu esquema, pois permite inferir possiveis
resultados a se verificar, como também identificar erros ao longo das escolhas que véo sendo
realizadas. Cada representacéo utilizada traz aspectos e conceitos que permitem ampliar e

tornar um esquema mais efetivo para essa classe de situacéo.
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Do mesmo modo, permite fazer associacdes de imagens mais pertinentes para lidar

com as atividades que virdo ao longo do estudo. Vejamos a seguir no quadro 19 as imagens

do conceito imagem de Mateus.

Quadro 19 — Conceito imagem e a definicdo para o (3°) caso

Definicao para o caso de lim,_,, f(x) = k

Definicao 1:
Sejam f uma fungdo e suponhamos que exista a tal que ]a, +oo[ C Dy. Definimos

Definicao 2:
Sejam f uma fungdo e suponhamos que exista a tal que ]- «, a[ C Dy.

ve>0,36 >0, comd > atal que

xl—i>5.!3>of(x)=l‘ 4:}{x>5:>L—e<f(x)<L+e.

ve>0,36>0, com — §>atalque

xE[lgof(x)=L 4:}{ x>-6=>L—-e<f(x)<L+e

Elementos do conceito imagem

ANANRN

Obtidos pelas respostas na forma algébrica:
Eu sei que a representacdo gréafica me permite encontrar o limite de uma fungdo quando x tende a o,
observando o que acontece com o0s valores do y quando x cresce ou decresce.
Eu faco a representacéo grafica da funcdo para procurar o limite quando x tende a +oo (Ou -o0).
Eu penso na representacdo grafica da funcéo para determinar o limite quando x tende a +oo (OU -0).
Eu faco célculos de vérios pontos para ver o que estd acontecendo com os valores da f(x) quando x
estd tendendo a infinito (+o0 ou — ).
Se os valores do x cresce sem limite, e os valores da funcéo véo ficando proximos de zero por valores
positivos, entdo o limite sera zero.
O limite de uma fungdo f(x) = % n>0ex € R, quando x tende a +oo (0u -o0) tende a zero.

Obtidos pelas respostas na forma grafica:
Eu penso na representacdo gréfica da funcdo para lembrar o que acontece com a fung¢do quando x se
aproxima de um ponto.
Escolho alguns pontos para posicionar o grafico, quando j& sei a forma da representacdo grafica.
. ~ 24x ~ 1
Eu sei que a funcdo f(x) = Tx é a funcdo f(x) = - transladada, e que para representa-la
adequadamente no plano cartesiano eu escolho alguns pontos, do intervalo solicitado.
Obtidos pelas respostas na forma de linguagem natural, escrita ou oral:
1
Quando x tende a +oo 0s valores da f(x) = - tendem a zero.
O limite é zero, pois quando o x segue para mais infinito, ou menos, o f(x) se direciona na dire¢do do
zero, se aproximando e ndo chega a ser igual a zero.

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

Como no caso anterior, as imagens do conceito de limite de Mateus nessas atividades

estdo ligadas as representacOes graficas das funcdes trabalhadas, seja diretamente na funcao

da atividade, como nas questfes 3, 4 e 5; em que ele fez, como no caso anterior, um desenho

do grafico e escreveu ao lado que a funcdo tendia a zero. Também indiretamente, nas

atividades 10, 11 e 12, pois vimos que ja no inicio Mateus diz ao seu colega que pensa que a

funcéo dada seria como a outra:

Porque é a mesma. A diferenca € isso ai, é 2 acima.

Quando Mateus diz que é a mesma, mas 2 acima, se referia a representacdo grafica da

~ 1 . . . .
funcdo f(x) = ~, mas que no plano cartesiano estaria transladada dois pontos acima, a nova
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~ 2+ ~ . .
funcdo no caso f(x) = Tx Ele ndo estava totalmente enganado, pois era um ponto acima,

mas durante a resolucédo da atividade (8) percebeu o erro e corrigiu.

Mateus resolveu todas as questdes corretamente, e estava fazendo associacOes de
imagens pertinentes também a esse caso de limite. Na entrevista quando questionamos como
ele estava compreendendo esses casos de limite, em que 0 X cresce para +oo, ou decresce para

-0, ¢ a fun¢do tende a zero, Mateus foi mostrando na representacdo grafica da funcéo

flx) = % e explicando:

- Vocé vé como todos os nimeros aqui que vao indo para mais infinito. Eles nunca vao passar de
zero, mas, se vocé pegar cada um, eles vao aproximando de um nimero que esta proximo de zero,
este também nunca vai... ele nunca vai ter um limite, porque vocé esta vendo como um todo, que
esta chegando perto de zero, mas se vocé ver um s, ai ele vai estar aproximando de um nimero.

Mateus vai explicando que o x vai indo para infinito, e que a cada X, Seu
correspondente f(x) € um namero cada vez mais proximo de zero, mas que nunca vai Sser zero.
Argumenta que como esse conjunto ndo tem limite, ou seja, nunca ira parar, podemos ver
como um todo que esta chegando a zero.

Essa foi a Unica associacdo que identificamos nas acdes de Mateus relacionada ao
comportamento dos numeros reais, em que dado um ndmero positivo, se dividimos ele por
outro cada vez maior o resultado sera um nimero muito préximo de zero; ou se dividimos
esse mesmo por outro nimero muito préximo de zero, o resultado seria um numero cada vez
maior, ou menor se 0 nimero fosse negativo. Como vimos anteriormente, essas discussdes
sdo utilizadas pelo ensino na introducdo desses casos de limites de funcdes.

N&o identificamos nenhuma imagem que pudesse conflitar com outras do conceito
imagem de Mateus nessas atividades. Como também que pudessem trazer problemas a
compreensdo do conceito definicdo, ou favorecer aproximagdes. O que era esperado, pois 0
conceito definicdo, no caso a definicdo utilizando épsilon e delta, sé foi trabalhado
posteriormente pela professora, e também ndo trouxemos elementos envolvidos nessa

definicdo para as nossas atividades.

(4°) lim,_,., f(x) = Lelim,_, f(x) = o

O dltimo grupo de atividades, de limite lim,_,o, f(x) = L e lim,_,, f(x) = oo eram
questdes para serem resolvidos: graficamente, atividades 6 e 13, e algebricamente e
graficamente a atividade 7. Identificamos trés teoremas em acdo iguais mobilizados nessas

atividades no esquema de Mateus, todavia encontramos diferenga nas a¢des que orientaram
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essas escolhas conforme a funcdo que foi trabalhada, tanto nas regras em acdo, como em

outros teoremas em agdo mobilizados, vejamos na figura 42.

Figura 42 — Regras em acdo e 0s teoremas em agao

(TAB.iv.a) Se preciso encontrar o limite de uma func¢do quando x tende a um ponto, entdo eu
facoa representacdo gréfica, ourelembro. para descobrir o que acontece no grafico com os
valores do v quando x tende ao ponto.

x) 1 ) 3
flx =3 lka =3 flx) =.T
__________ - - L L

(TAB.iv.b) O limite de uma fungdo quando x tende a +=¢ (ou -=) dado pela observagio, ou
memorizacdo, de um grafico, é o que acontece no grafico com os valores de y quando x cresce ou
decresce.

|
w

(RB.1.a): quando preciso saber o limite de uma
funcdo, ou como ela se comporta em um intervalo,
eu faco a representacdo grafica dessafungdo para
observar o que acontece com a funcdo quando x se
aproxima de um ponto.

(RB.1.b): quando preciso saber o limite de uma
funcdo, ou comoela se comporta em um intervalo,
eu faco a representacio grafica dessafuncio para
observar o que acontece com a funcéo quando x
tende a +eo (ou -w0).

7(RB.2.a): quando estudo um limite e preciso fazer
a representacio grafica de uma funcio queja sei
como € a sua forma, eu sei que posso escolher

grafico da funcdo no plano cartesiano.

Lalguns pontos para posicionar adequadamente o

r(TAB‘v‘a) O limite de uma funcdo quando x tende a zero por valores positivos tende a +oo.

{L(TABVb) O limite de uma fingdo quando x tende a zero por valores negativos tende a -wc.

(TAB.iv.c) Se o limite da funcdo tende a um namero K quando x tende a +o0 (ou -oo), entdo na
representacdo grafica a reta y=»k € onde, a partir de um certo x, a curva do grafico ira se tornar cada
vez mais proxima dessareta, sem nunca tocar.

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

O esquema de Mateus para essas atividades foram sendo adaptados de situacOes

anteriores no estudo de func@es, acrescentando novos aspectos envolvidos nesses casos de

limites de funcBes. As mudancas foram necessarias para que ele pudesse justificar os limites

encontrados. Como ele argumentou durante as discussdes, que sabia a forma da representacao

gréfica da funcédo utilizada na atividade (6), s0 ndo sabia o motivo daquele comportamento:

<A gente fez uns graficos 14, mas eu ndo aprendi a fazer o grafico e nem entendi>. O fato das

atividades solicitarem a todo o momento que explicasse o comportamento dos limites das

fungdes trabalhadas, tanto na forma algébrica, como gréfica, fez com que ele tivesse que

mobilizar outras a¢Oes, a partir da memorizacao da representacéo grafica dessa funcédo. Ela foi
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0 apoio inicial para ele agir na situacdo e, a0 mesmo tempo, um meio de controle sobre suas

acoes, permitindo que ele ampliasse seu esquema a cada atividade que foi tendo que lidar.

Cada representacao utilizada para lidar com as situacdes de limites evocam aspectos
diferentes do conceito desse conceito e vimos que Mateus buscou mobilizar a grafica quando
lidou com esses casos de limites. Desse modo, muitas de suas imagens associadas a esse

conceito surgem a partir dessa representacdo, como podemos observar no quadro 20 a seguir.

Quadro 20 — Imagens do conceito imagem associadas ao (4°) caso
Elementos do conceito imagem

Obtidos pelas respostas na forma algébrica:

v' Eu sei que a representagdo grafica me permite identificar o limite de uma fungéo quando x tende a oo,
pelo que acontece com os valores do y quando x cresce ou decresce

v' Eu sei que a representagdo grafica me permite encontrar o limite de uma fungéo quando x tende a um
ponto, observando o que acontece com os valores do y quando x se aproxima desse ponto.

v' Eu faco a representacéo grafica da fungdo para procurar o limite quando x tende a +oo (ou -o0), ou
quando x tende a um ponto.

v Eu penso na representacéo grafica da fungéo para determinar o limite quando x tende a +oo (0u -0),
ou quando x se aproxima de um ponto.

v O limite de uma func¢do f(x) = ;—l, n>0ex € R, quando x tende a +oo (ou -o0) tende a zero.

v O limite de uma fungdo f(x) = % n > 0ex € R quando X tende a zero por valores positivos tende
a +oo.

v O limite de uma fungdo f(x) = % n > 0ex € R quando X tende a zero por valores negativos tende
a -0,

Obtidos pelas respostas na forma grafica:

v' Escolho alguns pontos para posicionar o grafico, quando ja sei a forma da representagao gréafica

v Eu penso na representacéo grafica da fungdo para lembrar o que acontece com a fungdo quando x se
aproxima de um ponto, ou cresce (decresce) para infinito.

v' Escolho alguns pontos para posicionar o grafico, quando ja sei a forma da representagdo grafica.

v’ Eu sei que as representagdes graficas das fungdes f(x) = % ef(x) = _73 tém a mesma forma da

funcéo f(x) = i , € que para representa-las adequadamente no plano cartesiano eu preciso escolher
alguns pontos.

v’ Eu sei que a fungédo f(x) = zxﬁ ¢ afungdo f(x) = % transladada, e que para representa-la
adequadamente no plano cartesiano eu preciso escolher alguns pontos, do intervalo solicitado.

v Se o limite da funcéo tende a um nimero K quando X tende a +oo (ou -o0), entdo na representagdo
grafica a reta y=k € onde, a partir de um certo x, a curva do grafico ird se tornar cada vez mais

préxima dessa reta, sem nunca tocar.
Obtidos pelas respostas na forma de linguagem natural, escrita ou oral:

. ~ K . - . 1 )
v’ Eu sei que a fungédo f(x) = ~ € praticamente a mesma coisa dessa aqui f(x) = = S0 que essase
aproxima mais dos eixos.
~ =3 A ~ 1 . . e
v' Afuncdo f(x) = — témamesma forma da funcéo f(x) = ~» Mas como € negativa € s6 inverter no

plano cartesiano, onde era positiva passa a ficar negativo.
Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

Podemos dizer que o conceito imagem de Mateus sobre esses casos de limites séo
fortemente associados & representacdo grafica das funcGes, todavia durante seu percurso
nessas atividades ele conseguiu fazer algumas associa¢des com as representacdes algebricas
das funcgdes, bem como associar imagens a questdes formuladas na linguagem natural escrita

e também oral.
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Outro ponto importante foi que ndo identificamos imagens que pudessem conflitar no
seu conceito imagem até aquele momento, um bom comego para esse processo inicial que

Mateus vivenciava e que iria se estender por mais algum tempo.

6.2.1.3 Sintetizando os caminhos percorridos por Mateus

Nessas situacdes vivenciadas por Mateus, observamos que seus esquemas foram sendo
construidos, e/ou modificados, principalmente pelas situacdes vivenciadas com o estudo de
funcbes. S&o esquemas que se mostraram efetivos para lidar com algumas situacdes de
funcdes, e ele sempre os mobiliza quando identifica semelhanca com as funcdes conhecidas,
sendo que esse reconhecimento pode ser tanto pela representacdo algébrica, como pela
grafica. Entretanto, percebemos que seus meios de tomada de informacédo, de controle e de
inferéncia sdo mais eficazes por meio das representacdes graficas. Vimos que seus invariantes
operatorios mobilizados por essas representacfes contribuiram para que ele resolvesse a
maioria das atividades corretamente. Notamos também que elas séo as representacfes que ele
tem mais confianca, ou talvez mais facilidade em manipular.

Em varios momentos, vimos que Mateus apresentou dificuldade na manipulacao
algébrica e também com o calculo numeérico, certamente devido a lacunas de sua formacéo no
ensino médio. Em geral, ele ndo fazia as contas com numeros na forma de representacao
decimal e, quando era preciso, sempre buscava ajuda, ou tirava davidas, com seu colega. Com
relacdo aos nimeros reais, ele ainda mobiliza alguns teoremas em acao incorretos como, por
exemplo, o (TAB): Se o nimero x ndo faz parte do intervalo entdo é preciso escolher um
nimero mais proximo dele para ser o extremo do intervalo. E uma dificuldade relacionada a
propriedade do conjuntos dos nimeros reais, evidenciada em varios estudos (CORNU, 1983;
CURY, 2008; ARTIGUE, 1985), como sendo uma situagdo que, em geral, surge somente no
estudo do conceito de limite. Todavia, podemos trabalhar esse aspecto dos numeros reais
antes da introducdo do conceito de limite, por exemplo, em situacdes envolvendo conceitos
como: inequacdes, mddulos, intervalos e com as funcdes. Além disso, é importante considerar
que os alunos vao ter essa dificuldade, e deverdo trabalha-la nas situagdes iniciais envolvendo
0 conceito de limite. O professor precisa saber que esse problema pode existir, estar atendo
aos seus alunos, e oportunizar situacdes ao longo do ensino que fagcam com que esse
conhecimento seja confrontado para que o estudante possa perceber e corrigir, reorganizando

assim seu esquema para esses casos. Segundo Vergnaud (1990, 2015) um teorema em agéo
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incorreto pode conviver muito tempo nos esquemas do aluno, sem que ele perceba que ha
qualquer problema.

De fato, na Ultima entrevista quando discutiamos sobre algumas nog¢des que o conceito
de limite envolve, falavamos sobre a ideia de se tomar valores de X “tdo proximo quanto se
queira” de um ponto. Solicitamos que Mateus nos dissesse um numero que ele achava que
estava bem proximo do numero dois, ele escreveu: <2,00001 > e disse que havia outros mais
préximos. Questione guantos nimeros ele achava que tinham mais préximo e ele falou que
tém infinitos. Entdo, perguntei ao Mateus qual o niumero que vem em seguida aos dois, ele
ficou pensando e disse que ndo tinha. Como ele parecia muito confuso, pedi para me explicar
porque ndo tinha, ele falou que < Mas ndo tem como, aqui vai ser o primeiro nimero vai
000000 até chegar no numerol> No caso ele se referia a 2,000000...1, em seguida disse < Vai
ser 0,000000000...>. Questionei quantos zeros tinha e Mateus disse que haveria infinitos.
Contudo, ficamos em davida se ele se referia a um nimero muito pequeno ou Vvarios nimeros
muitos pequenos, em sua fala ele disse que néo tinha e, a0 mesmo tempo, tentou escrever o
primeiro nimero que viria depois. Entdo, perguntamos se ele conseguiria dizer o nUmero que
vem depois, ele fala que ndo < Por que ndo da para escrever mais ndo, mas existe sim >,
Mateus ficou com muita duvida, em momentos dizia que ndo, pois tém infinitos, mas voltava
a argumentar que existia s6 que ndo era possivel escrever. Decidimos exemplificar com uma
atividade semelhante a que foi desenvolvida na experimentacdo, no caso seria escrever na
forma de intervalo o conjunto dos reais sendo x>2 ou x<2. Como Mateus achava que existia
um numero antes do nimero 2, como também depois, supomos que existissem 0s nimeros de
a’ e b’, respectivamente, tal que podemos escrever na forma de intervalos como: |—o0;a’l U
[b'; +oo[. Ele nos disse que ndo < Por que a gente ndo sabe qual que é o a’ e qual que é 0 b’
>,

Percebemos que esses questionamentos deixaram Mateus incomodado, pois ele sabe
que é possivel escrever um namero de forma geral se sabemos que ele existe. Entretanto, ele
ainda nos pareceu relutante em abandonar a ideia que existia um numero, mas inferimos que
essas discussdes o fizeram refletir sobre esse aspecto, realmente muito dificil, dos conjuntos
reais (CORNU, 1983, REZENDE, 2003).

Um esquema que Mateus mobilizou, readaptado do estudo com as fungdes, para lidar

com limite de fungdes, se pautava no teorema em agao incorreto:

» (TAB.3) Se estou lidando com limite de funcGes, entdo sempre preciso trabalhar, com
elementos do dominio para obter a resposta em termos de f(x).
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Este esquema provavelmente era estavel para algumas fungdes e Mateus ainda nédo
tinha enfrentado situacfes que Ihe trouxesse problemas. Porém, nessas atividades ele precisou
refletir sobre isso e comentou que no ensino médio eles so trabalhavam com elementos do
dominio para encontrar valores para f(x) e que demorou a perceber que nestas atividades isso
seria diferente. Quando questionamos na ultima entrevista sobre esse fato, ele j& mostrava
indicios de que seu esquema estava se adaptando a essas novas situagdes, pois nos disse que
ndo havia entendido o que a questdo pedia quando resolveu. Entdo, como estava acostumado a
deixar a resposta sempre como f(x) resolveu mudar o resultado obtido em termos de x para
f(x), mas que depois compreendeu 0 que a questdo solicitava e que a resposta seria em termos
de x. Para Mateus a questdo do ponto de vista de invariantes operatorios, conceitos e
propriedades matematicas, ndo seriam tdo dificeis para ele resolver, mas a falta de
informacBes e meios de controle sobre os resultados da acdo foram decisivos para que seu
esquema ndo conseguisse fazer as rupturas necessarias naquele momento.

Sabemos que esses conhecimentos foram se constituindo ao longo dos anos nas
situacOes vivenciadas por Mateus, e que provavelmente ainda vao surgir em outros momentos
em situacdes que podem, inclusive, serem semelhantes as que foram tratadas nesse estudo. O

professor precisa saber que isso pode acontecer, e acontece, do mesmo modo:

Em todas as classes de problemas, podem-se identificar as filiacbes "favoraveis",
aquelas que permitem aos estudantes confiar nos conhecimentos prévios e progredir
um pouco na complexidade (um esta entdo na zona de desenvolvimento proximal,
mais acessivel) e aquelas que sdo "rupturas" e que apelam para a desestabilizagdo
dos estudantes: estamos entdo numa zona de desenvolvimento proximal menos
acessivel, para a qual o trabalho de mediacdo do professor € mais importante e
complexo (VERGNAUD, 2007, p. 295-296, tradugdo nossa).

As filiagdes e rupturas vao acontecer o tempo todo durante a aprendizagem de novos
conceitos, ou mesmo quando o aluno precisa lidar com situacdes de conceitos ja antes
iniciados, mas que trazem aspectos nunca antes trabalhados desses conceitos. Como € o caso
do conceito de limite de fun¢bes, que no curso de Matematica, por exemplo, sera retomado
em outros momentos ao longo do curso. Esse recorte que fizemos para nossa experimentacao
do campo conceitual desse conceito evidenciou a importancia de se considerar as situacdes, 0s
conceitos que estdo imbricados para se compreender essas filiagdes e rupturas envolvidas nos
esquemas mobilizados pelo aluno.

Esses elementos identificados nos esquemas e que foram relidos em termos do
conceito imagem de Mateus, nos permitiu identificar também imagens que ele estava

associando as situacdes trabalhadas e que se constituiam como um conceito definigdo pessoal
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desse aluno. Vejamos na figura 43 uma ilustracdo de como relacionamos essas imagens aos

referidos casos de limite de fungdes.

Figura 43 — Imagens do conceito definicdo pessoal de Mateus
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Fonte: Produzido pela autora da pesqwsa

Na ultima entrevista, Mateus estava fazendo associacdes mais pertinentes com as
nogdes apresentadas, para esses casos de limite de funcBes, e ja conseguia compreender
alguns equivocos em associacdes realizadas anteriormente. Esse € um ponto importante no
processo de aprendizagem, o aluno compreender que os conhecimentos que ele mobiliza
podem ter aspectos que ndo estdo bem compreendidos. Nas falas dos audios vimos que, em
varios momentos, ele sentia que havia algo errado em sua resolucdo. Saber que ele pode
evocar, mobilizar, outras representacbes como meio para buscar outras informacdes, quando
sente que ha algum problema na sua resolucédo € fundamental no processo de aprendizagem de
um conceito.

A cada imagem evocada, ele teria outros aspectos relativos ao conceito, a atividade
trabalhada, podendo assim obter meios efetivos para lidar com as situagdes que precisa
enfrentar ao longo do ensino. Com relacdo a definicdo formal por épsilon e delta, por
exemplo, ele ja conseguia fazer associagfes mais proximas. Algumas imagens equivocadas

estavam sendo “abandonadas”, ou pelo menos questionadas, como vimos no caso da relagcdo
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entre esses quantificadores épsilon e delta. Bem como, com 0 modo que a funcdo € trabalhada
nessa definigdo formal, fazendo o caminho inverso do que ele estava acostumado a lidar.

Como dissemos no caso anterior da figura 39, nesta figura 43 pode conter imagens, e
teoremas em acdo, que trouxeram problemas no percurso vivenciado por Mateus em nossa
experimentacao, ou seja, eles podem ainda serem mobilizados em situagdes futuras. Todavia,
0 mais importante é que percebemos que Mateus conseguiu adaptar seu esquema para ser
efetivo para lidar com as situacdes, como também associar imagens mais pertinentes. Desse
modo, ele ampliou seus invariantes operatorios, como também imagens do seu (CI), diante de
varias representacdes utilizadas. O que permitira que ele tenha meios de controle, e validacéo,
mais eficazes durantes suas ac¢des ao lidar com situagdes semelhantes futuramente.

A seguir, apresentamos nossa pesquisa realizada na Franca.
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7. MOMENTOS DA PESQUISA REALIZADA NA FRANCA

Em nossos estudos na se¢do 4 vimos que na Franca o conceito de limite é apresentado
ao longo do segundo e do terceiro ano do lycée. Diante disso, escolhemos acompanhar a
introdugdo do conceito de limite de funcdo no terceiro ano, porque € mais proximo do
trabalho que realizamos com os estudantes no Brasil.

Outra escolha que fizemos, principalmente pelo pouco tempo que teriamos para nosso
estudo na Franca, foi com relacdo a elaboracdo e aplicacdo das atividades aos alunos
franceses. Como nosso tempo de estagio foi de sete meses a partir de agosto de 2017, optamos
por acompanhar a introducdo do conceito de limite de funcbes por um professor e, em
seguida, fazer uma entrevista com alguns alunos. Para isso, elaboramos uma grade de anélise
e acompanhamos a apresentacdo do conceito de limite de funcbes pela professora dessa
turma.

Decidimos também aplicar um questionario, como fizemos no Brasil, nos alunos
franceses ao final da introducdo do conceito de limite de funcdo. Com isso, inserimos
atividades sobre esse conceito e, assim, conseguimos mais dados sobre as a¢fes dos alunos
diante dessas situacOes antes das entrevistas.

A seguir, apresentamos as observacdes que fizemos das aulas da professora, a
elaboracdo do questionario e as questdes da entrevista. Na segunda parte expomos as analises
das producgbes obtidas durante a entrevista, bem como do questionario, com nosso estudante

francés.

7.1 Uma turma do Terminale do lycée

Nossa pesquisa na Franca foi realizada em um colégio publico localizado na cidade de
Troyes. Com alunos de uma classe do Terminale® cientifico geral (opgéo ciéncias da vida e
da terra), sendo que ao final do curso esses estudantes podem escolher diferentes
especialidades como: informaética, fisica, quimica, matematica, entre outras.

Nesta turma havia 27 alunos e eles tinham seis aulas de matematica por semana, de 55
minutos cada, sendo que todos eles estudavam nesta escola desde o inicio do ensino médio

(lycée), com a mesma professora.

31 Corresponde ao nosso 3° ano do ensino médio.
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7.1.1 Observando o trabalho de uma professora no lycée

Acompanhamos a introducdo do conceito de limite de funcbes com a classe da
professora francesa utilizando a grade de analise que discutimos na metodologia®’. Assim, as
discussbes que apresentamos sdo baseadas nas anotagOes que fizemos norteadas por esse
instrumento, bem como pelos audios. Além disso, a professora nos disponibilizou o plano de
aula e as listas de atividades utilizadas nessas aulas.

Apresentacdo do conceito de limite de fungOes aconteceu em trés encontros no més de
outubro de 2017, nos dias: 09 (uma aula), 13 (duas aulas) e 19 (duas aulas). Um detalhe
importante no trabalho dessa professora é com relagéo a distribuicdo dos conteddos em suas
aulas. Essa escola tem quatro professores de matematica que buscam trabalhar de maneira
proxima e segundo a professora € uma escolha deles trabalharem desse modo. Eles discutem a
ordem de apresentacdo dos conteudos, as listas de exercicios, 0 uso de tecnologias, entre
outras coisas. Um ponto interessante é que eles decidiram trabalhar sempre dois contetudos ao
mesmo tempo, assim, quando a professora iniciou a apresentacdo de limite de funcBes os
alunos estavam trabalhando também com nmeros complexos. E a ideia de que é preciso um
tempo de reflexdo e amadurecimento para compreensdo de um conceito.

A professora iniciou o estudo de limite de funcdes no dia 09 relembrando o estudo de
limite que eles fizeram para sequéncia, argumentou que ndo seria dificil, pois eles ja tinham
feito algo parecido quando estudaram as sequéncias. A ideia geral seria a mesma: dado um x
muito grande (ou pequeno se x for negativo), como foi feito com n, ela chama atencéo para
ndo confundirem o n muito grande com esse x muito grande, ja que o0 n era um ndmero natural
e 0 X, nesse caso, seria um numero real. Como nas sequéncias, o limite da funcdo f(x) poderia
ter as seguintes possibilidades:

v Os valores da funcdo se tornam cada vez maiores (ou menores se a funcéo for
negativa);
v Os valores da funcéo se aproximam de um namero real;

v Os valores da funcdo nao permitem obter um valor particular.

A professora comecou com o caso de limite de fungdes no infinito, aproveitando para
relacionar ao que foi visto com o estudo das sequéncias. Ela propds que os alunos fizessem a
atividade (1.1) denominada de aproximacdo intuitiva, em dupla ou individualmente. Nessa

introducdo, eles deveriam relacionar a representacdo geométrica de uma funcdo ao caso de

%2 A grade de anélise pode ser conferida também no anexo C.
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limite correspondente. Vejamos na figura 44 essa atividade, em que na primeira coluna,
numeradas de (1) até (6), sdo expressdes algébricas de limites com as seis possibilidades para
o0s limites em que x tende a +o0 ou (—o0). Na segunda coluna, identificadas de (a) a (f) estdo
representacdes graficas de funcGes. Uma variavel importante de se observar é que essas
representacdes contém nos eixos cartesianos setas pontilhadas indicando para onde o x (ou

f(x) no caso do eixo das ordenadas) esté se dirigindo para 0 4+co ou (—o0).

Figura 44 — Atividade introdutoria dos limites no infinito®

Exercice 1.1, Approche intuitive
Belier chaque courbe 4 la catégorie qui lui correspond.
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Fonte: Coletado pela autora da pesquisa

Os alunos deveriam relacionar cada caso de limite na sua forma algébrica, do nimero
1 ao 6, a sua respectiva representacdo grafica, identificada de (a) até (f). Eles levaram
aproximadamente 5 minutos para fazerem a atividade e a professora em seguida foi ao quadro
para fazer a correcdo com o auxilio dos estudantes. Ela iniciou pela coluna das representacdes
gréaficas e foi escrevendo na forma algébrica de limite os dois casos de limites solicitados,
guando X tende a +oo (ou —). Ela foi questionando os alunos o0 que estava acontecendo com
o grafico quando x fica muito grande (ou pequeno) e 0 y vai para +co (OU —o0), OU para um
numero. Em todo momento, a professora fazia gestos indicando, algumas vezes também ia

marcando na imagem do quadro para onde o x estava tendendo, +oo (ou —o0), e para onde o

% Enunciado tradugdo do exercicio: “Aproximagdo intuitiva. Relacione cada curva a sua categoria
correspondente”. (Traducdo nossa)
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f(x),ouy, estava indo na representacdo grafica. Na figura 45, trazemos uma representacéo

para exemplificar essas indicacbes que ela fazia na imagem dessa atividade™*.

Figura 45— Indicaces da professora na representacao grafica
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Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.

A professora argumentava que tudo que eles fizeram foi conjecturar sobre os valores
dos limites, por observacéo do grafico. Ela enfatizou que para saber se realmente o que foi
conjecturado esta correto é necessario provar a conjectura. Em seguida, propds uma atividade
(1.2) denominada “Da intui¢do a defini¢do...”, em que eles primeiramente deveriam
conjecturar o limite da fungdo f(x) = v/x definida em [0; +oo[ quando x tende a +oo, e depois
provar a conjectura inspirados na definicao rigorosa de limite infinito de uma sequéncia. Ela
indicou que eles utilizassem a calculadora para conjecturar o que estava acontecendo com a
fungéo quando x se torna muito grande.

A correcdo no quadro era sempre realizada a partir da resolucdo de um aluno, nessa
atividade um deles foi dizendo a resposta que havia encontrado enquanto a professora ia
escrevendo no quadro. Em seguida, ela indagou se alguém tinha resolvido diferente.
Observamos que o tempo todo ela ia questionando os alunos para que eles participem da
construcdo com ela. Eles conjecturaram que a funcéo f admite por limite +o0 quando x tende a
+oo. Em seguida, a professora solicitou a defini¢cdo de limite infinito de uma sequéncia que
eles ja tinham visto anteriormente. Eles buscaram em seus cadernos ou nos livros, e um aluno
foi dizendo a definicdo. Ela perguntou entdo como seria adaptar aquela definicdo para o caso
de limite agora com as funcdes. Ao final foi realizada a correcdo no quadro com a seguinte
representacdo algébrica da atividade:
fx)>A4A oJx>A

& (Vx)? > A? A fungdo quadratica é estritamente crescente em R*
& x> A°

Assim para m = A?, se x > m, entdo f(x) > A

% As fotos do quadro ndo ficaram nitidas, pois fizemos imagens da apresentacdo no quadro branco com o
datashow, assim riscamos a mesma atividade utilizada pela professora para exemplificar.
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Podemos observar na figura 46 a representacdo grafica da funcdo, bem como a
interpretacdo da representacdo geométrica que a professora utilizou na discusséo da corre¢do

da atividade.

Figura 46 — Representacfes utilizadas na atividade (1.2)

N
1

Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.
Em seguida a professora apresentou as seguintes definicoes:
Para memorizar:
Seja f uma func¢do definida no intervalo ]* ; + oo [ (* Poderia ser um ndmero real ou - o).
Dizemos que f tem por limite + co em + oo, Se as imagens de x pela funcéo f tomam valores maiores
que qualquer real dado assim que x € suficientemente grande.
Mais formalmente:
A funcédo f admite por limite + o em + oo, se todo intervalo aberto JA; + o[ contém todos os
valores de f (x) quando x é suficientemente grande. lim, _, ., f(x) = +

A proxima atividade (1.3) eles deveriam utilizar essa definicdo para escrever uma
definicdo analoga para os casos de limite quando:

* A funcéo f admite por limite - .o em +
* A funcéo f admite por limite + co em -
* A funcéo f admite por limite - oo em - 0

Um ponto importante na fala da professora durante a institucionalizacdo®®, para esses
casos, quando x tende a —, foi quando ela fez uma observacao nas resolucdes apresentadas
por dois alunos. Um havia colocado que “x €& suficientemente negativo” outro que “X €

suficientemente pequeno”. Na resolugdo deste ultimo ela acrescentou entre parénteses: “X €

% Momento em que o conhecimento que estava sendo mobilizado na atividade é apresentado. No caso, as
definicbes que serdo utilizadas e as propriedades do conceito que est4d sendo introduzido, em processo de
construcdo e que, de certa forma, estava sendo mobilizado implicitamente na resolucdo da atividade
(BROUSSEAU, 2008).
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suficientemente pequeno (negativo)”. Argumentou que essas expressdes sao equivalentes e
que eles alunos ndo deveriam confundir com o caso quando dizemos que x é suficientemente
pequeno, que é para quando tomamos valores de x muito préximo de zero. Percebemos que a
professora ja estava se preocupando com o proximo caso de limite que eles teriam que lidar.
Além disso, a professora enfatizou que os alunos deveriam compreender palavra por
palavra das defini¢des e questiona se eles tinham ddvidas com relacdo a alguma parte das
definicdes e, ao final, destaca os seguintes aspectos:
v’ Suficientemente negativo significa que os valores, seja de x ou de f(x), estdo
indo para - oo;

v' Suficientemente pequeno negativamente significa que os valores, seja de x ou
de f(x), estdo indo para - «;

v’ Suficientemente pequeno significa que os valores, seja de x ou de f(x), estdo
indo para zero;

v' Suficientemente grande significa que os valores, seja de x ou de f(x), estdo indo
para + o.

Outro ponto interessante que observamos no trabalho da professora foram as
representacdes utilizadas nas institucionalizacbes dessa atividade. Ela sempre explicava
oralmente, escrevendo as representacOes gréficas e algébricas (figura 47). Essa pratica vem
sendo recomendada por varios estudos, inclusive encontramos nas orientagdes de alguns
livros didaticos (STEWART, 2003), indicacdes para que os professores utilizem essas

variagOes de representacdes no estudo de limites.

Figura 47 — Representacdo gréfica utilizada na atividade (1.3)

Fonte: coletada pela autora da pesquisa.

Ao final desse encontro a professora argumentou que a partir de agora eles iriam
comegar a trabalhar também com os quadros de variagdes das fungdes para identificarem os

limites. Esses quadros sdo apresentacOes resumidas, por exemplo, no estudo de funcgdes eles
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utilizaram para ver crescimento, decrescimento, entre outros resultados. Os professores
utilizam bastante esse recurso e ele aparece também nos livros didaticos, na figura 48

podemos ver dois exemplos, desses quadros que a professora fez durante uma atividade. No

caso, quando ela trabalhou com as fungdes: f(x) = x*e f(x) = Vx.

Figura 48 — Quadro de variacdes
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Fonte: coletada pela autora da pesquisa.

No encontro seguinte a professora iniciou o trabalho com a nocéao de limite, corrigindo
algumas atividades de casa, uma delas era do livro. Na figura 49, onde podemos observar no
seu enunciado, que os estudantes deveriam relacionar a expressdo algébrica de uma funcéo
com a sua representacdo gréafica e justificar a escolha. Em seguida, encontrar os limites das

fungdes quando x tende para +oo (ou —oo) por meio da observacdo grafica.

Figura 49 — Atividade do livro
IE Les fonctions g, h, p et k définies sur R par:
g)=2x3, h(x)=-x3, p)=x3-2 et k(x)=1-3
sont représentées ci-dessous.
Pour chacune de ces fonctions, indiquer quelle est sa courbe
représentative puis, par lecture graphique, déterminer ses

Fonte: coletada pela autora da pesquisa.

Vemos novamente a ideia de se relacionar os limites por meio das representacdes

gréficas e algébricas, justificando tanto oralmente, como também por escrito essas escolhas.
O limite finito foi apresentado depois, a professora iniciou argumentando que eles
fariam uma aproximacao intuitiva para esse caso de limite, em seguida entregou uma folha de

atividade com o seguinte enunciado:

1.8 Aproximacéo intuitiva
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3x—1
x—2

Considere a fungdo definida sobre ]2, +oo[ por f(x) =

1. Com a ajuda da calculadora, conjecture o limite da fun¢do quando x tende a +oo.

Esta conjectura ndo se constitui em uma prova.
No entanto, se for verdade, significa que podemos nos aproximar do valor obtido como quisermos.
Verifique isso com a ajuda do algoritmo:

d 0,001
X<10

Como |f(x) - 3| >d
X<« 10x X

Fim quando encontrar X

2. Qual é o papel desse algoritmo? O que sdo essas variaveis?
3. Resolva a equagdo f(x) = 3. Interprete o resultado.
4. Calcule £(10'). Conclua.

Vamos demonstrar rigorosamente nossa conjectura.
Para isso, vamos mostrar que podemos nos aproximar tdo proximos quanto quisermos do limite 3,
desde que x seja grande o suficiente.

5. Mostre que f(x) > 3 para todo real de ]2, +oo [.

6. Mostre que existe um ndmero real m tal que se x>m, 0<f(x)-3< 10" para qualquer valor
de n. Interprete esse resultado.

A professora prop0s o trabalho do mesmo modo que o caso anterior de limite, os
alunos resolveriam as questfes e, em seguida, um deles deveria apresentar sua resolucao para
ser discutida por todo o grupo. Eles inicialmente fizeram até o item (4), corrigiram e
discutiram e depois demonstraram a conjectura resolvendo os demais itens. Novamente ela
argumentou que é preciso compreender cada resultado encontrado, enfatizando os seguintes
aspectos:

v" O papel do algoritmo em mostrar o primeiro valor de x para o qual [f(x) — 3]
sera inferior a d;

v O resultado da equacdo, em que verificou-se que é impossivel encontrar um x
tal que f(x) seja 3; e o fato do algoritmo evidenciar que podemos nos aproximar
de 3, tdo proximos quanto quisermos;

v" No intervalo ]A, +o [, podemos escolher qualquer A, que a partir de um certo
momentos todos os valores da f(x) estardo no intervalo.

Em seguida a professora apresentou as definigdes:

Seja f uma funcéo definida no intervalo ]*; + oo [ (* Poderia ser um nimero real ou - ).

Dizemos que f tem por limite o nimero real | quando x tende a infinito se as imagens da f(x) sdo
também préximas de I, se x for suficientemente grande.

Podemos formalizar essas coisas nos inspirando na definicdo dada para os limites finitos das
sequéncias:

A funco f admite por limite | se todo intervalo aberto ]l-¢; /+¢[ contém todos os valores de f (x)
desde que x seja suficientemente grande.
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Notacdo: lim, ., f(x) =1
A reta de equacdo y=I é entdo a assintota da curva em + .

A professora fez uma discussao sobre essa definicdo e apresentou casos de fungdes
que ndo tém limite finito nem infinito quando x tende a infinito, exemplifica com as funcdes
seno e cosseno utilizando a representacgdo grafica.

No encontro seguinte, foi abordado o conceito de limite em um ponto. A professora
iniciou a discussdo dizendo que existe outro caso de limite que ndo existia no estudo das
sequéncias, e que nessa nova situacdo serd um valor particular que ird causar problemas.

Argumentou que um exemplo simples para compreender essa no¢do é a fungdo inversa no
~ 1 ~ , .. ,
zero e toma como exemplo o caso da funcdo f(x) = ~ Que ndo esta definida no zero. Além

disso, relembra que o inverso de um nimero positivo muito préximo de zero é um ndmero
muito grande.

Em seguida, propds que eles conjecturassem os limites da préxima atividade de modo
intuitivo. Como no caso anterior, a professora solicitou que os alunos relacionassem a
representacdo gréafica de uma funcdo com a expressdo algébrica do limite correspondente e

explorou trés representacGes graficas e algéebricas, conforme podemos ver na figura 50:

Figura 50 — Atividades para estudo do limite de fungéo

N _ : - -
Lpmfae e 0
r |
2, ll_l:r;f(x] =+ b i _(-”f
I
) __ |
3 Llﬂf[x] L) . |

Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.
Ap0s a discussdo da correcdo no quadro, ela propds outra atividade de aproximacao

intuitiva do limite, utilizando a mesma funcdo utilizada anteriormente ]2, +oo[ por f(x) =

3x—1 . . .
— também com a ajuda da calculadora e de um algoritmo, mas nesse caso para valores de X



173

na vizinhanga de 2. A atividade foi realizada como a anterior, em que os estudantes iam
resolvendo e depois um deles, ou uma dupla, apresentava a solugdo aos demais colegas, e, ao
final, a professora promovia uma discussdo com todos e argumentava que eles deveriam

memorizar a definicédo:

Seja f uma funglo definida no intervalo ]a; b [. Dizemos que f tende a + o« quando x tende a por
valores superiores se pudermos fazer f(x) tdo grande quanto quisermos se x for suficientemente
préximo de a no intervalo ]Ja; b[.

Notacéo: limgg f(x) =400

Entdo dizemos que a reta de equacdo x=a ¢ assintota da curva representativa de f
Os outros limites sdo propostos como uma atividade para os estudantes, em que eles

deveriam escrever uma definicdo analoga para os limites: limx—a f(x) = —o0, limyp f(x) = +o0
x<a x<b

e limyp f(x) = —oo.
x>b

A funcdo inversa foi retomada apds a apresentacdo desses limites, sendo revistas as
ideias de que o inverso de um ndmero positivo muito pequeno é um ndmero muito grande, e
que isso se inverte quando se trata do inverso de um ndmero negativo. Diante disso, a

rofessora argumentou que temos 0s seguintes resultados; limx—o~ = —o0 € limy-o~ = +o0 € gue
X

x<0 % x>0

0 eixo das ordenadas € a assintota vertical da funcdo inversa. Na atividade seguinte os alunos
deveriam construir o quadro de variacdo dessa funcdo, e na figura 51, podemos observar o
quadro com uma representacéo do grafico dessa funcéo utilizado na corre¢do da atividade.

Figura 51 — Representacfes da funcéo inversa

Fonte: Coletado pela autora da pesquisa.

Em seguida, eles trabalharam com o quadro de variagGes, o enunciado da atividade

propunha que:

Considere uma funcéo f, cuja tabela de variacdes € dada abaixo. Observe que Cf é sua curva
representativa.
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EE

00 +00
f(=) Ty i e

+oco

4

1. Qual é o conjunto de definicéo da funcao f?
2. Quais sdo os limites indicados na tabela? Escreva usando a notagdo matematica.
3. Quiais sdo as assintotas da curva?

4. Dé uma possivel curva representativa da funcao f.

Nessas atividades os alunos deveriam trabalhar com os limites com os quadros de
variacdes, mas na primeira eles precisariam relacionar os limites da fungdo inversa com o
quadro de variagfes e também com a representacdo grafica. Entretanto, a segunda atividade
trazia o quadro de variagdes de uma funcéo, incluindo as variagdes de sua derivada. Como
vimos na se¢do 4 esses alunos tinham visto o conceito de derivada no segundo ano do lycée
(premiere) e a professora o retoma para construcdo desses casos de limites.

Essa variedade de representacfes, segundo Vergnaud (1990) é importante na
construcdo do conceito, sendo que cada uma delas agrega um conjunto de conceitos e de
invariantes operatdrios que irdo contribuir no processo de aprendizagem do conceito. Bem
como, na elaboracdo, ou adaptacdo, de esquemas mais efetivos para lidar com as novas
situacoes.

Em seguida, a professora apresentou um exemplo de uma fungdo que nédo tem limite

em zero, como podemos observar na figura 52:

Figura 52 — Exemplo de uma funcéo que ndo tem limite

Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.

- ~ 1 .. -
A professora utilizou o exemplo da fungdo f(x) = sen— definida para os numeros

reais positivo, e discutiu por meio da representacdo grafica o fato dessa funcdo nao ter limite

quando x tende a zero.
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A definicdo de limite finito em um ponto foi apresentada diretamente aos alunos, dada
por:

Definicdo: Seja f uma funcédo definida no intervalo Ja; b [

Dizemos que f tende a | quando x tende a por valores superiores se pudermos fazer os valores da
f(x) também proximos de I, quanto quisermos se x for suficientemente proximo de a no intervalo
la; b[

Notagdo: limx-a f(x) =1
x>a
Em seguida a professora propds que os alunos fizessem uma definigdo anéloga para o

limite a direita do ponto, no caso limxza f(x) =1e, ao final, ela discutiu como os estudantes
x<a

poderiam encontrar os limites de funcbes nas diversas situacdes. Primeiramente, sdo
apresentados limites das funcdes que eles ja conheciam no caso se tratavam das funcbes de

referéncias e elas foram dadas conforme podemos observar na figura 53.

Figura 53 — Limites das funcBes de referéncias

lim x= lim = lim ¥= lm x"= lim T=+o

Il I— 40 I+ s gl B I'— -+
- - ) - - -
= lim x= lim r = lim x"=—o0, pour nimpair
I——ga  I-——i0 I—r—pn
= lim x*= lim x"= +oo, pourn pair
I——d X —k
.1 1 .1 . 1 . 1
* lim —= lim —= lim = lim —= lim —=0
I=—50 N I—+i K L=+l T~ .'I:—-—.1.-_!|_"".I J."—-‘I'.L--.II.'_";'
.1 1 1 _ 1
= lIm —= lim —= lim —= lim —=10
I——pmay I——i0X I——pa [~ I——an X0
. _ . "_ . |_ A -rn_ . _—_.
s mr=limx =limx =limx =limyx=0
I—0 —0 _ k=0 I— I—
= lim —= lim —= lim — = lim — = +a
-0 X - X -0 X -0 X"
* lim —= lim — = lim — = —oo, pour o impair
-0 X x—00 X% x—0 XM

= lim — = lim — = 400, pour »1 pair
I—0 y 1—0 gf P F

Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.
Os alunos poderiam utilizar os resultados desses limites de funcdes diretamente nas

atividades, como resultados validos. Bem como, esses limites com as fungdes associadas a

~ ~ 1 ~ f ~ .
essas funcdes, por exemplo, no caso da fungdo f(x) =- as funcGes associadas séo do tipo

k ) . .
gx) =-, com k > 0. Alem disso, eram fornecidos quadros com regras para os alunos

operarem e para encontrar alguns limites, vejamos na figura 54 uma dessas apresentac6es do

planejamento de curso da professora.



Figura 54 — Regras para o calculo de limite de fungédo
Regras de caleulo
Considerse no que segue, u & v duas funcies definidas em um

intervalo [, O wm ntumero realou +0ou — o0, L e L7 280 dois
niameros reais.,

+ Soma de duas funcies

li.};n = L o —

limu= L +oo | —oo | oo | -0 | —oo
oL

ljﬁnu+v= L+l | +ca | —oo| 40| EL | —ce

+ Produto de uma funcéo por uma constante K ndo nula

liﬁn = L +o0 | —oo

lil;*nicxu= =0 b=l | 4o | —oo

=0 —o0 | oo

* Produto de duas fungdes

liﬁnu= L +o —0
liﬁnv= II' |+ | = | 40 | —co | —oa
limuxp= L=0|L=lf| +oo| —oo| +oo | —oa | 1o
o

L0 —o0 | oo

+ Inverza de uma funcéo

]ignu= LED [ 4o | —oa | O | O0F | O°
limm—= — ] ] EL | 400 | —oo
C L

Fonte: Coletada e traduzido pela autora da pesquisa.
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Desse modo, os alunos conseguiriam trabalhar com uma diversidade de situacgdes

envolvendo: a soma, a subtracdo, a divisdo e a multiplicacdo de func¢des conhecidas.

Em seguida, sintetizamos no quadro 21 a apresentacdo do conceito de limite de

fungdes, com as principais escolhas realizadas pela professora durante a introdugdo desse

conceito.

Quadro 21 — Sintese das escolhas didaticas utilizadas

1. Limites em o (+ ou -)

Da intuigdo a definicdo
- Identificar os limites na representacdo grafica e relacionar com sua representacado algébrica;
1.1 Limites infinitos
- Conjecturar um limite particular f(x) = Vx;
- Inspirados na definig@o rigorosa de limite infinito de sequéncia e mostrar que a fungdo tende a + o
guando x toma valores grandes.

Para memorizar:
Seja f uma funcédo definida no intervalo ]*; + oo [ (* Poderia ser um nimero real ou - o).

Dizemos que f tem por limite + oo em + oo, se as imagens de x pela funcdo f tomam valores maiores que
qualquer real dado quando x é suficientemente grande.
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1. Limites em o (+ ou -)

Mais formalmente:
A funcdo f admite por limite + oo em + oo, se todo intervalo aberto ]A; + o[ contém todos os valores de f (x)
quando x é suficientemente grande. lim,_, ., f(x) = +o

Analogamente os alunos fazem para: lim,_, 1o, f(x) = —00, lim,__q, f(x) = 4o elim,_ 4o, f(x) = +o0

1.2 Limites finitos Da intuicdo a definicao.
Conjecturar o limite da f(x) = % com ajuda da calculadora e de um algoritmo, em seguida
demonstrar.

Memorizar: Seja f uma fung¢do definida no intervalo ]*; + oo [

(*Poderia ser um nimero real ou - o).

Dizemos que f tem por limite o nimero real | quando x tende a infinito se as imagens da f(x) sdo também
proximas de |, se x for suficientemente grande.

Formalmente:

A funcdo f admite por limite | se todo intervalo aberto ]l-¢, [+¢[ contém todos os valores de f (x) desde que x
seja suficientemente grande.

No6s anotamos como: lim, o, f(x) =1

A reta de equacdo y=I ¢ entdo a assintota da curva em + oo.

2. Limites em um ponto

Situagdes que ndo existiam nos limites de sequéncias.
Utiliza a funcéo f(x) = % para discutir o limite quando x tende a zero, enfatizando: que essa fun¢do néo tem

imagem em zero e que o inverso de um ndmero positivo muito préximo de zero é um nimero muito grande.
Aproximagao intuitiva:
- ldentificar os limites na representacdo gréafica quando x tende a um ponto e relacionar com sua
representacdo algébrica.
2.1 Limite infinito
Da intuigdo a definicao.
Conjectura o limite da f (x) = % com ajuda da calculadora e de um algoritmo, em seguida demonstrar.

Memorizar:Seja f uma funcéo definida no intervalo Ja; b [
Dizemos que f tende a + o quando x tende a a por valores superiores se pudermos fazer f(x) tdo grande
quanto quisermos se x for suficientemente préximo de a no intervalo ]a; b[
Notagdo: limx—a f(x) = +oo
x>a
A reta de equacdo x=a é assintota da curva representativa de f.

Analogamente os alunos fazem para: limx-a f(x) = —0, limyp f(x) = 400 € limyop f(x) = —0
x<a x<b x>b

Discusséao dos limites da funcdo f(x) = % , da assintota vertical e do quadro de varia¢@es juntamente com a
representacdo gréfica.

- Identificar no quadro de variacdo de uma funcdo: os limites, o dominio da fung¢do, as assintotas e
também esbocar uma representacdo gréafica de uma fungdo para exemplificar as variagbes dadas pelo quadro.

2.2 Limite finito
Apresentando diretamente a definicdo: Seja f uma funcéo definida no intervalo ]Ja; b [
Dizemos que f tende a | quando x tende a por valores superiores se pudermos fazer os valores da f(x)
também proximos de I, quanto quisermos se x for suficientemente préximo de a no intervalo ]a; b[
Notacéo: limgg fl) =1

O aluno devera fazer uma definigdo analoga para: limx—a f(x) =1
x<a

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.
Observamos que a participacdo dos alunos dessa classe ocorria em todos 0s momentos
das aulas, as resolucbes eram sempre apresentadas por um deles, fosse oralmente ou
escrevendo no quadro. Eles acompanhavam a resolucdo do colega discutindo alguma coisa

que ndo compreendiam, ou ndo concordavam. Além disso, apresentavam resolucbes que
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faziam e que eram diferentes das que estavam proposta no quadro para serem também
discutidas pelos grupos.

O papel da professora foi sempre o de propor as atividades para os alunos irem
resolvendo. Eles poderiam escolher trabalhar em duplas, trios ou individualmente, mas nédo
vimos nenhum aluno que preferisse ficar sozinho. No decorrer do trabalho vimos que ela
ficava tirando ddvidas, dando indicacGes dos conceitos que eles precisariam mobilizar, no
caso orientava para que eles procurassem nos livros ou nos cadernos. As duvidas consideradas
importantes eram discutidas no quadro com todos os alunos, percebemos que ela se
preocupava em observar a participacdo de cada estudante, todos iam ao quadro apresentar sua
resolucdo. Ela enfatizava que néo tinha problema se houvesse algum erro, ou mesmo se o
aluno nao soubesse resolver toda a questdo, pois 0s colegas poderiam o ajudar. A correcdo no
quadro era sempre realizada pelas discussdes dos alunos da resolugdo apresentada, em que ela
ia questionando e corrigindo o que fosse necessario, para ao final institucionalizar o novo
conceito.

No dia 19 de outubro ap6s a finalizacdo da apresentacdo do limite de funcdes pela
professora, nds aplicamos um questionario em todos os alunos da classe. Esse instrumento
teve objetivo de identificar sujeitos para nossa pesquisa, e também obter algumas producdes
sobre nosso objeto de estudo. A seguir, apresentamos e tecemos algumas consideracgdes sobre

a elaboracéo desse instrumento.

7.1.2 Conhecendo os colaboradores franceses

Na Franca elaboramos e aplicamos um questionario como fizemos no Brasil, tanto
para conhecermos um pouco os estudantes franceses, como também para selecionar alguns
deles para nossa entrevista. Todavia, no Brasil, trabalhamos com académicos do Curso de
Matematica — Licenciatura e um dos nossos interesses era saber se eles queriam ser
professores. Enquanto que na Franca, estdvamos com alunos que poderiam escolher cursos
diversos, em fungdo disso, inserimos questdes buscando informacdes sobre o que eles
pretendiam cursar apos o lycée, e também se algum deles ja trabalhava.

Outra diferenca é que no Brasil na disciplina de Célculo | poderiamos ter alunos que ja
haviam visto o conceito de limite de funcdes, seja por serem alunos dos institutos federais ou
do colégio militar, mas também poderiamos ter alunos que ja haviam feito a disciplina e ndo

foram aprovados. Entretanto, como na Franca sabiamos que eles ja conheciam o conceito de
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limite de sequéncia e também de derivada, decidimos aplicar o questionario apds a
apresentacdo do conceito de limite de funcdes e inserir algumas questdes sobre limite.

Nas trés primeiras questdes, buscamos saber um pouco mais sobre o aluno,
perguntdvamos a idade, quais atividades ele realizava quando ndo estava no colégio, se
trabalhava e se ele pretendia cursar uma universidade ap6s o lycée, caso sim questionavamos
qual e o porqué.

As outras questdes eram sobre o conceito de limite nas quais questionavamos: como
estava sendo a aprendizagem do conceito de limite de fungdes, se achava que estava sendo
facil ou dificil e por que; o que fazia quando estava com dificuldade em compreender alguma
nogdo relacionada a esse conceito; se poderia escrever uma definicdo intuitiva de limite de
funcBes e, em seguida, uma definicdo mais formal; quais conceitos conhecidos estavam sendo
utilizados no estudo do conceito de limite de fungdes; e na ultima questdo, apresentavamos
uma representacdo grafica de uma funcdo, definida para todos os ndmeros reais, mas com
pontos de descontinuidade, solicitivamos que encontrasse quatro limites e que justificasse
como fez para identificar esses limites na representacdo dada.

Aplicamos o questionario nos 27 alunos da turma do lycée e apds tabularmos as
respostas selecionamos seis deles para nossa entrevista, sendo trés rapazes e trés mocgas. O
critério para escolha foi o aluno ter respondido todas as questdes buscando justificar suas
respostas. Esses seis alunos aceitaram participar de nossa entrevista, mas uma das alunas ficou
doente e ndo pudemos entrevista-la. Desse modo participaram de nosso estudo cinco alunos
franceses. Em seguida, apresentamos as questdes que nortearam nossa experimentacdo na

Franca.

7.1.3 Questdes que elaboramos para as entrevistas

Escolhemos trabalhar com entrevista semiestruturada, pois ela permite, por um lado,
direcionar as discussdes para 0 nosso objeto de estudo e, ao mesmo tempo, discutir outros
elementos que pudessem surgir no decorrer da entrevista.

Desse modo, durante a entrevista manteriamos sempre a mesma conduta,
solicitariamos que o aluno primeiramente resolvesse a questdo e que, em seguida, explicasse
como fez. Discutiriamos em mais detalhes cada elemento que fosse sendo apresentado nas
resolucbes, bem como, as duvidas e dificuldades que pudessem surgir. Por exemplo, se 0

estudante nos dissesse que utilizou um gréafico, ou o quadro de variacdes de limite, iriamos
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solicitar que ele fizesse no papel essa representacdo e nos explicasse como estava utilizando
essa representacao.

Segundo Vergnaud (2002), é por meio das representaces mobilizadas na acdo que
podemos buscar indicios de filiagdes e rupturas no processo de aprendizagem de um conceito
novo. Ele compara o tratamento dado pelo aluno na situacdo com a parte visivel de um
iceberg, uma vez que dificilmente um estudante consegue colocar em palavras o
conhecimento cientifico, ou técnico utilizado. Diante disso, buscamos durante a entrevista
levantar uma variedade de informacdes para podermos ter acesso a essa parte “ndo visivel”. A
coleta de uma diversidade de representacdes, orais e escritas, mobilizadas pelo estudante ao
lidar com as situagdes, foi um elemento metodoldgico importante de nossa pesquisa. Foi por
meio desses elementos que conseguimos modelar regra em acdo e teorema em agdo, para
estudarmos 0s esquemas mobilizados por estudantes durante a acdo. Assim como, fazermos
uma releitura desses elementos como imagens do conceito imagem de limite de funcdo do
aluno. Possibilitando, com isso, uma discussdo tanto sobre as adaptacdes dos esquemas
mobilizados, como também sobre imagens que estavam se constituindo como um conceito
definicdo pessoal, ou mesmo em imagens conflitantes.

Elaboramos a entrevista com seis questdes sobre limite dentro do campo conceitual de
nosso estudo, no caso, atividades de introdugéo ao conceito de limite de fungdo. Optamos por
funcbes usualmente utilizadas para essa introducéo, observadas tanto no trabalho de sala de
aula da professora, como também em alguns livros didaticos. As atividades eram sobre limite
finito de uma fungdo em um ponto. Limites no infinito (+o0 ou — o) e limites infinitos em um
ponto. Sendo todas as situacdes de limites trabalhadas por aproximac@es pela nocdo intuitiva
de limite.*®

N&o inserimos atividades de aproximacdo de um ponto de uma fungdo, como fizemos
no Brasil, pois ndo teriamos tempo suficiente para discutir muitas atividades. Desse modo,
acrescentamos uma questdo sobre aproximacdo diretamente no conjunto de numeros reais,
mas também consideramos que a ideia de aproximacdo de pontos da funcdo poderia ser
discutida durante a entrevista nas questdes propostas. Uma das maneiras indicadas no ensino
para se encontrar o limite é justamente fazer aproximagGes numéricas nas fungdes em que se

estd pesquisando o limite. Assim, esses elementos poderiam surgir nas resolugdes dos alunos,

.. L . 2
por exemplo, em atividade para encontrar o limite como: lim,._,, ”

% Aqui nos referimos a definicao intuitiva discutida na secéo 4.
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7.1.4 As questdes da entrevista

Ao iniciar a entrevista entregdvamos ao estudante uma folha com o enunciado da
~ . . , .. . 2 . N
questdo, sendo a primeira: «1. Qual é o limite lim,_,, ;?». Em que deveria responder a

questdo e, em seguida Ihe era solicitado a explicar como fez e 0 que pensou para chegar ao

resultado apresentado. Em seguida, era entregue uma segunda folha com a pergunta: «E para
.. . ~ 2 ~ .

encontrar o limite lim,,_,o f (x) da fungdo, f(x) = ~ Vocé resolve do mesmo modo?» Ao final
da resolucdo na folha o aluno era novamente solicitado a explicar sobre sua resolucdo. O
préximo item solicitava o limite com essa mesma funcao quando x tende a menos infinito, isto
9. 2
e, llInx_)_Oo 7

No primeiro item o aluno poderia substituir diretamente o valor de x na fungéo e

. 2 . .. ”

calcular o lim,._,, -= 1, utilizando o fato de que para obter o valor do limite da funcdo em um

ponto sem restricdo, podemos substituir o valor do ponto diretamente na expressao algébrica
da funcdo. Entretanto, ele ndo poderia fazer o0 mesmo procedimento no item seguinte,
lim, o f(x), precisaria dispor de outros meios, talvez se lembrar do quadro de variacdes de
limite que eles utilizaram na sala de aula, ou tentar fazer a representacdo gréfica. Poderia
também fazer aproximacdes numéricas para encontrar os limites, entre outros.

Com qualquer uma dessas escolhas o estudante poderia inferir que ndo é possivel
calcular o limite diretamente no zero, ja que a funcdo assume sinais opostos antes e depois do
zero. Do mesmo modo no caso de limite no infinito (+o0 ou — <) a substituicdo direta ndo
funciona e ele precisaria novamente utilizar outros invariantes. As indagacgoes realizadas
auxiliariam a compreender como o aluno utilizava esses invariantes, ou seja, 0 esquema que

ele mobilizava para lidar com a situacdo. Por exemplo, ele poderia ter memorizado a
~ e ~ 1 . . ~
representacdo grafica da funcéo f(x) = = afinal ela faz parte de um conjunto de funcdes que

eles estudam e utilizam como funcgdes de referéncia, e que tem um comportamento similar ao
da funcdo dada e, assim, apresentar corretamente os limites. Entretanto, ele poderia ndo estar
compreendendo realmente o que esse resultado do limite significava, ou mesmo da
representacédo grafica, pois poderia ser somente uma memoriza¢cdo mecanica de um gréafico ou
de um quadro de variagcdes. Assim, as explicacbes eram fundamentais para nossa

compreensdo das escolhas dos estudantes.

2— - -
A segunda questdo era para determinar o limite limxﬂxxflx. Nesta atividade a

substituicdo direta do valor de x na funcdo ndo era possivel, como na primeira atividade e
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assim o aluno ja no inicio precisaria buscar outros invariantes para resolver. Acreditamos que
ele poderia simplificar a fungdo, quando percebesse que ela cai em um caso de
indeterminacdo, apds fazer a substituicdo do valor do x da fungdo. Poderia também buscar
auxilio no quadro de variacdes que € um dos recursos que eles utilizam em sala de aula. A
simplificacdo dessa funcdo também auxilia no momento da construgdo gréafica, pois permitiria
inferir que essa funcéo depois de simplificada tem comportamento similar a outra fungéo mais
conhecida, no caso a funcdof(x) = (x + 1), sendo que elas apenas se diferenciam no ponto
x = 1. Entretanto, poderia ter alguns enganos com relacdo ao resultado do limite, como

apresentarem como resultado para o limite zero, inferindo que a expresséo de indeterminagéo
% significaria que o limite seria zero, ou que ndo é possivel calcular o limite, ou mesmo erros
de simplificacGes.

Esses equivocos poderiam fazer com que o aluno esbogasse a representacao grafica da

~ \ ~ A s 1 .
funcédo dada semelhante a funcéo referéncia f(x) = - Entretanto, mesmo esse caminho sendo

equivocado, ele permite uma nova tomada de informacdo. Por exemplo, ao escolher alguns
valores para encontrar pontos do grafico o estudante talvez percebesse algo estranho e

refizesse, ou mudasse alguns caminhos escolhidos no inicio

. N e - i . ~ 2+
A terceira questdo iniciava com o limite lim,_, f(x) para a funcdof(x) = Tx em

seguida, era proposto o limite da mesma funcdo quando X tende +o (0u - o) € ao final o aluno
deveria esbocar o gréafico da funcéo.

Nesta funcéo o aluno poderia escolher fazer a substituicdo direta, obter como resultado
um namero sobre zero e investigar o resultado encontrado no quadro de variagfes. Como eles
estavam habituados a fazer esse estudo, provavelmente iria verificar que a fungdo assume
sinais diferentes quando muda de valores menores do que zero para valores maiores do que
zero, com isso calcular os limites para os dois casos. Nas questBes que seriam apresentadas
em seguida poderiamos compreender se esse caminho era somente uma memorizacdo do
quadro de variacGes ou se 0 estudante compreendia 0 que estava acontecendo com os valores
da fungdo quando x se torna préximo de zero. Analogamente, os limites no infinito (+o0 ou —
o) poderiam ser encontrados com o auxilio do quadro de variagbes. Como dito, com as
explicacBes das resolucdes poderiamos identificar como o aluno utilizava esse recurso nas
suas resolucdes. Do mesmo modo, a construcdo gréfica, que poderia ser feita com os limites

encontrados e com o calculo de alguns pontos, mas também pelo reconhecimento de certa
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similaridade dessa funcdo apds simplificacdo f(x) = G+ 1), com a funcdo de referéncia

1
z

fx) =
Poderiam ter alguns enganos com relacdo ao resultado do limite como apresentarem

.. 2 2 w7 . .
como resultado para o limite 5= 0 ou 5= 2, ou que ndo é possivel calcular o limite, ou

mesmo erros de simplificacbes. Esses sdo equivocos ja citados em diversos estudos sobre
limite.
A quarta questdo era para o aluno encontrar o limite por meio da representacéo

gréfica, da figura 55:

Figura 55 — Representacdo grafica da questdo (4)

a3

Fonte: Elaborada pela autora da pesquisa.

Os limites solicitados eram:

a) lim,_,,, f(x)
b) lim,_,, f(x)
c) lim,_,; f(x)
d) lim,_,_; f(x)

e) lirn)(—)l f(X)

Nesta atividade tinhamos a possibilidade de buscar elementos para 0s esquemas que 0
aluno iria mobilizar para encontrar os limites, por meio da representacdo grafica de uma
funcdo, com intervalos de continuidade e descontinuidades. Sabemos que essas Gltimas, em
geral, trazem dificuldades aos alunos ja no estudo com as funces, e inferiamos que eles iriam
utilizar os esquemas que se mostraram efetivos para lidar com as situagdes conhecidas de
funcbes, mas que ndo seriam adequados para o estudo de alguns dos limites da funcdo aqui
representada graficamente. Seria um momento oportuno também para estudarmos as
adaptacdes desses esquemas comparando, com o0s que o0 aluno mobilizaria com a

representacédo algébrica de limite de funcéo, principalmente limite finito em um ponto.
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Na quinta atividade, o aluno deveria escolher dois pontos mais préximos possiveis do
namero 2, sendo um deles menor do que dois e 0 outro maior do que dois. O enunciado
aparecia também as notagdes: x; < 2ex, > 2 (x; inferior a 2 e X, superior a 2) e a

representacdo da reta, conforme a figura 56:

Figura 56 — Representacdo utilizada na atividade (5)

. O
- -3 -2 -1 0 1 2 3 “ 5 8 7

Y

Fonte: Elaborada pela autora da pesquisa.

Ap0s a escolha dos dois nimeros o aluno poderia ser indagado com questdes como:
existe outro numero entre o que vocé escolheu, por exemplo, para x; > 2 e 0 nimero 2?
Quantos numeros vocé acha que existe entre esses dois nimeros? O que vocé quer dizer
quando fala que existem infinitos nimeros? Entre outras questdes que pudesse parecer
pertinente conforme as respostas dos estudantes.

Nessa atividade investigamos a compreensdo dos alunos com relacdo a intervalo de
nameros reais, a ideia de podermos tomar valores tdo préximos de um ponto quanto
quisermos. Diversos estudos (GRANDE e PIRES, 2016; JUNQUEIRA e CAMPQOS, 2016)
tém mostrado que esse € um ponto que apresenta muita dificuldade para os alunos, pois
muitos deles ndo aceitam que nao existe um “ualtimo” ponto mais préoximo do numero dado,
no nosso exemplo o nimero 2. Esse teorema em acdo inadequado pode conflitar com os

resultados de calculos de alguns limites, como também com a representacéo gréfica, como no

caso das fungdes que trabalhamos para os limites lim,_,, f(x) para as funcbes f(x) =% e

2+ ~ p .
flx) = Tx Desse modo, com essa questdo poderiamos verificar se o0 aluno tem esse teorema

em acdo incorreto em seus esquemas, 0 que permitiria compreender algumas acgdes durante
suas resolucdes.

Além disso, tanto esse teorema em acdo incorreto, como outras acGes mobilizadas
nessa atividade poderiam nos fornecer imagens que o aluno estava associando a nocdo de
limite de funcdo. Possibilitando identificar imagens que poderiam conflitar dentro do préprio
conjunto imagem (CI), como com as definicbes apresentadas pelo ensino, fossem as
defini¢des intuitivas ou formais.

Na sexta questdo o aluno deveria escrever o que é limite. Nessa atividade
pretendiamos investigar quais invariantes operatorios que ele mobilizava para construcdo do
conceito de limite de fungdo, quando ndo trabalha com nenhuma representacdo visual,
somente com a linguagem escrita e oral. Seria também uma possibilidade de verificar se o

esquema mobilizado com essas representacdes estava aparentado, ou relacionado, aos outros
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esquemas utilizados nas outras atividades com outras representacfes. Analogamente, seria
uma ocasido de comparar as imagens obtidas anteriormente, com as que o aluno associaria a
essa questdo e verificar se havia algumas que poderiam trazer problemas a aprendizagem das
definicbes apresentadas pelo ensino. Além disso, seria um momento também para identificar

Imagens que poderiam se tornar parte do conceito definigdo pessoal do estudante.

7.2 As entrevistas

As entrevistas foram realizadas individualmente e conforme disponibilidade dos
alunos e da professora da turma, pois como sdo alunos menores de idade a professora deveria
estar sempre presente. Ela organizava uma mesa em que fichvamos eu e o aluno, sendo que
ela ficava na sala distante de nossa mesa fazendo seus planejamentos. E importante salientar
que o lycée é integral, ou seja, esses alunos tém atividades o dia todo. Diante disso, as
entrevistas comecaram inicio de dezembro, mas pararam com o inicio das avaliacdes e do
recesso de final de ano, quando as aulas retornaram em janeiro agendamos a Ultima entrevista.
Elas tiveram duracéo aproximada de 1h.

Em seguida, apresentamos as descricdes e anlises da entrevista de um®’ dos

estudantes.

7.2.1 Baptiste em atividade

Dividimos a apresentacdo dos caminhos percorridos por Baptiste em dois momentos,
compostos pelas trés fases que explicitamos em nossa metodologia de analise. O primeiro
momento € composto pela fase I, em que apresentamos nossas analises das produgfes de
Baptiste seguindo a ordem das atividades discutidas durante a entrevista. Nossa intencdo é
evidenciar os dados produzidos no andamento da entrevista, buscando detalhar as acdes
realizadas por ele durante essas atividades que foram modeladas. No caso, explicitando a
modelagem dos elementos que compdem 0s esquemas mobilizados, especificamente em
termos de regras em acdo e de teorema em acgdo. Foram inseridos também dados obtidos no

questionario aplicado.

%7 Entrevistamos cinco estudantes franceses e escolhemos um deles conforme as indicagdes que apresentamos na
metodologia. Na qualificagdo haviamos discutido as produgdes de uma aluna francesa, todavia essa aluna tinha
muita dificuldade em trabalhar com a representacdo grafica. Em funcdo disso, escolhemos outro aluno para
estudarmos o processo de construcdo do conceito de limite de funcdo para podermos discutir as filiacBes e
rupturas, como também as associa¢@es de imagens, relacionadas a essa representacdo. Pretendemos apresentar as
produces dessa aluna, bem como de outros, em artigos.
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O segundo momento é composto pelas fases Il e 111 da nossa metodologia de analise.
Sdo apresentados os casos de limite de fungdes com as funcles, e as representacdes, que
foram utilizadas. Nossa intengéo foi relacionar os elementos modelizados na fase I, e, assim,
estudarmos esquemas mobilizados por Baptiste nesses casos de limites. Além disso, esses
elementos foram retomados, e relidos, como imagens do conceito imagem de Baptiste relativo
ao conceito de limite de funcdo. Nosso interesse foi investigar as imagens mobilizadas por
esse aluno relacionadas com a definicdo intuitiva de limite de funcGes apresentada no livro
adotado e no ensino. Bem como, identificar imagens que poderiam conflitar, tanto com outras
imagens do conceito imagem, como ainda com algum aspecto envolvido na defini¢do
apresentada. Como também, imagens que poderiam estar se constituindo como um conceito
definicdo pessoal de Baptiste para esses casos de limite de fungdes.

A entrevista com Baptiste aconteceu no dia 05 de dezembro de 2017 e iniciamos
apresentando a pesquisa e 0 que buscavamos investigar. Ele tinha 16 anos quando respondeu
0 questionario e aceitou participar de nossa pesquisa. Relatou-nos que estava sendo facil
compreender a noc¢do de limite de fung@o, achava que era 16gico, sendo um “mecanismo que
permanecia sempre 0 mesmo”. Suas dividas eram sempre resolvidas buscando auxilio da
professora e, até aquele momento, ele sentia por ndo saber qual faculdade iria cursar apds o
lycée.

No dia da entrevista Baptiste nos pareceu tranquilo e foi sempre muito solicito durante
nossa pesquisa. A seguir apresentamos os caminhos escolhidos por ele conforme nossos
guestionamentos e ja modelando as regras em acgdo e os teoremas em acdo. Conforme fizemos
com as resolucBes do estudante brasileiro, aqui também identificamos os elementos dos
esquemas mobilizados com a notagé&o:

v (RF.n%) — S&o as regras em acéo do estudante francés seguido de um numero de
identificacdo [1, 1.a, 1.b, 2,...];

» (TAF.n°) — SHo os teoremas em acdo do estudante francés seguido de um
namero de identificacdo [i, ii, iii,...];

» (TAF.n% — Sdo os teoremas em acdo do estudante francés seguido de um
namero de identificacdo [1, 2, 3....] que sdo incorretos do ponto de vista
matematico, ou ndo séo validos para a situacao.

Como na modelagem que fizemos para o estudante brasileiro, aqui também
consideramos a discussdo realizada na apresentacdo das questfes da entrevista, as
dificuldades destacadas nos estudos e que sintetizamos e apresentamos no quadro 2. As

relacGes imbricadas no campo conceitual explicitadas no quadro 5, bem como a proposta para
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introducdo do conceito de limite de funcdo do livro didatico, das listas de atividades e das
observacdes de aula da professora dessa turma.

Assim, buscamos levantar um maior nimero de informacGes da resolucédo apresentada
pelo estudante, como desenhos, contas em rascunhos, suas explicacdes escritas e orais e
também suas discussdes com outro colega. Com isso, modelizamos®® as regras em agdo, como
as acbes que geram O esquema e que, a0 mesmo tempo, sdo responsaveis pelo
desenvolvimento temporal das a¢cGes que ocorrem ao longo da atividade. Possibilitando que o
aluno, a0 mesmo tempo, consiga as informagdes necessarias para conducdo da atividade,
como também tenha meios de controle sobre as a¢des. Vinculamos as regras em agdo aos

teoremas em acdo que identificamos e modelizamos no mesmo conjunto de agdes.

7.2.1.2 Fase | — As acOes de Baptiste durante a entrevista

A primeira atividade da entrevista era para encontrar o limite lim,_,, % Baptiste

escreve sua resolucgéo da folha de atividade:

»  Substituindo na fungdo ; X por 2.

«  Sabendo que nés podemos nos aproximar de 2 por valores maiores ou menores.

»  Sex for maior que 2 e tende a 2:

o2
lim—=1
x-2x
x>2

Solicitei que me explicasse sua resolucdo e Baptiste repete o que escreveu em sua
folha de atividade. Questionei por que ele primeiramente substituiu 0 x da funcdo por 2:
<Para saber o que acontece quando substituimos o x por 2, para saber o limite, o x chegara a
2.> Ele ndo teve dificuldade neste item e argumentou que poderia se aproximar de 2 tanto por
valores maiores, ou menores, e exemplificou para o caso x>2. Apesar de ndo ser necessario,
ele usou limite lateral para fazer esse limite. Inferimos que essa escolha tenha sido em funcao
deles terem acabado de estudar continuidade e também por se tratar de uma funcao racional.

Modelizamos as acdes de Baptiste ao lidar com essa atividade nas seguintes regras em agao:

v" (RF.1a) Quando eu estudo um limite, eu olho o limite a direita e o limite & esquerda;
v (RF.2a) Quando eu estudo um limite, eu utilizo um resultado que eu memorizei (de

uma aula ou de outro exercicio);

% Seguindo as mesmas indicacdes que exemplificamos na figura 15 apresentada na secéo (6.2.1.1).
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v" (RF.5b) Quando eu estudo um limite, eu sei que posso escolher pontos proximos do
valor que x tende para procurar o limite;

v (RF.4a) Quando eu estudo um limite e a funcdo ndo tem nenhuma restricdo, eu sei que
posso fazer a substituicdo do valor que x se aproxima para encontrar o limite.
Relacionamos essas regras em agdo ao teorema em acao:

» (TAF.iv) O limite de uma funcdo que ndo tem restricdo é encontrado substituindo o
valor do x da funcédo pelo valor que se esta investigando o limite.

Entregamos outra folha com uma atividade utilizando a mesma funcéo f(x) = % para

encontrar o lim,_,o f(x), e questionamos se ele achava que esse caso se resolveria do mesmo
modo, ele respondeu que < Sim, ...isso depende ... e podemos ter uma diferenca entre os dois
se x tende a zero por valor negativo e se x tende a zero por valor positivo, eu gosto de fazer
assim e como x € uma aproximacao de zero, eu acredito pela mesma razéo que é parecido.>
Em seguida, ele comecou a resolver a atividade, na figura 57 podemos observar a resolucéo

apresentada por Baptiste.

Figura 57 — Parte da resolucéo da atividade 1 de Baptiste

p g: x =0 Q\ % e ?,q\ﬂc';'.\:-l a O]

b g 0 (1
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Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.

Questionei como ele sabia que os limites iriam para mais e menos infinito, ele
explicou que: < Porque um numero dado que é dividido por um namero menor que ele, que
vai ficando cada vez menor, que se aproxima de zero, por exemplo, dividir um nimero inteiro
por um numero muito pequeno o resultado sera um ndmero muito grande, ou menor se for
negativo. Se a fracdo tem sinal negativo e o limite esta tendendo a zero, qual seré entre esses,
como fazer? ...O resultado serd um numero muito grande, e esta ok, se o valor de x é negativo
e 0 numero esta ficando muito pequeno; ou se x for positivo e muito pequeno.>

Perguntei se ele fazia algum calculo mentalmente quando se lembrava desses
resultados, ou algo similar, Baptiste respondeu que era ldgico e que: <Se um namero, pegue 0

2, se ele é dividido por 3, sabemos que sera um namero inferior a 1, se dividimos o 2 por ele
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mesmo, sera 1. Dizemos que um numero dividido por um muito menor do que ele mesmo
poderda ser um numero muito grande, muito e muito grande, pois o numero estd se
aproximando de zero. Se for um numero negativo, se 0 2 com -1 e ele for se aproximando
mais de zero, dando negativo, ou sendo um ndmero muito pequeno.>

Nessas producdes de Baptiste modelizamos as regras em a¢do mobilizadas:

v" (RF.1a) Quando eu estudo um limite, eu olho o limite a direita e o limite a esquerda;

v (RF.2a) Quando eu estudo um limite, eu utilizo um resultado que eu memorizei (de
uma aula ou de outro exercicio);

v (RF.4b) Quando eu estudo um limite e eu faco a substituicdo do valor que x se
aproxima para procurar o limite, se o resultado € um nimero sobre o nimero zero, eu
sei que o limite serd oo e que preciso estudar o sinal, ou olhar no quadro de variacéo de

limite, para ver se seré para +o ou — oo.
Relacionamos essas regras aos teoremas em agao:

> (TAF.vi.a) O limite de uma funcdo constante positiva dividida por um nimero
que esta ficando muito préximo de zero, por valores positivos, sera um ndmero
muito grande positivo;

» (TAF.vii.a) O limite de uma funcéo do tipo f(x) = %,n > 0 e x em R, quando
X se aproxima de zero, por valores positivos, tende a + o;

» (TAF.vi.b) O limite de uma funcéo constante positiva dividida por um nimero
que esta ficando muito préximo de zero, por valores negativos, serd um
nlmero muito grande negativo;

» (TAF.vii.b) O limite de uma fun¢éo do tipo f(x) = ;—l,n > 0 ex em R, quando

X se aproxima de zero, por valores positivos, tende a —oo.
Ao final dessa primeira questdo, questionei qual seria o limite dessa mesma fungéo se
X tendesse para infinito. Ele comega respondendo oralmente <A gente vé que é zero, porque
vamos dividir um ndmero dado que ndo vai mudar, por um cada vez maior e, de repente, 0
resultado estar4 mais proximo, cada vez mais perto, finalmente estar4 mais e mais proximo
de ... nulo, zero>. Baptiste explica seguindo o mesmo raciocinio do caso anterior e, em

seguida, ele escreve sua resolucdo na folha de atividade, conforme apresentamos a seguir:

2 2
lim = = —

=0t
x—+4o00 X + o0

Quando nés dividimos um nimero dado (como a, por exemplo).
Se nds o dividirmos por um nimero muito grande, podemos obter dois resultados:
e Sabendo que a é negativo: a imagem de f nesse caso tende a zero (Sempre por valores

negativos).
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e Sabendo que a é positivo: a imagem de f nesse caso tende a zero (Sempre por valores

positivos).

Modelizamos suas a¢des nessa atividade nas regras em acao:

v (RF.4c) Quando eu estudo um limite e eu faco a substituicdo do valor que x se
aproxima e o resultado do limite € um ndmero dividido por outro ndmero
maior, ou por numeros cada vez maiores, eu sei que o limite tende a zero e que
preciso estudar o sinal, ou olhar no quadro de variacdo de limite, para ver se
sera por valores negativos ou positivos;

v" (RF.1a) Quando eu estudo um limite, eu olho o limite a direita e o limite a
esquerda;

v" (RF.2a) Quando eu estudo um limite, eu utilizo um resultado que eu memorizei
(de uma aula ou de outro exercicio);

v" (RF.4d) Quando eu estudo um limite e eu faco a substituicdo do valor que x se
aproxima e o resultado do limite € um namero dividido por + oo, ou — oo, eu sei
que o limite tende a zero e que preciso estudar o sinal, ou olhar no quadro de
variacdo de limite, para ver se sera por valores negativos ou positivos.

Bem como, nos teoremas em acéo:
> (TAF.i) O limite de uma fungdo constante dividida por um ndmero que esta

ficando cada vez maior, ou muito pequeno (+ oo ou — ), sera um ndmero
muito proximo de zero;

» (TAF.v.b) O limite de uma funcéo f(x) = %,n >0ex € R, quando x tende a

+o0 tende a zero por valores positivos;

> (TAF.v.c) O limite de uma fungéo f(x) ==,n > 0ex € R, quando x tende a
-oo tende a zero por valores negativos.

Neste caso Baptiste parece conhecer bem o comportamento de divisdo de nimeros
. .. ~ N . 1 . ..
reais, bem como, os limites da funcédo referéncia f(x) = - Particularmente nessa atividade

de limite quando x tende a infinito, identificamos um fato importante ao observarmos sua
preocupacdo em estudar se a fungdo estava tendendo a zero por valores negativos, ou
positivos. Ele poderia ndo ter se importado e dito simplesmente que seria zero, mas a
percepcdo de que quando se aproxima de zero isso pode estar acontecendo por valores
positivos ou negativos, mostra um conhecimento mais elaborado do conjunto dos ndmeros

reais que € importante na construgdo do conceito de limite de funces.
2— - - - -
A préxima atividade (2) era para encontrar o limite lim, ; —-. Baptiste inicia sua
resolucdo na folha de atividade e novamente divide o limite em dois casos, um para

2_ 2_ e e ~
limx—1 == e outro para limx-1=——- e faz a substituicdo do valor do x na fungéo por 1,
x>1 47 x<1
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chegando ao resultado de +oo ¢ — oo, respectivamente. Na figura 58 podemos observar uma

dessas resolugdes.

v
v

v

Figura 58 — Parte da resolucéo da atividade 1 de Baptiste

Yo

x> L = ge /(1 s | (‘%

= </i o »//17 A /1 = (\r,

Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.

Modelizamos suas a¢des nas seguintes regras em acao:

(RF.1a) Quando eu estudo um limite, eu olho o limite a direita e o limite a esquerda;
(RF.2a) Quando eu estudo um limite, eu utilizo um resultado que eu memorizei (de
uma aula ou de outro exercicio);

(RF.4b) Quando eu estudo um limite e eu fago a substituicdo do valor que x se
aproxima para procurar o limite, se o resultado € um nimero sobre 0 nimero zero, eu
sei que o limite sera o e que preciso estudar o sinal, ou olhar no quadro de variacao de

limite, para ver se sera para + o ou — oo.
Relacionamos essas regras ao teorema em acgéo incorreto que modelizamos como:

(TAF.5) O limite de uma funcdo que apos substituicdo do x da funcdo obtém-se a
expressdo 0/0 é infinito (+o0 ou — oo conforme o sinal da expressdo 0/0). E um
conhecimento matematico que ndo é valido para todos os casos em que se obtém esse
tipo de indeterminacdo, provavelmente € um resultado memorizado de outra situacao
que Baptiste reconheceu alguma semelhanca com a expressdo apds ter feito a

substituicdo direta do valor atribuido a x.

- o . . ~ 0 .y
Nessa atividade apareceu a expressdo de indeterminacao 5+ due eles ja trabalharam

como sendo uma indeterminacdo. Todavia, naquele momento, Baptiste ndo reconheceu e

mobilizou o resultado que é valido para nimero sobre zero, em que o limite vai para infinito,

em seguida, fez estudo do sinal para ver se iria para infinito (+oo ou — o). Solicitei que ele me

explicasse sua resolucao e ele argumentou que <O valor inicial de aproximacao... Aqui € isso,

eu nao sei como explicar, aquele 1a era mais certo> Ele se referia a ideia de se aproximar do

numero 1, como na atividade anterior, mas aqui ele ndo conseguia explicar, pois a expressao

encontrada ndo lhe remetia a nenhuma verificagdo por calculo como ele havia feito

anteriormente.
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Perguntei se ele faria do mesmo modo para x tendendo para — oo, ele disse que
<Talvez, talvez ndo, mas é preciso mudar para verificar>, entdo questionei se ele saberia
fazer a representacdo grafica da funcéo, ele disse que sim e solicitei que ele fizesse na folha
de atividade. Ele desenhou o plano cartesiano e fez a simplificacdo da expresséo algébrica da
funcdo para encontrar alguns pontos, olhou para a expressdo encontrada e fez uma nova

simplificacdo. Na figura 59 podemos observar a primeira e a segunda simplificacdo que ele
fez.

Figura 59 — Parte da resolucdo da atividade 2 de Baptiste
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Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.
Nesse momento Baptiste percebeu que havia algo errado ao marcar o ponto (1, 1) no
plano cartesiano, ele fez a representacéo grafica da fungéo e depois refez o limite encontrado
anteriormente, como podemos observar na figura 60.

Figura 60 — Parte da resolucéo da atividade 2 de Baptiste

Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.
Durante sua resolucéo, percebi que ele ndo levou em consideragéo o fato do ponto (1,
1) ndo fazer parte do dominio da funcdo. Assim, quando ele finalizou, eu perguntei se a
representacdo passava pela origem, pois pretendia verificar se ele se preocuparia em retomar a
expressao inicial da fungéo antes da simplificacdo que ele havia feito. Baptiste respondeu que
<Sim, normalmente sim>, em seguida comecou a explicar sua resolucdo <Em minha opiniéo é

uma reta... Eu ndo cheguei... Onde estava aqui. S6 que aqui é x... Em minha opinido é x, uma
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equacdo.> Perguntei sobre o limite e ele disse que tinha limite e que <Normalmente tem
limite, ndo importa qual. > questionei para o caso em que x tende para +oo, e ele respondeu
que <E mais infinito, é crescente nos reais>.

Ao fazer a representacdo grafica da funcdo, Baptiste percebeu que havia algo errado
com o limite encontrado anteriormente, ele pareceu compreender bem o comportamento da
funcdo encontrada, no caso a fungdo identidade. Percebemos que seus esquemas estdo bem
adaptados para lidar com atividades envolvendo essa funcdo, inclusive ap6s simplificacdo da
expressao inicial ele ndo mais utilizou a ideia de aproximacéo para encontrar os limites e nem
os limites laterais. Entretanto, ele parece que ndo levou em consideracdo, pelo menos na
representacdo grafica, o fato da funcdo simplificada ndo ter o mesmo dominio da funcéo
inicial. Naquele momento haviamos pensado que poderia ser somente falta de atencdo, mas
conforme continuamos a entrevista percebemos que Baptiste se preocupava se a fungao estava
definida no ponto de investigacdo do limite. Esse fato sera discutido mais detalhadamente,
mais adiante, na analise dos casos de limite de funcbes com suas respectivas fungdes e

representacdes utilizadas nas atividades.

Nesse item modelizamos suas agdes ao corrigir a resolucdo anterior nas regras em
acao:
v" (RF.8) Quando eu estudo um limite e eu faco a substituicdo do valor que x se

aproxima e o resultado é uma indeterminacdo, ou existe uma restricdo, eu sei que
tenho que simplificar a expresséo para resolver o limite;

v (RF.4a) Quando eu estudo um limite e a funcdo ndo tem nenhuma restricdo, eu sei que
posso fazer a substituicdo do valor que x se aproxima para procurar o limite;

v" (RF.2c) Quando eu estudo um limite e preciso fazer a representacdo grafica de uma
funcdo de referéncia, eu sei como é a representacdo grafica e que preciso escolher
alguns pontos para representa-la no plano cartesiano;

v" (RF.2a) Quando eu estudo um limite, eu utilizo um resultado que eu memorizei (de
uma aula ou de outro exercicio).

Relacionamos essas regras aos teoremas em acdo que modelizamos como:
» (TAF.iv) O limite de uma funcdo que ndo tem restricdo € encontrado
substituindo o valor de x da funcéo pelo valor que se esta investigando o limite;

» (TAF.viii.a) O limite de una funcéo f(x) =x, x > 0e x € R quando x tende
a +oo, tende a +oo;

» (TAF.viii.b) O limite de una fungdo f(x) =x, x > 0ex € R quando x tende
a — oo, tende a — oo;

» (TAF.X) Se uma funcéo f é simplificada, entdo o limite da fungdo simplificada
sera igual ao limite da funcgéo f.
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Na terceira atividade Baptiste deveria encontrar o limite lim,_, f(x) para a funcéo
flx) = Zxﬁ apos entregar a folha de atividade perguntei o que ele achava sobre esse limite e

Baptiste diz que vai fazer primeiro para ver. Observamos que ele ficou preocupado em dar
uma resposta antes de iniciar sua resolucdo, provavelmente por ter se enganado ao fazer a
substituicdo direta na questdo anterior e obtido uma resposta equivocada. Nessa questéo ele
procurou fazer a simplificacdo da expressao algébrica, para depois encontrar os limites, como

podemos observar na figura 61.

Figura 61 — Parte da resolucéo da atividade 3 de Baptiste
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Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.

Modelizamos as regras em acao:

v (RF.2a) Quando eu estudo um limite, eu utilizo um resultado que eu memorizei
(de uma aula ou de outro exercicio);

v" (RF.8) Quando eu estudo um limite e eu faco a substituicdo do valor que x se
aproxima e o resultado € uma indeterminacdo, ou existe uma restricdo, eu sei
que tenho que simplificar a expresséo para resolver o limite;

v" (RF.1a) Quando eu estudo um limite, eu olho o limite a direita e o limite a
esquerda;

v" (RF.2b) Quando eu estudo um limite de uma funcdo que é parecida com uma
funcdo de referéncia, eu sei que o limite € o0 mesmo da funcdo de referéncia

. . ~ 2
(Aqui ele usou ao lidar com a expresséo ~ como + o).

Relacionamos essas regras aos teoremas em acdo modelizados como:

» (TAF.vii.a) O limite de uma funco f(x) = %n >0ex € R quando x tende
a zero por valores positivos tende a +oo;

» (TAF.vii.b) O limite de uma fun¢do f(x) = ;—l,n > 0ex € Rquando x tende
a zero por valores negativos tende — oo;
» (TAF.ii) O limite de uma funcdo f(x) =n, n#0eR tende a n

independentemente do valor que x se aproxima, ou mesmo se X tende a infinito
(+ oo oU — );

» (TAF.x) Se uma funcéo f é simplificada, entdo o limite da funcdo simplificada
sera igual ao limite da fungéo f.
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Baptiste me mostra sua resolucdo e eu questiono se ele faria do mesmo modo se x
. e g - . . 2+ . - g
tendesse para mais infinito, ou seja, lim,_,, . f(x) onde f(x) = Tx pretendia verificar se ele

iria perceber que o limite seria 1. Inferiamos que ele conseguiria identificar o limite

observando a expressdo simplificada, conforme vimos na figura 7.30, pois tinha reconhecido a

expressao % como um dos casos de limites conhecidos, por se tratar de uma funcéo referéncia.
De fato, Baptiste inicia sua fala um pouco receoso: <1... Ndo... Sim... Sim é 1, isso

tende a mesma coisa. 1sso sobre +oo tende a zero, e % = 1>. No entanto, observamos que ele

vai adquirindo confianca e consegue justificar 0 que esta acontecendo com cada parte da
expressao simplificada, com isso, ao final ele conclui que o resultado do limite serd 1; na
figura 62 trazemos indicacdes na expressao simplificada desse detalhamento relatado por
Baptiste.

Figura 62 — Parte da resolucéo da atividade 1 de Baptiste
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Fonte: Coletada pela autora da pesquisa
Em seguida, solicitei que ele escrevesse o que havia nos dito sobre aquele limite, na

figura 63 apresentamos a resolucao que Baptiste fez na folha da atividade.
Figura 63 — Resolucéo de parte da atividade 3 de Baptiste
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Fonte: Coletada pela autora da pesquisa.
Modelizamos as a¢des do Baptiste nas regras em acao:
v" (RF.2a) Quando eu estudo um limite, eu utilizo um resultado que eu memorizei (de

uma aula ou de outro exercicio);
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v" (RF.2b) Quando eu estudo um limite de uma funcédo que é parecida com uma fungédo

de referéncia, eu sei que o limite € o mesmo da funcédo de referéncia. Aqui ele usou
. ~ 2
ao lidar com a expresséao ~COmo + oo;

v" (RF.4d) Quando eu estudo um limite e eu faco a substituicdo do valor que x se
aproxima e o resultado do limite € um nimero dividido por infinito (+ oo ou — o), eu
sei que o limite tende a zero e que preciso estudar o sinal, ou olhar no quadro de
variacdo de limite, para ver se sera por valores negativos ou positivos;

v" (RF.8) Quando eu estudo um limite e eu faco a substituicdo do valor que x se
aproxima e o resultado ¢ uma indeterminacdo, ou existe uma restricdo, eu sei que

tenho que simplificar a expressdo para resolver o limite.
Relacionamos essas regras aos teoremas em agao:

» (TAF.ii) O limite de uma fungcdo f(x) =n, n#0eR tende a n
independentemente do valor que x se aproxima, ou mesmo se X tende a infinito
(+ o0 ouU — 0);

> (TAF.v.a) O limite de uma fungéo f(x) ==,n > 0ex € R, quando x tende a
+o0 (ou — ) tende a zero;

» (TAF.xX) Se uma funcéo f é simplificada, entdo o limite da funcéo simplificada
serd igual ao limite da func&o f.

Ao final dessa atividade eu questionei se ele sabia fazer a representacdo grafica dessa
funcdo, Baptiste disse que sim e, entdo, solicitei que fizesse na folha da atividade. Na figura

64 podemos observar a representacdo que ele apresentou.

Figura 64 — Representacdo grafica apresentada na atividade 3

Fonte: Coletada pela‘autora da pesquisa.
Baptiste fez rapidamente a representacdo grafica dessa funcéo, pois percebeu, apés

fazer a simplificacdo, que a representacdo dela seria semelhante & da funcdo referéncia

fx) = f que ele conhece bem o comportamento. Ele escolheu alguns pontos e fez o esbogo
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da representagdo corretamente, provavelmente utilizando a representacdo algébrica da funcéo
simplificada, no caso f(x) = % + 1 e o resultado dos limites que havia encontrado. Quando

questionei se a curva cortava 0 eixo das ordenadas quando X se aproximava de zero por
valores positivos, conforme esboco da figura 64, ele disse que ndo, que foi uma bobagem na
hora de esbocar a curva, e que ela sempre ficaria acompanhando bem proximo o eixo das
ordenadas, mas nunca cortaria. Vemos que mesmo ndo tendo se referido a x=0 como a
assintota vertical da curva, ele soube explicar esse comportamento ao fazer a representacao
grafica dessa fungdo. Como também, no caso da reta y=1 em que ele representou
adequadamente como sendo uma assintota horizontal.

Consideramos que as acOes de Baptiste foram pautadas nas regras em acdo que

modelizamos como:

v" (RF.2d) Quando eu preciso fazer a representacdo grafica de uma funcdo que parece
com uma funcdo de referéncia, eu sei que o grafico sera parecido com o gréfico da
funcéo referéncia e que eu preciso escolher alguns pontos para saber onde fazer a
representacao gréafica;

v" (RF.2f) Quando eu estudo um limite de uma funcdo quando x tende a um ndmero e o
resultado vai para + oo (0U + o), eu sei que esse nUmero sera uma assintota horizontal
desse gréfico;

v" (RF.2e) Quando eu estudo um limite de uma funcdo quando x tende + oo (ou + ) € 0
resultado € um numero, eu sei que esse numero serd uma assintota vertical desse

grafico.
Modelizamos também nessas acdes 0s teoremas em acao:

» (TAF.xiv) Se o limite de uma fungdo f € um ndmero quando x tende a +o (OU — ),
esse numero € a assintota horizontal da representacéo grafica dessa funcéo f;
» (TAF.xv) Se o limite de uma funcdo f tende a +oo (ou — o), quando x tende a um

namero, esse nUmero € a assintota vertical da representacdo grafica dessa funcéo f.

Na quarta atividade Baptiste deveria conjecturar sobre os limites observando a
representacdo grafica e depois justificar sua resolugdo, retomamos essa representagdo na

figura 65.
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Figura 65 — Representacdo da atividade 4 da entrevista
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Fonte: Elaborada pela autora da pesquisa.

Nos itens (a) e (b) Baptiste apresentou as seguintes respostas:

(a) limx—>+oo f(X) =1

e Parax>7, f é uma constante, portanto o limite em + oo é esta constante.

(b) limy o f(x) = =2

e Podemos observar graficamente que quando x tende a zero o valor da funcéo se aproxima de -
2.

Nesses dois itens Baptiste ndo teve dificuldade e fez rapidamente, modelizamos a

regras em acao e o teorema em acdo vinculado, como:

v" (RF.10c) Quando eu estudo um limite por uma leitura gréafica, e preciso saber o
gue acontece quando X tende a infinito (+ oo ou — ), eu sei que tenho que
olhar o que esta acontecendo com a curva, quando x tende a infinito (+ oo ou
— o0), para poder descobrir o limite.

» (TAF.i) O limite de uma funcdo f(x)=n, n#0eR tende a n
independentemente do valor que x se aproxima, ou mesmo se X tende a
infinito (+ co ou — );

v" (RF.10b) Quando eu estudo um limite por meio de uma leitura grafica, eu sei
que tenho que olhar o ponto da abscissa que estd no dominio da funcdo para
identificar qual o ponto da curva que vai se aproximar na ordenada para poder
descobrir o limite;

» (TAF.iii.b) O limite de uma funcéo f quando x tende a p, representado por
um grafico, é o ponto y da ordenada em que a curva se aproxima quando x
tende a p.

Observamos que Baptiste teve dificuldade nos outros trés itens, uma vez que apos
resolver os dois primeiros me questionou sobre a representacdo gréafica, relativa ao item (e).
Ele queria saber se havia um ponto acima ou embaixo da representacdo do plano cartesiano da

folha de atividade que ndo era possivel ver, quando x=1. Eu disse que ndo, mas ele estava
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incomodado por ndo conseguir identificar o valor do f(1). Em seguida, ele respondeu os itens
que faltavam, vejamos suas respostas escritas na folha de atividade:

(C) limx—>7 f(X) =0

o f é definida sobre o intervalo ]1; 7] por uma reta de equacdo y = 0,5x - 3,5, em 7
esta reta corta o eixo das abscissas.

(d) limy_, 4 f(X) = -2

e Graficamente quando x tende a -1, vemos que a imagem de f é -2

(e) limx—)l f(X) =

o Graficamente como f ndo esta definida para x=1 (as duas funcdes que precedem e
seguem ndo estdo definidas em 1), entdo ndo podemos definir o limite de f nesse valor

de x. Poderia ser qualquer valor (que néo é visivel no grafico)

Consideramos que a regra em acao (RF.10a) orientou as acGes de Baptiste no esquema
para lidar com essas trés atividades. No item (c) ele considerou somente o intervalo em que o
ponto de investigacdo do limite estava definido, inclusive encontrou a equagdo da reta
representada graficamente explicitando seu intervalo para justificar sua resposta.
Relacionamos essa acao aos teoremas em acao que sao incorretos que modelizamos, como:
v' (TAF.7) O limite de uma funcdo quando x tende a p sempre é o f(p); esse é
incorreto para o caso em que as fungdes ndo sdo continuas;

v (TAF.8) O limite de uma funcdo, definida por partes, em um ponto de
mudanca de expressdo da funcdo, dada por uma representacdo grafica, é o
valor gque a funcdo assume no ponto em que se esta investigando o limite.

No item (d) suas acBes foram pautadas pela regra em acdo (RF.10b) e, também, pelo
teorema em acdo incorreto (TAF.7). Inicialmente estranhamos essas respostas de Baptiste
para os itens (c) e (d), pois esperdvamos que elas fossem préximas ao que ele tinha feito no
questionario. Nele havia uma questdo muito semelhante e ele resolveu corretamente, vejamos

na figura 66 a representacdo grafica dessa questao.
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Figura 66 — Representagdo questdo (10) do questionario

y

Fonte: Elaborada pela autora da pesquisa.
Baptiste respondeu corretamente todos os itens dessa questdo, vejamos suas
resolucdes:
a) lim,o f(x) =1
b) lim,,_, f(x) = 1;
¢) lim,_,, f(x) = Boa questdo

limx-2 f(x) = 1elimy-2 f(x) =3
<2

x>2 x
d) lim, 4 f(x) = —0
Nas resolucBes apresentadas no questionario, consideramos que a regra em acao que
orientou as ac¢6es do seu esquema no item (b) foi:
v" (RF.10a) Quando eu estudo um limite por uma leitura grafica, eu sei que tenho

que olhar o ponto da abscissa para identificar qual o ponto da ordenada que a
curva vai se aproximar para poder descobrir o limite.

Apesar disso, na entrevista vimos que ele identificou a imagem do ponto como sendo
o limite, ignorando totalmente a ideia de observar o ponto da funcdo em que a curva se
aproximava.

Outro item do questionario com resolucdo diferente da entrevista foi o item (c),
Baptiste escreveu que era uma boa questdo, percebeu que precisaria encontrar os limites
laterais para resolver a questdo e resolveu corretamente. Consideramos que seu esquema foi
orientado novamente pela regra em acdo (RF.10a) e também pela regra em agéo:

v" (RF.1a) Quando eu estudo um limite, eu olho o limite a direita e o limite a
esquerda.

Na ocasido em que respondeu ao questionario Baptiste se preocupava em observar o

que acontecia com a funcdo quando x se aproximava de um ponto. A ideia de limite como
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uma aproximacgdo ndo estava vinculada com a necessidade de o ponto estar definido na
funcéo; diferentemente do momento em que ele participou da nossa entrevista.

De fato, no ultimo item (e) da questdo (4) da entrevista, Baptiste ficou incomodado por
ndo conseguir identificar o f(1) na representacdo dada na atividade (Figura 65). No momento
em que o questionei qual seria o limite quando x tende a 1, ele argumentou que <Se é aberto
para as duas fun¢des o x=1 ndo esta definido, ndo tem nenhum limite, ndo é possivel quando
ndo estd definido>. Solicitei para que me explicasse melhor e ele continuou <Como toda
funcdo que é aberta graficamente, ndo podemos ver o limite, talvez o limite seja 1772, talvez
seja 15,2, ndo podemos ver, talvez seja mais ou menos infinito ndo importa o que... (rsrsr)...
E um problema (rsrsr)>.

Nesse item modelizamos as a¢Bes que orientaram o esquema de Baptiste na regra em
acao:

v (RF.10b) Quando eu estudo um limite por meio de uma leitura gréafica, eu sei que
tenho que olhar o ponto da abscissa que estd no dominio da funcdo para identificar

qual o ponto da curva que vai se aproximar na ordenada para poder descobrir o
limite.

Mobilizada juntamente aos teoremas em agéao incorretos:

» (TAF.6) Se uma funcdo ndo esta definida em x=p, entdo ndo existe limite
quando x tende a p;
» (TAF.7) O limite de uma fun¢do quando x tende a p sempre € o f(p).

O esquema que Baptiste mobilizou para identificar o limite por observacdo grafica,
ndo foi efetivo para os casos em que a funcdo apresentava descontinuidade. Seu esquema se
apoia sobre o fato de que a fungdo tem limite no ponto p se p faz parte do dominio da funcéo,
que modelizamos como teoremas em agéo incorretos: (TAF.6) e (TAF.7).

Baptiste ndo mobilizou esses teoremas em acgdo incorretos quando respondeu a
atividade (10) do nosso questionario, e ndo temos indicios de como ele pensou naguele
momento, pois ele néo justificou, somente apresentou a resposta.

A Ultima questdo da entrevista solicitava que Baptiste dissesse o que era limite de
funcBes. Ele argumentou que era muito dificil, entdo disse para que ele escrevesse como

estava compreendendo esse conceito, vejamos sua resposta escrita na folha da atividade:

O limite é um nimero que é dado como resultado de uma fun¢do, quando os nimeros préximos a
ntmero dado se aproximam o mais possivel desse nimero dado. (Limite).

Baptiste ao nos explicar o que estava compreendendo sobre o conceito de limite de
fungdes se reporta ao caso de limite finito em um ponto. Observamos esse fato também na

ocasido em que ele respondeu nosso questionario, utilizando a mesma ideia, tanto ao
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responder como compreendia esse conceito de modo formal, como também intuitivamente.

Vejamos em seguida essas respostas:

Formal: E resultado do qual nos aproximamos quando x tende a um valor dado. N&o é exatamente
iSs0.

Intuitiva: E 0 y o qual nos aproximamos quando x se aproxima mais possivel, de um ndmero dado.

Consideramos que no momento em que Baptiste precisava lidar com uma situacéo
sobre limite de funcGes, sem nenhuma representacdo algébrica, ou gréfica, seu esquema se
pautava nas situacOes de limite finito em um ponto. Modelizamos em suas agdes a regra em

acao e o teorema em acao:

v' (RF.12) Eu sei que para procurar o limite eu preciso verificar o que ocorre com 0s
valores da funcdo quando x se aproxima de um numero.

» (TAF.xiii) O limite de uma funcdo quando x tende a p é o valor de y 0 qual a
funcdo se aproxima gquando x se torna muito préximo p.

Em seguida apresentamos os casos de limite de fungbes relacionados as suas

respectivas fungdes trabalhadas nas atividades.

7.2.1.3 Fases Il e 111 — Analise dos casos de limite de fungao

Separamos as questdes da entrevista conforme o caso de limite de funcdes,
relacionando com a representacdo fornecida pela atividade, algébrica ou grafica.

Apresentamos uma sintese dessa organizacgéo, no quadro 22.

Quadro 22 — Os casos de limites e as representacdes utilizadas

Numero da atividade e sua representacéo

Limites
Algébrica Gréfica
lim, ., f(x()loz)k (1) f(x) =2e(2) f(x) === | 4b), 4.0), 4.d) e de)
(20) 2+x

lim, _, f(x) = w D) flx) = % e(d) fx) ==

lim, ., f(x()S(z L | D@ =le@f =

(4°)

lim, . f(x) = o0

Fonte: Elaborada pela autora da pesquisa.

2+x

X

4.a)

X

2—x
x—1

@ fx) =

Esses casos de limites serdo analisados, primeiramente buscando investigar 0s
esquemas mobilizados nas atividades com funcdes representadas algebricamente, e com

funcbes representadas geometricamente. Em seguida, estudamos as imagens do conceito
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imagem, mobilizadas por Baptiste, relacionadas a esses limites de fungbes, com suas
respectivas definigcdes apresentadas pelo ensino.
(1° limx—»p fxX)=k
Esse caso de limite apareceu representado algebricamente nas funcdes das atividades
(1) e (2). Conforme vimos anteriormente, Baptiste conseguiu encontrar os limites, e somente
encontrou um problema ao iniciar a segunda atividade, mas conseguiu perceber o engano e
corrigiu. Como consideramos que foi um erro isolado, visto que ndo se repetiu em outro
momento em que trabalhamos com Baptiste, iremos desconsidera-lo para estas analises.
Nessas duas funcOes representadas algebricamente, Baptiste mobilizou o mesmo

teorema em agéo:

> (TAF.iv) O limite de uma fungdo que ndo tem restricdo é encontrado
substituindo o valor do x da funcdo pelo valor que se estd investigando o
limite.

Todavia, algumas das regras em acdo que orientaram essa escolha foram diferentes
conforme a funcdo dada. Vejamos a seguir, na figura 67, quais acdes foram mobilizadas

relacionadas conforme a fungéo:

Figura 67 — Relacdes entre as funcdes e a acdes
‘1a: quando eu estudo um limite, eu olho o limite a direita e :
L ";o limite & esquerda. :
:2a: quando eu estudo um limite, eu utilizo um resultado :
:que eu memorizei (de uma aula ou de outro exercicio). :
‘4a: quando eu estudo um limite e a fungdo ndo tem
‘nenhuma restrigéo, eu sei que posso fazer a substituicdo do
ivalor que x se aproxima para encontrar o limite. ;
:5b: quando eu estudo um limite, eu sei que posso escolher :
ipontos préximos do valor que x tende para procurar 0O :
limite.
: 8: quando eu estudo um limite e eu fago a substituicdo do
‘valor que x se aproximae o resultado € uma :
‘indeterminagéo, ou existe uma restrigéo, eu sei que tenho :
:que simplificar a expresséo para resolver o limite. '

(TAFX) Se uma fungao f é SImp'IfICﬁda, entéo o .......................................................................................................................
limite da funcéo simplificada seré igual ao limite da
funcéo f

Fonte: Elaborada pela autora da pesquisa.

O esquema de Baptiste, para esse caso de limite, estava sendo adaptado, de esquemas
mobilizados para situagbes que ele precisou lidar envolvendo o conceito de fungbes e de
numeros reais, ¢ que foram efetivos. Esses esquemas “sdo o reservatorio de recursos ao qual
vamos recorrer € em relacdo ao qual vamos poder nos adaptar as novas situagdes”.

(VERGNAUD, 2015, p. 19). No caso da fungdo (1), poderiamos resolvé-la sem utilizarmos a
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nogdo de limite, afinal ela poderia ser resolvida simplesmente encontrando a imagem da
funcdo no ponto dado, no caso f(2) =1. Todavia, Baptiste estd mobilizando conhecimentos
anteriores como ponto de apoio e, a0 mesmo tempo, adaptando seu esquema para a situagao
nova.

De fato, identificamos isso nas acdes de Baptiste quando encontramos elementos que
fazem parte do conceito que estd em processo de construgdo. No caso particular desse limite,
ele identificou o objetivo da atividade, antecipou que se tratava de encontrar o limite de uma
funcdo quando x tende a um ponto. Mobilizou regras em acdo pautadas na memorizagédo de
funcbes de referéncia, na ideia de limite de funcdo como uma aproximacdo, por valores
maiores e menores, € que quando ndo ha restricdo na funcdo o limite pode ser encontrado
substituindo diretamente o ponto na fung&o.

A funcéo (2) ndo poderia ser resolvida com um esquema que ndo envolvesse a nogéo
de limite, pois ndo podemos encontrar a imagem de um ponto que ndo esta definido na
funcdo. Necessariamente, é uma situacdo que da sentido ao conceito de limite de funcdes.
Vimos que Baptiste, depois do engano inicial, percebeu que primeiro precisaria resolver o
problema com a restricdo no ponto da funcdo. Suas a¢cdes foram pautadas na memorizagéo de
funcBes de referéncia, no fato de que podemos simplificar a expressdo algebrica da funcédo
para resolvermos a restricdo que existe para se determinar o limite no ponto dado, e que apés
eliminar a restricdo na fungdo podemos substituir o ponto na funcao.

A adaptacdo do esquema de Baptiste que citamos, também pode ser observada nessa
funcdo (2) quando essas mesmas acdes orientaram a escolha de outro teorema em acéo, no
caso 0 teorema em acao:

» (TAF.X) Se uma funcéo f é simplificada, entdo o limite da funcdo simplificada
serd igual ao limite da func&o f.

Esse caso de limite lim,_,, f(x) = k também foi trabalhado na atividade (4), por meio
de observacdo de representacdo grafica de uma funcdo. Vejamos em seguida, figura 68, quais

acOes foram mobilizadas relacionadas aos itens que compunham essa questao:
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Figura 68 — Relaces entre as funcbes e as regras em acéo

| 1
1(b) Representagdo gréfica de uma funcgdo!
‘continua. |

:(c) Representacdo gréafica de uma fungéo:
Idescontinua, definida por partes, em que!

:10b: quando eu estudo um limite por meio de uma leitura :
i gréfica, eu sei que tenho que olhar o ponto da abscissa que esté :
ino dominio da funcéo para identificar qual o ponto da curva :
:Que vai se aproximar a

(TAF.iii.b) O limite de uma fungdo f quando x tende a p,
representado por um gréafico, é o ponto y da ordenada em que a
curva se aproxima quando x tende a p.

S—%‘—
:limx_,p— f(x) # lim f(x) | (TAF.8) O fftmite de_uma funcéo, definidasper pﬁes, em um
1 x=p

1 ponto de mudanca de uncéo, dada por uma

Fres{q d
valor que Mngin.p\ssume no ponto
_—

________________________ representacéo gréfigamé
________________________ em quesse esta Investigando o limite. .
:(d) Representacdo gréfica de uma fungao: - —— B "
Idescontinua em p, em que lim, _,,, f(x) ¢\ (TAF.7) O limite Mma.mngé_wuando x"hde a p é sempre
L o] f(p). - D -

-— B—

Sy
I ﬁF.@-ﬁe uma funcéo ndo esta definida ﬂ_x-—a—enMéB
:(e) Representacdo gréafica de uma funcgdo! —

| existe limite quand(Een@'p.-.
idescontinua, em que pndo pertence ao/ -— -
'dominio da fungéo. I

Fonte: Elaborada pela autora da pesquisa.

L]
--
L]

As acdes que orientavam o esquema mobilizado por Baptiste, por meio da observacao
da representacdo grafica, se apoiavam na ideia de que o ponto de investigacdo deve pertencer

ao dominio da funcdo. Diferentemente de quando a funcdo é representada algebricamente,

—X

como no caso da atividade (2) f(x) = ’;Tl . Apesar de ndo ter levado em consideracdo que o

ponto ndo fazia parte do dominio ao fazer a representacdo grafica da funcdo, figura 61, ele
identificou corretamente os limites. Suas regras em acdo foram pautadas na memorizacao de
funcbes de referéncia, na ideia de limite de fun¢cdo como uma aproximacdo, por valores
maiores e menores, e no fato de que quando ndo ha restricdo na funcdo o limite pode ser
encontrado substituindo diretamente o ponto na fungéo. Inclusive ele escreveu, na resolucéo
da funcdo (1), desse mesmo tipo de limite, que poderia se aproximar do ponto dado por
valores proximos, maiores ou menores, a ideia do limite ser investigado por meio de
aproximacgdes em um ponto. Todavia, a representacao geomeétrica possibilitou que tivéssemos
acesso a outro elemento do esquema de Baptiste para esse mesmo caso de limite de funcdes.
De fato, a regra em acdo mobilizada por Baptiste para esse limite de funcdo
representado geometricamente, se pautava na observacdo do ponto da abscissa que se esta
investigando o limite e que precisava pertencer ao dominio da funcdo; e, assim, identificar
qual o ponto da ordenada em que a curva se aproxima para estudar o limite. Seu esquema,
orientado por essa acdo, acabou ndo sendo efetivo para essa situacdo representada

geometricamente e ele ndo conseguiu encontrar os limites.
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As acles que orientaram a busca de informagdes e de controle dos resultados da
atividade, no caso as regras em acdo, foram diferentes para Baptiste, e mobilizadas conforme
a representacdo utilizada na atividade. Desse modo, elas influenciaram a selecdo dos
elementos relevantes da situacdo para escolha dos teoremas em acao pertinentes, ou ndo, para
a atividade.

Poderiamos inferir que Baptiste tem esquemas que estdo sendo adaptadas e se
tornando efetivos para lidar com limite do tipo lim,_,, f(x) = k, quando € representado
algebricamente, mas que seu esquema ndo e efetivo no momento em que ele investiga esse
limite por meio de observacdo grafica. Todavia, a aprendizagem € um processo e a todo o
momento, ou melhor, a cada nova situacdo que o aluno precisa enfrentar ele faz filiagcdes, se
apoiando nos conhecimentos anteriores. Algumas vezes eles podem se constituir em
problemas aos novos conhecimentos: "Porque ndo somente sdo pontos de apoio, mas também
sdo maneiras de ver as coisas estruturadas e contra as quais temos de lutar para poder admitir
coisas novas." (VERGNAUD, 2015, p.19).

O esquema de Baptiste para lidar com identificacdo desse caso de limite de fungéo por
observacdo grafica vem fazendo filiagdes com as situacdes que ele vem lidando ao longo do
estudo com a nogdo de limite de fungBes. Algumas foram sendo efetivas e pareciam estaveis,
como por exemplo, quando ele respondeu uma questdo similar a esta no questionario. Ele
identificou corretamente todos os limites das fungdes representadas graficamente. Um ponto
importante, que ndo podemos esquecer, € que naquele momento a professora havia finalizado
a apresentacdo da nocgdo de limite de funcbes. Sendo que ela trabalhou em varios momentos
com a identificacdo do limite de funcBes por meio da representacdo grafica. Desse modo, seu
esquema estava fazendo filiacbes e se adaptando de situacGes vivenciadas e que foram
efetivas para o estudo das fungdes e, a0 mesmo tempo, inserindo novos conhecimentos das
situacOes introduzidas para o conceito de limite de func¢des. Esse processo foi continuando e,
assim, Baptiste foi tendo de lidar com novas situacdes envolvendo esses conceitos e
agregando novos. Vejamos em seguida, na figura 69, uma representacdo simulando alguns

acontecimentos envolvidos nesse processo de filiagcdes e rupturas, explicitando algumas datas.
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Figura 69 — Acontecimentos no processo vivenciado

|
Férias: 23/10 -05/11

Olhar o ponto da abscissa

Aulas . Aulas pertencer?te ao
05/10 Olhar o ponto da abscissa para

| —k identificar qual o ponto da dominio ® da funcéo

im £ () = curva que vai se aproximar a 16/11 para identificar qual o

lim f(x) = —co ordenada para descobrir o Continuidade ponto da curva que vai se

aproximar a ordenada para
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Fonte: Elaborada pela autora da pesquisa.

E importante compreender que nesse processo as filiagdes acontecem o tempo todo e
algumas podem influenciar um esquema que havia sido adaptado e se mostrava efetivo para
uma dada situacdo. O professor precisa saber que o fato do aluno ter conseguido resolver
satisfatoriamente atividades sobre certo conceito apresentado em sala de aula, em tarefas e
avaliacdes, ndo significa que o aluno nao tera problemas ao lidar com situacdo semelhante em
outros momentos. E comum os professores dizerem que os alunos fazem as atividades e
depois esquecem tudo, argumentando que eles parecem que ndo aprenderam realmente nada
do que foi ensinado. No entanto, os esquemas vao sendo adaptados, e ou modificados, a cada
situacdo que o aluno precisa lidar. Como no caso de Baptiste, em que naquele momento havia
conhecimentos conflitantes entre si com relacdo ao conceito de limite finito de uma funcéo
em um ponto, mas que ele mobilizava sem se dar conta desse problema. Esse fato ocorreu
provavelmente por que a entrevista aconteceu em seguida ao estudo sobre continuidade de
funcBes que, em geral, é apresentado inicialmente com atividades por meio de representacdes
gréficas de funcbes continuas e descontinuas. Assim, no momento em que ele respondeu a
essa atividade na entrevista, seu esquema para lidar com esse caso de limite por meio de
identificacdo da representacdo grafica estava fazendo filiacbes, e, a0 mesmo tempo, buscando
se adaptar a uma situagdo com esses novos conhecimentos.

Concordamos com Cornu, que os erros cometidos pelos alunos, em geral, ndo sdo
somente frutos do acaso, de falta de conhecimento, ou falta de atencdo: “[...] eles sdo frutos de

concepgdes organizadas, de representacdes mentais precisas.” (1983, p. 69). No caso desse
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aluno, esses erros faziam parte do processo de constru¢do de novo conceito. E, ao mesmo
tempo, que 0s conhecimentos anteriores sao pontos de apoio para o estudante avancar, eles
também podem ser pontos de conflitos cognitivos que o estudante precisa lidar nesse processo
(VERGANAUD, 2015).

Nesse aspecto, tanto Vergnaud (1990, 2015) como Tall e Vinner (1981), consideram
que o aluno pode ter conhecimentos que sdo conflitantes com o conceito que esta em processo
de construcdo. Como nesse caso, Baptiste mobilizava teoremas em acdo corretos, mas
também incorretos, pois seu esquema se organizava de modo diferenciado conforme a
representacdo utilizada na situacdo. Enquanto que para Tall e Vinner (1981) sdo as imagens
evocadas por Baptiste que podem conflitar com outra parte do conceito imagem, conforme a
situacdo dada.

Na sec¢do 7.1.1, vimos que esse caso de limite de funcgdes foi trabalhado por Gltimo e a
professora fez apresentagédo dessa definicdo diretamente, diferentemente dos outros casos em
que a definicdo era apresentada ao final da discussdo de uma atividade. Como também néo
encontramos atividades que exigiam a relacdo entre a representacdo grafica desse limite de
funcdo com as suas representacdes algébricas. Poderiamos inferir que esse fato poderia se o
motivo dos problemas que Baptiste teve ao resolver a questdo da entrevista com essa mesma
representacdo. Todavia, o questionario foi aplicado em seguida ao estudo desse limite e, como
observamos, ele conseguiu identificar corretamente todos os limites das funcGes representadas
graficamente. Desse modo, inferimos que as imagens que ele associava aquela atividade
naquele momento estavam proximas da definicdo intuitiva apresentada pela professora. Ao
trabalhar com outras atividades envolvendo outros conceitos, no caso particular do conceito
de continuidade de fungdes, o conceito imagem de Baptiste foi ampliado com novas imagens,
sendo que algumas delas estavam em conflito.

De fato, quando Baptiste resolvia uma atividade representada algebricamente, as
imagens que ele mobilizava estavam proximas da definicdo intuitiva apresentada pela
professora e ndo havia contradi¢Ges entre elas. No entanto, quando ele precisou encontrar 0s
limites por meio da representacdo gréfica, as imagens que ele associou a atividade estavam
em conflito com algumas das imagens anteriores. Vejamos no quadro 23 as imagens
associadas ao conceito imagem desse aluno, relativos as representagdes utilizadas nas
atividades, bem como a definicdo apresentada pela professora para esse caso de limite de

funcoes.
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Quadro 23 — Conceito imagem e a definigdo para o (1°) caso

Definicao apresentada pela
professora para lim,_,,, f(x) = k

Obtidos pelas representacdes algébricas:
\ v Eu olho o limite a direita e o limite a esquerda.

Limite finito v' Eu relembro resultados de limites das funcles de
L . . referéncias.

Definicao: Seja f uma funcdo v Eu escolho pontos proximos do valor que x tende para
definidanointervaloJa; b[ procurarohmng. ) o

- > v Quando a funcfo ndo tem nenhuma restricdo, eu faco a
Dizemos que f tende a I quando x substituicdo do valor que x se aproxima para encontrar 0
tende a por valores superiores se limite.
pudermos fazer os valores da f(X) | v Quando a fungéo tem restrigio eu fago uma fatoragéo e
também proximos de |, quanto simplifico a expressdo algébrica para encontrar o limite.

quisermos, se x for suficientemente | Optidos pelas representacoes graficas:
proximo de a no intervalo Ja; b[ > v'Eu procuro o ponto da abscissa definido na funcdo para

Notacio: limx—a f(x) = encontrar o limite. o ) ) ]
x>a v'Nado tem nenhum limite, ndo é possivel guando ndo esta

Do mesmo modo: definido.

o ] 3 v'Graficamente quando x tende a p, vemos que 0 limite é a
Definicéo: Seja f uma funcéo imagem, é de f (p).
definidano intervalojc;a[ v Graficamente como f ndo estéa definida para x=1 (as duas
Dizemos que f tende a | quando x funcGes que seguem e antecedem nao estdo definidas em
tende a por valores inferiores se 1), entdo ndo podemos definir o limite de f nesse valor de
pudermos fazer os valores da f(x) x. Poderia ser qualquer valor que ndo é visivel no grafico.
também préximos de I,quanto Obtidos por linguagem natural, escrita ou oral:
quisermos, se x for suficientemente v" O limite € um nimero que é dado como resultado de uma
préximo de a no intervalo ]c; a[ fungdo, quando os nimeros proximos de numero dado se

> aproximam o mais possivel desse nimero dado.
Notagdo: limx—a f(x) = { v E resultado do qual nos aproximamos quando x tende a um
valor dado.

v E 0y o qual nos aproximamos quando x se aproxima mais
possivel, de um nimero dado.

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

As imagens que Baptiste associou quando lidava com a representacdo grafica entram
em conflito com aspectos da definicdo apresentada pela professora. Na definicdo desse caso
de limite, o ponto de investigacdo do limite ndo pertence ao intervalo dado, enquanto que esse
aluno associou o limite ao valor da fun¢do no ponto; como no caso da questdo (4) itens (d) e
(e). Do mesmo modo, algumas das imagens associadas ao conceito obtidas nas atividades
com as outras representacGes também conflitavam com essas imagens. Afinal, como é
possivel se aproximar do ponto, por valores superiores e inferiores, para encontrar o limite e
ao mesmo tempo pensar que o limite é a imagem da funcdo no ponto dado?

Nesse aspecto, alguns estudos trazem que é importante destacar o fato de que o ponto
nédo pertence ao dominio da funcdo ao se trabalhar com a definicdo desse caso de limite, seja
com a definicdo intuitiva, como também na defini¢do formal. Apesar de que nessas definicbes
aparece que a funcdo ndo estd definida no ponto, pois o intervalo é aberto no ponto de

investigacdo do limite. Sabemos que muitos alunos tém problemas com relagdo a isso como
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vimos na se¢do 2.2 (TALL e VINNER, 1981; CORNU, 1983). E identificamos esse problema
quando Baptiste precisou lidar com a representacdo grafica. Vimos que ele teve dificuldade
em aceitar que poderia encontrar o limite mesmo que o ponto ndo pertencesse ao dominio da
funcdo, ou que o limite da funcdo quando x tende ao ponto possa ser diferente do valor da
imagem da funcéo nesse ponto.

Nesse processo, retirando esse fator de conflito, vemos que Baptiste estava fazendo
associacOes pertinentes ao que foi proposto como definicdo para esse caso de limite de
funcBes. Sabemos que a construcdo desse conceito envolve aspecto de outros conceitos que
causam muitas dificuldades aos alunos, principalmente o conjunto dos ndmero reais, como
citamos na secdo 2.2 (CORNU, 1983; ARTIGUE, 1995). Nesse caso, referimo-nos a ideia
apresentada na definicdo: “Se X for suficientemente proximo de a no intervalo Ja; b[“. Na
entrevista, quando questionamos esse aluno sobre essa ideia de escolher pontos proximo de
um ponto aberto, por valores maiores ou menores, ele nos deu indicios de que compreende
essa ideia. Ele nos disse que héa infinitos nimeros, uma vez que se trata do conjunto dos reais,
em que escolhendo um nimero sempre sera possivel encontrar outro mais préximo e assim

sucessivamente.

Essas imagens sdo importantes na construcdo desse conceito e, Baptiste vem fazendo
associacOes que sdo pertinentes tanto para lidar com as situacfes envolvidas nessa construgéo,
como também, para compreensdo do conceito definicdo desse conceito. Com relacdo as
imagens conflitantes, sabemos que elas podem coexistir por muito tempo se o aluno néo tiver
oportunidade de lidar com situacdes em que elas sejam mobilizadas simultaneamente.

Como vimos na secdo 2, diversos estudos trazem indicacGes desses pontos que podem
trazer problemas na compreensdo do conceito de limite de fungdo. Saber disso e oportunizar
situacBes para os estudantes lidarem com esses problemas € importante para aprendizagem

desse conceito. Nesse ponto, concordamos com Cornu que:

O papel do ensino ndo é apenas dar uma teoria perfeita, das defini¢des até as
aplicacbes. Os professores devem atuar sobre as concepgdes proprias e transforma-
las de modo a torna-las capazes de resolver varios problemas e de eliminar as
contradi¢Ges. Portanto, vemos o importante papel dos exemplos, contra-exemplos, e
das situacGes conflitantes. (CORNU, 1983, p.70, traducéo nossa).

Acrescentamos a essas constatacfes, a importancia de explorar situacdes que
favorecam uma variedade de representacfes. Como vimos com Baptiste, os alunos fazem
associacfes a imagens do conceito de maneira distinta em funcdo das representacOes
trabalhadas. Essa variedade de representacdes, ndo somente agregam fatores de conflitos, mas

também contribuem ampliando o conceito imagem. Em suma, ao mesmo tempo em que é
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preciso ampliar o conceito imagem, também é necessario saber, e ficar atento, sobre a
possibilidade de parte dele, ou seja, algumas das imagens poderem se constituir como
elementos de conflito.
(2°) lim,_,,, f(x) = o0

Trabalhamos com esse segundo caso de limite algebricamente nas atividades com as

funcdes: (1) f(x) =§ ed) f(x) = 2% e Baptiste identificou corretamente os limites dessas

duas funcdes. A primeira era uma funcdo semelhante a funcdo referéncia que eles trabalham

desde o primeiro ano do ensino médio, a segunda funcéo, apos simplificada recaia na funcao
(1) transladada, ou seja f(x) = §+ 1.

Baptiste mobilizou nessas duas funcdes os teoremas em acao:

> (TAF.vii.a) O limite de uma fungdo f(x) ==,n >0ex € R quando x tende
a zero por valores positivos tende +oo;

» (TAF.vii.b) O limite de uma funcdo f(x) = %,n > 0ex € Rquando x tende

a zero por valores negativos tende a -.
Como no caso anterior, ocorreram algumas variacbes nas regras em acdo que
orientaram a escolha desses teoremas, vejamos em seguida a relacdo dessas regras em acao

com as duas func¢oes, na figura 70.

Figura 70 — As regras em acdo com as funcbes

Ela: quando eu estudo um limite, eu olho o limite a direita e 0
% limite & esquerda. :

:com uma funcdo de referéncia, eu sei que o limite é 0 mesmo :
:da funcéo de referéncia.
A ____________________________________________________________________________
ity :4h: quando eu estudo um limite e eu fago a substitui¢do do :
| 3) f(x) = 2tx :valor que x se aproxima para procurar o limite, se o resultado é :
| x :um numero sobre o ndmero zero, eu sei que o limite sera o
e : ‘e que preciso estudar o sinal, ou olhar no quadro de variacéo

‘de limite, para ver se sera para +oo ou -oo. :

Fonte: Elaborada pela autora da pesquisa.

Esse caso de limite envolve aspectos dos conceitos de fungcdo e de nimeros reais
importantes na construcdo do conceito de limite de fun¢ées (ARTIGUE, 1995), mas que nédo
aparecem nas situagfes sobre fungdes, ou numeros reais que os estudantes lidaram ao longo
do estudo. O esquema que Baptiste mobilizou estava se filiando aos conhecimentos de

situagOes tratadas anteriormente relativas a esses conceitos, mas a0 mesmo tempo estava se
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adaptando a esta nova situacdo. Ampliando os invariantes operatorios relativos a esses
conceitos, bem como agregando regras em agéo, e teoremas em acao, pertinentes para lidar
com situacdes que envolviam esse tipo de limite de funces.

Os dois teoremas em acdo (TAF.vii.a) e (TAF.vii.b) mobilizados nas funcdes (1) e (3)
foram constituidos nas agdes de Baptiste pautadas na memorizacdo de atividades similares
resolvidas anteriormente, que envolviam a necessidade de se investigar o limite pela direita e
pela esquerda do ponto de investigacdo do limite. Sendo que na funcdo (1) ele se orientou
também pela ideia de aproximacéo, no caso do numero zero, em que um numero fixo dividido
por outro muito proximo de zero, o limite tendera a infinito; bem como, na necessidade de se
estudar o sinal da funcdo dada naquele ponto, tanto a direita como a esquerda, para saber se 0
limite tendia para infinito positivamente, ou negativamente. Enquanto que na funcdo (3), apds
identificar que se tratava da funcdo (1) transladada, Baptiste utilizou somente o resultado
encontrado anteriormente.

Além desses dois teoremas em a¢do, Baptiste mobilizou outros nesse caso de limite,

mas foram diferentes conforme a funcao. Vejamos na figura 71 essas relacdes.

Figura 71 — As regras em acdo com as fungdes

(TAAvia) O limite de uma funcdo constante gla: quando eu estudo um limite, eu olho o limite a direita :

positiva dividida por um niimero que esta ficando ;e o limite a esquerda.

mUitO Qréximo de ZerO, por ValOI’es pOSitiVOS, Seré .............................................................................................
um ndmero muito grande positivo. :
(TAAvib) O limite de uma funcdo constante
negativa dividida por um nimero que esta ficando
muito préximo de zero, por valores negativos, sera
um numero muito grande negativo.

e — |

:4b: quando eu estudo um limite e eu faco a substituicdo do :
ivalor que x se aproxima para procurar o limite, se o :
iresultado € um ndimero sobre o nimero zero, eu sei que
‘o limite ser4 co e que preciso estudar o sinal, ou olhar no :
i quadro de variagao de limite, para ver se sera para +ocoou -

N e 24| .
1 _ L (Y e :
1 (3) fC) Ty i2a: quando eu estudo um limite, eu utilizo um resultado
pe========= ! .. —¥-que eu memorizei (de uma aula ou de outro exercicio). :
(TAA.i) ii) O limite de uma funcdo f(x) =n, - - ' ............................................................................................. :
n # 0 e R tende a n independentemente do valor quer™ .~ 4i8: quando eu estudo um limite e eu fago a substituicdo do :
X Se aproxima, ou mesmo Se x tende a +oo (OU - o ). L Tivalor gque X se aproximae o resultado é uma ‘:
’ ‘indeterminagdo, ou existe uma restrigio, eu sei que tenho
(TAAX) Se uma funcdo f é simplificada, entfo o ique simplificar a expressdo para resolver o limite. :
funcéo f

Fonte: Elaborada pela autora da pesquisa.

. ~ . N ~ - 2
Essas diferencas estdo relacionadas as fung@es utilizadas, enquanto que na f(x) =-a

memorizacdo de atividades anteriores, de propriedade de numeros reais e a ideia de limites

laterais em ponto com alguma restricdo foram conhecimentos que orientaram as acOes do
~ 2+ .. .
esquema. De outro modo, a funcdo f(x) =Tx exigiu outros conhecimentos. O esquema

mobilizado para resolver a atividade da funcdo (1) vai sendo adaptado para resolver a
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atividade como a da funcdo (3), que exige que o aluno amplie os conhecimentos utilizados nas
suas acOes, agregando outros pontos importantes relacionados ao conceito de limite. Para esse
tipo de limite, Baptiste precisou das operacGes de soma e divisdo de limites de funcgdes, da
simplificacdo da expressdo algebrica da funcdo inicial para resolver a indeterminacéo,
memorizagdo de limite de fungdes de referéncia, ou de atividades anteriormente resolvidas.
Além disso, ele ja& mobiliza conhecimentos relacionados & compreensdo de resultados desse
limite, no caso o fato de x=p ser assintota vertical da representacao grafica da funcéo.

De fato, identificamos isso quando ele fez a representacéo grafica da fungéo (3) e por
descuido deixou a curva ultrapassar um pouco o eixo das ordenadas quando x se aproximou
de zero positivamente, figura 34 apresentada anteriormente. Eu o questionei se ela cortava o
eixo e ele argumentou que foi um descuido e que a curva nunca cortaria 0 eixo, mas iria se
aproximando cada vez mais.

Esses novos conhecimentos permitiram Baptiste compreender um comportamento
importante das representagdes graficas de algumas funcBes, que fora anteriormente
memorizado, no caso a identificacdo de retas que sdo as assintotas verticais. Adaptando,
assim, o seu esquema as situacdes que ele precisou lidar,

Com relagdo as imagens associadas, a esse caso de limite de funcdo, incluimos outros
elementos das falas de Baptiste além dos que modelizamos dos esquemas, pois tudo que ele
mobilizou se constitui em imagens mentais, propriedades e processos relacionados ao
conceito. Vejamos o quadro 24, as imagens evocadas por Baptiste ao lidar com as atividades e

também a definicdo apresentada pela professora.
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Quadro 24 — Conceito imagem e a definigdo para o (2°) caso

Definicéo apresentada pela
professora para lim,_,, f(x) = o

Elementos do conceito imagem

Memorizar:

Seja f uma funcdo definida no
intervalo Ja; b [

Dizemos que f tende a + o quando x
tende a por valores superiores se
pudermos fazer f(x) tdo grande
quanto quisermos se x for
suficientemente préximo de a no
intervalo Ja; b[

Notagdo: limx:a f(x) =+
x=>a

e A reta de equacdo x=a &
assintota da curva representativa
def.

Analogamente para:

limx—a f(x) = —00,
x<a

limy-p f(x) = +o0 e
x<b

v'Eu olho o limite a direita e o limite a esquerda.

v'Utilizo resultados de limites das fungdes de referéncias.

v'Se ap0s a substituicdo do limite o resultado € um nimero sobre o
ndmero zero, o limite sera o e eu estudo o sinal, ou olho no
quadro de variacdo de limite, para ver se sera para +oo ou -o.

v'Quando eu estudo um limite de uma funcdo que é parecida com
uma funcdo de referéncia, eu sei que o limite ¢ o mesmo da
funcéo de referéncia.

v'Quando a funcdo tem restricdo, ou recai em um caso de
indeterminacdo, eu faco uma fatoracdo e simplifico a expressédo
algébrica para encontrar o limite.

v'Eu sei que o limite de uma fungo constante é a propria constante.

v'O limite de uma funcdo f(x) =;—l,n> 0Oex € R, quando X
tende a zero, positivamente, tende a +oo.

v'O limite de uma funcdo f(x) =;—l,n> 0Oex € R, quando X

tende a zero, negativamente, tende a -oo.

v'O limite de uma funcdo permanece o mesmo se ela for
simplificada.

v'No limite o x se aproxima do ponto.

v'No limite o x é uma aproximagao do ponto.

v'Se f tende a +o (ou -o), quando x tende a um nimero, esse

limyop f(X) = —00
x>b namero é a assintota vertical da representacdo gréfica.

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.
Consideramos que a definicdo apresentada pela professora tem elementos que séo
importantes para compreensdo do que estd sendo definido, mas que podem ndo ser bem
compreendidos pelos alunos (CORNU, 1983). Por exemplo, para o caso do limite

limx-a f(x) = +o0, temos:
x>a

v" A funcdo esta definida em um intervalo aberto, ou seja, 0s pontos a e b ndo pertencem
ao dominio da f;

v" O significado das expressdes:
& “ftendea + ©”;
& “x tende a por valores superiores [...] se x for suficientemente préoximo de a”’;

& " se pudermos fazer f(x) tdo grande quanto quisermos”.

Vimos na se¢do 7.1.1 que a professora ao iniciar o estudo sobre limite de fungdes fez
uma discussdo sobre o significado dessas expressdes.* Outro fato importante foi que essa

discussdo girava em torno das falas apresentadas pelos alunos, em como eles compreendiam

% Essa discussdo ocorreu apds apresentacdo da primeira definicdo de limite de funcdes, os limites infinitos, que
em nosso texto aparece como (4°) caso de limite de funcBes. Ela havia iniciado por esse caso e relacionando esse
limite ao que foi trabalhado com as sequéncias.
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essas expressdes ao apresentarem suas respostas. Utilizando as expressdes na representacdo
algébrica, linguagem natural escrita e oral e também pela representagdo grafica.

A professora retomou essa discussao quando apresentou esse (2°) caso de limite que
estamos tratando. Ela fez mais rapidamente ao iniciar a apresentacdo, como também apds ter

apresentado a definicdo, sendo que ela exemplificou utilizando a funcdo de referéncia

f&) =

1
.

Esse fato provavelmente contribuiu para Baptiste fizesse as associagdes pertinentes as
duas fungdes que trabalhamos com ele, que exemplificamos na figura 72.

Figura 72 — AssociacOes realizadas por Baptiste

© P @ @@@ ©
& ® &= 2 @\ =&

\
1 \
/7 \
’ \
’ \ . . o
,/ \ Simplifico, limite constante
P J ‘\ ¢ a prépria constante; olho
/’\ —— \ os limites dos dois lados de
N&o importa, pois no / \\ zero.
limite o x é uma )/ \ @
aproximacao do ponto. ’ \
/ \
@ / \
/ \
/ \
/ \
/ \
// \ I
/ I \" |
/ \ (3)
/
7 \
R’ \ i
___________ / Ai ma l:u, { \:| (] n
' (- . 4
(l) - T - 1 i -
o =5 ) -

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa
Conseguimos identificar com essas associacdes que Baptiste fez, diversas imagens do
seu conceito imagem que estdo se constituindo em seu conceito definicdo pessoal desse caso
de limite. Especificamente a ideia de que € preciso verificar o que acontece proximo ao ponto
de investigacdo, por valores maiores e menores, associada a ideia que podemos nos aproximar
por valores cada vez mais proximos de um ponto, por se tratar de um ponto do conjunto dos
nameros reais. Sendo que ao fazermos isso, obtemos valores que véao se tornando cada vez

maiores, ou menores conforme o sinal da fungéo.
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Esse caso de limite de fungdes é trabalhado no ensino geralmente proximo ao nosso

(3°) caso de limite, que discutimos em seguida. Provavelmente, isso ocorre pelo fato de

envolver esses conhecimentos que citamos, além de ser possivel fazer seu estudo utilizando a

mesma funcéo referéncia.
(39 lim,_,,, f(x) =k

Esse tipo de limite foi trabalhado nessas mesmas funcgdes (1) f(x) ==

2 e (3

2+ . . ~
f(x) =Tx. Em seguida, na figura 73, apresentamos as relacdes que estabelecemos entre as

regras em acao com os teoremas em acdo mobilizados.

Figura 73 — Associacdes para o (3°) caso

i(nf@>=5

X

(TAF.i) O limite de uma fungdo constante dividida
por um ndmero que esta ficando cada vez maior, ou
muito pequeno (+ ou - o), serd um nimero muito
préximo de zero.

(TAF.v.b) O limite de uma fungdo f(x) :g,n >
0ex € R, quando x tende a +oo tende a zero por
valores positivos.

(TAF.v.c) O limite de uma fungdo f(x) =7;1,n >
0Oex € R, quando x tende a - tende a zero por
valores negativos.

(@) FG) =

X

(TAF.v.a) O limite de uma funco f(x) =~,n >

0Oex € R, quando x tende a +oo (ou -0) tende a
zero.

(TAF.ii) O limite de uma fungdo f(x) =n, n=#
0 e R tende a n independentemente do valor que x se
aproxima, ou mesmo se x tende a +oo (0U - o0 ).

limite da funcéo simplificada serd igual ao limite da
funcéo f.

(TAF.x) Se uma funcdo f é simplificada, entdo o|

:4c: quando eu estudo um limite e eu fago a substituigdo
:do valor que x se aproxima e o resultado do limite é :
ium namero dividido por outro ndmero maior, ou :
ipor numeros cada vez maiores, eu sei que o limite :
itende a zero e que preciso estudar o sinal, ou olhar no :
iquadro de variagdo de limite, para ver se serd por
i valores negativos ou positivos. :
:2a: quando eu estudo um limite, eu utilizo um :
iresultado que eu memorizei (de uma aula ou de outro

A iexercicio). :
" ila: quando eu estudo um limite, eu olho o limite a :
idireita e o limite & esquerda. :

/' :substituicdo do valor que x se aproxima e o resultado :
/' R V do limite € um namero dividido por infinito (+ ou - :
’ i0), eu sei que o limite tende a zero e que preciso :
‘estudar o sinal, ou olhar no quadro de variagdo de :
/ ilimite, para ver se serd por valores negativos ou :
,/ s : positivos.
:2b: quando eu estudo um limite de uma fungio que é
iparecida com uma fungdo de referéncia, eu sei que o :
/' :limite € 0 mesmo da funcéo de referéncia. Aqui ele :
iusou ao lidar com a expressdo 2/x como + o :

‘8 quando eu estudo um limite e eu fago a substituicéo

/ ido valor que x se aproximae o resultado ¢ uma :

¥ :indeterminagéo, ou existe uma restrido, eu sei que :
:tenho que simplificar a expressdo para resolver o :
:limite. :

—
v —

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

As acles que orientaram o esquema mobilizado para esta funcdo (1) foram pautadas:

na memorizagdo de situagOes anteriores, no estudo dos limites laterais e, em resultados
memorizados de limites identificados ap6s substituicdo. Como também, verificados por meio
de calculos, resultados conhecidos do comportamento da divisdo dos nimeros reais, ou pela
memorizagdo das tabelas de limite. Enquanto que na fungéo (3), as agdes que nortearam o

esquema estavam relacionadas com a memorizacdo de situagOes anteriores, na identificacao
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de uma restricdo e na necessidade de fazer uma simplificacdo da fungdo inicial e na
identificagéo de limite conhecidos da fungéo referéncia.

Os teoremas (TAF.v.b) e (TAF.v.c), da figura 43, utilizados no estudo do limite da
fun¢do (1) foram, de certo modo, “trocados” no esquema do aluno por outro que modelizamos
como o teorema em acdo (TAF.v.a); evidenciando uma adaptacdo do esquema a uma
atividade mais elaborada. A atividade (2), apds simplificacdo recai na funcéo (1) transladada,

Baptiste amplia seu esquema inicial, antecipando que néo precisara estudar os limites laterais,
pois o resultado do limite dessa funcéo (3) tende a 1 e, assim, ndo importard se f(x) =§

tendera a zero por valores positivos ou negativos, pois isso nao ird modificar o resultado do
limite; preocupacdo que ele teve ao trabalhar no caso anterior. Diante disso, desde a tomada
de informacdo e tendo o controle sobre a agdo, ele imediatamente busca se adaptar a situacédo
atual e decide aplicar o resultado de limite da funcéo referéncia identificada.

Baptiste tem esquema bem estavel para lidar com os limites de fungdes do tipo

f(x) =%,n>0ex € R, bem como com as fungdes f(x) =%, nae x € R. Essa é uma

funcdo muito trabalhada ao longo do lycée (equivalente ao ensino médio no Brasil) e quando
o limite foi introduzido ela apareceu no quadro das operacdes, no livro didatico e também nas
aulas da professora, conforme explicitamos na se¢do 7.1.1. Ele também soube utilizar as
operacgdes sobre limites das fungdes conhecidas, no caso da fungdo constante e da funcgéo
identidade, além de ter reconhecido situacfes de indeterminacdo. Seus esquemas foram sendo
adaptados, ndo somente de modo operatério, utilizando os quadros de variacGes e resultados
memorizados de alguns limites, mas também agregando novos elementos do conceito de
limite.

De fato, Baptiste demonstrou em alguns momentos que compreende 0s conhecimentos

mobilizados nas atividades, como por exemplo, quando justificou o resultado do limite da
funcdo (1) ao obter a expresséo %oo = 0*. Como também, ao fazer a representacédo grafica da

funcdo (3) justificando o comportamento do grafico quando x se aproximava de zero
positivamente. As representagdes mobilizadas, na linguagem escrita e oral, foram condizentes
com os elementos do conceito desse limite para as duas representacGes trabalhadas nessa
funcdo. No caso, tanto ao fazer a explicacdo do limite encontrado na forma algébrica da
funcdo, como também ao fazer sua representagdo grafica, no caso da funcéo (3), inclusive

identificando o comportamento da curva com relagéo a sua assintota horizontal em y=1.
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Com relagdo a apresentacdo desse conceito pela professora, vejamos no quadro 25
como ela fez e também as imagens que Baptiste associou nessas atividades para esse caso de

limite.

Quadro 25 — Conceito imagem e a definicdo para o (3°) caso

Definicdo apresentada pela
professora para lim,_,., f(x) = k

Elementos do conceito imagem

Memorizar:

Seja f uma funcéo definida no
intervalo ]*; + oo [ (*Poderia ser um
namero real ou - o).

Dizemos que f tem por limite o
ndmero real | quando x tende a
infinito se as imagens da f(x) sdo
também préximas de I, se x for
suficientemente grande.
Relembrando a definigéo vista no
estudo com as sequéncias
podemos escrever esse limite mais
formalmente como:

A fungdo f admite por limite | se
todo intervalo aberto ]l-g; I+¢[
contém todos os valores de f (X)
desde que x seja suficientemente
grande.

Notacdo: lim,_, ., f(x) =1

A reta de equacdo y=I é entdo a
assintota da curva em + oo.

Analogamente para:
lim,_,_, f(x) =1

v'Eu olho o limite a direita e o limite a esquerda.

v'Utilizo resultados de limites das funcoes de referéncias.

v'Se apds a substituicdo do limite o resultado € um nimero dividido
por outro que esta ficando cada vez maior, o limite sera zero,
eu estudo o sinal para ver se serad positivamente ou negativamente.

v'Quando eu estudo um limite de uma funcéo que é parecida com
uma funcdo de referéncia, eu sei que o limite € o mesmo da funcéao
de referéncia.

v'Quando a fungdo tem restricdo, ou recai em um caso de
indeterminacdo, eu faco uma fatoracdo e simplifico a expressao
algébrica para encontrar o limite.

v'Eu sei que o limite de uma fungéo constante é a prépria constante.

v'O limite de uma funcéo f(x) = %,n >0ex € R, quando x tende
a +oo, tende a zero positivamente.

v'O limite de uma funcédo f(x) = %,n >0ex € R, quando x tende
a -0, tende a zero negativamente.

v'O limite de uma funcéo f(x) = %,n >0ex € R, quando x tende

a oo, tende a zero.

v'O limite de uma funcdo permanece o mesmo se ela for
simplificada.

v'No limite o x pode assumir valores cada vez maiores infinitamente.

v'No limite 0 x é uma aproximagéao do ponto.

v'As imagens da fungdo podem se aproximar infinitamente de um
namero.

v'Se f tende a um niimero quando x tende a +oo (ou -o0), esse nimero
é a assintota horizontal da representacdo gréfica.

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

Como dissemos anteriormente, esse caso de limite e o (2°) sdo geralmente trabalhados
, . . ~ 1 .z
proximos e utilizando a fungdo f(x) = ~ que eles ja conhecem o comportamento. Nesse caso

de limite, Baptiste também ndo teve dificuldades e fez associacdes orientadas pelas imagens
associadas ao comportamento dessa funcao de referéncia.

Na definicdo intuitiva apresentada pela professora também apareceu algumas
expressdes que sdo problematicas para os alunos, como: “X tende a infinito se as imagens da
f(x) sdo também proximas de I” e “se X for suficientemente grande”. Como no (2%) caso de
limite, vimos que Baptiste ndo fez associacdo de imagens que pudessem ocasionar conflitos
entre si. Com relacdo a essa primeira expressdo, as associacbes que ele fez com a
representacdo na forma escrita algebricamente foram justificadas oralmente quando ele
explicou o que havia escrito na folha de atividade. Do mesmo modo, a segunda expressao

também foi relacionada com imagens da primeira expressdo e com as representaces
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mobilizadas na atividade. Na figura 74 apresentamos uma representacdo dessas imagens
associadas as representacdes nas atividades.

Figura 74 — Representacdo das associacdes

—_— e,
& -~ =lémsina = |I -
hovizonta j b = o v
o b o 2
- &
5
= N
- s e - v
A - = \
T A
.
...... e ,J: simplifico, linite constanleéa \\
."f prdip stants 2 sobre mas© | \
\ |
e irfinito serd teno. /; \.,'\'
vy %
e
.'/ ""

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa

A professora foi inserindo a notagdo mais formal utilizada no ensino em termos de
épsilon e médulo buscando relacionar as expressdes trabalhadas intuitivamente ja com o que
sera trabalhado posteriormente. Desse modo, expressdes como: “se pudermos fazer os valores
da f(x) também proximos de I” que apareceu no (1°) caso de limite de fungdes e “se as
imagens da f(x) sdo também préximas de I”” foram sendo substituidas pela expressdo: “se todo
intervalo aberto ]I — &; [ + [ contém todos os valores de f(x)”. Nessa pesquisa ndo buscamos
fazer um estudo com a definicdo formal de limite de fungdes, mas fica clara a preocupacéo
dessa professora em se trabalhar com as expressdes consideradas problematicas, discutindo
seu significado na construcdo do conceito de limite de funcdes e, ao mesmo tempo, ela
procura relacionar com a representacao que eles precisardo no ensino superior.

Essas expressOes sdo as primeiras que os estudantes precisam lidar no estudo desse
conceito e, se por um lado, elas facilitam uma compreensdo intuitiva de alguns aspectos
complexos envolvidos na construcdo desse conceito. Por outro, elas trazem nogdes utilizadas
no cotidiano que podem se tornar um problema a compreenséo do conceito. Concordamos

com Cornu que:

Os erros dos estudantes sao indicacdes valiosas para localizacdo de obstaculos. As
construcdes de estratégias pedagodgicas para ensinar 0s alunos devem, entdo, levar
em consideracdo esses obstaculos. Ndo € uma questdo de evitd-los, pelo contrario,
de levar os estudantes a conhecé-los e a supera-los, vendo esses obstaculos como
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partes constituintes dos conceitos matematicos que serdo adquiridos. (CORNU,
2002, p.162, traducdo nossa).

Nesse sentido, as imagens que Baptiste relacionou com as situa¢des quando precisou
lidar com os (2°) e (3°) casos de limite de fungdes indicam que ele vinha fazendo associagdes
pertinentes as defini¢des intuitivas apresentadas pelas professoras. E, nesses casos, podemos
dizer que algumas delas estavam se constituindo como conceito definicdo pessoal desses
limites.

Discutiremos em seguida o ultimo caso de limite de fungdes que apareceu em nossas

atividades.
(40) limx—mo f(X) = o

Esse limite foi trabalhado na fungéo (2) f(x) = % , &, apesar do equivoco inicial, de
Baptiste ao lidar com essa fungédo, vimos que ndo teve nenhuma dificuldade em lidar com os
casos de limite dessa fungdo, bem como em mobilizar suas representagdes. De fato, ao fazer a
simplificacdo para encontrar pontos da funcdo e representd-la no plano cartesiano, ele
percebeu que esta funcdo tinha 0 mesmo comportamento na fungéo identidade, com excecéo
do ponto x = 1 que na funcdo (2) ndo estava definido. Em seguida, fazemos a relacdo da

regra em acao relacionando com os teoremas em ac¢do mobilizados.

Figura 75 — As regra em agdo e os teoremas em agao

(vila) O lLmite de wma fimgdo f(x) =x x =

Oex € B quandoxtendea +m, tendea +=. 22: quando eu estudo um limite, eu utilizo um
———l{resultadu que 2u memorizel (de uma aula ou de
(viih) O limite de wma fimgio f(x) =%, x> i outro exercicio). '

Dex € R quandox tende a -oo, tende a -,

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa

Esse caso de limite s6 foi trabalhado nessa fungéo, que depois de resolvido o problema
de indeterminacgéo recai em um resultado de limite da funcdo referéncia que Baptiste soube
resolver e justificar facilmente. Um aspecto interessante nessa producao, foi verificar como a
representacdo gréfica foi importante para que ele percebesse o erro cometido. Caso, a
atividade fosse somente para encontrar o limite, ele provavelmente teria deixado a resposta
inicial. Ele mobilizou a memorizacdo do quadro de operacOes de limite, ndo estava correto,
mas ele ainda ndo tinha meios para verificar, como fez no 2° caso do limite, em que ele fazia
alguns célculos. A mudanca na forma de representacdo da funcéo fez com que ele visse que

ndo poderia ser zero o resultado do limite. Percebemos também que nas outras atividades ele
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buscou outros meios para justificar os limites, provavelmente por perceber que o quadro com
as operacdes sobre limites ndo havia sido bem memorizado.
Em seguida, apresentamos as imagens que associamos ao conceito imagem de Baptiste

para esse caso de limite.

Quadro 26 — Conceito imagem e a definig8o para o (4°) caso

Definicdo apresentada pela professora para

Elementos do conceito imagem
lim,_, f(x) =

v Eu olho o limite a direita e o limite

1. Limites em oo (+ ou -) Da intui¢do a definicdo -
a esquerda.

- ldentificar os limites na representacdo grafica e relacionar
com sua representacdo algébrica;

1.1 Limites infinitos - Conjecturar um limite particular
fx) =Vx;

- Inspirados na definicdo rigorosa de limite infinito de
sequéncia e mostrar que a funcao tende a + o quando x toma
valores grandes.

Para memorizar:

Seja f uma funcéo definida no intervalo ] *; + oo [ (* Poderia
ser um namero real ou - o).

Dizemos que f tem por limite + oo em + oo, se as imagens de X
pela funcdo f tomam valores maiores que qualquer real dado
quando x é suficientemente grande.

Mais formalmente:

A fungdo f admite por limite + o em + oo, se todo intervalo
aberto ]A; + o[ contém todos os valores de f (x) quando x é
suficientemente grande. lim, o f(x) = +oo.

v Eu relembro resultados de limites
das func@es de referéncias.

v'O limite de una funcéo f(x) = x,
x> 0ex € Rquando x tende a
+o0, tende a +o0; ou -00, Se X tender
a -0,

v'Eu escolho pontos proximos do
valor que x tende para procurar 0
limite.

v'Quando a fungdo ndo tem nenhuma
restri¢do, eu faco a substituicdo do
valor gue x se aproxima para
encontrar o limite.

v Quando a fungéo tem restri¢do eu
faco uma fatoracéo e simplifico a
expressao algébrica para encontrar
o limite.

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

Baptiste tem esquema bem adaptado para esse tipo de situacdo, uma funcdo de
primeiro grau, com comportamento bem conhecido pelo aluno. Suas a¢bes sdo pautadas na
memorizagdo do estudo do comportamento dessas fungbes, como crescimento e
decrescimento e também no uso das representacdes algébricas, gréficas e na linguagem
natural de modo oral e escrito.

Como essa funcdo, apos simplificacdo, foi tratada por Baptiste sem evidenciar
elementos envolvidos especificamente no conceito de limite de fungdo, decidimos néo
aprofundarmos nesse caso de limite por considerarmos que ndo temos elementos suficientes
para uma analise.

Em seguida, sintetizamos alguns pontos que consideramos importantes evidenciados

em nossas analises do processo vivenciado por Baptiste.
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7.2.1.4 Sintetizando os caminhos percorridos por Baptiste

Os esquemas de Baptiste foram sendo adaptados de situagdes vivenciadas no estudo de

a+x

funcBes, principalmente as do tipo f(x) = %,n >0ex €ER, e f(x)=—, aex €R Como

discutimos ao longo desse texto, a primeira funcdo € muito trabalhada ao longo do lycée e
sendo retomada no estudo dos limites, evidenciando toda preocupacdo no detalhamento
realizado nos anos anteriores.

Baptiste, a0 mesmo tempo em que vai adaptando seus esquemas, nos deu indicios de
como vai inserindo 0s novos elementos que fazem parte da construcdo do conceito de limite
de funcdes. Ele soube tanto operar utilizando os quadros de opera¢Ges com os limites de
funcdes conhecidas, como também mobilizar as quatro representacBes indicadas para
aprendizagem do conceito de limite (STEWART, 2003). Nesses momentos conseguimos
observar que ele, ndo somente tem memorizado alguns resultados de limites, mas também
consegue explicar esses resultados, seja utilizando conhecimentos relativos ao estudo das
fungdes, como também relacionados ao conjunto dos nimeros reais.

Identificamos uma dificuldade somente no momento em que ele precisou identificar
alguns limites de funcdo por meio da representacdo grafica. Todavia, vimos que a professora
retoma atividades desse tipo em varios momentos do ensino e que, provavelmente, continuou
fazendo. E, uma vez que nossa entrevista aconteceu antes das avaliacGes do final do ano,
inferimos que Baptiste conseguiu fazer filiagdes pertinentes para esse caso, pois esse € um
momento em que sdo retomados os conceitos preparando para as provas. No caso, seriam
revistos os casos de limite e de continuidade de fungdes. Oportunidade de romper com acdes
que o levaram a relacionar a ideia de que € preciso o ponto pertencer ao dominio da funcéo,
ser “visto” na representacdo grafica, para que exista o limite; ou seja, de organizar seus
esquemas para lidar com essas situacfes que envolvem tanto o conceito de limite de funcdes,
como o de continuidade.

De fato, Baptiste conseguiu ter um bom desempenho ao final daquele ano letivo,
segundo a professora da turma. Ela nos informou que todos os alunos souberam determinar
limites de funcdes, utilizando as operagdes usuais, e que ela acredita que somente dois deles

que ndo compreenderam realmente a nocao de limite em si, mas que nao € o caso de Baptiste.
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Com relagdo as imagens que Baptiste vinha relacionando ao conceito de limite de
fungdes, algumas delas estavam se constituindo como um conceito definicdo pessoal®
principalmente para os (2°) e (3°) casos de limites, vejamos na figura 76 uma representacao

dessa configuracao.

Figura 76 — Imagens do conceito definicdo pessoal de Baptiste

Eu olho o limite a direita e o limite 3 esquerda.

Se apds a substituicdo do limite o resultado € um nimero sobre o
nimero zero, o limite sera o e eu estudo o sinal, ou olho no quadro
de variacdo de limite, para ver se serd para +00 ou -0,

O limite de uma fungio f(x) = E n>0ex € R quando x tende

a zero, positivamente, tende a +0o0.
v i y w¢do f(x) =$,n>0ex € R, quando x
~de a -00,

O x € uma aproximaco do ponto. dma do ponto, por valores muito

O lmite f(x)=-.n>0ex €
R quando x tende a zero,
positivamente, tende 2 +oo.

O lmite de f(x) =J—:',.n> Oexe L

imacdo do ponto.

»
3 B e
L3 v

: Os valores da fungdo podem se
quande x tende a zero, negativament: . aproximar de um nimero quando
tende 2 -2 ver cresce mfmitamente, ou decresce

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

Um ponto importante no conceito imagem de Baptiste, com esses casos de limite de
funcdes é o fato de ndo termos encontrado nenhuma imagem que pudesse conflitar com as
definicBes apresentadas pela professora, nem com a definicdo por épsilon e delta que ele

precisaria lidar posteriormente.

“*Relembrando ao leitor o que dissemos na se¢do (3.1) o conceito definicdo pessoal é compreendido por Tall e
Vinner (1981) como sendo uma reconstrugdo do conceito pelo aluno, um modo pessoal de explanacdo desse
conceito que vai sendo adquirido com a rotina de estudo. S&o imagens que podem estar relacionadas em maior
ou menor grau de aproximacgdo com o conceito, ou com a variedade de aspectos envolvidos em um conceito.
Elas sdo mobilizadas conforme a representacdo que o aluno precisa lidar, ou seja, elas vdo variar em fungdo das
situacdes que ele estiver precisando resolver em dado momento.
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8. OS PROCESSOS INVESTIGADOS NO BRASIL E NA FRANCA

Investigar o processo de aprendizagem de um conceito matematico envolve considerar
as situacdes utilizadas, bem como o0s conceitos e representacbes mobilizadas nessas situacoes
(TALL e VINNER, 1981; VERGNAUD, 1990). Em nosso estudo, buscamos compreender
esse processo na introducgédo do conceito de limite de fungdes vivenciado por alunos do Brasil
e da Franca. Vimos na secdo 4 que a introducdo desse conceito é realizada de modo
diferenciado nesses paises, tanto com relacdo ao nivel de ensino, que no Brasil é introduzido
na universidade enquanto que na Franca ele é trabalhado no ensino medio (Lycee). Como
também, encontramos diferencas nas situacfes que sdo apresentadas para sua introdugéo
nesses dois paises. Além disso, em nossa investigacdo a coleta dos dados no Brasil foi

diferente da realizada na Franca, conforme podemos observar na figura 77.

Figura 77 — Diferencas na coleta de dados obtidos no Brasil e na Franga

Instrumentos utilizados

Questionario;

Coleta dos dados foi obtida nos paises
investigados nas produgdes dos alunos por

realizadas: Representacoes escritas nas folhas entregue Questionario.
. aos alunos do Brasil e da Franca para:
* Em duplas —grupos “ Preenchimento do questionario; Uma entrevista
lell com atividades;
% |Individualmente - " Resolugdo das atividades.
grupo lll

3 grupos de atividades

Falas obtidas pelos audios:
Duas entrevistas.

" Durante as resolucdes das atividades, no

3 meses

Brasil;

9 meses

" Durante as entrevistas realizadas, no

Brasil e na Franga.

Periodo para coleta de dados

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

A metodologia de analise que utilizamos permitiu modelar algumas a¢des dos alunos
desses paises como elementos, tanto de esquemas, como do conceito imagem relacionados as
situagBes. O que nos permitiu fazer uma discussdo sobre 0 processo vivenciado por esses
alunos, buscando identificar aproximacdes nessas producdes. Logicamente, considerando que
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esses estudantes estavam em nivel de estudo diferentes e também que o conceito de limite de
funcOes estava inserido em programas de ensino cujos objetivos e metodologias séo distintos.
Além do fato de que a coleta para producédo de dados foi diferente, conforme vimos na figura
77.

Apresentamos, assim, alguns pontos de aproximacéo que identificamos nas resolugoes
desses estudantes. Iniciamos com (1°) caso de limite lim,_,, f(x) = K. Como, no Brasil,
trabalhamos com mais atividades do que na Franga, escolnemos para nossa discussdo uma
funcdo mais proxima da que foi trabalhada na Franca e, no quadro 27, apresentamos as
funcBes e os elementos comuns identificados nas produgdes dos alunos para esse caso de
limite.

Quadro 27 — Produgdes de Mateus e de Baptiste

Mateus Baptiste
Representacdo algébrica dada: f(x) = f:__ll Representacdo algébrica dada: f(x) = ):__f
Ideia de pegar pontos proximos aos pontos de investigagéo. Ideia de pegar pontos proximos aos pontos de
investigagdo.
v" (RB.4) Quando preciso encontrar o limite de uma -
( ) Q P v (RF.8) Quando eu estudo um limite

funcdo racional, eu sei que posso simplificar a expressdo
algébrica da fungdo para trabalhar com uma expressdo
mais simples, para facilitar os calculos.

e eu faco a substituicdo do valor que x se
aproximae o0 resultado é uma
indeterminacdo, ou existe uma restrigéo,
v" (RB.6) quando estou resolvendo uma atividade sobre eu sei que tenho que simplificar a
limite e preciso lidar com elementos do dominio, eu sei expressdo para resolver o limite.
que preciso trabalhar com valores prédximos ao ponto

que estamos lidando com o limite. » (TAF.X) Se uma funcdo f é simplificada,

entdo o limite da fungdo simplificada sera

» (TAB.v.ii) Se uma fungdo f é simplificada, entdo o igual ao limite da funcdo f.
limite da funclo f simplificada seré igual ao limite da ) L. 3
funcdo . » (TAF.iv) O limite de uma fungdo que

ndo tem restricio é  encontrado
» (TAB.i.a) Se os valores da fungio se aproximam de substituindo o valor do x da fungdo pelo
um valor L quando x se torna préximo de um dado ponto valor gue se esta investigando o limite.
p, entdo o limite da fungdo € L quando x tende a p.

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

Essas funcBes sdo trabalhadas geralmente para se discutir a ideia de que o ponto nédo
precisa estar definido na funcdo para que exista o limite da funcdo naquele ponto. Esses
alunos mobilizaram esquemas que foram efetivos para o estudo com essas funcdes, ja fazendo
adaptacOes e inserindo aspectos do conceito desse limite. Podemos observar esse fato nos
teoremas em acdo mobilizados tanto por Mateus, como por Baptiste relacionados a esse limite

de funcoes:

» Se uma fungdo f e simplificada, entdo o limite da fungdo f simplificada sera igual ao
limite da funcéo f.
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» Se os valores da funcao se aproximam de um valor L quando x se torna proximo de um
dado ponto p, entdo o limite da funcéo é L quando x tende a p.

» O limite de uma funcdo que ndo tem restri¢cdo € encontrado substituindo o valor do x
da funcao pelo valor que se esta investigando o limite.

A diferenca encontrada nesses dois Ultimos teoremas € relativa, principalmente, a
forma de apresentacdo do conceito vivenciada por esses alunos. No Brasil, a introdugdo desse
conceito foi realizada com a ideia de se aproximar do ponto de investigacdo tomando valores,
maiores e menores, cada vez mais proximos do ponto, com funcdes polinomiais e irracionais.
Utilizando uma tabela com esses valores, fez-se manipulacdo da representacdo algébrica
quando necessario e, algumas vezes, discutiu esses resultados com a representacdo gréfica.
Enquanto que na Franga, inicialmente foi proposto a identificacdo dos limites na
representacdo gréafica, para, em seguida, relacionar a sua representacdo na notacdo de limite.
Bem como, a identificacdo de alguns limites das funcGes de referéncia. Sendo o caso dessa
funcéo apos a simplificacéo.

Desse modo, ap6s simplificacdo das funcdes: o estudante brasileiro faz o estudo dos
pontos proximos e Vvé que os valores se aproximam de um ndmero que é o limite; e 0
estudante francés reconhece a funcdo e sabe que o limite sera o valor que a funcédo
simplificada assume no ponto.

O conceito de funcdo € um ponto central na apresentacdo do conceito de limite, o que
faz com que ele seja tanto um ponto de apoio, para as filiagbes necessarias aos esquemas,
como também pode ser um ponto de desequilibrio. “Porque ndo somente sdo pontos de apoio,
mas também sdo maneiras de ver as coisas estruturadas e contra as quais temos de lutar para
poder admitir coisas novas” (VERGNAUD, 2015, p. 19). Ao longo do ensino do conceito de
funcdo os alunos sdo levados a se preocupar em identificar pontos que sdo considerados
problematicos para a funcdo, no estudo do dominio, por exemplo. Uma situacdo para estudar

pontos em que a funcdo ndo estd definida, como no caso dessas fungdes, ndo teria sentido,
. — ~ ~_ 0 . .
muito menos substituir um ponto na funcéo e encontrar a expressao Py afinal o denominador

nunca pode ser zero. S&o aspectos que foram trabalhados durante muitos anos com os alunos e
que estdo fortemente imbricados nas agdes que eles mobilizam ao lidarem com essas funcdes.
Esse fato é importante se estamos interessados na aprendizagem de um novo conceito como o
de limite, sendo importante saber dessas filiagdes e da necessidade de proporcionar situagoes
para que os alunos consigam lidar com esses conflitos.

Como foi 0 caso desses dois alunos que apresentamos nesta tese, eles tiveram

problemas ao resolverem esse limite com essas fungfes. Na elaboracdo das atividades
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buscamos inserir momentos de discusséo para que os estudantes pudessem refletir sobre esses
aspectos problematicos. Todavia, isso s6 foi possivel, por que eles tinham meios de inferéncia

e controle durante suas acdes. Por exemplo, o aluno francés ao se confrontar com a expressao
0 .r- . . ~ ..
5 € mobilizar um conhecimento memorizado das tabelas com operagdes de limite, encontrou

um resultado que era incorreto para a atividade. Inicialmente ele ndo percebeu e, ao justificar
o resultado encontrado, Baptiste nos disse que nédo saberia explicar porque o limite tinha dado
aquele resultado, argumentou que no caso anterior foi possivel, pois era um valor mais certo e
que neste caso seria uma aproximacédo. Ele se referia ao limite anterior em que ele fez a
substituicdo direta do ponto na funcdo dada. Somente ao precisar fazer a representacao grafica
desta funcdo, Baptiste se deu conta do erro e, refez toda a atividade, corrigindo e justificando
0 resultado encontrado.

A memorizacdo € importante e auxilia o aluno, tanto dos resultados das fungdes de
referéncia, como dos quadros com as operacdes sobre os limites. Porém é necessario que ele
compreenda o que esta envolvido nessas representacdes. O trabalho com outra representacao
se apresenta interessante como € o caso da representacdo grafica, fato que levou Baptiste a
conseguir lidar com aspectos conflituosos. E importante destacar que cada representacio
comporta invariantes operatorios que podem ser diferentes, e que permitem inferir e gerar
regras de busca de informacédo e controle dos resultados na acdo. Ndo foi a construcdo da
representacdo grafica em si, que teve esse papel, mas as regras em a¢do mobilizadas para sua
construcdo e os invariantes operatorios associados.

Com relacdo ao conceito imagem desses alunos para esse caso de limite de funcdes,
vemos que eles fizeram associacGes de imagens proximas das defini¢des intuitivas que foram
trabalhadas pelas professoras. Encontramos somente duas associa¢fes que poderiam causar
conflitos considerando as defini¢des utilizadas para esse caso de limite, no caso quando:

¥~ Mateus associava o estudo com as funcdes como problemas a serem resolvidos em
termos dos elementos de f(x);

‘&~ Baptiste associava a existéncia do limite em um ponto ao valor da funcdo no ponto,
quando lidava com a representacéo grafica.

No caso de Mateus, um dos problemas com essa imagem seria quando precisasse lidar
com situacOes envolvendo a definicdo formal, com épsilon e delta, tanto nesse caso de limite
como nos outros. Em que é preciso manipular as inequacGes e os modulos, buscando
relacionar elementos do dominio com elementos da imagem. A imagem associada por

Baptiste conflitava com imagens relacionadas a elementos do proprio conceito de limite de



228

funcdo em um ponto, relacionados tanto com a definigdo intuitiva como também com a
formal. Segundo Tall e Vinner (1981), esses sdo fatores de conflitos que podem se tornar
muito sérios, quando encontramos imagens que estdo em desacordo com a definicdo formal
do conceito. Em nossa pesquisa consideramos tanto a definicdo apresentada intuitivamente,

quanto a que utiliza os quantificadores épsilon e delta.
1

X

Os outros casos de limites, (2°) e (3°), que foram trabalhados com as fungdes: f(x) =

e f(x) =2xi, no Brasil; e f(x) =§ e f(x) =2xi, na Franca, também encontramos pontos

@ limites da f(x) = %\
Vejo os limites laterais;

para nossa discussao, conforme apresentamos na figura 78, a seguir.

Apresentacdo no

\

- ensino
Gréficoda f(x) = %
e e
, Apresentacdo no gggﬁte:e neosl;cr)g;)iéoolho 0 que foo) =1 Escolho pontos préximos do
. . x "
ensino (iv.a): Se sei a representagéo Divisdo nimeros ponto. Quadro operagdes.
grafica, entio faco, ou relembro, reais. (viia): limite f(x)=,n>
1 para identificar os limites da lim, ., k=k 0ex € R quando x tende a
fe)= x funcéo. lirgx =00 zero por valores positivos
Exemplos (v.a) limite f=%,n> * tende +o0;
resolvidos: *

Oex € R, x tende a zero lim f(x) =k (vii.b): limite f() =7,n>

Quanto maior o

1
I
1
1
1
1
1
I
1
1
1
1
1
I
1
1
1
1
“n; fG) =0 tende a -oo.
X I
1
1
1
1
1
I
1
1
1
1
1
I
1
1
1
1
1

|
|
|
|
| |
| 1
| |
1 | 1
1 | 1
I | 1
1 | 1
1 | 1
1 | 1
1 | 1
: ' '
| . |
| || positivamente tende a +oo. | lim f(x) = o 0ex € R quando x tende a
! va!or_ X mais (v.b) limite f)=%,n> | x*l’f zero por valores negativos
I proximo de zero 0 R nd x |
I 1 | ex € X tende a zero X ; .
: estara x 1 | negativamente tende a -oo. | Fx) = 1 (\gé?t)iva I('jr::l'ltgl da C%’:swﬂﬁﬁ
I s : (iv.a): O limite quando x tende : x ﬁﬂmero muito ré)?imo de
I Parax proximo 1| @ um ponto, entdo eu faco a I e Proximo_ce
| " . zero, positivo, serd ndmero
+ 1| representagdo  grafica, ou I ; >
| temos 'l relembro, para ver o que ! Ml grade positiv.
: I P | dq I (vi.b)  limite,  constante
, 1| acontece com os valores do y ! neaativa dividida por um
| : quando x tende ao ponto. :
1 | 1
! I [ -
| | 1
: it 1 ! : FRANCA |
| | i 1
: I BRASIL : I ! I
| | | lim f (xn = y 1 5 |
1 X=p X |
' 1 1! i )=-ef(x)=—
: fw=tefe=ti F = =5
1 I ! 1
L 1 1 1 b e e e e e e e e - -

Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

Nessas atividades os esquemas desses dois alunos foram orientados pela memorizagéo
« . « k -
de uma funcéo conhecida, no caso a fungédo f(x) ==, k € R. Enquanto Mateus mobiliza a

representacdo grafica dessa funcdo, sempre que precisa lidar com algum dos tépicos das
atividades, Baptiste mobiliza conceitos relativos a divisdo dos numeros reais, que foram

trabalhados no estudo de funcdo, com essa fungdo. Vemos que, particularmente, a funcédo
f(x) =§ é considerada importante para introducdo desses casos de limites de fungdo, nesses

dois paises, e que ela acaba se tornando uma referéncia para esses alunos lidarem com esses

casos de limites. Sendo que na Franga, essa funcdo é assim considerada, e trabalhada, ao
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longo do ensino médio (lycée), e, no Brasil, ela apareceu apenas na disciplina de Introdugédo
ao Calculo e foi retomada no inicio da disciplina de Calculo |.

As adaptacbes dos esquemas desses alunos foram orientadas inicialmente pelo
reconhecimento das expressdes algébricas dadas nas atividades, como uma funcéo conhecida.
Todavia, as filiagdes e rupturas foram em funcéo das situacdes vivenciadas ao longo do
estudo com essas funcdes. Mateus tinha memorizado a forma da representacdo grafica dessa
funcdo e, mesmo ndo compreendendo como ela era construida, conseguiu fazer filiagdes com
situacOes de estudo de construcdo de representacfes graficas por meio de escolhas de pontos.
Ele conseguiu adaptar seu esquema, inicialmente mobilizado no estudo com funcgdes, para
esses casos de limites e, assim, agregou novos elementos envolvidos na construcdo desse
conceito como vimos na figura 78.

Enquanto que Baptiste tinha memorizado tanto a representacdo grafica dessa funcéo,
como também o quadro de variacdo dessa fungdo. Elas foram memorizadas de situacdes em
que se discutiam a construcao dessas representacdes, buscando compreender o que acontecia
com os valores da funcdo quando os valores de x se aproximavam de zero, ou quando eles
cresciam, ou decresciam; ndo como um limite, mas relacionando os valores da funcdo com o
comportamento da curva.

Esses dois estudantes conseguiram mobilizar esquemas efetivos para as situagdes que
trabalhamos em nossa experimentacdo, ja agregando elementos envolvidos na construcdo

desses conceitos. Um momento interessante para discussdo € quando eles tiveram de resolver
- ~ 2+ . N .
a atividade com a funcédo f(x) = Tx apos terem trabalhado com a funcdo que citamos como

de referéncia, para encontrarem os mesmos limites com essa funcdo. Vimos que Mateus levou
um pouco mais de tempo que Baptiste para fazer essas adaptacOes, principalmente por néo ter
vivenciado tantas situacdes envolvendo aspectos importantes dessa constru¢do como Baptiste.
Todavia, ele conseguiu fazer filiagdes importantes com as que ele havia lidado, mesmo com
algumas dificuldades na manipulacdo com o0s numeros reais e também com operacdes
algébricas, em especial a fatoracao.

Com relagdo as imagens associadas a esses casos de limites, tanto Mateus como
Baptiste estavam fazendo associa¢des importantes para constituicdo de um conceito definigédo
pessoal desses casos de limites. Somente encontramos no conceito imagem de Mateus uma
associacdo que poderia trazer problemas, particularmente com a definigdo formal, utilizando
épsilon e delta, foi quando ele precisou relacionar conjunto de elementos da imagem com

elementos do dominio.
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Todos esses pontos que apresentamos nessa secdo ndo foram com objetivo de
identificar, e discutir, aspectos do que seja mais pertinente, ou ndo, na introducdo do conceito
de limite de funcBes. Investigamos duas instituicdes* diferentes o que tornam qualquer
discussdo nesse sentido inadequada diante da complexidade envolvida nessas duas
instituices. No caso, esses estudantes eram: um de uma turma da disciplina de Célculo I, do
primeiro ano de um Curso de Matemética — Licenciatura de uma universidade pablica de uma
cidade brasileira; e outro de uma classe do Ultimo ano do ensino médio (classe do terminale
do lycée opcéo Scientifique) de uma cidade francesa. Todavia, pudemos encontrar elementos,
em termos de esquemas e de conceito imagens relacionadas as situacfes que trabalhamos que
nos permitiram compreender o processo vivenciado por esses estudantes com atividades para
introducdo do conceito de limites de funcdes.

Em seguida, tecemos nossas consideraces finais desta pesquisa.

*! Referimo-nos a instituic&o no sentido dado por Chevallard, Bosch e Gascon (2001).
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9. FINALIZANDO A TESE

A nossa pesquisa sobre — Compreender processos mobilizados por estudantes do
Brasil e da Franca na introducéo do conceito de limite de funcdo — foi organizada em
objetivos especificos. Primeiramente, tratamos de caracterizar alguns conceitos de base para
delimitar o campo conceitual para as atividades de introducdo do conceito de limite de
funcdes, aspectos relacionados ao nosso objeto de estudo.

Os resultados desse trabalho se deram principalmente nas se¢des: 2, 4, 6.1, 7.1 e 7.1.1.
Sendo que, no quadro 5, apresentamos uma sintese da delimitacdo do campo conceitual
escolhido para as situagdes. Os pontos que nortearam as escolhas foram sendo constituidos
em nosso estudo sobre alguns aspectos envolvidos na construcdo do conceito de limite de
funcdo. Nas pesquisas que versam sobre nosso tema, nos documentos oficiais dos programas
para o ensino desse conceito e também em livros didaticos do Brasil e da Franca.

Nossa escolha teorica foi baseada na teoria dos campos conceituais e nas nogoes de
conceito imagem e conceito definicdo. Elas se constituiram como pontos importantes na
elaboracdo das situacOes trabalhadas com os alunos, como também na constituicdo da nossa
metodologia de analise. A teoria dos campos conceituais nos permitiu elaborar situacdes
considerando as diferengas na apresentacdo do conceito de limite de fungédo do Brasil e da
Franca. As atividades foram constituidas por conceitos que sdo imbricados, tanto na
construcdo do conceito de limite de funcdo, como também selecionamos outros que fazem
parte e que sdo comuns nas atividades introdutérias dos dois paises. Como por exemplo, a
fatoragdo do tipo fator comum em evidéncia e a simplificagdo de polinémios.

Assim, investigamos nas situacdes propostas ao aluno: seus esquemas de raciocinio e
as imagens, relacionados a nocdo limite de funcdo. Isso foi possivel, primeiramente, pela
escolha dos instrumentos para coleta e producdo dos dados. Utilizamos o questionario,
conjuntos de atividades e fizemos entrevistas. Conduzimos nosso experimento
proporcionando momentos em que o aluno resolvesse a atividade, utilizando vérias
representacdes, como: linguagem natural escrita, representacdes graficas, algébricas,
desenhos, etc. Além disso, eles apresentaram suas resolucdes e justificagdes oralmente.

Outro ponto importante foi nossa metodologia de analise, em que modelizamos as
acOes dos alunos em termos de regras em acao e teoremas em agdo e de imagens associadas
ao conceito imagem da nocdo de limite de funcdo. Além de se mostrar pertinente para o
estudo do processo de aprendizagem do conceito de limite de funcéo, ela foi importante para

discutirmos sobre a producdo de alunos dos paises investigados. Sdo programas, e nivel de
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ensino, diferentes, além disso, as atividades e instrumentos utilizados ndo eram todos 0s
mesmos e nem foram aplicados do mesmo modo. Desse modo, a modelizagé&o foi fundamental
para que pudéssemos identificar elementos comuns nas producdes dos estudantes brasileiros e
franceses e, assim, conseguimos discutir algumas aproximacgoes nas producgdes desses alunos.

Encontramos teoremas em acdo comum mobilizado por esses estudantes, mas que
foram orientados por regras em acgdo diferentes. O que permitiu discutirmos diferengas no
processo de filiacdo, e adaptacdo dos esquemas desses alunos, logicamente considerando as
situacbes que eles vivenciaram ao longo do ensino. Bem como, as diferencas ja citadas no
sistema brasileiro e francés.

Nas situacOes aplicadas identificamos momentos em que os alunos tiveram
dificuldades em conceitos que sdo imbricados na construcdo do conceito de limite de funcéo.
Repetindo os problemas apontados nas pesquisas, e confirmando a ideia de que alguns deles
ainda sdo obstaculos a aprendizagem do limite de fun¢des. O que por um lado explicaria a
permanéncia de alguns teoremas em agdo incorretos nos esquemas mobilizados pelos
estudantes. Também encontramos dificuldades dos alunos em lidar com os conceitos de
funcdo e de numeros reais, com a manipulacdo das expressdes algébricas que definem as
funcdes e com as operagdes numéricas.

Nesse aspecto, verificamos que o aluno consegue fazer filiagbes mais pertinentes
conforme os meios de tomada de informacdo e de controle que ele tem disponiveis. Esses
elementos fazem parte das acdes dos estudantes que modelizamos em termos de regras em
acao e teoremas em acdo, e sdo fundamentais no processo de adaptacdo dos esquemas. As
regras em acdo Sd0 responsaveis por gerar o esquema e também pelo desenvolvimento
temporal das a¢Ges do sujeito, enquanto que o teorema em ac¢do é relativo a parte conceitual, e
por organizar esse desenvolvimento. Eles vdo interferir diretamente nas inferéncias
necessarias para que o esquema seja efetivo para a situacdo tratada. Nesse sentido, nédo
encontramos dificuldades que ndo pudessem ser enfrentadas quando o aluno tem esquemas
mais estaveis para os conceitos envolvidos na construcdo do conceito de limite de funcgdes.
Esse fato é fundamental, pois sdo esses esquemas que serdo mobilizados inicialmente, pelo
reconhecimento de semelhanca com situagOes tratadas anteriormente. Por exemplo, quando
trabalhamos com atividades buscando fazer uma aproximacao entre a definicdo intuitiva e a
definicdo formal com o estudante brasileiro, vimos que seu principal problema estava no fato
delas envolverem aspectos desconhecidos de conceitos estudados anteriormente. Esse aluno
havia feito a disciplina de Introdugdo ao Calculo e tinha tido um 6timo desempenho, ou seja,

seria “esperado” que soubesse lidar com as fungdes da atividade e com as inequacdes e 0S
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modulos. Apesar disso, em VvAarios momentos da experimentacdo ele argumentou que nédo
entendia 0 que estava sendo solicitado na atividade e ndo tinha ideia de como lidar com
aqueles elementos na maneira que estavam sendo apresentados nas atividades.

Nesse caso, a retomada dos conceitos tanto de fungdo como de numeros reais nao foi
suficiente para que o aluno desenvolvesse esquemas que pudessem ser mobilizados, e
adaptados; bem como imagens para lidar com as situac6es de introdugéo do conceito de limite
de funcBes. E preciso trabalhar com aspectos envolvidos na construcio do conceito de fungéo
e de nameros reais ja relacionando com a nocdo de limite de fungéo. Isso é possivel tanto em
disciplinas, como Introducdo ao Célculo I, como também no estudo com fungdes, contelido
que antecede a apresentacdo do conceito de limite de funcdo na disciplina de Célculo | que
investigamos. Por exemplo, com situa¢fes como a que propomos no Brasil inicialmente com
funcbes. Como também, quando fizemos o estudo dos limites infinitos. Iniciamos na atividade
(1) sem falar em limite e poderiamos ter feito isso até o final, simplesmente estudando o
comportamento das fungdes com as ideias do limite.

Podemos trabalhar com essas noc@es tanto no estudo do conjunto dos nimeros, como
no estudo com as fungbes, sem nos referirmos diretamente ao conceito de limite, mas
utilizando as nocdes de limite. Poderia ser realizado, por exemplo, na disciplina de Introducéo
ao Calculo, mas também desde o ensino médio no decorrer do estudo do conjunto dos
nameros reais e com as fungdes. Os alunos teriam oportunidade de organizar esquemas mais
préximos das adaptacdes que sdo necessarias para lidar com alguns casos de limite de
funcGes. Como também, de fazerem associacGes de imagens mais pertinentes para se
constituirem no conceito imagem de limite.

O estudo por meio das imagens do conceito imagem da nogédo de limite de funcéo
permitiu que pudéssemos investigar como o aluno estava conseguindo lidar com as situacoes
propostas. Por um lado, identificamos imagens que estavam se constituindo em um conceito
definicdo pessoal e, assim, analisar tanto o processo de aprendizagem do conceito de limite de
funcdo e também verificar como o estudante estava compreendendo as definigdes propostas
pelo ensino para esse conceito. Esse aspecto é importante quando consideramos que o
conceito de limite de funcdo, envolve definicbes com aspectos tdo distintos, como as que
foram discutidas na tese, no caso a definicéo intuitiva e a formal.

Além disso, identificamos imagens que poderiam trazer problemas em aprendizagem
futuras, seja por estarem em conflito entre as imagens do conjunto do conceito imagem, ou
com a definicdo de limite de fungdo. Nesse ponto, o outro referencial foi importante, enquanto

que com as imagens temos uma visdo mais geral das producbes do aluno, identificando
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imagens que podem ser problematicas, por exemplo. Com as analises das filiagdes, e rupturas,
dos esquemas conseguimos de certo modo, fazer uma analise mais fina dessas produgdes e
verificar que muitas imagens trazem aspectos que “merecem” ser investigados melhor, ou
ndo. Referimo-nos, por exemplo, ao caso em que identificamos que o aluno fez associagdes de
imagens que entravam em conflito, tanto com a definicdo apresentada pelo ensino, como com
outras do conceito imagem da nocdo de limite de funcdo. Todavia, ao analisarmos seus
esquemas vimos que ele estava adaptando seus esquemas e fazia filiacGes algumas vezes nao
pertinentes, mas que ele dispunha de meios de inferéncia e de controle que fizeram com que
ele conseguisse adaptar o esquema mobilizado inicialmente.

Nesse aspecto as representacBes se mostraram muito importante. Nas analises
verificamos como elas foram fundamentais, tanto na organizacdo dos esquemas como também
nas associacfes das imagens. Vimos que a representacdo utilizada nas atividades era o que
orientava o0 aluno a mobilizar um esquema vinculado as situacBes anteriores. Esse
reconhecimento de familiaridade, com a nova situagéo, ocorria por meio das representacoes,
tais como: pela linguagem oral e/ou escrita, por um grafico, uma expressdo algébrica, ou
mesmo gestos. As imagens mobilizadas para a situacdo nova seguem caminho semelhante de
reconhecimento. Se o aluno associou certa imagem a situacdo e obteve éxito, ela pode se
tornar uma imagem do seu conceito imagem e se constituir como parte de seu conceito
definicdo pessoal. Analogamente ao esquema, se ele for efetivo para a situacdo, podera ser
evocado em outras similares até se estabilizar e se tornar disponivel para lidar com as
préximas situacdes que forem semelhantes. Desse modo, cada representacdo possibilita novas
filiacdes, e/ou rupturas, o que € fundamental no processo de construcdo de um conceito.

As representacdes também foi um aspecto importante na discussdo que fizemos das
aproximacdes identificadas nas producdes do estudante brasileiro e do francés. Sdo propostas
diferentes para apresentacdo do conceito de limite de funcBes, mas vimos como as
representacdes foram importantes nas agdes dos alunos para lidarem com as situagdes. Elas
influenciaram tanto as adaptacOes dos esquemas mobilizados para resolver as atividades,
como também as associacGes de imagens mais proximas das definicdes apresentadas pelo
ensino.

Outro ponto evidenciado em nossas analises, é que as filiacbes, e/ou rupturas,
acontecem o tempo todo e nem sempre elas sdo pertinentes, no processo de construcdo do
conceito de limite de funcdo. Os momentos de conflitos vdo acontecer ao longo desse
processo. Nao temos como evitar, mas precisamos saber que eles existem. O fato de o aluno

ter mobilizado um esquema efetivo para algumas atividades, ndo significa que ele estara
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estavel, e disponivel, para uma atividade similar dois meses depois, por exemplo. Vimos isso
nas andlises que fizemos das producbes do aluno francés. Ele precisou lidar com outras
situacOes e algumas traziam novos elementos, é importante compreender que nesse processo
as filiacbes acontecem o tempo todo e algumas podem influenciar um esquema que havia sido
adaptado e se mostrava efetivo para uma dada situacdo. Assim, o professor precisa saber que
o fato do aluno ter conseguido resolver satisfatoriamente atividades sobre determinado
conceito apresentado em sala de aula, seja em tarefas ou nas avalia¢Ges, ndo significa que ele
ndo tera problemas ao lidar com situacdo semelhante em outros momentos. E comum os
professores dizerem que os alunos fazem as atividades e depois esquecem tudo, argumentando
que parece que eles ndo aprenderam realmente nada do que foi ensinado. No entanto, sdo
etapas do processo de conceitualizacdo, assim, tanto os esquemas estdo sendo adaptados, e ou
modificados, como também as imagens que eles estdo associando, a cada situacdo que o aluno
precisa lidar.

E importante saber que elas existem, e que irdo acontecer ao longo do processo. Estar
atento e refletir em como oportunizar momentos, por exemplo, para observar os alunos em
acao. Apresentando e discutindo as atividades, explicitando e justificando suas resolucdes, e
também as representa¢des que mobilizam. Trazemos isso ao identificarmos a preocupacéo dos
alunos em apresentarem uma resposta final correta do ponto de vista matematico. Observamos
esse fato, tanto em nossa experimentacdo com os alunos do Brasil, como também com os da
Franca. Inclusive quando o estudante ndo compreendia a resposta encontrada, ou pior ainda
guando a resposta contrariava o0 que ele estava pensando. Por mais que argumentassemos que
havia respostas que eram s6 deles e, que ndo nos importava se eram certas ou erradas, para
eles era importante. Esse aspecto merece ser considerado no trabalho com os alunos, a
necessidade de compreender e justificar sua resolucdo, e ndo somente encontrar a resposta
correta, ou esperada pelo ensino, para uma dada situacdo. No caso nos referimos a
importancia em o aluno compreender, do ponto de vista da sua aprendizagem, que 0S
conhecimentos que ele mobiliza podem ter aspectos que ndo estdo bem compreendidos; e que
ele pode mobilizar outras representacbes como meio para buscar mais informacdes e
conseguir gerir, e controlar, suas a¢des o tempo todo.

Nessa pesquisa vimos a importancia de se trabalhar com uma variedade de situagdes,
considerando o0s conceitos e suas representacdes que estdo imbricados, tanto na adaptacdo dos
esquemas dos alunos, como também na associacdo das imagens do seu conceito imagem. E
avancga, ao evidenciar que as rupturas e filiagbes, como também associa¢des com fatores de

conflitos, podem acontecer o tempo todo, o ensino ndo tem controle sobre esse processo,
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porque ele é do aluno. N&o se trata de evitar, pelo contrério, o estudo por meio de uma
diversidade de situagdes ¢ necessario e consideramos a “fonte” para conceitualizacao.
Todavia, é preciso estar atento, porque elas também terdo elementos que serdo mal
compreendidos pelos alunos, principalmente para conceitos como o de limite de funcGes que
demandam de muitos anos de estudo para sua compreenséo.

Nossa tese nos proporcionou diversos questionamentos e possibilidades de novos
estudos. Com relacdo a modelagem que fizemos, vimos que ela se mostrou pertinente para o
estudo de alunos com dificuldade. Tanto em conceitos de matematica basica, como: fatoracéo,
multiplicacdo e reducdo de polinémios, como também com os conceitos envolvidos na
construcdo do conceito de limite de fungdes, no caso: infinito, funcdo e conjunto dos niumeros
reais. Por exemplo, temos as analises de uma aluna que néo tinha dificuldades em conceitos
de matematica basica, mas que teve muita dificuldade nas situacdes que trabalhamos em
nossa pesquisa. Em nosso estudo conseguimos identificar quais representacdes foram sendo
mais problematicas e quais fizeram com que ela conseguisse fazer filiagbes mais pertinentes
para lidar com as atividades. Apresentamos uma parte desses dados em um evento e 0 texto
foi publicado em 2018. Além disso, estamos organizados as analises detalhadas dessa aluna
para um artigo. Assim, essa modelagem pode ser utilizada também para investigar alunos com
dificuldade como no caso de nosso objeto de pesquisa, 0 conceito de limite de funcdo, mas
também para outros conceitos de matematica.

Pretendemos também fazer um acompanhamento dos alunos da disciplina de Calculo |
da nossa universidade utilizando a abordagem que citamos anteriormente. Na ementa dessa
disciplina o primeiro conceito a ser trabalhado é o de funcdo de uma varidvel real. Assim,
temos interesse em iniciar esse estudo sobre funcGes explorando as nogbes que causam
problemas aos alunos, considerando as situacdes, conceitos e suas representacdes. O objetivo
é trabalhar tanto com as nocdes sobre os numeros reais, como de fun¢des, mas relacionando
aspectos que os alunos, em geral, vivenciam somente com a introducdo do conceito de limite,
como os citados nesse texto, mas sem falar em limite. Utilizando também a ideia de
aproximacdo do trabalho com as fungbes com a apresentacao do limite de funcdo, buscando,
com isso, relacionar aspectos da definicdo intuitiva com a definicdo formal. No caso, nos
referimos ao trabalho com as fungdes como fizemos nas atividades aplicadas no Brasil, antes
das situagdes com o limite de fungdes.

Outro ponto que nos interessamos é investigar situacfes semelhantes a essas com o
uso de software. Nesse sentido ja temos alguns estudos sobre seu uso evidenciando pontos

importantes, como, por exemplo, favorece uma maior autonomia ao aluno sobre suas
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producdes, em funcgéo das retroagdes que alguns softwares oferecem, a possibilidade de fazer
conjecturas sobre as construcdes realizadas, entre outras.

Outra perspectiva suscitada em nosso trabalho é a elaboracdo de sequéncia didatica
para se trabalhar com alunos visando a aprendizagem do conceito de limite de funcdo. Como
também sequéncias para cursos de formacao para professores.

Ao fim da escrita dessa tese, mas ndo do nosso trabalho de investigacdo sobre o tema,
continuamos nosso caminho de estudo sobre esse conceito, agora, com mais elementos, dos

resultados que obtivemos e que suscitaram as perspectivas apresentadas.
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ANEXOS



Nome:

Anexo A — Questionario aplicado no Brasil

Questionario
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Documento de identificacgéo:

1. Vocé entrou para o Curso de Matematica — Licenciatura pensando em:
( ) ser professor de Matematica; () fazer concursos;
( ) Outro, diga o

que:

( ) ainda néo sei;

2. Qual a sua idade? Est4 em que semestre do

curso?

3. Atualmente vocé esta trabalhando?

( ) nédo
que?

() sim,em

4. Vocé gostaria de participar desta pesquisa que estamos desenvolvendo?
( )Sim () Nao

5. Vocé esta cursando a disciplina de Célculo | (CI) pela primeira vez?

() sim

( ) ndo, ja cursei Vezes.

6. Pensando nos conjuntos numeéricos que vocé ja estudou, responda:

Qual(is) vocé tem, ou teve, mais dificuldades em compreender e em trabalhar?

Cite operacGes com numeros reais em que vocé tem alguma dificuldade, como, por

2 1
exemplo, em 515

No conjunto dos nimeros reais cite 3 nimeros que estdo no intervalo:

a)
b)
c)
d)
e)
f)

]-1,20]

10.1]

[-2,0]

[0, [

[-7, 0]

]-O0,0[
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7. Fale como esta sendo para vocé fazer o Curso de Matematica — Licenciatura (suas
expectativas, motivacoes, ou nao, etc.).

8. Fique a vontade caso deseje fazer algum comentario.
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ANEXO B - Questionario aplicado na Franca

Informations

Compte tenu de la nécessité d’une collecte de données pour l’élaboration du projet de
recherche au doctorat, sous la responsabilité de Sonia Maria Monteiro da Silva Burigato
doctorant du programme d’études supérieures dans [’enseignement des mathématiques au
Brésil. En France sur la direction de la professeur Dr? Cecile Ouvrie-Buffet co-directrice de
I’IREM de Reims (Institut de Recherche sur |’Enseignement des Mathématiques) et membre
du laboratoire de recherche du CEREP (EA 4692). Nous solicitanous que vous veuillez
répondre a ce questionnaire. Nous vous remercie beaucoup.Prenome

Nom de famille et prénom

Questionnaire
1. Quel &ge avez-vous ?
2. Outre ’étude, je :
() m'occupe de mes freres;
( ) travaille aussi ;
() reste avec ma famille ;
() pratique de le sport. Lequel ?
() fais d’autres
choses

3. Aprés vos études dans le lycée, qu’allez-vous faire ? Et porquoi ?

4. Pensez a la compréhension de la notion de limite que vous avez étudié et en tant
qu’étudiant, vous pensez :
() C'est facile pour moi, car :

() Cest difficile pour moi, car :

5. Lorsque vous avez des difficultés avec une notion mathématique, par exemple, la notion de
limite, que faites-vous pour mieux comprendre ?

6. Ecrivez ce que vous avez compris en ce qui concerne la notion intuitive de la limite d'une
fonction.
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8. Ecrivez ce que vous avez compris en ce qui concerne la définition formelle de la limite
d'une fonction.

9. Présentez des concepts que vous connaissez deéja et que sont utilisez dans I'apprentissage du
concept de limite.

10. Regardez le graphique et déterminer les limites. Ensuite justifier chaque résultat trouvé.

Yy

a) lirnx—>0 f(x) -

b) limx—>—2 f(x) -

C) lirnx—>2 f(x) -

C) limx—>+oo f(X) =




Anexo C — Grade de andlise

GRILLE D’ANALYSE POUR ALLER CHEZ MARTHE OBSERVER
L’ INTRODUCTION DE LIMITE DE FONCTION EN TERMINALE (derniére année
du lycée)

| /2017 de . a

Différents moments de travail chez Marthe

1° Rappels

De quand (séance précédente, I’année précédente) ?

Sur quoi (quels concepts) ?

Comment (dessin, interrogation orale, représentations (géométrique, algébrique, graphique,
fonctionnelle), définitions, Propriétés) ?

Matériel utilisé (calculatrice, ordinateur ...) ?

Quels types de problémes ? (modélisation a faire ou pas)

Quels concepts connexes (nombres réels, autres concepts imbriqués du champ conceptuel) ?
et comment sont-ils représentes et évoqués ?

2° Activité d’introduction

Caractéristiques ? Enoncés ?

Sur quoi (quels concepts) ?

Matériel utilisé (calculatrice, ordinateur,...) ?

Comment (dessin, interrogation orale, représentations (géométrique, algébrigque, graphique,
fonctionnelle), définitions, propriétés) ?

Quels types de problémes ?

Quels concepts connexes (nombres réels, autres concepts imbriqués du champ conceptuel) ?
et comment sont-ils représentés et évoqués ?

3° Quelles institutionnalisations

Dessin ? représentations ?

Définition ? propriété ?

Procédure ?

4° Réinvestissement

248
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ANEXO D - Atividades aplicadas no Brasil

SEQUENCIA DIDATICA

Atividades sobre funcGes

2_ L.
1) Encontre valores para a fungdo f(x) = % quando x assume valores proximos de 1 e

preencha as tabelas a sequir.

x<1 fx) x>1 fx)

Apbs escolha dos nimeros para preenchimento da tabela e considerando a funcdo que estamos

trabalhando, responda as questoes:

a)

Represente na reta numeérica todos 0os numeros que vocé escolheu, em seguida, escreva
este conjunto na forma de intervalo.

b)

f)

v

Tem outros nimeros entre:

(i) Os dois maiores numeros que vocé escolheu para valores de x<1? Caso sim apresente
trés nimeros, no caso de ndo existir apresente uma justificativa.

(if) Os dois menores numeros que vocé escolheu para valores de x>1? Caso sim
apresente trés nimeros, no caso de ndo existir apresente uma justificativa.

Quantos numeros vocé acha que tem entre esses dois ndmeros, pensando no item (i)?
Escreva o que isso quer dizer para VOCé.

Qual é o nimero que vocé escolheria mais proximo de 1, diferente do que estd na sua
tabela, sendo ele maior do que 1?

Vocé consegue listar facilmente 10 valores entre 0 nimero 1 e o valor que vocé escolheu
na tabela mais proximo de 1, sendo ele menor do que 1? Justifique sua resposta e, caso ela
tenha sido sim, encontre 3 nimeros. Em seguida, discuta com seu colega a sua resposta e
veja se vocés obtiveram respostas semelhantes ou n&o.

Analise os valores da tabela e diga o que acontece com os valores da funcdo f(x) quando
tomamos valores bem proximos de 1, seja por valores maiores do que 1 ou menores do
que 1.



b)

f)

250

2_
g) Faca a representacdo grafica da fungdo f(x) = % O que seria possivel observar no

gréafico, nos valores que a funcdo assume, quando os valores de x ficam proximos do
ponto 1?

1,) Encontre valores para a funcdo f(x) = (x + 1) quando x assume valores proximos de 0 e

preencha as tabelas a seguir.

x<0 fx) x>0 fx)

Apbs escolha dos nimeros para preenchimento da tabela e considerando a funcdo que estamos
trabalhando, responda as questdes:

Represente na reta numérica todos os nimeros que vocé escolheu, em seguida, escreva este
conjunto na forma de intervalo.

intervalo.

v

0

Olhando para a representacdo geométrica, escolha um intervalo mais proximo de zero, tanto
para valores x<0 como também x>0 que satisfaca a funcéo dada.

Esboce o gréafico da f(x) = (x + 1) e encontre no eixo dos y o intervalo que corresponde ao
conjunto dos numeros do(s) intervalo(s) encontrado(s) no item (b) e responda:

i. Qual valor que a funcéo assume proximo de x = 0, tanto por valores x > 0 como também
x <0.

ii. Esse € um bom método para se descobrir o valor que uma fungdo tem proximo de um
ponto? Justifique sua resposta.
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i )
13) Observe, em seguida, a representacdo grafica da funcéo f(x) =%, podemos verificar

que quando x se aproxima de 1, tanto por valores maiores do que 1 como por valores
menores, a funcdo f(x) se torna proxima de 2. Se tomarmos valores proximos de 2, no caso
considerando valores da fungdo nos conjuntos ]1,2; 2[ U ]2; 2,8[, ou seja 1,2 < f(x) < 2,8,

teremos a situacdo representada no eixo y, conforme em seguida.
2.8(

2 - - — - - _

0.z

|
|
|
|
I
|
1
1
1
|
|
|
|
1

& -06-04-02 002 04 0G 08
-0.2

12 14 16 18 2 22 24 2

a) Cite alguns valores de x em que a funcdo fica no conjunto]1,2; 2[ U |2; 2,8].
Descreva como vVocé encontrou estes valores.

b) Podemos tomar x = 1? Justifique sua resposta.

c) Escolha alguns valores para x compreendidos entre dois nimeros que vocé encontrou
no item (a).

d) Escreva o conjunto de valores de x para que os valores da fungdo f(x) fiquem
compreendidos no intervalo 1,2 < f(x) < 2,8. Em seguida, faca a representacdo
geométrica deste conjunto.

e) Descreva com suas palavras como encontrou o conjunto no item (d).



21) Esboce a representacdo gréfica da funcdo f(x) = {

252

12 Situacgdo: limite de uma funcdo em um ponto

x+2, sex+1

1, sex=1°M seguida responda

as questoes:

d)

Encontre o lim,_,; f(x) e explique como fez para determinar este valor.
Calcular o valor f(x) para x=1.

Observando os itens (a) e (b) o que vocé diria sobre o lim,_ f(x) e justifique sua
resposta.

Considere os conjuntos de valores para x em [0; 1[ U ]1; 2] e determine o conjunto
correspondente no eixo y para os valores de f(x).

. . 21 Lo .
2,) Considere 0 lim,,_,; ’;Tl = 2 e suponha que encontramos o valor deste limite investigando

os intervalos do eixo dos y proximos de 2, mas agora escolhemos o “tamanho” desta

proximidade, no caso com amplitude 0,5 que vamos chamar de épsilon (¢), ou seja, € = 0,5.

Assim, estamos olhando os valores da funcdo no eixo y em que 2—e < f(x) < 2 + &, ou de

outromodo 1,5 < f(x) < 2,5

a)

b)

d)

Encontre valores no eixo x que correspondam exatamente aos valores da funcédo dada
acima com a amplitude € = 0,5 e explique como vocé fez para encontra-los.

Escreva a resposta encontrada no item (a) na forma de desigualdade e veja se
consegue determinar uma amplitude para o intervalo encontrado e denomine de
o(delta).

Pensando agora que estamos interessados em escolher valores para X, tal que todo f(x)
correspondente fique entre 2—e < f(x) < 2 + ¢, considerado o ¢ dado, poderiamos
ter outros valores para &? Justifique sua resposta.

Somando -2 em todos os membros das desigualdades 2—e < f(x) < 2 + &€ obtemos
—& < f(x) — 2 < ¢ e escrevendo na forma de modulo, temos |f(x) — 2| < €. Escreva
na forma de médulo a desigualdade encontrada no item (b).

2_
Faca a representacdo gréfica da funcdo f(x) :’;—_11 destacando os intervalos das
desigualdades encontradas no item (b) e também 2—e < f(x) < 2 + ¢,

23) Vamos retomar a questdo da primeira sessdo em que trabalhamos com a
f(x) = x + 1, mas agora discutindo o lim,_,; (x + 1).

Encontre o limite de maneira intuitiva.
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b) Dado um & = 0,3, encontre um 3>0 tal que toda vez que 2 —e < f(x) <2+¢
teremos tambémque 1 — 6 < f(x) <1+ 4.

¢) Explique com suas palavras como fez para encontrar o d e se ele ¢ Unico.

31) Sabendo que lim,_;(2x — 5) = 1 pela nog&o intuitiva, confira se o valor encontrado para
o limite pode ser verificado pela defini¢cdo formal e responda os itens em seguida.

a) Relacione as desigualdades encontradas, ou os mddulos, da definicdo por épsilon e
delta com a definigéo intuitiva de limite e justifique como fez estas relagdes.

b) Faca a representacdo grafica da funcdo dada com os intervalos encontrados.

c) Explique o limite da fungdo com suas palavras, levando em consideragéo os itens (a)
e (b), utilizando tanto a defini¢do formal, como a intuitiva.
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22 Situacao: limites infinitos e no infinito intuitivamente

. ~ 1 o
1) Investigue o que acontece com a fungdo f(x) = - quando x assume valores proximos
de zero. Em seguida responda os itens abaixo:

a) Explique o que acontece com os valores da funcdo quando x assume valores proximos
de zero:

I. paravalores de x>0?
ii. para valores de x<07?

b) Faca a representacdo grafica da funcdo f(x) =§ para 0s pontos do dominio no
intervalo ]0, 2].

c) Faca a representacdo grafica da funcdo f(x) =l{ para 0s pontos do dominio no

intervalo [-2, O[.
d) O que vocé pode dizer sobre o limite da fun¢do quando x tende a zero

. .. ~ 1
2) Investigue os limites da funcéo f(x) = ~ NS Casos:
. 1 . 1
a. lim, o+~ b. lim, - -

. ~ 1 .
3) Investigue o que acontece com a fungdo f(x) = - quando x assume valores positivos

cada vez maiores, ou seja, quando x cresce sem limite. O que acontece com os valores
da funcdo? Em seguida, faca a representacdo grafica da fungdo para o intervalo do
dominio em [1,+oo[.
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. ~ 1 .
Investigue o que acontece com a fungéo f(x) = - quando x assume valores negativos

cada vez menores, ou seja, quando x decresce sem limite. O que acontece com 0S
valores da funcdo? Em seguida, faca a representacdo grafica da funcéo para o intervalo

do dominio em ]-oo,-1].

4)

4444444444444

. - ~ 1
5) Investigue o limite da funcdo f(x) = ~ NOS Casos:
. 1 . 1
a. lim,__g, - b. lim,_ o -

6) Faca a representacdo grafica da funcéo f(x) = i utilizando e destacando, no grafico,
os limites encontrados nas atividades (2) e (5).

7) Determine os limites lim, o, f(x) , lim,__o, f(x), lim, o+ f(x), lim,_(- f(x) das
fungdes abaixo e, em seguida, faca a representagéo grafica das funcgdes.

a f(x)=2 b) f(x) = =

. x 2+
8) Investigue o que acontece com a funcdo f(x) =Tx quando x assume valores
proximos de zero. Em seguida responda os itens.

[*]

X -1/10 -1/100 | -1/1000 | 1/10000 1/1000 1/100 1/10 1

2+x
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a. Explique o que acontece com os valores da funcdo quando x assume valores
préximos de zero:

I. paravalores de x > 0?
ii. paravalores de x < 0?

b. Faca a representacdo gréfica da funcéo f(x) = Zxﬂ para 0s pontos do dominio
no intervalo ]0, 2].

c. Faca a representagdo grafica da funcéo f(x) = 2% para 0s pontos do dominio
no intervalo [-2, O[.

9) O que podemos concluir sobre os limites da funcdo f(x) = Zxﬁ nos casos:

. 2+x . 2+x
a. limy_g-— b. lim,_ o +—
X X
. ~ 24
10) Investigue o que acontece com a funcdo f(x) =Tx quando x assume valores

positivos cada vez maiores, ou seja, quando X cresce para +oo. Complete o quadro ¢
diga o que acontece com os valores da funcdo. Em seguida, faca a representacao
grafica da funcdo para o intervalo do dominio em [1,+o0].

X 1 10 100 1000 | 10000 | 100000 | 1000000

2+x

. x 2+
11) Investigue 0 que acontece com a funcdo f(x) =Tx quando x assume valores
negativos cada vez menores, ou seja, quando x cresce para -co. Complete o quadro e
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diga o que acontece com os valores da funcdo. Em seguida, faca a representacéao
gréafica da funcdo para o intervalo do dominio em ]-0,-1].

X -1000000 | -100000 | -10000 -1000 -100 -10 -l

2+x

12) O que podemos concluir sobre o limite da funcéo f(x) = Zxﬁ Nos €asos:

. 2+x . 2+x
a. lim,__,— b) lim, _, ;o —
X X

13) Faca a representacédo gréafica da funcéo f(x) = Zxﬁ utilizando e destacando, no gréfico,
os limites encontrados nas atividades (08) e (10).
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ANEXO E - Roteiro da entrevista realizada na Franca
Questdes

_— . 2
1. Encontre o limite lim,_,, - ?

L. . ~ 2 A
» Parao limite lim,_,, f(x) dessa mesma funcdo f(x) = ~, Vocé faz do mesmo modo?
_— . 2
» Agora encontre o limite lim, _, _, -

.. . 2 A
» Parao limite lim, _ o ~, Vocé faz do mesmo modo?

- - . xz—x
2. Encontre o limite lim, ¢ —
2_
> Faga a representacéo gréfica da fungéo f(x) = —.

3. Determine o limite lim, _, f(x) para a funcéo f(x) = Zxﬁ

» Agora faca a representacéo gréfica da funcéo f(x) = =

X

4. Encontre os limites de funcdo na representacdo grafica, conforme solicitado abaixo. Em

seguida, explique como vocé identificou.

a) limx—>+00 f(x) = d) lirnx—>—1 f(x) =
b) lim, o f(x) = e) lim,; f(x) =
C) lirrlx—>7 f(x) =

5. Selecione dois pontos sobre o segmento de reta representado abaixo, sendo eles bem
préximos do ponto 2, um x; < 2 e outro x, > 2 (X inferior a 2 e x, superior a 2).

v

6. O que é o limite de uma fungéo?



