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RESUMO

Neste trabalho procuramos estudar dificuldades na aprendizagem da fatoracdo e, para
isso identificamos teoremas em acgdo utilizados pelos alunos ao resolver as
atividades. Para Vergnaud (1990) eles sdo os conhecimentos tidos como pertinentes
pelos alunos para tratar a situagdo proposta. Entretanto, em algumas situacdes eles
podem ndo ser adequados para resolver a atividade, fazendo com que o aluno venha a
cometer um erro, e sdo essas escolhas inadequadas que procuramos analisar. Nosso
estudo foi orientado na elaboragdo e aplicagdo de uma seqiiéncia didatica com
situacdes de fatoracdo, em que buscamos identificar esses teoremas em a¢do, bem
como verificar a estabilidade deles nas resolugdes dos alunos. Realizamos a pesquisa
com uma turma de alunos da oitava série do Ensino Fundamental de uma escola
publica de Campo Grande/MS. Os dados foram coletados nas produgdes dos alunos
ao resolverem as atividades da seqiiéncia didatica em papel e lapis e com o software
Aplusix. Conseguimos identificar teoremas em acdo que foram utilizados por grande
parte dos alunos, e alguns de maneira persistente. As principais dificuldades
levantadas nas andlises desses teoremas dizem respeito aos conhecimentos
envolvidos na forma¢dao do Campo Conceitual da fatoracdo. Dentre eles, destacamos:
a divisdo e a multiplicacdo de expressoes algébricas, reducdo de termos semelhantes

e raiz quadrada.

Palavras Chaves: Algebra - Teoremas em acio — Educagio - Campo Conceitual.



ABSTRACT

In this work we will study the difficulties in learning factoring, for this we identify
theorems in action used by the students when solving activities. For Vergnaud (1990)
the theorems are the knowledge had as pertinent for the students to treat the proposed
situation. However, in some situations they can not be suitable to solve the activity,
leading the students to make mistakes, and we will analyze these inadequate choices.
Our study was guided in the elaboration and application of a didactic sequence with
factoring situations, in that we search to identify these theorems in action, as well as
verifying the stability of them in the resolutions of the students. We did the research
with a group of students of the eighth grade of fundamental teaching of a public
school in Campo Grande /MS. The data had been gotten in the work of the students
when solving the activities of the didactics sequence in paper and pencil and with
Aplusix software. We attained to identify theorems in action that had been used by
great part of the students, and some of them in persistent way. The main difficulties
raised in the analyses of these theorems are relative to the involved knowledge in the
formation of the Conceptual Field of the factoring. Amongst them, we detach: the
division and the multiplication of algebraic expressions, reduction of similar terms

and square root.

Key-words: Algebra - Theorems in action — Education - Conceptual Field.
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INTRODUCAO

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) a Algebra
tem sido um dos conteidos da Matemadtica que os professores t€ém dado grande
énfase. Entretanto, isso ndo vem garantindo o sucesso dos alunos, como podemos
observar nos resultados do Sistema de Avaliacdo do Ensino Bésico (BRASIL, 2001),
em que os alunos tiveram um rendimento muito baixo em Algebra, e nas diversas
pesquisas existentes sobre o tema.

Um dos aspectos mais priorizados no ensino da Algebra tém sido a
manipulacdo algébrica (BRASIL, 1998). Entretanto, mesmo em questdes que exigem
somente este tipo de conhecimento os alunos apresentam muita dificuldade,
persistindo diversos tipos de erros, como: 4+11y=44y e (a+b)?=a?+b? (RIBEIRO,
2001; NOTARI, 2002).

Na Algebra um dos conceitos em que se utiliza a manipulacio de expressoes
algébricas sdo os casos de fatoragdo. Precisamos saber trabalhar com a soma, a
subtragdo, a divisdo e a multiplicagdo de monomios e bindmios, dentre outros, para
poder fatorar.

A fatoracdo € apresentada, em geral, na sétima série do Ensino Fundamental e
¢ indicada nos PCN (BRASIL, 1998) na simplificacdo de expressdes algébricas e
para resolver equacdes. Ela pode ser utilizada, também, no Ensino Médio no estudo
da funcdo do segundo grau, nas inequacdes € na equagdo da circunferéncia, etc.
Contudo, apesar da sua aplicacdo poder ser feita ainda nesse nivel de ensino, a
fatoracdo € pouco explorada nos livros diddticos do Ensino Médio (LIMA, 2001).

No Ensino Superior a fatoracdo também pode ser aplicada em algumas
disciplinas como, por exemplo, nos cursos de cdlculo. Seu estudo no Ensino
Fundamental se justifica pelas vérias possibilidades de aplicacio ao longo da
formacdo dos estudantes. Entretanto, a fatoracdo, como vimos, utiliza-se da
manipulacdo algébrica, e este ¢ um dos conhecimentos que os alunos vém tendo
dificuldades em aprender como comprovam algumas pesquisas (RIBEIRO, 2001;
NOTARI, 2002). Observamos que persistem diversos erros com relagcdo a fatoragao,
como a?+b?=(a+b)? e ax+b=x(a+b) (BITTAR et al., 2004 ¢ MARQUIS, 1995).

Além disso, as pesquisas mostram que erros e dificuldades apresentados por

alunos na aprendizagem da fatoracdo no Ensino Fundamental persistem no Ensino



Médio (NOTARI, 2002), como também no Ensino Superior (CURY, 2003).

Sendo assim, diante dos problemas existentes e das recomendagdes de alguns
pesquisadores que atuam na drea da Educacdo Matematica (NOTARI, 2002;
RIBEIRO, 2001) consideramos necessario desenvolver uma pesquisa com a
finalidade de estudar dificuldades dos alunos em fatorar expressdes algébricas. Cabe
esclarecer que optamos por esta delimitacdo em razao de dois conjuntos de motivos
principais, um de natureza tedrica e outro de natureza pratica.

Em relacio ao conjunto de natureza tedrica, pesquisadores do assunto
(NOTARI, 2002; RIBEIRO, 2001) indicam que ¢ importante desenvolver estudos
neste campo. Uma maneira de se entender essas dificuldades dos alunos na
aprendizagem de um conceito € identificar e analisar os erros cometidos por eles
(BOOTH, 1995).

O conjunto de natureza pratica refere-se ao inicio da minha atuagdo como
professora substituta de Matemadtica no Ensino Superior. Na ocasido, percebi que os
alunos apresentavam dificuldades ao trabalhar com a fatoracdo de polindmios no
curso de Cadlculo e isso gerou em mim uma inquietacdo, por esse conteido ser
abordado no Ensino Fundamental eles ja deveriam domind-lo. Essas dificuldades
também foram identificadas por Cury (2003) em um estudo sobre erros em Célculo
diferencial e integral. Em fun¢ao dessa inquietacdo elaborei o projeto que deu origem
a esta pesquisa, que por sua vez estd relacionada ao projeto CAPES/COFECUB que
tem como objetivo principal a modelagem de concepgdes de alunos em Algebra e
estd sendo realizado por um grupo de pesquisadores franceses e brasileiros'.

Assim sendo, propusemos um estudo mais detalhado sobre a fatoragdo no
ensino da Algebra, e uma investigacio sobre os possiveis teoremas em acdo
(VERGNAUD, 1990) utilizados por alunos que cursam a 8" série do Ensino
Fundamental. Esses teoremas em agdo sdo os conhecimentos que os alunos
consideram pertinentes para tratar uma situagdo proposta, contudo, em alguns casos,
eles podem nao ser adequados fazendo com que os alunos venham a cometer erros
(Ibid.).

Com este enfoque propusemos aos sujeitos, em estudo, uma seqii€éncia
diddtica composta por algumas atividades de fatoracdo buscando identificar os

teoremas em ac¢ao por eles construidos. Para elaborar a seqiiéncia e analisar os dados

' Um dos pesquisadores responséveis por esse Projeto no Brasil é a Prof'. Dr* Marilena Bittar da
UFMS.



que dela emergiram fizemos estudos tanto de algumas pesquisas existentes sobre o
assunto como de trabalhos que abordam concepgdes, erros e dificuldades na
aprendizagem da Algebra (USISKIM, 1995; BOOTH, 1995; NOTARI, 2002;
RIBEIRO, 2001).

Os alunos participantes da pesquisa resolveram as atividades propostas em
dois ambientes: papel e ldpis e no software Aplusix’. De inicio, tinhamos a intengdo
de aplicar a sequencia didatica somente com Aplusix, pelo fato dele gravar
automaticamente tudo que o aluno faz ao resolver uma atividade, o que nos permitiu
observar todas as resolugdes dos alunos, mesmo que tenham sido apagadas.
Entretanto, tinhamos um ndmero limitado de computadores disponiveis € como
gostariamos de trabalhar com uma turma de alunos no seu horério normal de aulas,
decidimos, entdo, trabalhar com esses dois ambientes. As atividades foram as
mesmas e aplicadas ao mesmo tempo na sala de aula e no laboratério de informatica.

Esta dissertacio estd organizada em cinco capitulos. No primeiro,
apresentamos uma breve descri¢do acerca da Algebra como campo do conhecimento
matematico, em que procuramos discutir, com base em pesquisas ja desenvolvidas,
algumas concepgdes relacionadas ao ensino e 2 aprendizagem da Algebra, e alguns
estudos sobre erros e dificuldades na aprendizagem da mesma.

No segundo capitulo é apresentado o quadro tedrico escolhido como
referéncia para esse estudo, que é a Teoria dos Campos Conceituais (VERGNAUD,
1990). A partir dessa escolha, sdo definidos os procedimentos metodoldgicos
julgados adequados para responder as questdes de pesquisa.

No terceiro capitulo sdo discutidos alguns casos de fatoracdo propostos no
ensino atual e algumas possiveis aplicacdes da mesma. Em seguida, sdo feitas
andlises detalhadas de trés colecdes de livros didaticos do Ensino Fundamental
visando um estudo mais pontual do campo conceitual da fatoracio no Ensino
Fundamental.

No quarto capitulo € apresentado inicialmente um teste diagndstico que serviu
para afinar o estudo dos teoremas em agdo possiveis de ser utilizados pelos alunos,
bem como, para balizar a elaboracdo da seqiiéncia diditica a ser aplicada. Em

seguida € definida a seqiiéncia didética e feita sua anélise teérica (HENRY, 2006).

2. Aplusix é desenvolvido pelos pesquisadores: J.F. Nicaud, D. Bouhineau e S. Mezerette do
Laboratério Leibniz, em Grenoble Franca.



Finalmente, no capitulo cinco, sdo apresentadas a aplicagdo da seqiiéncia
didética e a andlise dos dados coletados com o desenvolvimento de cada atividade.
Terminamos esse texto com nossas consideracdoes finais e algumas

perspectivas.



CAPITULO 1

APRESENTACAO DO OBJETO DE ESTUDO

A Algebra é um campo matemitico em que o insucesso é bastante
significativo “Nos resultados do Sistema Nacional de Avaliacdo da Educagdo Basica
(SAEB), por exemplo, os itens referentes 2 Algebra raramente atingem o indice de
40% de acerto em muitas regides do pais” (BRASIL, 1998, p. 116). Um dos motivos
para este resultado pode ser o fato de que, normalmente, o ensino deste campo vem
priorizando a memorizacdo mecanica de regras, sem a compreensdo da estrutura
l6gica da Matematica, além de ser trabalhado sem correspondéncia com situagdes
préticas. Isto gera em muitos alunos a sensacio de que a Algebra é dificil e abstrata
comprometendo a compreensdo dos conceitos que a constituem e o uso inadequado
dos mesmos.

Os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) chamam atencdo para
esse fato, e trazem como orientacio aos professores no ensino da Algebra, a
importancia de se trabalhar com situacdes variadas e ricas de significados para os
alunos, integrando a Algebra com os outros ramos da Matemdtica. Além disso,
sugerem trabalhar as estruturas e as propriedades relativas a um determinado
conceito e, sempre que possivel, estabelecer relacdes entre esses e situacdes praticas
do cotidiano, visando entre outras coisas, a aquisi¢do de sentido.

No entanto, diversas pesquisas tdm mostrado (DA ROCHA FALCAO, 2003;
LINS E GIMENEZ, 1997) que os alunos sentem dificuldades em utilizar a
linguagem algébrica, e nao conseguem relaciond-la com outros conteidos
matematicos ou situacdes praticas. Em funcio disso, muitos estudos tém sido feitos
com o objetivo de identificar possiveis falhas existentes no curriculo escolar, nas
préticas pedagdgicas e na apresentacio da Algebra nos livros didaticos.

Segundo Lins e Gimenez (1997), ha uma tendéncia “letrista™ na maioria dos

3 . 4 2 . .. .
Seria o cdlculo com letras, que para os autores € o ensino que vem sendo priorizado no Brasil.



livros didaticos disponiveis no Brasil, baseada em uma tradicio que vem sendo
repetida sem nenhuma andlise ou reflexdo no ensino. Alguns autores dessa tendéncia
estdo apresentando os conceitos algébricos com abordagens que Lins e Gimenez
(1997) denominam de facilitadoras, como: o uso de dreas no ensino dos produtos
notdveis ou a balanca de dois pratos para o ensino de resolucdo de equacdes. Para
esses pesquisadores, tal prética representa a substituicdo de uma pratica letrista por
uma abordagem que pode ser considerada mais agradavel pelo aluno; o que para
esses autores pode ndo ser suficiente para garantir €xito na aprendizagem da
Algebra.

Lins e Gimenez (1997) citam uma pesquisa realizada sobre resolu¢do de
equagdes com o uso da balanga em atividades formais (HART e SINKINSON apud
LINS e GIMENEZ, 1997) os pesquisadores envolvidos, nessa pesquisa, observaram
que ao final da atividade as criangas ndo conseguiram ver relagdo entre as atividades
realizadas com este recurso e as atividades formais. Eles concluiram que faltava
algum material que preenchesse o vazio que existe entre essas duas formas de
apresentar o conteido. Contudo, para Lins e Gimenez (1997), talvez ndo haja mesmo
relacdo entre essas duas atividades, “[...] talvez sejam, simplesmente, duas atividades
distintas, com seus resultados localizados” (p.108).

Outra abordagem discutida por esses autores ¢ o modelo sugerido por
Vergnaud (1990) que, ao invés de considerar a Algebra de maneira isolada, sugere
um estudo dos elementos que a constituem como um campo conceitual. Na opinido

de Lins e Gimenez (1997)

O que um modelo como o de Vergnaud traz — e que acreditamos devesse
ser melhor explorado em propostas baseadas nele — é a complexidade do
fend6meno, tornando insepardveis aspectos como a notag¢do e 0s conceitos,
e enfatizando, por exemplo, que sdo problemas que permitem que se
produza significado para aqueles, e vice-versa. (p.111).

Um dos pesquisadores que compartilha das idéias propostas por Vergnaud
(1990) é Da Rocha Falcao (2003). Este pesquisador faz uso dessa abordagem e traz
alguns elementos do campo conceitual da Algebra, como referéncia para a pesquisa e
o ensino desse contetdo:

e a Algebra como ferramenta representacional, constituida por nimeros, medidas,

incognitas e varidveis, regras de atribuicdes de simbolos, os vdrios sentidos



empregados ao sinal de igual;

e a Algebra como uma ferramenta de resolugdo de problemas, com operadores,
sintaxe, prioridade de operacdes, principio da equivaléncia, conhecimentos em acao
vinculados a experiéncia extra-escolar de compensacao e equilibrio, etc.

Para Da Rocha Falcdo (2003), o fazer algébrico é um processo complexo com
muitas dificuldades, algumas delas poderiam estar relacionadas a utilizagdo da
linguagem algébrica. Como ilustracdo o pesquisador destaca que alguns alunos nao
conseguem diferenciar varidvel de parametro ou transformar uma situacdo problema
de linguagem natural para a simbdlica, além de apresentarem, também, dificuldades
em manipular expressoes algébricas. Alids, o estudo das dificuldades em utilizar
determinado conhecimento, bem como a andlise dos erros cometidos pelos alunos é
de fundamental importincia para o ensino e a aprendizagem. D" Ambrosio (1993),
por exemplo, chama a atencao para a importancia de se analisar esse aspecto, pois, na

sua opinido:

Respostas incorretas constituem a riqueza do processo de aprendizagem
e devem ser explorados e utilizados de maneira a gerar novo
conhecimento, novas questdes, novas investigacdes ou um refinamento
das idéias existentes ( p. 37).

Em nossa pesquisa buscamos estudar dificuldades de aprendizagem de um
conceito, em particular, pertencente 2 Algebra: a fatoracdo. Ela utiliza a manipulagio
algébrica, e € apresentada no Ensino Fundamental, mas pode ser aplicada nao s6
neste nivel de ensino como no Ensino Médio e também no Ensino Superior.
Detalhamos a apresentacao da fatoracdo e a suas aplicagdes no capitulo III.

Tendo apresentado, neste inicio do trabalho, um panorama geral acerca de
alguns dos problemas relacionados ao ensino e a aprendizagem da Algebra, apontado
algumas recomendacdes dos pesquisadores que estudam este tema, justificado a
relevancia deste estudo, passamos, agora, a apresentacdo de algumas idéias propostas
pelos pesquisadores que estudam o assunto acerca das concepgdes que existem em

relacdo a Algebra e as dificuldades e erros relativos a sua aprendizagem.



1.1 Concepcoes da Algebra

Para Usiskin (1995), as diferentes concepgdes da Algebra estio relacionadas
aos diversos usos que sdo feitos das letras, denominadas geralmente de varidveis®. A
seguir apresentaremos algumas dessas concep¢des e esbogcaremos um breve
comentério a respeito do mesmo assunto.

A Algebra como aritmética generalizada

Muitas vezes a Algebra € vista como aritmética generalizada, nesse caso, as
varidveis sdo vistas como generalizadoras de modelos. Segundo Usiskin (1995) as
instrugdes-chave no uso da varidvel para o aluno sdo traduzir e generalizar. Por
exemplo, a expressdo 3+5.7=5.7+3, pode ser generalizada em a+b=b+a.

Sdo técnicas importantes tanto para Algebra, como para Aritmética; para o
autor é impossivel estudar Aritmética adequadamente, sem lidar com a Algebra,
implicitamente ou explicitamente. Na sua opinido, a linguagem algébrica € superior a
linguagem natural na descri¢dao de relagdes numéricas, pois, a descricdo algébrica é
semelhante a descri¢cdo numérica.

A Algebra como um estudo de procedimentos para resolver certos problemas

Quando fazemos uma generalizacdo de um modelo, ndo temos incognitas, sé
a preocupacdo em modelar as relacdes conhecidas entre os nimeros. Depois de
obtida a expressdo, por exemplo, 5Xx+3=40 devemos utilizar os procedimentos
necessdrios para resolvé-la. Assim, podemos somar (-3) a ambos os membros,
obtendo uma equacdo equivalente a essa, 5X=37, resolvemos de alguma maneira
obtendo: X=7,4. Para verificar se o resultado estd correto basta substituir esse valor
na incégnita da equagao.

Nesta concepg¢do, as varidveis sdo incognitas (valores desconhecidos). Para
Usiskin (1995), as instrugdes-chave para o aluno sdo simplificar e resolver. E,
segundo ele, em alguns casos essas duas instrucdes sdo semelhantes, pois, ao
tentarmos resolver uma equacdo, fazemos simplificagdes na tentativa de encontrar
uma equacao equivalente, com a mesma solucao.

A Algebra como estudo de relacoes entre grandezas
A férmula A=b.h, da drea de um retingulo, mostra a relagdo entre trés

grandezas, nesse caso, niao estamos lidando com incégnitas, pois ndo estamos

* Esse autor sempre utiliza a denominagdo de varidvel para especificar a utilizagdo de letras na

Algebra.



resolvendo nada.
A diferenca entre esta concep¢do e a anterior, € que, nesse caso as variaveis

variam. Por exemplo, quando perguntamos a um aluno o que acontece com o valor

1 . - .
de—, quando x se torna cada vez maior, ndo estamos querendo descobrir o valor de
X

uma incdgnita, e sim generalizar um modelo, essencialmente algébrico, que ndo se
parece em nada a um aritmético.

Nesta concepcdo as varidveis (ou letras) podem ser: um argumento (valores
do dominio de uma fung¢ao), ou parametro (um nimero do qual dependem os outros
nimeros). Por exemplo, no estudo da funcdo f(X)=x+a temos a varidvel X que
representa um argumento, isto € valores do dominio desta fung¢do, e a varidvel a que
representa um parametro, ou seja, um nimero do qual dependem os outros nimeros.
Assim, analisando um caso particular desta fun¢do temos f(x)=x+4, em que agora o
parametro a € igual a 4, e muitos alunos t€ém dificuldades em diferenciar a varidvel
como sendo um parametro ou um argumento.

A Algebra como estudo das estruturas

Nos cursos superiores o estudo da Algebra envolve estruturas, como corpos,
anéis, espacos vetoriais, etc. No ensino da Algebra elementar, podemos reconhecer o
estudo das estruturas pelas propriedades que atribuimos as operacdes, com os
nimeros reais e polindmios.

Para Usiskin (1995), quando pedimos para o aluno fatorar o polindmio
3x?+4ax-132a2, desejamos que ele consiga operar com as varidveis seguindo as
regras proprias dessa estrutura algébrica, de modo a encontrar a expressdao
(3x+22a)(x-6a). Nesse caso, a concep¢do de varidavel é diferente de todas as citadas
anteriormente, nao se trata de nenhuma relacdo, ou funcio, e ndo se tem equacgdo
alguma a resolver, ou algum modelo em Aritmética para generalizar. A varidvel se
tornou um simbolo arbitrario de uma estrutura estabelecida por certas propriedades.

Compartilhamos das idéias propostas por Usiskin (1995) a respeito do que se
espera em relacdo aos procedimentos que os alunos precisam dar conta de adotar. Ou
seja, € necessdrio que eles consigam operar com as varidveis, seguindo as regras
proprias da estrutura que se estd trabalhando, e que quando preciso saibam voltar aos
referenciais, em geral nimeros reais.

Para garantir o desenvolvimento do pensamento algébrico no aluno, segundo

os PCN, os professores devem oferecer atividades que inter-relacionem as diferentes
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concepgdes da Algebra. Entretanto, os professores, em geral, ndo trabalham com
todos esses aspectos privilegiando “[...] fundamentalmente o estudo do célculo
algébrico e das equacdes [...]” (BRASIL, 1998, p.117); somente duas das quatro
concepgoes citadas anteriormente: procedimentos para resolver certos problemas e o
estudo das estruturas. E, apesar desses aspectos priorizados pelos professores serem
necessarios, eles ndo sio suficientes para a aprendizagem da Algebra.

Dentre as concepgdes da Algebra abordadas neste capitulo o nosso trabalho se
insere no estudo das estruturas. Ao analisarmos as dificuldades dos alunos na
fatoracdo, buscamos identificar os erros no que diz respeito a manipulacao algébrica,
seguindo regras proprias dessa estrutura, em que a varidvel nesse caso € um simbolo

arbitrario.

1.2 Alguns Estudos Sobre Erros E Dificuldades Na Aprendizagem Da Algebra.

Apresentamos em seguida algumas pesquisas que abordam erros e
dificuldades dos alunos com relacdo a aprendizagem da Algebra. Escolhemos esses
autores, pois suas pesquisas trazem algumas indica¢des de dificuldades
principalmente com relagdo a manipulacdo algébrica que interessa diretamente ao

nosso trabalho com a fatoragao.

1.2.1 Dificuldades das Criancas que se Iniciam em Algebra — Lesley R. Booth
(1995)

Para Booth (1995) ao estudar as dificuldades dos alunos na aprendizagem da
Algebra, devemos identificar os erros cometidos por eles, e investigar os motivos
desses erros. Ela cita um projeto de pesquisa que adotou esta abordagem, “Strategies
and Errors in Secondary Mathematics” (SESM), realizada no Reino Unido entre
1980 e 1983, com alunos de treze a dezesseis anos da oitava a décima série. Os erros
verificados foram semelhantes em todas as séries.

Em entrevista realizada com os alunos que cometeram esses erros, observou-
se que a maioria dos erros poderia estar relacionada as idéias que os alunos tém em

determinados aspectos, como:
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e o foco da atividade algébrica e a natureza das “respostas”. Na Aritmética, o foco é
encontrar uma resposta numérica. Na Algebra ¢é diferente, o foco € estabelecer
relacdes e procedimentos e expressa-los numa forma simplificada e geral. Na maioria
das vezes, o aluno rejeita este tipo de resposta, e tenta conseguir uma resposta
numérica; ou em alguns casos, simplifica uma expressiao, como, por exemplo, 14+7x
em 21X, tentando obter uma resposta com um unico termo.

e 0 uso da notacio e da convengio em Algebra. Estas dificuldades dizem respeito
interpretacoes dos simbolos operatorios. Em Aritmética, os simbolos + e = sdo
interpretados como as a¢des que devem ser realizadas, em que + significa realizar a
operagdo, e = fornecer a resposta.

Kieran (1981), citado por Booth (1995), mostrou que criangas, no contexto do
estudo de equagdes consideram o sinal de = como um simbolo com uma sé dire¢ao,
que precederia uma resposta numérica. A idéia de que esse simbolo poderia indicar,
também, uma relacdo de equivaléncia pode nao ser percebida de imediato pelos
alunos, apesar das duas nogdes serem necessdrias a compreensao da dlgebra. Muitos
alunos ao simplificar expressdoes algébricas e encontrar, como resultado, por
exemplo, 2a+5b, acabam juntando os termos em 7ab. Nesse caso a a¢do relacionada
ao simbolo + € a de juntar.

e o significado das letras e das varidveis. A Algebra se diferencia da Aritmética no
uso de letras para representar valores numéricos. Na Aritmética as letras aparecem de
modo diferente, por exemplo, a letra m pode ser utilizada para representar a unidade
de medida metros, em expressdes como, por exemplo, 3m 1é-se 3 metros, mas em
Algebra a letra m representaria a quantidade de metros, ou outra coisa, pois m é uma
varidvel. A idéia de varidvel, talvez seja um dos aspectos mais importantes da
Algebra, entretanto, os alunos mesmo ao interpretar as letras como representacio de
numeros, t€m dificuldades em considerd-las como valores genéricos ou varidveis.
Booth (1995) cita como exemplo X+Yy=Yy+X, em que os alunos tendem a considerar
esses valores como tnicos, especificos, como no caso de X+3=8, em que ao final
chega-se a um valor tinico X=5, ndo entendendo que X e Y nesses casos podem variar.
e os tipos de relacdes e métodos usados em Aritmética. Em alguns aspectos, a
Algebra é considerada a “Aritmética generalizada”, e concepcdes erradas dentro do
contexto aritmético, podem afetar o desempenho dos alunos na Algebra. Além disso,
alguns métodos que os alunos utilizam em Aritmética podem fazer com que tenham

dificuldades em estabelecer relacdes gerais em Algebra. Booth (1995) fornece o
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seguinte exemplo:

[...] se um aluno geralmente ndo determina o niimero total de elementos
de dois conjuntos de, digamos, 35 e 19 elementos, utilizando a nogdo de
adicdo, como 35+19, mas resolve o problema, utilizando o processo de
contagem, entdo € pouco provdvel que o nimero total de elementos de
dois conjuntos de X e y elementos seja prontamente representado por X+y.
Neste caso, a dificuldade nd3o estd tanto em generalizar a partir do
exemplo aritmético, mas de ter um procedimento adequado, e uma
representacdo desse procedimento em aritmética, para a partir dele fazer
uma generalizagdo inicial.(BOOTH, 1995, p.35).

Para a mesma autora, essa lista de dificuldades nio € exaustiva, no entanto,
poderd mostrar aos professores algumas das dificuldades que poderdo surgir no
ensino da Algebra, bem como, “[...] lembrar que algumas idéias aparentemente
simples nem sempre sdo tdo simples como podem parecer aos adultos” (BOOTH,

1995, p.35).

1.2.2 Simplificacao de Fracoes Aritméticas e Algébricas — Alexandre M. Notari
(2002)

Notari em 2002 desenvolveu uma pesquisa sobre simplificacao de fragdes
algébricas e aritméticas, em que buscou fazer um diagndstico dos principais erros e
dificuldades manifestados por alunos do Ensino Fundamental e Médio. O teste
utilizado para essa pesquisa era composto por 8 questdes divididas em duas partes,
sendo uma delas constituida por 5 questdes organizadas em 12 itens sobre fracdes
aritméticas, e outra com 3 questdes, sendo 12 itens sobre fracdes algébricas. Foram
pesquisadas duas turmas, uma da 8" série do Ensino Fundamental e outra da 1?* série
do Ensino Médio.

As principais conclusdes apontadas por Notari (2002) mostram um elevado
nimero de erros que revelam uma incompreensdo das regras formais que
regulamentam a simplificacdo de fracdes algébricas. Dentre tais erros destaca-se a
generalizacdo de regras de uma situagdo para outra, sem uma andlise das condi¢Oes
que validam essa generalizacdo. Como ilustracao, citamos a resolu¢ao de um aluno:

4x+11xy 15x%y
X X

=15xy

Na entrevista, quando perguntado por que fez assim, ele disse que aplicou o
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mesmo procedimento utilizado no exercicio anterior, no caso:

2
4x.11xy _ 44x°y — 44y,
X X

Alguns alunos transformaram as expressdes em equagdes procurando
determinar o valor de uma suposta incognita, ou trataram uma soma de termos como
uma multiplicacdo, por exemplo, 4+11y =44y . Além disso, Notari (2002) observou
que alguns alunos tém dificuldade em identificar um nimero natural como produto

de dois ou mais fatores.

8xy—3z
<

No caso de fragdes que nao admitiam simplificacio como , alguns

alunos apresentaram como resposta 8xy —3. As justificativas que apresentaram ao

serem entrevistados foram: porque eu fatorei, ou dividi numerador e denominador
pelo mesmo nimero, ou cortei 0 z de cima com o z de baixo.

Para Notari (2002) talvez uma das justificativas para os erros cometidos pelos
alunos, seria a maneira com que o ensino da Algebra vem priorizando a sua
dimensdo sintdtica. A manipulacdo algébrica estaria recorrendo somente na
utilizacdo das regras, sem se preocupar com as condicdes que permitem que elas
sejam aplicadas. Ele traz algumas indicacdes como proposta para melhoria no ensino
da dlgebra, dentre elas:

v Um trabalho em sala de aula que enfatize, na representacio de um
nimero na forma fatorada, as propriedades da multiplicacio, estabelecendo
relacdo entre as operagdes de multiplicacio com as da divisdo, o que pode
evidenciar o significado de expressdes como o “cancelamento de fatores”,
usuais no ensino de simplificacdo dessas fra¢des, e contribuir na agilidade
dos alunos em cdlculos aritméticos e, especificamente, nos exigidos na
simplificacdo dessas fracoes;

v Proposta de atividades que determinem as condi¢des especificas que

envolvem a aplicagdo de uma determinada regra, em especial, a reescrita de

uma fracdo que utilize a propriedade de fatoracdo pela evidéncia do termo

ax+bx x(a+b) _ , .., axbx
= nao € aplicdvel a
c c c

comum, isto é, , prevenindo erros

decorrentes de uma aplicacao indevida de uma regra;
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1.2.3 Analisando o Desempenho de Alunos do Ensino Fundamental em Algebra

- Alessandro Jacques Ribeiro (2001).

Ribeiro (2001) fez uma pesquisa sobre o desempenho dos alunos em Algebra
tendo como base os dados do Sistema de Rendimento Escolar do Estado de Sao
Paulo (SARESP, 1997), elaborado pela Secretaria de Educacdo. Mediante a
realizacdo dessa pesquisa, o pesquisador teve a finalidade de levantar e identificar
procedimentos e estratégias que os alunos da 8 série utilizam para resolver questoes
de Algebra.

Em sua pesquisa aplicou as mesmas questdes de Algebra propostas pelo
SARESP. Primeiro ele aplicou essas questdes em uma amostra composta por 20
alunos, em que os mesmos deveriam assinalar a resposta correta e justificar de que
forma chegaram a ela. Apds andlise do desempenho, nessa primeira etapa, ele
selecionou as atividades que tiveram os mais baixos indices de acertos, como
também, as que tiveram um indice mais elevado de aproveitamento, o que segundo
Ribeiro (2001) permitiria colher mais dados para andlise. Ele aplicou essas
atividades, sem as alternativas de resposta, em 18 dos 20 alunos da primeira etapa.
Nessa parte os alunos foram divididos em duplas ou trios para discussao e resolugdo,
e tiveram a participacdo do professor como encorajador e mediador na resolucdo das
questoes.

Em seu estudo Ribeiro (2001) utilizou a nog¢do de aspecto processual e
estrutural da Algebra, de Kieran. Esclarece o pesquisador que estamos trabalhando o
aspecto processual da dlgebra quando temos uma expressao algébrica, por exemplo,
5x-2y e substituimos X por 3 e y por 5, o resultado serd 5; ou ao resolvermos a
equagdo 3X+2=8 substituindo vérios valores para X até encontrar o correto. Apesar
de estarmos lidando com expressoes algébricas, trabalhamos na verdade com suas
instancias numéricas, operamos com esses nimeros com objetivo de encontrar um
resultado também numérico.

E estamos trabalhando com o aspecto estrutural da Algebra quando efetuamos
as operacdes nao sobre os numeros, valores especificos para X ou Yy, mas sobre as
expressoes algébricas. Por exemplo, 3x2-21x pode ser fatorada em 3x(x-7), ou a

expressdo 7z+4w-z pode ser simplificada para 6z+4w. Nesses exemplos os objetos
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trabalhados foram as expressoes algébricas, e ndo niimeros, além disso, o resultado
obtido continua sendo expressoes algébricas.

Para Kieran (apud Ribeiro, 2001)

[...] o desenvolvimento da dlgebra é feito como um ciclo processual-
estrutural; quando nos referirmos a dlgebra que deve ser ensinada na
escola, podemos interpretd-la como sendo uma série de ajustes
processual-estruturais que os alunos devem fazer para entender o aspecto
estrutural da dlgebra (p.42).

Ribeiro (2001) afirma que esses ajustes sdo fundamentais para que o aluno
consiga perceber que os objetos trabalhados no aspecto estrutural sdo expressdes (ou
equagdes) algébricas e ndo numeros. Diz ainda que as operacdes indicadas para
trabalhar com essas expressoes sdo: simplificar, fatorar, racionalizar denominadores
e etc.

O pesquisador procurou em seu estudo verificar se o aluno é capaz de:

e tratar as representacdes simbodlicas como objetos matematicos;
® operar sobre as estruturas algébricas;
e modelar situagdes-problema em estruturas algébricas.

Nas andlises das atividades, ele observou que os alunos tiveram desempenho

um pouco melhor do que o apresentado pelo SARESP (1997), mas nao muito

significativo. Vejamos, por exemplo, na 1* questao:

Nas igualdades abaixo, em que a e b representam nimeros reais, a Unica
verdadeira é:

a) (a+b)* =a* +b*

b) (a+b)a—-b)=a* —2ab+b*?
¢) aa+b)=a*+ab

d) a+b -

a

(RIBEIRO, 2001, p. 25)

Como podemos observar, essa questio trata do aspecto estrutural da Algebra
e, de acordo com os dados obtidos a partir da pesquisa em questdo, 30% dos alunos
envolvidos acertaram a resposta. Ja no resultado do SARESP o indice de acerto foi

de 22%, sendo que, 50% dos alunos marcaram a op¢ao (a) (a+b)* =a’ +b”, isto &,

utilizaram como vélida a distribuicdo da potenciacdo em relacdo a soma de dois
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nimeros. No grupo pesquisado esse erro foi cometido por 30% dos alunos.
Entretanto, na pesquisa de Ribeiro (2001) apesar do indice de acerto, nessa questao,
ser maior, somente uma parte dos alunos (15%) utilizou uma estratégia
matematicamente correta. Quer dizer, fizeram a distribuicdo dos produtos
corretamente. Contudo, houve alunos que, apesar de acertarem a questdo, fizeram a
distribuicdo de maneira incorreta.

Para Ribeiro (2001) isso pode ter ocorrido em decorréncia do ensino da
Algebra priorizar o treino de habilidades, a mecanizagio de algoritmos e a simples
memorizacdo de técnicas e regras. Tal priorizagdo pode explicar o fato de os alunos
ndo terem um rendimento satisfatorio, mesmo nas atividades propostas que utilizam
somente esse tipo de conhecimento, como ocorreu no exemplo citado.

Nas suas analises Ribeiro (2001) enfatiza a necessidade de se trabalhar os
aspectos processual e estrutural da Algebra. “Isso se faz, essencialmente, no sentido
de desenvolver nos alunos a capacidade de reconhecer diferentes operacdes possiveis
com as estruturas algébricas [...]” (2001, p.111). Além disso, o ensino deve se
preocupar com a constru¢ao do conhecimento e com a compreensao de significados,
pelos alunos, caso contrdrio ele acaba por tornar-se ineficaz e os alunos tendem a

esquecer rapidamente.

1.2.4 Sintese da Leitura das Pesquisas

Como ja dissemos anteriomente a fatoracao de expressoes algébricas se insere
no estudo das estruturas e, segundo os PCN (BRASIL, 1998), esta é uma das
concepgdes priorizadas pelos professores no ensino da Algebra. Entretanto, esta
énfase ndo parece estar garantindo o sucesso dos alunos em atividades que exigem
este conhecimento.

De fato, vimos nas pesquisas de Notari (2002) e Ribeiro (2001), que os alunos
também ndo estdo tendo um bom desempenho em atividade de manipulagcdo
algébrica, persistindo diversos tipos de erros. Observamos que os alunos tém
dificuldades em trabalhar com as expressdes algébricas, seguindo regras que sao
proprias desta estrutura. E muitos dos erros observados nestas pesquisas brasileiras

também j4 haviam sido observados em outros paises como, por exemplo, em Booth

(1995).
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Os estudos mostraram que os alunos expressam vdrias dificuldades, dentre

N

elas, dificuldades relativas a aplicacdo da fatoracdo na simplificacdo de fracdes

algébricas (NOTARI, 2002), sendo que esta € geralmente uma das primeiras

aplicacdes da fatoracdo apds a sua apresentagdo no Ensino fundamental. Entretanto,

Notari observou que ndo s6 os alunos desse nivel de ensino tiveram dificuldades,

mas também os do Ensino Médio.

A partir desse estudo podemos identificar as seguintes dificuldades, que

consideramos, relacionadas a fatoragao:

>
>

dificuldade em trabalhar com um nimero na forma fatorada;

dificuldade em multiplicar e dividir expressoes algébricas;

aplicacdo da fatoracdo em uma situacao inadequada, na tentativa de simplificar
uma expressao;

dificuldade em trabalhar com expressdes algébricas seguindo regras proprias
dessa estrutura para expressd-las numa forma equivalente, causando erros
como 4x+11xy=15x2y, em que ao invés de fatorar a expressdo o aluno tenta
simplificé-la tentando obter uma resposta.

Assim, desenvolvemos este estudo com a inten¢do de melhor compreender

N

dificuldades relativas a aprendizagem da fatoracdo, para isso buscamos identificar

teoremas em acdo’ utilizados pelos alunos ao fatorar uma expressdo algébrica.

No préximo capitulo apresentamos o referencial tedérico e metodolégico

utilizado em nosso estudo.

5> Teorema em acdo ¢ uma proposi¢do suscetivel de ser verdadeira ou falsa, entretanto, o aluno a utiliza
como sendo verdadeira. (VERGNAUD, 1990).



CAPITULO 11

CONSIDERACOES TEORICAS E METODOLOGICAS

Neste capitulo, apresentamos o quadro tedrico metodolégico que compde
nosso trabalho. Assim tecemos alguns comentdrios a respeito da Teoria dos Campos
Conceituais proposta por Vergnaud (1990), e descrevemos a metodologia que

adotamos na realizacao desta pesquisa.

2.1 Teoria Dos Campos Conceituais

A aprendizagem de um conceito desenvolve-se de maneira gradativa, em
diferentes niveis, e segundo os PCN (BRASIL, 1998), supde o estabelecimento de
relacdes com conhecimentos prévios dos alunos. Desse modo, o estudo dos erros
cometidos pelos alunos na fatoracdo de maneira isolada nos pareceu inadequado, o
que nos fez refletir sobre como analisar essas dificuldades.

Nesse sentido, a teoria dos campos conceituais (VERGNAUD, 1990), nos

parece apropriada para responder nossos questionamentos. Para Vergnaud:

Um conceito ndo pode ser reduzido a sua definicdo se estamos
interessados na sua aprendizagem e no seu ensino. E através de situagdes
e de problemas que um conceito adquire sentido para o aluno
(VERGNAUD, 1990, p.135).

O pesquisador citado esclarece que cada situacdo envolve a utilizagdo de
diversos conceitos, € ndo € possivel explorar todos os aspectos envolvidos na
aprendizagem de um conceito em uma s6 situagdo. Desse modo, a aprendizagem de
um conceito € feita de maneira gradual e ao longo do tempo.

Esta teoria toma como referéncia o proprio contetido do conhecimento, a
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andlise dos conceitos envolvidos nesse conhecimento e os processos cognitivos do
sujeito envolvido. Inspirada na teoria de Piaget oferece subsidios para compreender

como ocorre a aprendizagem de conceitos matematicos. Em sintese,

[...] € uma teoria cognitivista que visa fornecer um quadro coerente e
alguns principios de base para o estudo do desenvolvimento e da
aprendizagem de competéncias complexas, notadamente das que revelam
das ciéncias e das técnicas. Por fornecer uma estrutura a aprendizagem ela
envolve a didatica, embora nio seja, em si uma teoria didatica. Sua
principal finalidade é propor uma estrutura que permita compreender as
filiacdes e rupturas entre conhecimento, em criancas e adolescentes,
entendendo-se por “conhecimento”, tanto as habilidades quanto as
informagdes expressas (VERGNAUD, 1990, p.135).

Ela nos possibilita analisar como o sujeito aprende, isto €, como se dao a
formagdo e o funcionamento dos conhecimentos nos individuos. Segundo Vergnaud
(1990), o conhecimento se forma a partir das situacdes que o aluno precisa resolver e
um conceito s6 se torna funcional quando o sujeito consegue aplicd-lo em situacdes
variadas. Nesta Otica, € a partir das situacdes que o conceito adquire sentido para o
aluno, sendo que o sentido de um conceito ndo estd na situagao em si, mas na relacao
do aluno com a situa¢do e com os conhecimentos que ele tem disponiveis para lidar
com ela. E a conceitualizacio do real, que representa a esséncia do desenvolvimento
cognitivo.

De acordo com Vergnaud é importante analisar todos os aspectos conceituais
envolvidos nos esquemas utilizados pelos alunos ao lidarem com as situacdes
propostas e identificar as situagdes mais pertinentes a constru¢do desses esquemas.

Mas o que seriam esses esquemas?

Os esquemas organizam o comportamento do sujeito para uma classe de
situacdes dada, mas também organizam, a0 mesmo tempo, sua agdo e a
atividade de representacdo simbolica, sobretudo lingiiistica, que
acompanha essa a¢do. (VERGNAUD, 1990, p.168).

Um esquema comporta objetivos e antecipagdes, regras de acdo do tipo
“se...entdo”, invariantes operatdrios “teoremas em a¢do” e ‘“‘conceitos em agdo”, e a
possibilidade de inferéncia, ou raciocinio.

Vergnaud (1990) esclarece que podemos distinguir duas classes de situagdes,

de anélise dos esquemas:
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1) classes de situagdes em que o sujeito dispde no seu repertdrio, em dado
momento de seu desenvolvimento e sob certas circunstancias, das
competéncias necessdrias ao tratamento relativamente imediato da
situacao;

2) classes de situacdo em que o sujeito ndo dispde de todas as
competéncias necessdrias, o que o obriga a um tempo de reflexdo e
exploracdo, a hesitacdes, a tentativas frustradas, levando-o eventualmente
ao sucesso ou ao fracasso.

(VERGNAUD, 1990, p.136)

Na primeira classe de situacdes o aluno ja dispde de um esquema eficiente
para o tratamento da situacdo. No segundo caso, ele pode mobilizar varios esquemas
para tentar lidar com a situac@o. Esses esquemas podem competir entre si, e talvez
precisem ser combinados e recombinados para que se obtenha éxito.

Assim, ao tentar resolver uma situacdo o aluno mobilizard esquemas ja
utilizados anteriormente, em outras situacdes, que de algum modo lhe possa parecer
semelhante a esta. Esses esquemas orientardo toda a busca de resolugdo da situacao,
podendo leva-lo ao acerto do problema proposto, ou ndo, sendo entdo necessarias
algumas modificacdes para que esses possam resolver essa nova situagdo
(VERGNAUD, 1990). Podemos inferir que essa teoria leva em consideracdo os
conhecimentos prévios dos sujeitos, pois é a partir deles que os alunos tentam
solucionar novas situagdes.

Queremos destacar que o conceito de situagdo abordado por Vergnaud (1990)
tem o sentido de tarefa. Assim sendo, uma situacdo complexa pode ser analisada,
segundo ele, como uma combina¢do de tarefas “[...] cuja natureza e dificuldades
especificas devem ser bem conhecidas” (1990, p. 146). Cada tarefa ¢ composta por
subtarefas, em que a dificuldade em resolvé-la ndao estd na soma, nem no produto das
dificuldades das diferentes subtarefas. Entretanto, se o aluno fracassa em uma
subtarefa, o fracasso sera total.

Vejamos um exemplo na fatoragdo, em que a tarefa consiste em fatorar a
expressdo algébrica 9x?-15x. Podemos identificar algumas subtarefas envolvidas
nessa atividade:

1) o aluno precisa identificar o fator comum na expressdo, e nesse caso o fator ndao
estd explicito. Ele precisa saber que 9x2-15x é equivalente a 3X.3x-5.3X.
2) depois ele precisa dividir cada termo dessa expressdo pelo fator comum

encontrado: 9x2:3x e -15x:3x.

Suponhamos que o aluno nao consiga identificar o fator comum na expressao
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ou que identifique errado, entdo, mesmo que saiba resolver a subtarefa (2) ele ndo vai
conseguir resolver corretamente a atividade. Do mesmo modo, se identificar o fator
comum, mas nao souber fazer a divisdo dos termos, ou fizer a divisdo errada, ao final
ele ndo conseguird resolver a atividade corretamente.

A andlise dos conhecimentos envolvidos nas situacdes ¢ fundamental, bem
como, das dificuldades existentes na sua aprendizagem. Desse modo, Vergnaud
(1990) nos traz que uma das entradas de um campo conceitual é o conjunto das
situacdes. No caso da nossa pesquisa, todas as situagdes que requerem alguns dos
casos de fatoracdo apresentados: fatoracdo colocando fator comum (seja esse fator
um mondmio ou bindmio), fatoracdo dos trindmios quadrados perfeitos e da

diferenca de dois quadrados. E importante levarmos em consideracio que:

1) um conceito ndo se forma dentro de um s6 tipo de situagdo;

2) uma situag@o nio se analisa com um sé conceito;

3) a construgdo e apropriacdo de todas as propriedades de um conceito ou
todos os aspectos de uma situagdo € um processo de muito folego que se
estende ao longo dos anos, as vezes uma dezena de anos, com analogias e
mal-entendidos entre situagdes, entre concepgdes, entre procedimentos,
entre significantes. (MOREIRA, 2004, p.10).

Desse modo, a selecdo e andlise das situacdes propostas ao aluno ¢é
fundamental para sua aprendizagem. Devemos analisar todas as varidveis envolvidas,
os conhecimentos disponiveis, ou nao, isto é, tudo que faz parte da construg¢ao desse
conceito, bem como, das dificuldades existentes na sua aprendizagem.

Ao propormos para o aluno fatorar a expressao x?-16, por exemplo, devemos
considerar todos os conhecimentos que o aluno precisa ter disponiveis para resolver
essa atividade. Isto €, ele precisa:

1) saber que fatorar uma expressao algébrica € transforma-la em um produto;

2) reconhecer que essa expressdo se trata de um dos casos de distribuicdo dos
produtos notaveis;

3) lembrar da distribuicao dos produtos notaveis (ou padrao) e aplica-la; ou pode se
lembrar s6 dos produtos: (a+b)?, (a-b)? e (a-b)(a+b) e fazer a distribui¢ao e reducio
dos termos semelhantes para verificar qual deles se encaixa na expressao dada.

Cada uma dessas etapas tem dificuldades especificas que nao devem ser
ignoradas, como também, alguns erros que podem aparecer no trabalho dos alunos,

por exemplo, (a-b)?=a2-b? é um dos erros comuns observados em pesquisas na
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distribuicao dos produtos notdveis. Tudo isso deve ser levado em consideragao, pois,
podem vir a comprometer o desempenho do aluno na resolucao da atividade, fazendo
com que ele venha a cometer algum erro. Desse modo, a andlise dos conceitos
envolvidos nas situacdes que utilizamos em nossa pesquisa foi importante para o
estudo das dificuldades dos alunos.

Para estudar o desenvolvimento e funcionamento de um conceito, Vergnaud
(1990) o define como sendo constituido de trés conjuntos indissocidveis (S, I, L)

S - referéncia: € o conjunto de situagdes que dardo sentido ao conceito;

I - significado: conjunto dos invariantes operatorios (conceito em agdo € teorema em
acdo), associados ao conceito, sdo os conhecimentos utilizados pelo sujeito para lidar
com as situacdes do primeiro conjunto;

L — significante: conjunto das formas de representacdo simbdlica (lingiiistica ou ndo
lingiiistica) do conceito, de suas propriedades, das situacdes e dos procedimentos de
tratamento das situagdes.

O pesquisador afirma que € importante levar em consideracdo esses trés
conjuntos se quisermos estudar o desenvolvimento e o funcionamento de um
conceito.

Com relacdo ao primeiro conjunto ja listamos os aspectos mais relevantes
para o nosso estudo, outro que particularmente nos interessa é o segundo, os
invariantes operatdrios, teorema em agdo e conceito em acdo, e que, segundo
Vergnaud (1990) sdao a base conceitual implicita (ou explicita), que estd por trds das
acdes dos alunos ao lidar com as situagdes propostas. “E nos esquemas, que devemos
procurar os conhecimentos-em-acado, ou seja, os elementos cognitivos que permitem
a acdo do sujeito ser operatéria” (VERGNAUD, 1990, p. 136).

Uma outra entrada de um campo conceitual € exatamente a dos conceitos e
teoremas. Assim, o campo conceitual da fatoracdo algébrica, no nosso estudo, € o
conjunto das situagdes cujo tratamento requer a utilizacdo de um dos casos de
fatoragdo, ja citados, que por sua vez implicam na utilizacdo de multiplicagdes, ou
divisdes, ou uma combinac¢do das duas, como também, “[...] o conjunto dos conceitos
e teoremas que permitem analisar tais situagdes como tarefas matematicas”
(VERGNAUD, 1990, p.147). Dentre eles destacamos: conceito de fator comum,
quadrado de um numero, termo semelhante, mondmio, polindmio, produto de
fatores, ndmeros inteiros, etc. A divisdo e a multiplicacdo de nimeros inteiros, de

mondmios e polindmios, fatoracdo de um ndmero inteiro, reducdo de termos
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semelhantes, raiz quadrada de um termo, e os teoremas em acdo verdadeiros com
relacdo as situagdes de fatoragdo estudadas, por exemplo:

e ax2+bx=x(ax+b)

e X(x+a)+b(x+a)=(x+a)(x+b)

® X2+2ax+a’=(x+a)?

® x2-2ax+a?=(x-a)?

® x2-a%=(x-a)(x+a)

Esses conhecimentos, teoremas em a¢do e conceitos em agdo raramente sao
explicitados pelos alunos. Eles s@o construidos nas acdes dos mesmos ao tentar
resolver uma situacdo, sempre em intera¢do um com o outro; ha uma relagcdo
dialética entre ambos. Na verdade, eles fazem a articulac@o essencial entre a teoria e
a pratica, pois, a andlise, a busca e a selecdo de informagOes para o tratamento de
uma situacdo se baseiam no conjunto de conceitos em acdo e de teoremas em agao
disponiveis para o sujeito.

Os conceitos em ag¢do sdao do tipo fungdes proposicionais, podem ser
pertinentes ou ndo as situagdes tratadas, e sdo indispensdveis na construcdo das
proposi¢Oes utilizadas para lidar com as situagdes: os teoremas em acdo. Esses,
entretanto, podem ser falsos ou verdadeiros, mas o aluno os utiliza pensando ser
verdadeiros. Contudo, em algumas situacdes eles podem ser falsos, por estarem
sendo utilizados fora do seu dominio de validade ou no caso do aluno identificar
semelhanga nessa situacdo com alguma outra tratada anteriormente. No entanto,
como essa semelhanca € s aparente isso faz com que o aluno venha a cometer um
erro. S@o essas escolhas inadequadas que estamos interessados em investigar.

Como exemplo, citamos um suposto caso no qual o aluno, ao tentar fatorar a
expressdo algébrica 7x2+2X, escolhe um caminho que considera pertinente para
resolver a situacdo. Ele pode fatorar como sendo X(7X+2X), estd errado, mas o aluno
faz essa escolha acreditando ser correta. Nesse exemplo, verificamos que o aluno
consegue identificar o fator comum da expressdo, e dividiu o primeiro termo da
expressao pelo fator comum corretamente. Entretanto, no segundo termo ele nao fez
a divisdo, simplesmente repetiu o termo dentro dos parénteses. Se esse aluno utiliza
esse caminho algumas vezes ao resolver atividades semelhantes podemos dizer que
utiliza o teorema em agdo falso ax?+bx—x(ax+bx). A regra correta, nesse caso, é
X(7x+2). O teorema em agdo falso que ele utilizou estd relativamente préximo do

correto, 0 que ndo ocorre no caso do aluno fatorar como X2(7x+2x), por exemplo,
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pois nesse ultimo caso ele ndo consegue identificar o fator comum corretamente, nem
fazer a divisao correta de nenhum dos termos.

Essas pequenas diferencas sdo muito importantes, pois mostram o quanto 0s
teoremas utilizados pelos alunos podem ou ndo estar préximos daqueles que
deveriam ter sido utilizados.

Os teoremas em acdo sdao instrumentos importantes no estudo das
dificuldades dos alunos na fatoracdo, pois, nos permitem saber mais sobre possiveis
falhas no desenvolvimento desse campo de conhecimento. A identificacdo dos erros
permite selecionar situacdes que possam ajudar na progressiva superacdo de tais
dificuldades, e o professor tem papel fundamental nesse processo. Por este motivo, a
teoria dos campos conceituais nos pareceu um bom instrumento de andlise para
estudar as dificuldades dos alunos na fatoracdo de expressao algébrica. Nossa
intencao foi identificar os teoremas em acdo falsos utilizados por eles, verificar se a
sua utilizacdo persistiria no decorrer das atividades e analisar os conhecimentos
incorretos empregados nesses teoremas.

Feitos estes esclarecimentos, passamos ao delineamento da metodologia

utilizada no decorrer da pesquisa aqui apresentada.

2.2 Metodologia da Pesquisa

O nosso objetivo geral € estudar dificuldades dos alunos em fatorar
expressoes algébricas, e 0s nossos objetivos especificos sdo os seguintes:
> identificar teoremas em acdo utilizados pelos alunos ao fatorar
expressoes algébricas;
> investigar a estabilidade dos teoremas em acdo construidos pelos
alunos.
Para atingir esses objetivos fizemos um estudo com uma turma de alunos da
8" serie do Ensino Fundamental, em que introduzimos o software Aplusix. Ele é um
software destinado 2 aprendizagem da Algebra elementar, sendo possivel trabalhar
com desenvolvimento e redugdo de expressdes algébricas, resolu¢do de equagdes e
inequacoes, dentre outros.
De inicio gostariamos de trabalhar somente com o Aplusix, entretanto,

tinhamos um ndmero limitado de computadores no laboratério de informética, e
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como pretendiamos analisar uma turma de alunos em seu horédrio normal de aula,
decidimos entdo dividir a turma em duas partes. Uma parte realizou as atividades em
papel e lapis e a outra no software. As atividades foram as mesmas e aplicadas ao
mesmo tempo. Desse modo, poderiamos também observar se haveria alguma
diferenga entre os teoremas em acao falsos identificados nesses dois ambientes.

A metodologia utilizada foi inspirada no conceito de analise tedrica ou andlise
a priori proposta por Henry (2006). Segundo esse autor a andlise tedrica € um
conjunto de estudos com objetivo de analisar situacdes em sala de aula, no nosso
caso, estudar dificuldades dos alunos na fatoragao.

Michel Henry (2006) define andlise tedrica como sendo um conjunto de
estudos composto por:

I — Anélise do conhecimento em estudo: apresentacdo do ensino usual do
saber em jogo, estudo dos campos conceituais envolvidos nessa apresentacdo,
pesquisas sobre dificuldades existentes no seu ensino e aprendizagem, etc.

IT — Andlises didaticas: andlises das atividades propostas para o estudo, das
varidveis diddticas pertinentes ao estudo, dos meios de validacdo disponiveis ao
aluno oferecidos pelos ambientes em estudo, etc.

III — Anadlise pedagdgica: gestdo do andamento das atividades, previsdo de
condutas dos alunos durante a resolugao das atividades, etc.

Em nossa pesquisa, a andlise do conhecimento em estudo foi feita por meio
da andlise de livros diddticos e pesquisas existentes sobre concep¢do, erros e
dificuldades no ensino e aprendizagem desse conhecimento, € se encontram
detalhadas nos capitulos I e III.

As andlises didéticas sao constituidas de dois momentos: a realizacdo de um
teste diagndstico e a elaboracdo da seqiiéncia didatica, e estdo detalhadas no capitulo
Iv.

E, finalmente, a andlise pedagdgica constituida essencialmente das anélises

dos possiveis erros dos alunos que se encontra também no capitulo IV.

Vejamos um resumo esquematico da metodologia da nossa pesquisa:
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Analise da apresentacio da fatoracio nos livros didaticos: campo
conceitual envolvido, estudos dos possiveis teoremas em acéo suscetiveis I
de serem utilizados pelos alunos em decorréncia dessa apresentacio.
Capitulos I e I1II
Elaboracio e aplicacio do teste Elaboracio da seqiiéncia didatica:
diagnoéstico: estudos de algumas - escolhas das atividades;
dificuldades existentes, - objetivos das atividades; u
conhecimentos prévios dos alunos e - varidveis didaticas;
teoremas em acdo utilizados. - meios de validagdo disponivesis;
Capitulo I'V. Capitulo IV

Gestio e previsao de possiveis erros e

dificuldades dos alunos na resolugéo das
atividades propostas. 11
Capitulo IV

Figura 1: Quadro metodologia de pesquisa

Fizemos as andlises das resolugdes dos alunos no capitulo V, em que
buscamos confrontar os resultados obtidos nessas resolugdes com as andlises que

foram feitas na apresentagdo das atividades no capitulo IV.

2.2.1 Composicao do Grupo Pesquisado e Alguns Dados Sobre a Seqiiéncia

Didatica.

Nosso universo investigado foi composto por 25 alunos de uma turma de
oitava série de uma escola Estadual que continha 38 alunos, porém, selecionamos os
vinte cinco alunos que nao faltaram a nenhuma das atividades propostas na seqiiéncia
didatica. Os participantes do estudo resolveram 10 atividades que constituiam essa
seqiiéncia didatica (Anexo 2).

Para investigar algumas dificuldades e listar alguns teoremas em acdo para
elaboragdo da seqiiéncia didética aplicamos um teste diagndstico. Ele foi aplicado em
julho de 2005 em duas turmas de 8" série do Ensino Fundamental que estudavam em
uma escola Municipal localizada em Campo Grande/MS. Ao finalizar e analisar os
dados coletados tinhamos o intuito de aplicar a seqiiéncia diddtica nessa mesma
escola. Entretanto, encontramos dificuldades, por parte da professora responsavel
pelo laboratdrio de informaética, em agendar os encontros nesse laboratério. Por este

motivo, optamos por procurar uma outra escola que tivesse maior flexibilidade em
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relacdo aos horarios. Ou seja, que pudesse disponibilizar quatro encontros por
semana durante aproximadamente trés semanas seguidas.

Assim sendo, no més de fevereiro de 2006 entramos em contato com uma
escola da rede Estadual e conseguimos autorizagdo para aplicarmos a seqii€éncia
didética ja mencionada. Esta seqiiéncia foi elaborada com base nos resultados que
emergiram tanto da andlise dos livros diddticos como da resolugdo do teste
diagnéstico, detalhados nos capitulos III e IV, e aplicada em uma turma da 8* série
do Ensino Fundamental dessa escola mencionada. Vale explicar que a seqii€éncia
didética € composta por atividades semelhantes aquelas estudadas no ensino usual.
Isto porque tinhamos a inten¢do de identificar os teoremas em acdo apresentados
pelos alunos para resolver as atividades que normalmente sdo propostas em sala de
aula. Assim sendo, em nossa opinido, ndo seria adequado propor questdes muito
diferentes daquelas que estio habituados.

Com esta perspectiva, formulamos atividades com questdes que nos
propiciassem identificar os diversos teoremas em a¢ao que os alunos utilizariam ao
resolvé-las. A seqiiéncia diddtica era constituida por atividades que enfocavam a
fatoracdo. Nelas era preciso colocar o fator comum em evidéncia (seja esse fator um
nimero, um bindmio ou mondmio), fatorar trindmios quadrados perfeitos e diferenca
de quadrados.

No teste diagndstico observamos que nenhum aluno tentou fatorar esses dois
ultimos casos de fatoracdo, e nas expressdes em que eles apareciam para serem
fatorados colocando o fator comum em evidéncia, caso do bindmio, os alunos
fizeram a distribuicdo desses produtos, sendo que a maioria incorretamente. Desse
modo, decidimos introduzir algumas atividades para desenvolver os produtos
notdveis. Propusemos, entdo, questdes bem préximas das apresentadas nos livros
didéticos e das explicacOes fornecidas pela professora dessa turma. Assim, em nossa
seqliencia apareceram atividades nas quais os alunos precisavam desenvolver o
quadrado da soma, por exemplo, e em seguida utilizavam esse resultado para fatorar
trindmios quadrados perfeitos.

Lembramos que essa seqiiéncia de atividades ndo teve por objetivo criar
situacdes destinadas a aprendizagem da fatoracdo, mas sim estudar as dificuldades
relativas a fatoracdo. Entretanto observamos também, no teste diagndstico, que os
alunos ndo se lembravam do que € fatorar uma expressiao, por isso, propusemos a

eles, no momento de resolver as atividades, que discutissem entre si a respeito do
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assunto e esclarecemos que s intervirfamos se ndo conseguissem realmente se
lembrar.

Antes de propor a resolugao das atividades, conversamos informalmente com
a professora de Matemadtica da turma selecionada, que nos forneceu algumas
informacdes sobre os alunos que compunham nossa amostra. Dentre essas
informagdes ela explicou que a maioria dos alunos havia estudado no ano anterior
nessa mesma escola e que o livro didatico utilizado por eles, naquele momento, era o
mesmo por nds selecionado para andlise. Esclareceu também que haviam estudado a
fatoracdo no final do quarto bimestre, do ano anterior (2005), e que naquele momente
estavam estudando poténcia numérica e algébrica.

Para os alunos deixamos claro que essas atividades nao tinham o objetivo de
avalid-los. Na verdade pretendiamos analisar dificuldades que eles poderiam ter ao
resolvé-las, sendo que poderiam discutir entre si para tirar ddvidas durante a
resolucdo de algumas atividades. Nossa intencdo foi instigd-los a relembrar a
fatoracdo, e se possivel sem a nossa intervencdo. Entretanto, nao foi permitido copiar
os resultados obtidos pelos colegas. Gostariamos de analisar o trabalho de cada
sujeito, verificar se os mesmos utilizariam algum teorema em acgdo falso, e se
persistiria a sua utilizacdo no decorrer das atividades. Assim como ocorreu no teste
diagnéstico estes sujeitos ndo lembravam do conteido e por este motivo também

tiveram um tempo para expor suas dividas e discutir entre eles.

2.2.2 Ambientes Papel e Lapis e Software Aplusix

Um outro fator que foi considerado no momento de elaboragdo da seqiiéncia
didética foi o fato de serem dois, os ambientes usados pelos alunos no momento de
resolvé-la. Ou seja, os envolvidos solucionaram as atividades tanto utilizando papel e
lapis como o software Aplusix. Como explicamos anteriomente fizemos esta
distin¢do para poder investigar todos os alunos dessa turma.

Ao resolver as atividades em papel e lapis os alunos teriam, em principio, a
possibilidade de fazer a distribuicdo dos produtos para verificar se voltariam as
expressoes iniciais. Poderiam ainda validd-las com o auxilio do professor, isto € o
aluno poderia pedir para o professor verificar se estava correto ou nao.

No Aplusix, os sujeitos tinham a chance de trabalhar com algumas retroagdes
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que o software oferece como meio de verificar se os célculos estdo corretos, podendo
ao final deixar somente a resposta que consideravam correta. Ao término de cada
encontro professora e pesquisadora se reuniam para discutir como seria a aplicacao
da préxima atividade, bem como, o andamento das atividades ja aplicadas e sobre as
davidas surgidas durante sua aplicagdo.

Os dados que emergiram da resolucdo das atividades foram tabulados,
categorizados, analisados e serdo apresentados posteriormente. Na seqiiéncia,
esbocaremos algumas caracteristicas relativas ao software Aplusix que s@o

explorados na seqii€éncia didatica que elaboramos.

2.2.2.1 Apresentacao do Aplusix

Aplusix € um software destinado a aprendizagem da Algebra, em que o
professor pode criar listas de exercicios personalizadas de maneira variada. E fécil de
ser utilizado pelos alunos, e eles podem resolver as atividades utilizando o mouse ou

o teclado. Vejamos, em seguida, a figura 2 com o teclado virtual do Aplusix.

A

Desfazer Refazer Cortar Copiar  Colar

ou| =|=| @|=2[?|+]| x|7]|s8]e]a=
{ﬁ;{ (|B|O" =] v|4]|35]|6]|b
= 1|/ WO

Figura 2: Teclado virtual do Aplusix

A nossa seqiiéncia foi composta por atividades para serem resolvidas como
exercicios e como teste. As atividades elaboradas para serem resolvidas como
exercicios, tiveram dois tipos de personaliza¢do oferecidos pelo software:

- verificacdo permanente - nesse modo o software informa ao aluno a

equivaléncia ou nao entre as etapas realizadas. Ele ndo diz o que estd errado,

somente que ha algum erro naquela passagem, assim, o aluno pode corrigir

algum erro que venha a cometer. Além disso, quando o aluno finaliza o

exercicio, o software exibe algumas mensagens, avisando se a resposta esta

correta ou dizendo que hd algum erro, no caminho que conduz ao resultado.

Escolhemos esse modo de verificacdo para as primeiras atividades, em que



30

previamos que os alunos poderiam ter mais dificuldades, pois observamos no
teste diagndstico que eles nao se lembravam da fatoracdo. Na sala de aula
eles teriam a ajuda da professora, e no laboratério a idéia € que o software os
auxiliasse.

- verificacdo a pedido, com direito a quatro créditos — nesse modo o aluno
poderia pedir a verificagdo quatro vezes, assim, ele teria de avaliar melhor
antes de pedir a verificacdo, pois, teria um nimero reduzido de verificagao.
Esperavamos com isso que o aluno ndo ficasse somente fazendo tentativas
aleatdrias, mas sim que refletisse sobre as suas escolhas. Além disso, o
software nao iria exibir nenhuma mensagem ao final, mesmo que o resultado
estivesse errado. Vejamos em seguida um exemplo em que o aluno resolve
um exercicio, e pede a verificacdo; o Aplusix risca em vermelho, mostrando

que as etapas ndo sdo equivalentes:

Aplusii - Aluno : Alessandra

Arquivo Edigio Etapa Calouo

exercicioz [lizta) O

Fatore

-12x2-28x

-4x {31‘—?][ =

£

Figura 3: Exemplo de resolucdo no Aplusix

As atividades elaboradas no modo teste, ndo oferecem nenhuma retroacdo ao
aluno sobre a validade de seus calculos. Esse tipo de personalizacdo é importante, no
estudo das dificuldades dos alunos em fatorar expressoes algébricas, bem como, na
identificacdo dos teoremas em acdo. Escolhemos esse tipo de personalizacdo, pois
tinhamos como objetivo também verificar se os teoremas identificados nas primeiras
atividades, em que o aluno tinha revisdo permanente e a pedido, voltariam a ser
utilizados na tltima atividade que realizamos como um teste. Alguns alunos
poderiam deixar de utilizar teoremas falsos no decorrer das atividades, por causa do
auxilio que teriam, entretanto, queriamos saber se sem ajuda eles voltariam a utilizar

teoremas falsos. Com o Aplusix, poderiamos observar em detalhes todas as atividades
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realizadas pelos alunos, pois ele grava automaticamente tudo o que o aluno faz,
mesmo que ele apague vdrias vezes. Vejamos o exemplo, em seguida, de uma
atividade em que ao final o aluno ndo deixou nada escrito, entretanto, observando

com a ferramenta videocassete, vemos que tentou resolver o problema.

Arquivo Edigdo Elepe Calculo Abwvidades anteriore Arouive Edicio Etapa Célculn Abvidade

Observagao Yideocazsete ‘ <] Observacio Yideocasse

2X2+2X Fatarar 2X2+2X Fatorar
jm)( >H<:__:
? 2(x-2) | e
jm)( >H< & 38 placerCu

?

Figura 4: Exemplo de observagido com videocassete

Essa atividade estava sendo realizada como um teste. E possivel que se
estivesse no modo exercicio, com verificacdo, o aluno faria mais tentativas para
resolver, pois teria o auxilio do software.

Antes de concluirmos este capitulo € importante enfatizar que a ferramenta
videocassete do Aplusix foi de grande ajuda em nossa pesquisa na andlise de
possiveis erros, bem como, na identificacdo dos teoremas em ac¢do utilizados pelos

alunos ao resolver as atividades.



CAPITULO III

ANALISE DO CONHECIMENTO EM ESTUDO

Apresentamos neste inicio de capitulo a fatora¢do no ensino atual e algumas
aplicagdes possiveis. Em seguida trazemos a andlise de alguns livros didaticos do
Ensino Fundamental e o teste diagndstico que fizemos e que serviram de subsidio a

elaboragdo de nossa seqiiéncia didatica.

3.1 Apresentacao da Fatoracao no Ensino Atual e Algumas Aplicacoes Possiveis.

Alguns conceitos mateméticos sdo importantes tanto por suas aplicagdes a
situacOes praticas, como para resolver problemas de outras areas do conhecimento.
Entretanto, muitos conceitos importantes da Matematica sdo contextualizados dentro
da prépria Matematica; este € o caso da fatoragdo algébrica: o seu ensino se justifica
pela sua aplicag@o dentro dessa disciplina. Normalmente, a fatoracio € apresentada a
partir da sétima série do Ensino Fundamental, e, em geral, junto com produtos
notaveis. Alguns livros didaticos trazem um capitulo com o titulo “Produtos Notéveis
e Fatoracdo”.

Primeiramente sdo apresentados os seguintes produtos notdveis: quadrado da
soma de dois termos, quadrado da diferenca de dois termos e o produto da soma pela
diferenca de dois termos. Apds essa apresentacdo, € dada a fatoragdo de um trindmio
quadrado perfeito e da diferenca do quadrado de dois termos. Em seguida, vem a
fatoragdo colocando o fator comum em evidéncia que é dividida em dois casos:
quando o polindmio € fatorado apenas uma vez, por exemplo, kx+ky+kz fatorando
essa expressdo obtém K(X+Yy+2); € no caso do polindmio ser fatorado mais de uma
vez obtendo um produto de bindmios, assim, fatorando ax-mx+ay-my temos X(a-
m)+y(a-m), fatorando novamente chega-se a expressdo (a-m)(x+y) normalmente

denominada pelos livros didaticos como fatoracdo por agrupamento.
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Podemos encontrar também a fatoragdo de X2+(a+b)x+ab que recai no
produto de Stevin (x+a)(x+b) (SILVEIRA, 2004; LIMA, 1996). Alguns livros
trazem também, mais raramente, a fatoracdo da expressio a3+3ab+3ab?+b?® no
cubo da soma de dois termos (a+b)3, e a fatoragao de a3-3a2b+3ab?-b® no cubo da
diferenca de dois termos (a-b)3. No estudo desses conceitos alguns autores de livros
diddticos fazem a apresentacdo algébrica junto com a representagdo geométrica,
principalmente no caso dos produtos notdveis. A esse respeito cabe destacar o que

recomendam os PCN:

[...] a ‘visualizacdo’ de expressdes algébricas, por meio de célculo de
areas e perimetros de retdngulos, é um recurso que facilita a
aprendizagem de nocdes algébricas, [...]. No entanto, a interpretagio
geométrica dos cdlculos algébricos € limitada, pois nem sempre se
consegue um modelo geométrico simples para explicd-lo. Assim, as
‘visualizagdes’ desse tipo podem ser interessantes em alguns momentos,
dependendo do contexto da situa¢do-problema (BRASIL, 1998, p.121).

De fato, muitas expressdes algébricas sdo dificeis de serem representadas
geometricamente, o que faz com que o uso dessas representagdes seja limitado,
talvez, a introdugdo e a alguns casos da fatoragdo.

Na apresentacdo da fatoracdo sdo abordados vérios casos, entretanto, sua
aplicacdo na resolucdo de exercicios, no Ensino Fundamental, é pouco explorada
feita, em geral, ao final do seu estudo, na sétima série, em alguns exemplos de
simplificacdo de fracOes algébricas. Na oitava série, pode aparecer na racionalizacio
de denominadores, e na resolucdo de algumas equacdes de segundo grau,
principalmente nas incompletas do tipo ax?>+bx=0 (a#0). Apesar de ser enfatizado o
estudo dos produtos notdveis, sua aplicacdo na resolucdo de equacdes que sao
trindmios quadrados perfeitos ainda é pouco explorada.

Em contrapartida, os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998)

indicam que o estudo da fatora¢ao no Ensino Fundamental deve ser orientado para a:

e Obtencdo de expressdes equivalentes a uma expressdo algébrica por
meio de fatoracdo e simplificacdes;

e Resolucdo de situacdes-problema que podem ser resolvidas por uma
equacdo do segundo grau cujas raizes sejam obtidas pela fatoracdo,
discutindo o significado dessas raizes em confronto com a situagdo
proposta ( p.88).
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No Ensino Médio, a fatoracdo pode ser aplicada no estudo das funcgdes
quadrdticas, para encontrar os pontos onde f(X)=0, o que equivale a encontrar as
raizes da equacao ax?+bx+c=0 (a#0). Ou seja, ela pode ser utilizada em alguns
casos em que aparece uma equacdo do segundo grau para ser resolvida e que pode
ser fatorada, bem como, no estudo das inequagdes.

No estudo do griafico da funcdo quadrética, a fatoracdo também pode ser
muito itil, por exemplo, ao completarmos o quadrado® da funcdo f(X)=ax2+bx+c,
obtemos f(x)=a(x-m)2+k, em que m=-b/2a e k=f(m), que é chamada de forma
candnica do trindmio do segundo grau. Essa forma de apresentacdo € extremamente
util para resolver problemas que envolvem o vértice da parédbola, isto €, estudos de
maximos e minimos, bem como, na visualizagdo do gréifico da fun¢do quadrética
(LIMA, 2001).

Ainda no Ensino Médio, na geometria analitica, no estudo da equacdo da
circunferéncia, ela € utilizada para verificar se uma equagdo dada na forma geral se
trata de uma equacgdo da circunferéncia. Nesse caso, precisamos utilizar o método de
completar o quadrado para se chegar a equacgdo na forma reduzida (x-a)?+(y-b)2=r2.
Essa € uma abordagem, segundo Lima (2001), mais simples e direta de se constatar
se uma equagdo dada representa ou ndo uma circunferéncia. Ou ainda, se dada a
equagdo da circunferéncia, na forma geral, precisamos encontrar o centro € o raio
dela. A fatoracdo é indicada para resolver essa situagdo; o mesmo acontece em
situagdes semelhantes que envolvem equacgdes da elipse e da hipérbole.

No Ensino Superior esses conceitos voltam a ser estudados e a fatoracdo é,
novamente, indicada para o estudo das equagdes da elipse, da hipérbole e da
circunferéncia. Além disso, no estudo das fungdes polinomiais e racionais
precisamos fatorar as expressOes algébricas para encontrar: pontos de miximos e
minimos, pontos de inflexdo ou no estudo das assintotas, dentre outros.

Essas aplicagdes mostram um pouco da importancia da presenca da fatoracdo
nos curriculos escolares. Porém, apesar de seu estudo ser enfatizado no Ensino
Fundamental, pelos livros didaticos, os alunos apresentam dificuldades em utilizar a
fatoracdo de maneira adequada. E, nos anos posteriores ao seu estudo, ela ndo vem

sendo suficientemente aplicada.

® Completar o quadrado ndo é fatorar uma expressdo, entretanto, este método utiliza a fatoracio do
trindmio quadrado perfeito, por exemplo, dada a equagdo f(X)=x2-8x+17completando o quadrado
obtemos f(x)=(x-4)2+1. Para completar o quadrado o aluno precisa saber fatorar o trindmio quadrado
perfeito, em vista disto, estamos considerando esse método como uma aplicacdo da fatorag@o.
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De fato, Lima (2001), ao fazer um exame dos livros textos de Matematica
para o Ensino Médio, criticou a falta de aplicacdo de conceitos estudados no que se

refere aos niveis anteriores, em particular com relagdo a fatoragao:

Completar quadrado, essa técnica tdo util, é assunto nunca mencionado. O
aluno, que ja resolveu dezenas de exercicios de fatoracdo envolvendo o
quadrado da soma, terd aqui que aplicar a famigerada férmula de Bdscara
para obter a raiz da equagdo 9x2+12x+4=0. O fato de que
9x2+12x+4=(3x+2)2, super-estudado no ano passado, estd esquecido,
enterrado e ultrapassado (LIMA, 2001, p. 12).

Nas doze cole¢des analisadas em Lima (2001), a fatoracdo é quase que
esquecida, ndo aparecendo nas situacdes que citamos anteriormente: funcdo
quadratica e na geometria analitica. Alertando para o fato de que o ensino atual
prioriza simplesmente a memoriza¢do de formulas, cita o exemplo do estudo das

cOnicas:

Uma abordagem muito mais indicada € a de utilizar completamento de
quadrado para reescrever a equacdo dada na forma candnica. Além de
dispensar completamente a memorizacdo de férmulas, este método tem a
grande vantagem de mostrar a relevincia de conteddos estudados
anteriormente (produtos notaveis) (LIMA, 2001, p.159).

A fatoracdo pode ser aplicada nos vérios niveis de ensino, entretanto, vimos
que alguns estudos mostram que os alunos expressam varias dificuldades, dentre
elas, dificuldades relativas a manipulacao de expressdes algébricas, seguindo regras
préprias dessa estrutura (DA ROCHA FALCAO, 2003; BOOTH, 1995).

Em seguida fazemos uma andlise da apresentacdo da fatoracdo nos livros
didaticos do Ensino Fundamental, em que buscamos identificar os conceitos
envolvidos nesta apresentacdo, bem como, indicios de possiveis teoremas em acao

que essas apresentacdes pudessem favorecer.

3.2 Apresentacao da Fatoracao nos Livros Didaticos do Ensino Fundamental

Os livros didaticos tém um papel fundamental na pratica de sala de aula dos
professores, sendo muitas vezes um dos tnicos meios de consulta. A formacao inicial

nem sempre o prepara de maneira adequada para o exercicio do magistério. Os
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professores do Ensino Fundamental, mesmo em inicio de carreira, costumam
trabalhar quarenta horas aulas semanais, e dessas, em geral, apenas oito sio
dedicadas ao planejamento das aulas. O pouco tempo e a falta de oportunidades de
aprimorar a sua formacgao faz do livro diddtico, um apoio muito importante para o

professor. O Programa Nacional do Livro Didatico de 2005 observa esses fatos:

O livro didético exerce grande influéncia sobre a atuagio do professor em
sala de aula, pois ele se torna freqiientemente a tunica ferramenta
disponivel para o seu trabalho.

Isso faz com que a escolha desse material seja extremamente
importante.Um bom livro constitui real ajuda para o professor e para o
aluno, exercendo vdrios papéis. Tem a funcdo de transmissdo,
consolidacdo e avaliacdo dos conhecimentos, serve como fonte de
referéncia e pode também contribuir para a educacdo social e cultural dos
alunos. Além disso, no que se refere mais especificamente ao professor,
fornece informagdes sobre a Matemadtica e outros conhecimentos que
intervém em sua prética profissional, o que propicia a continuagdo de sua
formagdo e auxilia a gestdo de seu trabalho em sala de aula. (BRASIL,
2005, p.196)

Desse modo, a andlise da apresentacdo do conceito e de suas propriedades
presentes nos livros didaticos nos pareceu essencial para identificar possiveis
teoremas em acgdo que essas apresentacdes pudessem favorecer.

Para isso, escolhemos trés colecdes para analisar: (1) Matematica Hoje € Feita
Assim, de Antonio José L. Bigode (2000), (2) Tudo é Matemética, de Luiz Roberto
Dante (2003) e (3) Novo Praticando Matemética, de Alvaro Andrini e Maria José
Vasconcelos (2002). Todas as colecdes foram analisadas pelo Programa Nacional do
Livro Didatico (BRASIL, 2005). Optamos em analisar colecdes que sintetizassem as
vdrias opg¢Oes disponiveis de abordagens da fatoracdo, por exemplo, apresentacdo em
capitulo separado de outros conteddos ou ndo, somente no volume da sétima serie, ou
nos volumes da sétima e da oitava series; além disso, a colecao (3) foi escolhida por

ser o livro didatico adotado na escola em que realizamos a pesquisa.
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3.2.1 Analise das colecoes

Colecao 1

Essa colecdo traz a fatoracdo nos volumes sete e oito. No volume sete
“Algebreira: calculando com letras”, ao final do tépico “Multiplicacao de
polindmios”, sdo apresentados os produtos notdveis através de alguns exemplos com
suas representacoes geométricas. Neste momento, a €nfase estd no desenvolvimento
dos seguintes produtos: quadrado da soma de dois termos, quadrado da diferenca de
dois termos e produto da soma pela diferenca de dois termos.

A fatoragdo vem em seguida, e o primeiro caso € a fatora¢do colocando o
fator comum em evidéncia, e segundo o autor: “[...] fatorar um polindmio equivale a
decompd-lo num produto indicado de polindmios” (BIGODE, 2000, p. 184). Ele
apresenta esse conceito explorando alguns exemplos a partir da multiplicacdo de

mondmios com bindmios, ou de nimeros com bindmios. Vejamos como faz:

Quando multiplicamos o mondmio 2x pelo bindmio 3a+b, obtemos o
bindmio 6ax+2bx. Veja:

Como 6ax+2bx é o desenvolvimento do produto 2x(3a+b), ele pode ser
decomposto em um produto indicado de polindmios.

6ax+2bx=2x(3a+b)

Dizemos que 2x(3a+b) é a forma fatorada de 6ax+2bx.

(BIGODE, 2000, p. 184).

Junto a um dos exemplos ele traz a indicacdo que: “Fatorar é como ir detras
para frente”.(BIGODE, 2000, p.184). Para o autor, a fatoracdo estd diretamente
relacionada ao desenvolvimento, nesse caso, a propriedade distributiva da
multiplicagdo com relacdo a adigdo.

De fato, na péagina seguinte o autor explica através de um didlogo entre um
professor e um estudante como fatorar com um exemplo: dado o trindmio
3x2+6x3+9x*, ele pergunta “Qual 0 mondmio que multiplicado por 3x resulta 3x2?”
o aluno responde “E o X" (BIGODE, 2000, p. 185). E assim ele faz para cada termo
dentro dos parénteses até, ao final, apresentar a forma fatorada 3X(X+2x2+3x3).

Ao final, ele observa que para verificar se a fatoracdo estd correta: “[...]
aplique a expressdo fatorada a propriedade distributiva”.(BIGODE, 2000, p.186).

Essa observacdo € importante, pois, € uma maneira do aluno verificar se o seu
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trabalho esta correto. Além disso, permite compreender melhor a maneira que o autor
apresenta a fatoracao, e entender o que ele quer dizer com “ir detrds para frente”.

Em seguida apresenta os outros trés casos da fatoracdo: fatoracdo por
agrupamento, diferenca de quadrados e expressdes obtidas dos produtos notdveis.
Sdo apresentados alguns exemplos com sua interpretacio geométrica, €
posteriormente € feita a aplicacdo da fatoracdo na simplificacdo de fracdes
algébricas.

Na fatora¢do por agrupamento o autor traz dois exemplos com expressoes
que, embora ndo tenham fator comum a todos os termos, podem ser fatoradas.
Assim, dada a expressdo: ax+ay+bx+by, agrupando os termos e fatorando temos:
a(x+y)+b(x+y), podemos fatorar novamente colocando (Xx+Yy), que é um fator
comum, em evidéncia obtemos entdo: (X+y)(a+b).

A fatoracdo da diferenca de quadrados e dos trindmios quadrados perfeitos é
feita se reportando ao resultado visto no inicio, no desenvolvimento dos produtos
notaveis, lembrando que a forma fatorada dessas expressoes é:

o XeyE=(x+y)(xy)
o X2+2XYy+Y?=(X+Y)?
*  XZ-2Xy+y?=(x-y)?

Em seguida o autor propde duas atividades, uma para fatorar polindmios e
outra para simplificar algumas expressdes. Nesse volume, a fatoracdo do trindbmio
quadrado perfeito € visto rapidamente, pois: “[...] serd retomada e aprofundada na 8*.
Série”.(BIGODE, 2000, p.189).

De fato, no volume oito a fatoragdo € apresentada novamente, na unidade trés
— Fatoracdo, Produtos Notdveis e Calculo Algébrico. Sao repetidos os quatro casos
estudados no volume sete, agora mais detalhadamente, isto €, com maior nimero de
exemplos e exercicios propostos ao aluno.

Ao iniciar o estudo da fatoragdo o autor relembra que fatorar um ndmero:
“[...] equivale a decomp0O-lo em um produto de fatores” (BIGODE, 2000, p.80), e
uma fatoracdo estard completa quando o nimero for decomposto em um produto de
fatores primos, por exemplo, 60=22.3.5. Em seguida diz que essa idéia pode ser
estendida para expressoes algébricas e apresenta alguns exemplos.

Na fatorac@o colocando o fator comum em evidéncia vemos, novamente, a

€nfase na propriedade distributiva, observe o primeiro exemplo:
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Fatorar a expressio 2x+4y.
O fator 2 compde os dois termos da expressdo 2X+4y.
Colocando 2 em evidéncia, obtemos:

2(?7+7)=2x+4y

Para completar a expressdo, devemos imaginar a propriedade distributiva
ao contrario e responder as questdes:
1*) Qual € a expressdo que multiplicada por 2 da 2x?
A resposta é simples: X.
2%) Qual é a expressdo que multiplicada por 2 da 4y?
A resposta € 2y.

2(x+2y)=2x+4y PR Pronto, esta fatorado!

(BIGODE, 2000, p.81).

Esta apresentacdo pode trazer algumas dificuldades para o aluno, pois, a
igualdade apresentada ao final mostra uma expressdo da forma fatorada para a forma
desenvolvida, sendo indicada como fatorada. E, em seguida, ele faz outro exemplo
que, agora, ao final apresenta a expressdo no sentido de que foi fatorada: 6ab?-
8a%+18ax?=2a(3b%4a+9x?).

As indicagdes como: “propriedade distributiva ao contrdrio”, “fazer o
caminho inverso” ou “fatorar € como ir detrds para frente” sdo justificadas pelo autor

em alguns momentos, como, por exemplo:

—  fatorar — >

2ax+6ay = 2a(x+3y)

Desenvolver
O produto

(BIGODE, 2000, p.80)

Essa apresentacdo € importante para que o aluno possa entender as indicagcoes
citadas acima. Entretanto, apesar de falar em “propriedade distributiva ao contrario”
em nenhum momento o autor utiliza a divisdo de mondmios, que foi apresentada
antes da multiplicacdo, para o estudo da fatoragdo, sendo que é esta propriedade que
estd sendo aplicada para se fazer esta “volta” da distribuicdo citada pelo autor.

Na verdade € isso que € feito ao fatorar uma expressdo, por exemplo: para
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fatorar 21x+12x2 precisamos primeiro identificar o fator comum, no caso 3X. E seria
interessante também escrever a expressao de modo a torna esse fator explicito, como,
por exemplo, 7.3X+4.3X.X, para em seguida dividir cada termo pelo fator comum
identificado 7.3x : 3Xx = 7 e 4.3x.X : 3X = 4X, obtendo-se entdo a forma fatorada
3x(7+4x).

Os outros casos de fatoragdo sdo apresentados como no volume sete, com
excecao dos trindmios quadrados perfeitos.

Para fatorar um trindbmio quadrado perfeito, nesse volume, primeiramente o
autor relembra que esse € o desenvolvimento do quadrado de uma expressao do tipo
(x+Yy)? ou (x-y)2. Faz as distribui¢des desses quadrados, em seguida traz alguns
exemplos de fatorac@o baseados nas estruturas desses trindmios. Vejamos como ele

faz:

Fatorar a expressio 4x2+12xy+9y2.

4x2 +12xy +9y?
(2x)? 2(2x)(3y) (3y)?

a) Identificamos os quadrados perfeitos da expressdo e extraimos a sua
raiz quadrada.

4x2=(2x)2 e 9y?=(3x)?

b) Verificamos se o termo 12xy é o dobro do produto 2x por 3y.
12xy=2.2x.3y

Entdo, (2x+3Yy)?=4x2+12xy+9y?

(BIGODE, 2000, p.86).

Podemos observar que a distribuicao é enfatizada, outra vez, pelo autor, e que
ao final desse exemplo, é apresentada novamente a expressao da forma fatorada para
a desenvolvida: (2x+3y)2=4x2+12xy+9y?; mesmo problema que observamos em um
dos exemplos da fatora¢do colocando o fator comum em evidéncia.

O autor faz outros exemplos e observa em um deles que, algumas vezes, 0s
termos dos trindmios podem aparecer diferentes da forma que estamos acostumados.
Esse ¢ um exemplo interessante para o professor trabalhar, entretanto, apesar desse
exemplo, em todos os exercicios propostos aos alunos os trindmios aparecem na
forma usual, isto €, os termos que sdo quadrados perfeitos sdo o primeiro e o Gltimo:
X2+2ax+a? ou a%+2ax+x2.

Desse modo, € possivel que algum aluno se lembre da indicagdo que foi

apresentada pelo autor para a fatoracdo dos trindmios: extrair a raiz quadrada dos
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termos que sdo quadrados perfeitos; em seguida tentar extrair a raiz quadrada do
primeiro e do tltimo termo em expressdes como, por exemplo, 4x+1+4x2, sendo que
esses termos ndo sdo quadrados perfeitos, e fatorar incorretamente obtendo (2x+2)2.
E nesse caso acreditamos que o aluno ao ter que fatorar uma expressdo assim:
2abx+b2+a2x?, possa utilizar o teorema em agao falso (ax+a)?.

Ao final do capitulo € proposta uma lista de atividades para os alunos
denominada de “Retomando”, sendo alguns dos exercicios para simplificar fracdes
algébricas, cujo enunciado diz claramente como a fatoracao serd utilizada: “Fatore os
numeradores e denominadores e simplifique as fra¢des algébricas” (BIGODE, 2000,
p.92).

A diferenca de quadrados é pouco explorada nos exemplos e exercicios. O
autor traz uma indicagdo para o professor, justificando que esse ndo € o foco deste
capitulo; esse assunto ja foi explorado no volume sete, e caso seja necessario o
professor deve retomar esse conceito. Neste momento, o autor estd retomando os
casos de fatoracdo para resolver equagdes do segundo grau no préximo capitulo, e as
equacgdes incompletas que recaem numa diferenca de quadrados (ax)2-b2=0 sdo
resolvidas mais facilmente extraindo a raiz quadrada dos dois membros.

No manual do professor, o autor fala da importancia dos alunos estarem
familiarizados com a seqiiéncia dos nimeros quadrados perfeitos, 1, 4, 9, 16, 25,...,
para poderem fatorar bem e mais rapidamente os produtos notaveis.

Como vimos, para esse autor a fatoracdo esté relacionada mais diretamente ao
desenvolvimento de expressdes algébricas. Ele trabalha a fatoracdo em situacdes
variadas, isto €, exercicios tedricos e situacdes problemas, em alguns casos junto com
a sua representacdao geométrica. H4 uma énfase ao estudo dos produtos notdveis, em
particular no desenvolvimento do quadrado da soma, que em seguida o autor utiliza
para o que denomina de caminho inverso, que seria a fatoracao do trindmio quadrado
perfeito transformado no quadrado da soma.

Essa énfase nos fez supor que algum aluno ao tentar fatorar a diferenca de
quadrados pudesse tentar fatorar como o quadrado da soma, que € mais explorado
nas atividades. Desse modo, ao tentar fatorar a expressao x?>-4x+4 o aluno pode fazer
uso do teorema em agdo falso (X+2)2, por exemplo.

Colecao 2
A apresentacdo da fatoracdo € feita no volume sete, capitulo sete — “Célculo

Algébrico”. Esse autor, ndo faz um capitulo especifico para a fatoragdo, ela aparece
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em uma secao, depois da divisdo e da multiplicacdo de polindmios, como um tépico,
“Fatoracdo: colocacdo de um termo em evidéncia”.

Segundo o autor: “Quando transformamos um polindmio de dois ou mais
termos em uma multiplicacdo dizemos que fizemos a fatoracdo do polindmio”, e
“Fatorar um polindmio € transformd-lo em um produto”. (DANTE, 2003, p.162). Ele
inicia com um didlogo, em que um professor pergunta a um aluno: qual 0 mondmio
que multiplicado por a+b, resulta em 3a2+3ab? E tem como resposta 3a, pois,

3a(a+b)=83a+3ab. Em seguida, ele mostra como fatorar essa expressao:

3a2+3ab = 3a.a+3a.b = 3a. (a+b)

\ 1

fator comum

Veja que 3a ¢é o fator comum as duas parcelas da adicao 3a2+3ab.

Assim: 3a2+3ab=3a(a+b)

Forma fatorada
Verificacado:
Para verificar se a fatoragdo estd correta basta desenvolver o produto
3a(a+b)=8a2+3ab e observar se volta ao polindmio inicial (3a2+3ab).
(DANTE, 2003, p. 162).

Esse autor também apresenta a fatoracio atrelada ao desenvolvimento, com
uma diferenga em relacdo a outra colecdo, esta enfatiza a explicitacdo do fator
comum da expressao, antes de coloca-lo em evidéncia. Nao s6 nesse exemplo, como
também em uma das atividades propostas aos alunos, em que, dado o polindmio 8x3-
6Xx pede-se que o escreva de tal forma que apareca um fator comum em ambos os
termos dessa subtrac@o, no caso a resposta esperada € 4x2.2x-3.2X.

E uma atividade muito importante e necessdria no caso da fatoracio
colocando o fator comum em evidéncia, pois, alguns alunos podem ter dificuldade
em identificar o fator comum das expressdes. Por exemplo, na expressao citada nessa
atividade o fator comum 2x ndo estava aparente’, o aluno precisava identificé-lo na
expressdo.

Além disso, ele traz como indicag@o para verificar se a fatoracdo estd correta,

o desenvolvimento do produto encontrado, observando que se deve chegar a

" Estamos dizendo que um fator comum estd aparente, quando ele estd visivel na expressio, por
exemplo, na expressdo 3x2+3X o fator comum 3X estd aparente (visivel), enquanto que, no caso de
15x-12%2 o fator comum 3x nio estd explicito, o aluno precisa identificé-lo.
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expressao inicial. Essa indicacdo aparece também em atividades propostas ao aluno,
e é importante para que o mesmo consiga verificar se o seu trabalho estd correto,
como também, entender melhor o processo de fatora¢do proposto pelo autor.

O autor propde varias atividades de fatoragcao e, em uma delas o fator comum

¢ um bindmio, vejamos como ele traz:

Veja esta expressao algébrica X(x+2)+3(x+2). Como podemos fatord-la?
E bem simples.
Nesse caso, o fator comum € (X+2).
Colocando-o em evidéncia, temos:
X(X+2)+3(x+2)=(x+2)(x+3)
(DANTE, 2003, p.163).

Na se¢do seguinte, o autor traz a multiplicagdo de bindmio por bindmio, sao
apresentados exemplos algébricos e geométricos, com exercicios nos quais o aluno
deverd distribuir os produtos e reduzir os termos semelhantes. Essa apresentacio é
pertinente, pois, na se¢ao seguinte o autor faz o estudo dos produtos notaveis. Nesse
estudo sdo feitos alguns exemplos com sua representacdo geométrica.

Ha vérios exercicios propostos aos alunos, em que a €nfase, num primeiro
momento, estd no desenvolvimento dos produtos, isto €, na propriedade distributiva,
chegando-se, ao final, ao trindmio quadrado perfeito. Em alguns exercicios pede-se
para o aluno resolver a atividade “aplicando o padrdo” que ele ja conhece.

Em seguida € proposto que o aluno faca o caminho inverso: “Tendo um
trindmio quadrado perfeito, vocé vai fatord-lo, ou seja, escrevé-lo como o quadrado
de uma soma ou de uma diferenca indicada”.(DANTE, 2003, p.167). Vejamos uma

das atividades propostas aos alunos:

Copie a igualdade em seu caderno e complete-as.

a) (X+_)?>=_+_+16 d) _+18x+_=(x+_)?
b) (X-_)3=_-12x+_ e) _-_+49=(x-_)?
) (4x+_)%>=_+_+1 ) _-24x+_=(3x-_)?

(DANTE, 2003, p.167).

Esse autor ndo traz nenhum exemplo nem observa que algumas vezes os
trindmios podem aparecer fora da forma usual, por exemplo, 16x+1+64x2. O que,
como ja dissemos na andlise da colecdo (1), pode fazer com que algum aluno ao ter

de fatorar uma expressdo como essa, fora da ordem, utilize o teorema em ag¢do falso

(4+8x)2.
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A fatoracdo que outros autores denominam de agrupamento € vista ao final
em “Outras fatoragdes”, com exemplos de expressdes que podem ser fatoradas mais
de uma vez. Vejamos dois exemplos:
3x2-75=3(x?-25)=3(x+5)(x-5)

XY+3X+2y+6=x(y+3)+2(y+3)=(y+3)(x+2)

A fatoracdo € retomada no volume oito do capitulo dois: Equacdes e Sistemas
de Equagdes do 2° Grau. O livro traz “Recordando a fatoracdo de um trindmio
quadrado perfeito” (DANTE, 2003, p. 47). A énfase neste momento ndo serd mais no
desenvolvimento e sim na fatoracdo que ele denomina de “caminho inverso”, assim
indicado:

X2 + 2.X.y +y2 = (x+y)?
x (19 duas vezes o 1°pelo 2° y (2°)

Sdo propostos exercicios para fatorar os trindmios, resolver equacdes que sao
trindmios quadrados perfeitos, e problemas variados com representagdes geométricas
que recaem em equacdes. Observamos que esse autor explora tanto o quadrado da
soma como o quadrado da diferenca de dois termos, o que ndo € comum, pois os
livros enfatizam geralmente o quadrado da soma. Vejamos uma das atividades para

fatorar trindmios:

Todos os trindmios abaixo sdo trindmios quadrados perfeitos. Fatore-os
em seu caderno.

a) X2+10x+25 d) a2+2ab+b? g) 16x2+40x+25
b) 9x2-6x+1 e) y2+2/3.y+1/9 h) 9t2-6t+1
) Y2-y+Ya ) 16x2-8x+1 i) Va y2-3y+9

(DANTE, 2003, p.48)

Em seguida, o livro traz a secdo: Resolvendo equacdes do 2° grau completas
por fatoracdo, o autor relembra que: “[...] fatorar é transformar em produto”
(DANTE, 2003, p. 53), e apresenta um outro método de fatoracdo, que consiste em:

e encontrar dois nimeros a e b, tais que: X2+(a+b)x+ab=(x+a)(x+b). Assim, para
fatorar a expressdo: x>+4x-5 devemos encontrar dois nimeros a e b, tais que, a+b=4
e ab=-5, por tentativas ele lista varios pares ordenados de nimeros, em que:
- asoma seja 4: (2,2), (5,-1), (1,3), (7, -3),...
- o produto seja —5: (-1,5), (5, -1), (1,-5),...
Os que satisfazem as duas condi¢des ao mesmo tempo sdo (-1,5) e (5,-1),

assim a forma fatorada é X2+4x-5=(Xx-1)(x+5).
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No final propde atividades para os alunos, sendo que, algumas sdo para
fatorar os trindmios.

A fatoracdo € apresentada de maneira variada, o que segundo os PCN torna o
ensino mais significativo ao aluno. Além disso, ndo ¢ feita exaustivamente em um s6
ano, pois, na oitava série o autor retoma 0s casos ja vistos na sétima e acrescenta um
outro método.

O manual pedagdgico traz indicagdes aos professores, para que frisem ao
aluno que todo o estudo com cdlculo algébrico, visa a sua utiliza¢ao na simplificacdo
de expressoes algébricas e na resolu¢do de equagdes.

Colecao 3

A fatoracdo é apresentada no volume sete, unidade cinco: “Produtos Notaveis
e Fatorac@o”. Primeiro € feito o desenvolvimento dos produtos notdveis, junto com a
sua representacdo geométrica, e ao final os autores apresentam o que denominam de
“padrao” (a+b)?=a2+2ab+b2. Traz a indicagdo para que se utilize esse “padrao” para
economizar tempo.

Sao feitos alguns exemplos, e hd uma grande quantidade de exercicios para o
aluno. Os exemplos e os exercicios propostos sao, na sua maioria, para desenvolver o
quadrado ou distribuir, no caso do produto da soma pela diferenca.

Em seguida a fatoracdo € apresentada, e primeiro os autores recordam a
fatoracdo de um nimero em fatores primos, para depois trazerem que: “Fatorar é
escrever na forma de produto. Muitos polindmios podem ser fatorados: podemos
escrevé-los como produto de outros polindmios, [...]” (ANDRINI e
VASCONCELOS, 2002, p.105).

Na fatoracdo colocando o fator comum em evidéncia os autores fazem
exemplos, em que o fator comum estd aparente, como: 3a+3b+3c=3(a+b+c),
alguns junto com a representacdo geométrica. E, em casos em que o fator comum

ndo esta aparente, vejamos um dos exemplos:

2 —_
6a*+8a = 2a (3a+4) Colocamos o fator 2a

l \ em evidéncia.
6a2:2a=3a

2.3.a.a 4.2.a 8a :2a=4

Para conferir se a fatoracio esta correta, use a propriedade distributiva:
2a(3a+4)=6a2+8a (Voltamos ao polindmio original!).
(ANDRINI ¢ VASCONCELOS, 2002, p.106).
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Essa colecdo, como a (2), também escreve os termos da expressdo de modo a
tornar explicito o fator comum antes de coloca-lo em evidéncia. E como as outras
colecdes, propde a distribuicdo do produto encontrado como meio de verificar se a
fatoragdo esta correta. Entretanto, tem uma diferenca em relacdo as outras, ela utiliza
a divisdo de mondmios na fatoragdo.

Essa apresentacdo € importante e necessaria para aprendizagem da fatoracdo,
principalmente por estar junto com a indica¢do de distribuir o produto encontrado
para verificar se estd correto. Um dos erros comuns observados em pesquisas € o
aluno distribuir o fator em evidéncia somente para o primeiro termo dentro dos
parénteses, por exemplo, distribuir o produto 3X(X+4) como 3x?+4. Acreditamos que
talvez falte trabalhar a multiplicacdo de expressdes algébricas junto com a sua
divisdo. Desse modo, € possivel que o aluno utilize esse caminho incorreto também
ao fatorar uma expressdo e use, por exemplo, o teorema em acgdo falso
ax2+bx—x(ax+bx).

Na fatoracdo por agrupamento os autores apresentam dois exemplos com
expressoes que podem ser fatoradas, embora ndo tenham fator comum a todos os
termos, vejamos um deles: Xy2+Xy3+3+3y=xy?(1+y)+3(1+y)=(1+y)(xy?+3). Ao
final indicam que se deve aplicar a propriedade distributiva para voltar ao polindmio
original.

Os outros casos de fatoracdo os autores apresentam como sendo: “[...]
desfazer os produtos notdveis” (ANDRINI e VASCONCELOS, 2002, p.108), que
sao a fatoracao dos trindmios quadrados perfeitos e da diferenga de dois quadrados.

A fatoracdo da diferenca de dois quadrados é apresentada relembrando a
distribui¢do do produto da soma pela diferenca de dois termos. E explicado que para
fatorar, nesse caso, devemos fazer o caminho inverso, em seguida faz alguns
exemplos e propde diversas atividades para o aluno.

Os trindmios quadrados perfeitos também sdo feitos como o exemplo
anterior, em que dada a distribui¢do do quadrado da soma (a+b)?=a2+2ab+b?, os
autores trazem que: “Agora faremos o inverso: vamos escrever o trindmio quadrado
perfeito na sua forma fatorada”. (ANDRINI e VASCONCELOQOS, 2002, p.108). Em
seguida faz alguns exemplos sendo um deles junto com a representacdo geométrica, €

apresenta outro em que o trindmio nao é quadrado perfeito.
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Traz também um exemplo de um trindmio quadrado perfeito: a2b?+25-10ab,
que aparece fora da ordem usual, mas que pode ser fatorado como (ab-5)3, pois,
segundo os autores: a?b? e 25 sdo quadrados de ab e de 5 e 2.ab.5=10ab. Como
dissemos anteriomente, esses exemplos sdo importantes porque alguns alunos podem
tentar sempre extrair a raiz quadrada do primeiro e do dltimo termo, pois sdo eles que
em geral aparecem como os quadrados perfeitos, ndo s6 nos exemplos, como
também nas atividades que sio propostas aos alunos.

O livro traz uma grande quantidade de exercicios para o aluno nas sec¢des
“Exercicios” ao final de cada tdpico, e no final do capitulo nas se¢des “Revisando”,
“Desafios” e “Para saber mais”.

Na unidade seis, a fatoragdo aparece sendo aplicada na simplificacdo de
fracOes algébricas. Sdo feitos exemplos utilizando a fatoragdo, e propostos alguns
exercicios em que a fatoracdo aparece de modo explicito, nos enunciados:
“colocando o fator comum em evidéncia, simplifique” ou “utilize a fatoracdo da
diferenca de quadrados ou fatoracdo de trindmio quadrado perfeito e simplifique”
(ANDRINI e VASCONCELOS, 2002, p.126).

No volume oito, unidade dois — Equag¢des do Segundo Grau — a fatoragdo é
retomada para resolver equacdes. E relembrado que, para fatorar uma expressio do
tipo x?+2x devemos colocar o X em evidéncia, assim fatorando X2+2Xx obtemos X(X-
2).

A fatoracdo dos trindmios quadrados perfeitos também € relembrada, e como
no volume sete € feita primeiramente a distribuicdo dos produtos notdveis, para em

seguida fatorar os trindmios.

3.2.2 Sintese das Colecoes Analisadas

Nas andlises observamos que a fatoracdo € apresentada geralmente na sétima
série do Ensino Fundamental, apés serem feitos os estudos sobre potenciacdo e
operacdes com polindmios. Esse contetido parece ser valorizado, pois, das colec¢des
analisadas duas dedicam um capitulo ao seu estudo e retomam no ano seguinte, no
estudo das equacdes do 2° grau, relembrando os casos apresentados no ano anterior.
A terceira ndo faz um capitulo em separado, mas traz todos os casos ja citamos e

também retoma no ano seguinte no estudo das equagdes.
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A fatoracdo € apresentada junto com os produtos notdveis, e observa-se que

ha uma énfase ao estudo dos produtos notdveis, principalmente o quadrado da soma,

apresentados em um primeiro momento para serem distribuidos, e em seguida para

serem fatorados, utilizando o “padrao” observado na distribui¢do.

As colecdes analisadas apresentam, em geral, os mesmos casos de fatoracdo:

fator comum em evidéncia, agrupamento, trindmios quadrados perfeitos e diferenca

de dois quadrados. Podemos perceber algumas semelhancas e diferencas nessas

apresentacgdes; vamos listar abaixo alguns pontos em comum e algumas diferencas

entre elas.

Pontos em comum entre as colecdes:

a fatoracgao € vista pela primeira vez na sétima série;

¢ explorada a idéia de que fatorar € transformar uma expressao algébrica em
produtos;

a fatoracdo é apresentada articulada ao desenvolvimento de um produto
algébrico;

€ proposta a distribui¢do dos produtos como meio de verificar se a fatoragcdo
esta correta;

¢ dada énfase ao estudo dos produtos notédveis, desenvolvendo primeiro os

produtos e depois fatorando;

a fatoracgao € revisada ao se iniciar o estudo das equacdes do segundo grau.

Diferencas entre as colecoes:

a colecdo (2) € a unica que nao dedica um capitulo para o estudo da fatoragdao
e dos produtos notéveis;

as colegdes (1) e (3) iniciam o estudo da fatoracdo relembrando a
decomposicao de um nimero em fatores primos;

a colecdo (2) propde atividades em que o aluno deve primeiro identificar o
fator comum, escrever a expressdo colocando esse fator aparente, para em
seguida fatorar;

a colecdo (3) apresenta a fatoracdo, com alguns exemplos utilizando a divisao
de mondmios;

a colecdo (1) apresenta a fatoracdo na sétima série como um tdpico do
capitulo 8, e na oitava série retoma com um capitulo para o seu estudo;

a colecdo (2) propde a técnica de fatoragdo: x?+(a+b)x+ab=(x+a)(x+b).

A apresentacdo da fatoragdo envolve a utilizagdo de varios conceitos.
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Entretanto, nem todas as cole¢des relacionam todos esses conceitos ao apresentarem
a fatoracdo. A divisdo de mondmios, por exemplo, s6 aparece em uma das colecdes.
As atividades propostas aos alunos priorizam somente parte dos conhecimentos
envolvidos, nessa apresentagdo. Os exercicios sdo repetitivos; na maioria das vezes
aparecem em grande quantidade, mas, como dissemos anteriormente, explorando
geralmente s6 a multiplicacdo tanto como meio de fatorar como de verificar se a
fatoragdo estd correta.

Listamos em seguida os teoremas em acdo falsos que podem ser utilizados
pelos alunos ao fatorar expressoes algébricas, que supomos a partir das andlises feitas
nas colecoes:

v ax?+bx—X(ax+bx) previsto na andlise da colegdo 3.
V' b2+a?x2+2abx—(b+2x)?2 previsto nas anélises das colec¢des 1 e 2.
v’ Xx2-2ax+a?—(x+a)? previsto na andlise da colegdo 1.
Lembramos que, essas hipdteses sdo feitas a partir do estudo que fizemos das

apresentacOes proposta pelas cole¢des analisadas para esses casos de fatoragao.



CAPITULO IV

ELABORACAO DA SEQUENCIA DIDATICA

Assim, ap0s as andlises dos livros diddticos elaboramos um teste diagndstico
com atividades de fatoracdo semelhantes as propostas nos livros didaticos, em que
buscamos verificar se os alunos apresentam dificuldades em fatorar as expressoes
algébricas propostas, fazendo um pequeno estudo de possiveis teoremas em acao
falsos utilizados por eles. A andlise dos resultados desse teste, juntamente com as
andlises de outras pesquisas ja realizadas nos serviram de base para a elaboracao das

atividades da nossa seqiiéncia didatica.

4.1 Teste Diagnostico

O teste foi aplicado no dia 04/07/2005 em uma Escola Municipal de Campo
Grande, com duas turmas da oitava série do Ensino Fundamental, num total de 54
alunos.

Realizamos o teste no laboratério de informética com o software Aplusix, e
teve duracdo de cinqgilienta minutos. Os alunos ja estavam familiarizados com o
Aplusix, e o utilizavam desde o comeco do ano ndo tendo, portanto, nenhuma
dificuldade em utilizar o software.

Esses alunos haviam visto a fatoracdo no final de 2004, a maioria estudou
nessa mesma escola, e naquele momento estavam estudando resolu¢do de equacao do
segundo grau com o uso da férmula. A professora nos informou que retomou a
fatoracdo somente para a resolugdo de equagdes incompletas do tipo ax?+bx=0
(a#0), logo em seguida, apresentou a formula de Bhaskara.

O teste foi composto por uma lista com doze exercicios e esperdvamos poder
observar se os alunos utilizariam alguns teoremas em acgdo falsos relativos a

fatoracdo. Além disso, gostariamos de observar na andlise dos exercicios outros
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possiveis erros que os alunos pudessem vir a cometer.

Questoes:

1. Fatore: 2x2+2x 7. Fatore: (X-2)(x+1)+3(x+1)

2. Fatore X2-4x 8. Fatore: (Xx-2)2+x3-4

3. Fatore: x>-16 9. Fatore: (X+1)(X+2)+(x+2)(x-3)
4. Fatore: X2+4x+4 10. Fatore: 4x2-4x+1

5. Fatore: 5(x-1)-(x+2)(x-1)2 11. Fatore: x2-2x+1

6. Fatore: (1+x)(1-x)-(1+x)? 12. Fatore: (X+2)2+(x+2)(x-2)

Escolhemos trabalhar com os casos de fatoracao mais priorizados pelo ensino
usual e que podem ser aplicados principalmente no Ensino Fundamental e Médio.
Assim, os exercicios foram escolhidos com objetivo de observar se os alunos
conseguiam: fatorar colocando o fator comum em evidéncia seja este fator um
mondmio ou bindmio, fatorar os trindmios quadrados perfeitos e a diferenca de
quadrados.

Queriamos saber, também, se os alunos reconheciam os produtos notdveis,
por exemplo, dado o trindbmio X2-4x+4 fatorar como (X-2)% ou dado (x-2)2
transforma-lo no produto (X-2)(x-2) para depois colocar o fator (X-2) em evidéncia
como no caso da questdo (8) para fatorar a expressao (X-2)%+x3-4.

Além disso, colocamos uma das expressdes para fatorar, no caso do fator
comum em evidéncia, com o fator comum composto de um nimero multiplicado
pelo X, pois gostariamos de observar se o aluno conseguiria identificar todo o fator
comum, no caso 2X. Temos ainda, questdes em que o fator comum € um bindmio e
eles aparecem em diversas posi¢des. Em alguns casos, como ja dissemos, o aluno
para fatorar precisaria se lembrar dos produtos notdveis, questdes: (5), (6), (8) e (12),
€, em outras ndo, pois ndo aparecem esses produtos, como nas questoes (7) e (9).

As expressoes algébricas foram escolhidas todas com ndmeros inteiros, pois
nosso objetivo, nesse teste, era investigar as dificuldades dos alunos em fatorar
expressoes algébricas. Entendemos que expressdes algébricas com ndmeros

fraciondrios ou decimais poderiam representar dificuldades a mais para os alunos.
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4.1.1 Analise do Teste Diagnéstico

A maior parte dos alunos ndo se lembrava da fatora¢do, nao sabiam o que
deviam fazer, tivemos entdo de intervir lembrando que fatorar uma expressao &
escrevé-la na forma de um produto. Entretanto, mesmo assim a maioria deles nao
conseguiu fatorar as expressoes.

Somente as questdes (1) e (2) de fatoracdo colocando o fator comum em
evidéncia foram resolvidas corretamente por alguns alunos, a (1) por trés alunos e a
questdo (2) por dois alunos. A maior parte dos alunos ndo tentou fatorar, e nas
questdes em que apareciam produtos, como: (5), (6), (7), (8), (9) e (12), foram
distribuidas pelos alunos, sendo que a grande maioria incorretamente, como pode ser
visto nas tabelas I e II (Anexo 1).

Além disso, muitos alunos transformaram a expressio em uma equagao e
tentaram encontrar uma solucao; ou reduziram toda a expressao a um s6 termo, como

podemos observar a seguir:

Observagao Videocassete Observacio Videocaszete

2
{X—z) +X2—4 Fatorar 2X2+2X Fatorar
x2_4+)(2_4 4/\’3 Resolvido

K

X2 = B |Resolvido

Figura 5: Resolugdo dos alunos no teste diagndstico

Esses erros de reducdo de termos em que o aluno, por exemplo, soma nimero
com X ou soma os expoentes do X apareceram diversas vezes e foram cometidos por
vérios alunos como pode ser observado na tabela III (Anexo 1). Eles também ja
apareceram em outras pesquisas (BOOTH, 1995; NOTARI, 2002).

Poucos alunos tentaram fatorar, como pode ser observado na tabela I (Anexo
1), e alguns que fatoraram as expressoes ao final distribuiam os produtos, € pudemos
observar que cometiam erros tanto ao fatorar como ao distribuir esses produtos.

Vejamos a resolucao da questao (3) de um aluno:
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Observagao Wideoc

_X2 -16 |Fatarar

A&

X [X+16)

b1

X2+ 16 |Resolvido

Figura 6: Resolucdo de um aluno na questdo (3) do teste diagndstico

O aluno tentou fatorar a diferenca de dois quadrados como fatoragdo do fator
comum em evidéncia, em que fatorou corretamente o primeiro termo e repetiu dentro
dos parénteses o segundo termo com sinal trocado. E, ao final, distribuiu o produto
encontrado do mesmo modo, ou seja, distribuiu o fator em evidéncia s6 para o
primeiro termo e o segundo termo ele repete sem fazer a distribui¢cdo, mas agora ele
nao muda o sinal. E ndo observa que ndo obtém a expressao inicial, ou seja, ndao
observa que sua fatoragdo estd incorreta.

Listamos em tabela os teoremas em acao falsos utilizados pelos alunos, pelo
menos uma vez, ao resolverem as atividades propostas no teste, juntamente com 0s
teoremas em acao verdadeiros, que poderiam ter sido utilizados por eles. Escrevemos
os teoremas na forma de uma regra genérica, em que a e b representam as
constantes, e X e y as varidveis, utilizando o simbolo (—), entre a expressao algébrica
e o teorema em acao falso utilizado pelo aluno.

Além disso, na listagem dos teoremas em agdo falsos utilizamos as
identificagcdes: [Ti], [T2],...[Tal,.... Essas identificacdes serdo utilizadas nas andlises
da seqiiéncia didética.

Alguns teoremas em acgdo falsos estdo com a mesma identificacdo, pois
consideramos que esses erros t€ém algumas semelhancas. Vejamos um exemplo:

e a identificacdo [T;] é composta pelos seguintes tipos de erros:
X2-a2x—X(x-a)
X2-a2Xx—X(x+a)
ax2+ax—ax(x+a)
Nesses trés exemplos, o aluno fatora corretamente o primeiro termo, e

incorretamente o segundo, pois, repete dentro dos parénteses um dos fatores desse
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termo, independente do sinal ser positivo ou negativo.

Segue a tabela 1 com os teoremas em a¢do que conseguimos identificar no
teste diagndstico. Na primeira coluna, denominada Corretos, estdo as expressoes
algébricas fatoradas corretamente. Na segunda coluna: Falsos, aparece a expressao
algébrica seguida do simbolo — e do teorema em acdo falso utilizado pelo aluno. Na
ultima, a identificacdo desses teoremas, e como dissemos, alguns deles estdo com a

mesma identificagao.

Tabela 1
Teoremas em ac¢ao falsos identificados no teste diagndstico

TEOREMAS EM ACAO
CORRETOS FALSOS Identificacao
x2-a?x—X(x-a)
2.92y — -2
XE-ax=x(x-a%) X2-a2x—X(X+a) [Ti]
ax2+ax=ax(x+1) |ax?+ax—ax(x+a)
x2-a2=(x+a)(x-a) |X*-a?—(x+a)(x+a) [T,]
X2+2ax+a2=(x+a)? | X2+2ax+a?—(x+a?)(x+a?) [Ts]

4.1.2 Retorno ao Estudo dos Teoremas em Acao

As analises dos livros didéticos e do teste diagndstico nos levaram a supor
outros teoremas em agdo falsos, que os alunos poderiam utilizar ao fatorar as
expressoes algébricas. Por exemplo, no teste foi diagnosticado o teorema em acao
falso: [T;] x?+2ax+a2—(x+a?)(x+a?), desse modo, supomos, por analogia, que dada
a expressao X2-2ax+a2, algum aluno poderia utilizar o teorema em acdo falso: [Ts]
(x-a2)(x+a2).

Em alguns dos livros didédticos observamos que a fatoragdo dos trindmios
quadrados perfeitos se da pela observagao da distribui¢do do quadrado da soma, em
que na expressdo X2+2ax+a? o aluno deve identificar os termos que sdo quadrados
perfeitos, e o termo restante que deve ser duas vezes esses dois termos encontrados.
Deve, em seguida, extrair a raiz quadrada dos termos, que sdo quadrados, e fatorar
como (X+a)2. Supondo entdo, que algum aluno pudesse se lembrar de parte dessa
regra, e aplicd-la incorretamente em algumas expressdes sem observar que o termo

ndo € um quadrado perfeito, assim, dada a expressdo X2+16x+64 o aluno poderia
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tentar extrair a raiz quadrada do X2 e do 16X e fatorar incorretamente como, por
exemplo, (X+4)2, nesse caso consideramos que ele utilizou o teorema [Ts].

Além disso, em expressdes que aparecem fora da forma usual (o 1° termo ao
quadrado mais duas vezes o 1° pelo 2° mais o quadrado do 2°), por exemplo,
X?+1+4X, supomos nesse caso também que os alunos se lembrem de parte da regra e
relacionem a expressdo com a forma fatorada (X+2)2, esse erro aparece identificado
como [T3].

A diferenca entre esses dois tipos de erros listados acima € que no primeiro
caso o aluno tenta extrair a raiz quadrada de quaisquer dois termos da expressao, e no
segundo ele sempre tenta extrair a raiz quadrada do primeiro e do ultimo termo.
Lembramos que na apresentacdo usual dos trindmios quadrados perfeitos,
geralmente, sdo esses os termos que sdo apresentados como quadrados perfeitos.

Esses teoremas e outros que supomos estdo listados na tabela 2, e foram
utilizados na elaboracdo de nossa seqii€éncia didatica, bem como, na andlise das
atividades realizadas pelos alunos. Assim, segue a tabela com a lista desses outros
teoremas em ac¢ao falsos, que julgamos possiveis de serem utilizados pelos alunos ao
resolver as atividades da nossa seqiiéncia didatica.

E novamente alguns deles estio com a mesma identificagdo, pois
consideramos que esses erros tém algumas semelhangas. Decidimos agrupar os
teoremas em acao falsos para que nossa lista ndo ficasse muito extensa. Segue abaixo
um exemplo desse agrupamento que identificamos por [T4] e € composto pelos
seguintes teoremas em acao:

X2+ax—X(x+ax)
ax2+a2x—ax(x+a3x)
X2-ax—X(x-ax)

Nessas expressdes o aluno fatora corretamente o primeiro termo, e repete

todo o segundo termo dentro dos parénteses, nesse caso também estamos

considerando sinal positivo e negativo.
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Tabela 2
Teoremas em acdo falsos que estamos supondo poder ser utilizado pelos alunos
TEOREMAS EM ACAO
CORRETOS FALSOS Identificacdo
X2+ax=X(x+a) X2+ax—X(X+ax)
ax2+a2x=ax(x+a) ax2+a2x—ax(x+a3x) [T4]
X2-ax=x(x-a) x2-ax—X(x-ax)
X2+2ax+a2—(x+2a)?
x2+2ax+ac=(x+a)?
+2ax+at=(x+a) X2+2ax+a2—(x+2ax)? [Ts]
x?-2ax+a?=(x-a)2 x2-2ax+a2—(x-2a)?
X?+2ax+a?—(x+a?)?
X2+2ax+ac=(x+a)?
X2+ 2ax+a2—(x+ka)? [Ts]
X2-2ax+a3(x-a)? x2-2ax+a2—(x-a2)?
X2-2ax+a2=(x-a)? x2-2ax+a2—(x+a)?
a2xe-2abx+b2=(ax-b)2 [@2X-2abx+b?—(ax+b) [T-]

a2x2-2abx+b2—(a2x+b?)2
x2-2ax+a2—(x-a2)(x+a?)
x2-2ax+a2—(x-a)(x+a)
a2x2-2abx+b?— (ax-b)(ax+b)
aZX2-2abX+b2—>(aQ)(-b2)(32x+b2)
a2x2+2abx+b?=(ax+b)2 a2x2+2abx+b2—( ax+b?)2
a2x2+2abx+b2—(a?x+b)?

X2-2ax+a2=(x-a)?

[Ts]
a2x?-2abx+b?=(ax-b)?

T
aex-2abxsbi—{ax-b)? | 320X (@x P T
a2x2-2abx+b2—( a2x-b)?
X2-a2—(x-a)(x-a) [Tyl
x2-a%=(x-a) (x+a) X222 (x a%)?
— > [Tl
X2-a2—(x-a)
X2-a2=(x-a)(x+a) X2-a2—(x-a2)(x+a?)
a2x2-p2—(a2x-b)(a2x+b)
a2x2-b2=(ax-b)(ax+b) | aBxe-bP(ax-b?) (axsb?) [Tl
a2x2-b2—(a2x-b?)(a®x+b?)
X?+a2+2ax=(x+a)? X2+a2+2ax—(x+2ax)?
a2x2+b2+2abx—(ax+2ab)?2 [Tis]

a2x2+b2+2abx=(ax+b)?

a2x2+b2+2abx—(ax+2ax)?

Observamos no teste diagndstico que alguns alunos tém dificuldades em
distribuir poténcia e produtos de polin@miosg. Por exemplo, em algumas questdes
para fatorar a expressdo (X-2)2+x?-4, alguns alunos relacionaram com a expressio
X2-224+x2-4. Nesse caso, observamos que o aluno distribuiu o quadrado da diferenca
(x-a)?, como: x2-a2. Essa dificuldade podera comprometer o desempenho desse aluno
nas atividades em que ele precise fatorar a diferenca de quadrados. A

operacionalidade de um conceito, segundo Vergnaud (1990), ndo pode ser estudada

¥ Listamos esses erros de distribui¢do na tabela IV do Anexo 1.
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de maneira isolada, a apropriacdo de um conceito envolve vérios outros conceitos,
que sdo interligados. Deste modo, acreditamos que se um aluno ndo consegue
desenvolver um produto corretamente, ele provavelmente também nao conseguird
fatorar’. Vimos, nas andlises dos livros didéticos, que a multiplica¢do de mondmios é
utilizada para apresentar os casos de fatoracdo, e que os produtos notdveis, por
exemplo, sdo apresentados relembrando a sua distribuicao.

Esses erros nos fizeram supor alguns dos teoremas em ag¢ao falsos citados na
tabela 2. Por exemplo, dada a expressdo X2-a2 o aluno poderia fatora-la como (x-a)?,
nesse caso consideramos que ele utilizou o teorema [T;;]. Além disso, nos fizeram
refletir sobre a necessidade de se introduzir algumas atividades de desenvolvimento
dos produtos notdveis antes de propor a sua fatoracao, como faz o ensino usual, pois
vimos que nenhum aluno tentou fatorar esses casos no teste diagnostico.

Observamos também que a maioria dos alunos ndo relaciona a fatoracdo a um
produto de fatores, e mesmo relembrando que fatorar € reescrever a expressao na
forma de um produto, muitos deles nao fizeram isso, como podemos observar no
Anexo 1.

Somente 7% dos alunos tentaram escrever as questoes (1) e (2) na forma de
um produto, e desses 5%, conseguiram fatorar corretamente a questdo (1). A maioria
dos alunos, 87%, fez a distribui¢do das expressdes que tinham produtos (Anexo 1).
Essas expressdes eram para ser fatoradas colocando fator comum em evidéncia em

que o fator era um binémio.

4.2 A Seqiiéncia Didatica

Os alunos que participaram desse estudo, como ja dissemos, faziam parte de
uma turma da oitava série do Ensino Fundamental, de uma escola estadual de Campo
Grande. Essa turma foi dividida em duas partes: uma realizou as atividades em papel
e lapis e a outra parte no computador, com o software Aplusix. Todos os alunos
gostariam de trabalhar no Aplusix, mas como no laboratério de informatica tinhamos
poucos computadores disponiveis, realizamos um sorteio, na presenca de todos os

alunos, dos que iriam trabalhar com o Aplusix, pois queriamos que a escolha fosse

° De fato, na pagina 51 (Figura 5) aparece um exemplo em que o aluno fatora a expressio

incorretamente e em seguida faz a distribuicao do produto do mesmo modo.
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aleatoria.

Antes de iniciarmos a seqii€éncia didética, realizamos uma aula no laboratério
de informdtica, com os alunos que iriam trabalhar com o software, para
familiarizagao com o Aplusix. Os alunos ja haviam tido aulas no laboratério, em anos
anteriores, e ndo tiveram nenhuma dificuldade em utilizar o Aplusix.

As atividades realizadas com papel e ldpis foram acompanhadas pela
professora da turma, que ficou com parte dos alunos, e nds trabalhamos no
laboratério de informadtica, com os outros alunos. Aplicamos as mesmas atividades e
ao mesmo tempo, utilizando o horario normal de aulas desses alunos, totalizando oito
horas-aula com 50 minutos cada.

A seqiiéncia didatica € composta por 10 atividades aplicadas em seis
encontros, dois de 2 horas-aula, e quatro de 1 hora-aula cada, perfazendo um total de
8 horas-aula. Separamos as atividades em dois grupos conforme os casos de
fatoracdo, e ao final aplicamos um teste, a atividade X, com todos os casos de
fatoracdo vistos nos grupos 1 e 2. Vejamos, na tabela 3, um esquema da distribui¢do

dos tipos de exercicios aplicados na seqiiéncia didatica:

Tabela 3
Atividades da seqiiéncia diddtica
I — 8 exercicios Grupo 1: Fator comum em evidéncia.
Il — 8 exercicios Atividades para fatorar colocando o fator
III — 7 exercicios comum em evidéncia, seja esse fator: um

ndmero, um mondmio ou bindmio.

Grupo 2: Fatoragao dos produtos notaveis
- Atividade IV: desenvolvimento quadrado

da soma.

- Atividade V: fatoracdo do trindmio
IV — 6 exercicios quadrado perfeito transformado no quadrado

da soma.

V - 8 exercicios
. - Atividade VI: desenvolvimento quadrado
VI — 5exercicios | a diferenca.

VII -9 exercicios | Atividade VII: fatoracio do trindmio
VIII — 6 exercicios | quadrado perfeito transformado no quadrado
IX — 10 exercicios |da diferenca.

- Atividade VIII: desenvolvimento do
produto da soma pela diferenca.

- Atividade IX: fatoracdo da diferenca de
quadrados transformado no produto da soma
pela diferenca de dois termos.

10 Atividades

Teste com Atividades dos Grupos 1 e 2.
Atividade com todos os casos de fatoracdo
trabalhados nas atividades: I, IL, III, V, VIl e
IX.

X — 13 exercicios
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Apresentamos a seguir as andlises dos dois ambientes juntas, pois, como
dissemos anteriormente, pretendiamos avaliar a seqiiéncia didatica, em papel e lapis
e com o software Aplusix. Como as atividades aplicadas foram as mesmas, os
teoremas em agao que estdavamos supondo de serem utilizados pelos alunos sao os

mesmos.

4.2.1 Analise das Atividades

As atividades da seqii€éncia diddtica envolviam a fatoragdo, colocando o fator
comum em evidéncia, seja este fator um mondmio ou bindmio, a fatoracdo dos
trindmios quadrados perfeitos e a diferenca de dois quadrados. Escolhemos esses
tipos de fatoracdo, por serem os priorizados na maioria dos livros didéticos. As
atividades foram escolhidas semelhantes as propostas nos livros analisados.

Lembramos que escolhemos trabalhar com ndmeros inteiros, pois nosso
objetivo era investigar dificuldades dos alunos na fatoracdo, e entendemos que
trabalhar com outros nimeros poderia trazer mais dificuldades para os alunos.

Nas atividades da seqiiéncia didatica, com excecdo da atividade X que foi
realizada como um teste, o aluno teve meios de validar o seu trabalho, conforme o
ambiente no qual esteja trabalhando. No ambiente:

» papel e lapis os alunos poderiam discutir entre si e tirar dividas com o
professor. Ao final das atividades em que se pede para fatorar, eles deveriam
distribuir os produtos encontrados para verificar se o procedimento efetuado
estava correto ou ndo.

» Aplusix verificagao permanente, ou a pedido, dos célculos, informagdes sobre
o resultado do exercicio, se estd correto ou nio, € se niao estd totalmente
resolvido. Além disso, poderiam também tirar dividas com a pesquisadora nas
atividades I, II e III, além de discutir entre eles em algumas das atividades.

A maior diferenca entre o tipo de validacdo desses dois ambientes é que, no
papel e lapis, os alunos iriam depender do professor para validar o seu trabalho, ja no
laboratério, eles teriam o auxilio do Aplusix. Acreditamos que as retroacdes
oferecidas pelo software favorecem uma maior autonomia por parte do aluno
(BITTAR; CHAACHOUA; FREITAS, 2004).

Nas andlises das atividades supomos a utiliza¢do de alguns teoremas em acao
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falsos. Além disso, é possivel também que alguns alunos ndo transformem as
expressdes em um produto, ou que transformem em produto, mas ndo consigam
identificar o fator comum, no caso das atividades I, II e III; ou que nao fatorem como
um dos casos dos produtos notdveis, atividades V, VII e IX. Vimos no teste
diagndstico que os alunos apresentam diversos tipos de dificuldades, e de resolucdes,
ao tentar fatorar as expressoes algébricas.

Nesse sentido, tivemos de fazer algumas escolhas para andlise das possiveis
resolucdes dos alunos nas atividades, pois, alguns deles poderiam, por exemplo, ndo
transformar a expressdao em um produto, nas primeiras questdes, mas com o decorrer
das atividades poderiam comecar a tentar fatorar. Desse modo, separamos as diversas
resolucdes possiveis dos alunos em alguns casos conforme o tipo de fatoracdo

estudado, que apresentamos antes das andlises das atividades dos grupos 1 e 2.

4.2.1.1 Grupo 1: Atividades I, IT e III do Fator Comum em Evidéncia.

Nas atividades I, II e III os fatores comuns sdo, respectivamente, um nimero,
um mondmio e um bindmio. Apresentamos em seguida as estratégias possiveis dos
alunos utilizarem ao resolver essas atividades. Salientamos que supomos essas
resolucdes com base nas andlises feitas no teste diagndstico, como também nas
pesquisas sobre erros e dificuldades dos alunos na algebra (BOOTH, 1995;
NOTARI, 2002; RIBEIRO, 2001).

Dada uma expressdo para fatorar colocando o fator comum em evidéncia, por
exemplo, 8x+8y o aluno poderia:
(1) - Nao escrever como um produto, podendo:
1.1 transformar em uma equagdo, por exemplo, X=8y;
1.2 reduzir tudo a um termo, por exemplo, 8Xy;
1.3.reescrever a expressdo de qualquer maneira, por exemplo, 16xy-8;
(2)- Transformar a expressao num produto, em que ele pode:
2.1 ndo identificar o fator comum, por exemplo, X(8Xx+8y) ou X3(8x+Y); ou
tentar fatorar como um produto notavel (4x+4y)?;
2.2 identificar o fator comum, e nesse caso ele poderia:
2.2.1 identificar o maximo fator comum, €:

2.2.1.1 fatorar corretamente: 8(X+Y);
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2.2.1.2 ndo fatorar corretamente utilizando algum teorema em ac¢do
falso, por exemplo, 8(x+8y);
2.2.2 identificar parte do fator comum, e:
2.2.2.1 fatorar corretamente 4(2x+2y);
2.2.2.2 ndo fatorar corretamente utilizando algum teorema em acgdo
falso, por exemplo, 4(2x+8y);

Embora tenhamos identificado todas essas possibilidades, em relacido a esse
tipo de fatoracdo, centralizamos nossa identificacdo de teoremas em ag¢do nos casos
2.2, em que o aluno transforma a expressdo em um produto e identifica o fator
comum, e nesses casos ele poderia fatorar corretamente ou ndo. Nao consideramos os
outros casos para efeito de identificacdo de teoremas, pois consideramos que estas
resolucdes estdo muito distantes das possiveis resolucdes corretas, € a nossa andlise
poderia ficar muito extensa. Desse modo, optamos em identificar os teoremas em
acdo somente nos casos em que o aluno sabe que fatorar € transformar a expressao

em um produto e, além disso, consegue identificar pelo menos parte do fator comum.

Atividade I
Fatore os polindmios, colocando em evidéncia o fator comum em cada um deles.
Depois, faca a verificagdo desenvolvendo o produto encontrado.
1) 8x+8y
2) 2x2+2
3)2x-14
4) 9-21x
5)21x+14
6) 15-12x
7) 4x-4
8) 32+8x
Analise da atividade I
Conhecimentos que os alunos precisam ter para resolver esta atividade:
- propriedade distributiva da multiplicagdo em relagdo adi¢ao (subtracdo);
- fatoracdo de nimeros inteiros;
- fatoragdo algébrica do fator comum em evidéncia;
- divisdo e multiplicacdo numérica e algébrica;

Nesta atividade relembramos a fatoracdo, em que o fator comum que deve ser
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colocado em evidéncia € um nimero inteiro. Como a fatoragdo foi vista, em geral, na
sétima série, algum aluno talvez pudesse ndo se lembrar (como observamos no teste
diagnéstico) e ndo conseguir fatorar. Nesse caso, propomos que os alunos discutam
entre si sobre suas dividas e sé interviriamos se vissemos que os alunos nao iriam
conseguir avancar na atividade. Essa intervencdo tem como objetivo explicitar algum
conceito envolvido na atividade ou esclarecer alguma duvida.

O objetivo desta atividade € verificar que tipo de dificuldades os alunos
apresentam ao tentar fatorar colocando o fator comum em evidéncia, quando esse
fator € um nimero inteiro. As tarefas envolvidas em cada questdo sdo:

» (1% identificar o fator comum da expressao estando esse fator aparente ou nio;

» (2%) dividir cada termo da expressdo pelo fator comum encontrado ou
encontrar o mondmio que multiplicado pelo fator comum identificado se
transforma em cada termo da expressao inicial;

Identificaremos os teoremas em acdo falsos utilizados pelos alunos ao
resolverem esta atividade no caso dele ter resolvido corretamente a (1?) tarefa listada
acima.

Listamos na tabela 4 alguns teoremas em acdo falsos possiveis de serem
utilizados pelos alunos ao resolver esta atividade. Apresentamos primeiro o nimero
do exercicio, em seguida identificamos o fator comum, e por dltimo o teorema em
acdo falso que o aluno poderia utilizar.

Tabela 4
Analise da atividade 1

Expressio | Fator comum | Teoremas em acdio falsos
(1) 8x+8y 8 &:g; gj

(2) 2x2+2 2 SE?::Z))[[TTIL

(3) 2x-14 2 S& ﬂ)[T[lT]d

(4) 9-21x 3 gg3 2)1X) T4]

(5) 21x+14 7 ;gﬁﬁ) kS

(6) 15-21x 3 gg ‘21)1(2<)[T[1T]4]

(7) 4x-4 4 4(x-4) [T,]

(8) 32+8x 8 Eiigig gﬂ

Nos exercicios (1), (2), (3), (7) e (8) o fator que deve ser colocado em

evidéncia é aparente. Nesses casos esperdvamos que os alunos ndo tivessem muita
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dificuldade; talvez o sinal de (-), pudesse trazer um pouco mais de dificuldade a
alguns alunos.

Supomos que os alunos pudessem utilizar os teoremas [T;] e [T4], em quase
todas as atividades, nesses casos os alunos identificam o fator comum e conseguem
fatorar o primeiro termo, mas erram ao fatorar o segundo ou simplesmente repetem o
segundo dentro dos parénteses. O primeiro foi identificado no teste e o segundo nds
supomos, pois, um dos erros comuns de distribui¢io observados em pesquisas é
a(x+b)=ax+b, e vimos, também, no teste diagndstico que alguns alunos utilizam o
mesmo caminho para fatorar uma expressdo e para fazer a distribui¢do do produto
encontrado.

Nesta atividade o enunciado que aparece na tela do Aplusix é: Fatore o
polindmio. Ela foi realizada com verificacdo permanente dos cédlculos e, deste modo,
nao foi pedido no enunciado para fazer a verificacdo desenvolvendo o produto. As
retroagdes oferecidas pelo software validam o trabalho do aluno, assim, somente
observamos ao final da atividade, o que aconteceria se o produto encontrado fosse
desenvolvido.

Como o Aplusix mostra a equivaléncia entre as expressoes, € os alunos
podiam discutir entre si, prevé-se que a maioria apresente, ao final, a resposta
correta, nesta atividade e em todas as outras, com exce¢do da X que foi aplicada

como um teste.

Atividade 11

Fatore os polindmios, colocando em evidéncia o fator comum em cada um deles.
Depois, faga a verificacdo desenvolvendo o produto encontrado.
1) X2+x

2) 2X+2X?

3) x-2x2

4) 8x+x2

5) 4x2-16x

6) 12x2-15x

7) 17x-2x2

8) 4x-8x2

Anélise da atividade 11

Conhecimentos que os alunos precisam ter para resolver esta atividade:
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- propriedade distributiva da multiplicacdo em relagdo adi¢ao (subtracio);
- divisdo de mondmio por um nimero inteiro, ou por um monomio;

- fatoracdo de nimeros inteiros;

- fatoracao algébrica do fator comum em evidéncia;

- divisdo e multiplicacdo numérica e algébrica;

Nesta atividade aparece o fator X, algumas vezes acompanhado de um ndmero
inteiro, como sendo o fator comum que deve ser colocado em evidéncia. Apesar da
discussdo feita na atividade anterior, € possivel que alguns alunos continuem a ter
davidas e ndo consigam fatorar as expressoes. Prevemos, também, que alguns alunos
pudessem colocar em evidéncia somente parte do fator comum ao resolver as
questoes.

Temos como objetivo verificar que tipo de dificuldades os alunos apresentam
ao tentar fatorar colocando fator comum em evidéncia, quando esse fator ¢ um
monoOmio. As tarefas envolvidas em cada questao sao:

» (1% identificar o fator comum da expressio estando esse fator aparente ou nao;

» (2% dividir cada termo da expressdo pelo fator comum encontrado, sendo que
agora se trata de uma divisdo de mondmios; ou encontrar 0 mondmio que
multiplicado pelo fator comum identificado se transforma em cada termo da
expressao inicial;

Identificaremos os teoremas em acgdo falsos utilizados pelos alunos nesta
atividade no caso deles resolverem corretamente a (1*) tarefa listada acima.

Na tabela 5 sdo listados alguns teoremas em acdo falsos possiveis de serem
utilizados pelos alunos nesta atividade.

Tabela 5
Analise da atividade 11

Expressao | Fator comum | Teoremas em acao falsos
(1) x2+x X X(X+X) [T4]
2x(1+2x) [T{]
(2) 2x+2x2 2x 2x(1+25?) [T4]
X(1-x3) [T4]
()Xt x x(1-22¢) [T.]
(4) 8x+x2 X X(8+x2) [T4]
4x(x-4x) [T{]
(5) 4x2-16x 4x 4x(x-16x) [T]
. 3x(4x-3) [T]
(6) 12x2-15x 3x 3x(4x-15x) [T]
(7) 17x-2x2 X X(17-2x3) [T4]
4x(1-2x3) [T]
(8) 4x-8x2 4x X(4-8x2) [T.]

Novamente estamos supondo que os alunos possam utilizar os teoremas [T;] e
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[T4] em quase todas as questdes como na atividade I; nesses casos eles indentificam
o fator comum, ou parte dele, e tentam fatorar parte da expressao.

No laboratério alguns alunos podem colocar em evidéncia somente o fator X,
por exemplo, no exercicio (2) 2x+2x? ficaria X(2+2X), sendo que poderiam colocar
em evidéncia também o nimero dois 2x(1+X); nos dois casos o Aplusix considera
correto. No caso do aluno colocar em evidéncia somente o nimero dois 2(X+X?), o
software avisa que a expressao nao estd totalmente fatorada, fazendo com que ele

tenha de colocar em evidéncia o fator maximo comum.

Atividade 111

Fatore os polindmios:

1) X(X+2)+3(x+2)

2) (x-4)+x(x-4)

3) X(X+7)-2X(X+7)

4) (x+1)(x-3)+2(x+1)

5) (3x+7)(2x-4)+(5x+8)(3x+7)
6) (3x+5)(x+1)-(x+1)(2x+4)

7) (x-3)(1-4x)+(5x-4)(x-3)
Andlise da atividade I1I

Conhecimentos que os alunos precisam ter para resolver esta atividade:
- propriedade distributiva da multiplicacdo em relagdo adi¢ao (subtracio);

- divisdo de bindmio por um nimero inteiro, por um mondmio ou binémio;
- fatoracdo algébrica do fator comum em evidéncia;

- fatoracdo algébrica em que o fator comum € um bindmio;

- divisdo e multiplicacdo numérica e algébrica;

- redugdo de temos semelhantes;

Caso os alunos tenham dividas e ndo consigam resolver a atividade, sera
proposto, novamente, uma discussdo, como na atividade I e II, pois é possivel que
alguns ndo consigam comecar a resolver os exercicios. No teste diagnostico
observamos que esse tipo de exercicio foi o que mais suscitou dividas nos alunos.
Nenhum deles tinha idéia do que deveria ser feito, assim, € possivel que mesmo apds
a discussdo, alguns alunos ndo consigam resolver a atividade. E, apesar das
retroacOes oferecidas pelo Aplusix, é provavel que poucos alunos apresentem a

resposta correta.
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No teste diagndstico em questdes deste tipo, a maioria dos alunos aplicou a

propriedade distributiva. Desse modo € possivel que alguns alunos:

- fagam a distribui¢do dos produtos e ndo consigam fatorar;

- facam a distribuic@o dos produtos e consigam fatorar corretamente, por exemplo, as
questdes: (4), (6) e (7), depois de distribuidas aparecem x?-1, x2+2x+1 e x2-12x+9,
respectivamente; algum aluno pode reconhecer a diferenca de quadrados ou os
trindmios quadrados perfeitos e fazer a fatora¢do correta deles;

- facam a distribuicdo correta, mas errem a distribui¢do do sinal negativo;

Alguns alunos podem identificar o fator comum, mas ndo conseguir dividir os
bindmios corretamente. Podem também identificar o fator comum e dividir
corretamente os bindmios, mas nao reduzir perfeitamente os termos semelhantes.

O objetivo desta atividade € verificar que tipo de dificuldades os alunos
apresentam ao tentar fatorar colocando fator comum em evidéncia, em que agora o
fator € um bindmio. As tarefas envolvidas nestas questdes sao:

» (1% identificar o fator comum da expressdo, e nesses casos eles sdo aparentes;

» (2% dividir cada termo da expressdo pelo fator comum encontrado, sendo que
agora se trata de uma divisdo entre binOmios; ou encontrar 0 mondmio que
multiplicado pelo fator comum identificado se transforma em cada termo da
expressao inicial;

» (3% e reduzir os termos semelhantes dentro dos parénteses;

Nas andlises das resolugdes dos alunos identificaremos os teoremas em acao
falsos utilizados por eles somente no caso dele resolver corretamente a (1%) tarefa
listada acima.

Nao previamos a utilizagao de teorema em agdo falso para esta atividade, pois
nenhum aluno tentou fatorar expressdes desse tipo no teste diagnésticolo. E ndo
encontramos pesquisas que indicassem alguma dificuldade relacionada e esse caso de
fatoragdo. Observamos que os livros didaticos raramente trabalham este tipo de
fatoragdo, e estamos propondo por ser um caso importante de fatoragdo que pode ser
aplicado em simplificacdo de expressdo algébrica ou para o estudo, por exemplo, das
inequacoes. Desse modo, buscamos identificar possiveis teoremas em acao falsos a

partir das resolugdes dos alunos na atividade.

12" As questdes desse tipo foram distribuidas pelos alunos, como pode ser observado no Anexo 1.
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4.2.1.2 Grupo 2: Atividades de desenvolvimento e de fatoracio dos trinémios

quadrados perfeitos e da diferenca de quadrados.

As atividades V, VII e IX sdo para fatorar os trindmios quadrados perfeitos e
a diferenca de quadrados, transformando-os, respectivamente, no quadrado da soma,
no quadrado da diferenca e no produto da soma e da diferenca de dois nimeros.
Apresentamos em seguida as estratégias possiveis dos alunos utilizarem ao resolver
estas atividades.

Lembramos, que supomos essas resolucdes com base nas andlises feitas no
teste diagndstico, como também nas pesquisas sobre erros e dificuldades dos alunos
na dlgebra (BOOTH, 1995; NOTARI, 2002; RIBEIRO, 2001).

Dado um trindbmio quadrado perfeito ou uma diferenca de dois quadrados, por
exemplo, se a expressdo fosse X2+6X+9 o aluno poderia resolver do seguinte modo:
(1) - Nao escrever como um produto, podendo:

1.1 transformar em uma equagdo, por exemplo, X?=15, observamos que

varios alunos no teste diagndstico resolveram desse modo.

1.2 reduzir tudo a um termo, por exemplo, 16X, essas resolucdes apareceram
no teste diagndstico e na pesquisa de Booth (1995);

1.3.reescrever a expressio de qualquer maneira, por exemplo, 7x?+9
observamos resoluc¢do semelhante também no teste diagndstico;

(2)- Transformar a expressao num produto, em que ele poderia:

2.1 ndo fatorar com um dos casos dos produtos notdveis, por exemplo,
fatorando como se fosse o caso do fator comum em evidéncia X(X+6x+9),
como esse foi o caso de fatoragdo apresentada nas atividades anteriores,
algum aluno poderia tentar resolver utilizando esse caminho;

2.2 tentar fatorar como um dos casos dos produtos notdveis, e nesse caso ele
poderia:

2.2.1 fatorar corretamente (X+3)?;

2.2.2 ndo fatorar corretamente utilizando um teorema em acdo falso, por
exemplo, (X+2x)2 ou (X+2)?, poderia também tentar fatorar esse
trindmio como se fosse o produto de uma soma e uma diferenca:
(x+3)(x-3), e nesses casos consideramos que ele utilizou um

teorema em acao falso;
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Fizemos a identificacdo de teoremas em acdo nos casos 2.2, em que o aluno
identifica a expressdao como um dos casos de fatoracdo dos produtos notdveis, e

nesses casos ele poderia fatorar corretamente ou nao a expressao.

Atividade IV

Escreva a expressdo na forma de produto, e em seguida desenvolva estes produtos:

Analise da atividade IV

Conhecimentos que os alunos precisam ter para resolver esta atividade:

- propriedade distributiva da multiplicacdo em relagdo adi¢ao (subtracdo);
- poténcia de nimeros inteiros;

- produto de polindmios;

- redugdo de termos semelhantes;

- distribui¢do do quadrado da soma de dois termos;

- quadrado perfeito de um nimero inteiro ou de um termo algébrico;

Nesta atividade estamos fazendo o desenvolvimento do quadrado da soma de
dois termos, em que ao final o aluno deve reconhecer a identidade notavel (ou
padrao, como é denominada por alguns livros didéticos):

(x+a)?=(x+a)(x+a)=x2+2ax+a2.

O objetivo € relembrar o desenvolvimento do quadrado da soma de dois
termos, que produz um trindmio quadrado perfeito. Esse resultado serd utilizado para
fatorar os trindmios quadrados perfeitos da proxima atividade.

Nesta atividade estamos pedindo para escrever primeiro a expressao na forma
de um produto, e depois fazer a distribuicdo. Com isso, esperamos evitar 0s erros
observados no teste diagndstico na distribuicdo do quadrado da soma de dois termos:
(x+a)2. Um dos mais freqiientes foi a sua distribui¢do em X2+a2 Deste modo,
esperamos que poucos alunos cometam esses erros nesta atividade.

Entretanto, € possivel que alguns alunos nao escrevam a expressao na forma

de um produto e cometam alguns dos erros de distribui¢do observados no capitulo I,
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ou que escrevam na forma de produto, mas facam a distribui¢do incorretamente.
Além disso, algum aluno pode distribuir utilizando a regra apresentada nos livros
didéticos.

Nesta atividade, e nas VI e VIII, ndo analisamos as resolu¢des dos alunos,
pois ndo fazem parte dos objetivos de nossa pesquisa, somente listamos ao final em
tabela anexa as solucdes dos alunos. Como ja dissemos, nds introduzimos essas

atividades com intuito de utilizar nas atividades de fatoragao: V, VII e IX.

Atividade V

Use o resultado da atividade anterior para fatorar os polindmios:
1) x2+2x+1

2) x2+8x+16

3) 16+16x+4x?

4) x2+4x+4

5) 9x2+6x+1

6) 24x+9x2+16

7) x2+20x+100

8) 4+4x2+8x

Anadlise da atividade V

Conhecimentos que os alunos precisam ter para resolver esta atividade:

- poténcia de nimeros inteiros;

- fatoracdo dos trindmios quadrados perfeitos;

- produto de polindmios;

- raiz quadrada;

- quadrado perfeito de um niimero inteiro ou de um termo algébrico;

Nesta atividade, e na VII e IX, os alunos devem resolver os exercicios sem a
intervenc¢do de outros alunos, somente com auxilio do professor na sala de aula, e do
Aplusix no laboratério. Pois, gostariamos de analisar as dificuldades e identificar
mais detalhadamente, e particularmente, os possiveis teoremas em ac¢do que Os
mesmos pudessem utilizar.

Além disso, a partir desta atividade, os alunos do laboratério estdo com
verificacdo dos calculos somente a pedido, quatro vezes. Deste modo, esperamos que
reflitam mais durante a resolu¢do da atividade, e que ndo fiquem simplesmente

testando valores aleatdrios para fatorar a expressdo no quadrado da soma de dois



70

termos, pois eles tém um numero limitado de verificagdo.

A revisdo realizada na atividade anterior ndo garante que todos os alunos
consigam fatorar a expressdo; alguns deles podem ndo conseguir, ou fatorar
incorretamente. Segue a tabela 6 com os teoremas em acdo falsos que supomos
possiveis de serem utilizados pelos alunos ao resolver as questdes. Na primeira
coluna aparecem as questoes, na segunda denominada Ordem estamos considerando
que as expressdes estdo na ordem usual quando aparecem como : X?+2ax+a? ou
a2+2ax+x2 e fora da ordem quando aparecem como 2ax+x?+a2? ou x2+a2+2ax. Na
ultima, estdo listados os teoremas em agao falsos, na sua forma geral, que podem ser
utilizados conforme a questdo, por exemplo, na questdo (1) podem ser utilizados os

teoremas: [T3], [Ts] e [Te].

Tabela 6
Analise da atividade V

Teoremas em acao falsos

Expressao Ordem
na forma geral

(1) X2+2x+1 X2+2ax+a?—(x+a?)(x+a?) [T;]
(2) x2+8x+16 X2+2ax+a?—(x+2a)? [Ts]
(3) 16+16x+4x2 Usual a2x2+2abx+b?—(ax+2ab)? [Ts]
(4) x2+4x+4 X2+2ax+a2—(X+a2)2 [Te]
(5) 9x2+6x+1 a2x2+2abx+b2—(a2x+b)2 [To]
(7) x2+20x+100 a2x2+2abx+b2—(ax+b?)2 [To]
(6) 24x+9x2+16 Fora ordem 2abx2+a2x2+b2—(2bx+b)2 T3]
(8) 4+4x2+8x x2+a2+2ax—(x+2a)? [T 3]

Supomos que algum aluno possa fazer uso do teorema em agao falso [Ts] que
foi identificado no teste diagndstico. Como também, dos [T¢] e [To], nesses casos ele
identifica os dois termos que sdo quadrados perfeitos, mas tem dificuldade em extrair
a raiz quadrada dos termos.

Estamos supondo também que algum aluno possa se lembrar de parte da regra
do produto notavel: “quadrado do 1° termo e quadrado do 2° termo”, e tentar extrair a
raiz quadrada de quaisquer dois termos da expressdo, mesmo que um deles ndo seja
quadrado perfeito, por exemplo, na questdo (5) 9x?+6x+1 o aluno pode tentar extrair
a raiz quadrada dos termos 9x2 e 6X, e nesse caso supomos que nao consiga extrair
corretamente, o termo 6X, fatorando como (3x+2)?, assim, estamos prevendo que ele
pode utilizar o teorema [T5s].

Além disso, colocamos os termos do trindbmio quadrado perfeito fora da

ordem usual, nesta atividade e na VII, e ndo sé na que costuma aparecer nos livros
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didaticos: x2+2ax+a? ou a?+2ax+x2 Estamos supondo, também, nesse caso que
algum aluno possa se lembrar de parte da regra do produto notdvel, e tente extrair as
raizes quadradas do primeiro e do ultimo termo, que sd@o os que geralmente sao
apresentados como quadrados perfeitos. Assim, na questio (6) 24X+9x?+16 algum
aluno poderia tentar extrair a raiz de 24x e de 16, e de novo supomos que nao
consiga extrair corretamente fatorando como, por exemplo, (12x+4)2, nesse caso
prevemos que ele possa utilizar o teorema em ac¢ao falso [T;3]. Entretanto, uma sé
utiliza¢do pode significar somente falta de atencdo, desse modo tentamos observar se
a utilizagao persistia no decorrer das atividades.

O objetivo desta atividade € verificar que tipo de dificuldade os alunos
apresentam ao tentar fatorar o trindmio quadrado perfeito, transformando-o no
quadrado da soma de dois termos. As tarefas envolvidas nestas questdes sao:

» (1% identificar que se trata da fatoragao de um produto notavel;

» (2% identificar qual tipo de fatoracio dos produtos notdveis esse caso faz parte;
» (3% identificar os dois termos que sao quadrados perfeitos;

» (4% extrair a raiz quadrada desses dois termos, soma-los e elevar ao quadrado;

Nas andlises das resolugdes dos alunos identificaremos os teoremas em acao
falsos utilizados por eles somente no caso deles resolverem corretamente a (1*) tarefa

listada acima.

Atividade VI
Desenvolva as expressoes seguintes e reduza os termos semelhantes.
D (x-1)2
2) (3x-2)?
3) (x-5)2
4) (x-y)?
5) (a-3b)?
Andlise da atividade VI
Conhecimentos que os alunos precisam ter para resolver esta atividade:
- propriedade distributiva da multiplicacdo em relagdo adi¢ao (subtracio);
- poténcia de nimeros inteiros;
- produto de polindmios;
- redugdo de termos semelhantes;

- distribui¢do do quadrado da diferenga de dois termos;
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- quadrado perfeito de um nimero inteiro ou de um termo algébrico;

Relembramos a distribuicio do quadrado da diferenca de dois termos,
transformado no trindmio quadrado perfeito, e ao final o aluno deve reconhecer a
identidade notével:

(x-a)?=(x-a)(x-a)=x>-2ax+az.

Esse resultado é para ser utilizado na fatoracdo dos trindmios quadrados
perfeitos, na préxima atividade, no quadrado da diferenga de dois termos.

No enunciado desta atividade estamos pedindo primeiro para desenvolver a
expressdo para depois reduzir os termos semelhantes. Um dos erros mais comuns
observado no teste diagndstico é com relacao a distribui¢ao do quadrado da diferenca
de dois termos (X-a)? em x?-a2. Deste modo, esperamos que poucos alunos cometam
esse erro nessa atividade.

Entretanto, é possivel que alguns alunos ndao desenvolvam corretamente a
expressdo e cometam alguns dos erros de distribui¢do observados no capitulo III,
inclusive o que citamos acima, ou que facam a distribuicao corretamente, mas errem
na reducao dos termos semelhantes.

Como dissemos anteriormente nao analisamos as resolucdes dos alunos nesta
atividade, e nas V e VIII, pois ndo fazem parte dos objetivos de nossa pesquisa,

somente listamos ao final em tabela anexa as resolu¢des dos alunos.

Atividade VII
Use o resultado da atividade anterior para fatorar os polindmios:
1) x2-2x+1
2) 4x2+1-4x
3) y2-6xy+9x2
4) x>-4x+4
5) 1+9x2-6x
6) 25x2-20x+4
7) 49-14x+x2
8) x2-2xy+y?
9) 1-10x+25x2
Analise da atividade VII
Conhecimentos que os alunos precisam ter para resolver esta atividade:

- fatoracdo dos trindmios quadrados perfeitos;
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- poténcia de nimeros inteiros;

- produto de polindmios;

- raiz quadrada;

- quadrado perfeito de um niimero inteiro ou de um termo algébrico;

Esta atividade serd desenvolvida como a atividade V: os alunos ndo podem se
comunicar, € somente ao final serd feita discussdo e correcdo da atividade pelo
professor.

Apesar da revisao realizada na atividade anterior € possivel que alguns alunos
ndo consigam fatorar ou que o fagcam incorretamente, fazendo uso dos teoremas em

acdo falsos citados na tabela 7:

Tabela 7
Analise da atividade VII
Expressio Ordem Teoremas em acao falsos
na forma geral

(1) x2-2x+1 x2-2ax+a?—(x-2a)? [Ts]
(3) y2-bxy+9x2 x2-2ax+a?—(x-a?)? [Ts]
(4) x?-4x+4 x2-2ax+a?—(x+a)? [T;]
(6) 25x2-20x+4 Usual a2x2-2abx+b2—(ax+b)?2 [T,]
(7) 49-14x+x2 x2-2ax+a2—(x-a)(x+a) [Ts]
(8) x2-2xy+y? a2x2-2abx+b2—(ax-b)(ax+b) [Ts]
(9) 1-10x+25x2 a2x2-2abx+b2—(ax-b2)2 [T]
g; ?i;:;:gi Fora ordem | b2+a2x2-2abx—(b-2ax)? [T;]

Estamos supondo novamente que os alunos possam utilizar os teoremas [Ts],
[To] e [Ty3] pelos mesmos motivos ja citados na atividade V. Além disso,
acreditamos que algum aluno possa ter mais dificuldade na fatoracdo desses
trindmios por causa do sinal negativo, vimos nas andlises dos livros didativos que o
quadrado da soma € o mais explorado. Assim, prevemos que possam utilizar também
os teoremas [T7] e [Tg].

O objetivo desta atividade € verificar que tipo de dificuldade os alunos
apresentam ao tentar fatorar o trindmio quadrado perfeito, transformando-o no
quadrado da diferenga de dois termos. As tarefas envolvidas nestas questdes sao:

» (1% identificar que se trata da fatoragdo de um produto notavel,

» (2% identificar qual tipo de fatoracio dos produtos notdveis esse caso faz parte;
» (3% identificar os dois termos que sdo quadrados perfeitos;
>

(4%) extrair a raiz quadrada desses dois termos, fazer a subtracdo deles e elevar
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ao quadrado;
Nas andlises das resolugdes dos alunos identificaremos os teoremas em acao
falsos utilizados por eles somente no caso dele resolver corretamente a (1%) tarefa

listada.

Atividade VIII
Desenvolva os produtos:
1) (x+1)(x-1)

2) (1-2x)(1+2x)

3) (x-3)(x+3)

4) (a-b)(a+b)

5) (3x-5)(3x+5)

6) (ax-by)(ax+by)

Anadlise da atividade VIII

Conhecimentos que os alunos precisam ter para resolver esta atividade:

- propriedade distributiva da multiplicacdo em relagdo a adic¢do (subtracio);
- poténcia de nimeros inteiros;

- produto de polindmios;

- redugdo de termos semelhantes;

- distribui¢do do produto da soma pela diferenca de dois termos;

- quadrado perfeito de um nimero inteiro ou de um termo algébrico;

Nesta atividade, a propriedade distributiva (dupla) da multiplicacio em
relacdo a adi¢do (subtracdo), e a reducdo de termos semelhantes serd utilizada para
relembrar o desenvolvimento do produto da soma pela diferenca de dois termos
transformado na diferenca de dois quadrados. Ao final, os alunos devem reconhecer
a identidade:

(x-a)(x+a)=x2-a2.

Esse resultado serd utilizado para fatorar a diferenca de dois quadrados na
proxima atividade.

Essa atividade, e a IV e VI, tém como objetivo auxiliar os alunos que tém
dificuldades em distribuir e reduzir termos semelhantes.

E como as outras atividades de desenvolvimento, nesta também nao
analisamos as resolugdes dos alunos, somente listamos ao final em tabela anexa as

resolugdes dos alunos.
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Atividade IX

Use o resultado da atividade anterior para fatorar os polindmios:
1) x2-4

2) 36-x2

3) 9x2-1

4) x2-y2

5) 1-x2

6) 1-4x2

7) 9x?-16

8) 100x2-25

9) 4x2-y?

10) 16x2-9

Analise da atividade IX

Conhecimentos que os alunos precisam ter para resolver esta atividade:

- poténcia de nimeros inteiros;

- produto de polindmios;

- fatoracdo da diferenca de dois quadrados;

- raiz quadrada;

- quadrado perfeito de um niimero inteiro ou de um termo algébrico;

Esta atividade sera realizada como as atividades V e VII, os alunos devem
resolver os exercicios sem a intervencdo de outros alunos, somente com auxilio do
professor na sala de aula, e do Aplusix no laboratério. Como dissemos anteriormente,
queriamos analisar as dificuldades e identificar mais detalhadamente, e
particularmente, os possiveis teoremas em agao utilizados pelos alunos.

A revisdo realizada na atividade anterior, ndo garante que os alunos irdo
resolver corretamente o exercicio, € possivel que alguns nao consigam fatorar ou que
o facam incorretamente, fazendo uso de qualquer um dos teoremas em agdo falsos

citados no capitulo II.
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Tabela 8
Anélise da atividade IX
E ~ Teoremas em acao falsos
Xpressao

na forma geral
1) x2-4
2) 36-x2
3) 9x2-1 X2-a2—(x+a)(x+a) [T]
4) x2-y? X-a2—(x- )(X a) [Tl
5) 1-x2 x2-a2—(x-a)? [Ty1]
6) 1-4x2 a2x2-h2—(ax-b)? [Ty]
7) 9x2-16 a2x?-b2—(ax-b?)(ax+b?) [T,]
8) 100x2-25 | a2x2-b2—(a2x-b)(a2x+b) [T;,]
9) 4x2-y?
10) 16x2-9

Supomos que os alunos possam utilizar o teorema em acdo falso [T;]
identificado no teste diagndstico, em funcdo disso pode ser que também utilizem o
[T10], supondo que tentem fatorar transformando em produtos com 0 mesmo sinal.

O teorema [T;;] pode ser utilizado por algum aluno que nd3o consiga
identificar qual o caso de fatoragdo dos produtos notdveis que essa expressao faz
parte, pois um dos erros freqiientes de distribuicdo observado no teste diagndstico foi
(x-a)? —x2-a2. Além disso, algum aluno pode utilizar o [T},] por ter dificuldade em
extrair a raiz quadrada dos termos ou por achar que extraindo de um dos termos ja
estd resolvido.

O objetivo desta atividade € verificar que tipo de dificuldade os alunos
apresentam ao tentar fatorar a diferenca de dois quadrados, transformado-a no
produto da soma pela diferenca de dois termos. As tarefas envolvidas nestas questdes
sdo:

» (1% identificar que se trata da fatoragdo de um produto notédvel;

» (2% identificar qual tipo de fatoracio dos produtos notdveis esse caso faz parte;

» (3% extrair a raiz quadrada dos dois termos que sdo quadrados perfeitos, e
multiplicar a soma deles pela diferenca;

Nas andlises das resolugdes dos alunos identificaremos os teoremas em acao
falsos utilizados por eles somente no caso dele resolver corretamente a (1%) tarefa

listada acima.
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4.2.1.3 Teste com Atividades dos Grupos 1 e 2.

Atividade X
Fatore os polindmios:
1) x2+2x
2) 7x+21x2
3) 15x2+12x
4) 4x2-4
5) 4x2-x
6) X2-2Xy+Yy?
7) X2+2x+1
8) x(x-1)+2(x-1)
9) (8x-5)(6x+3)+(8x-5)
10) 4x2-4x+1
11) 10xy+x2+25y?
12) 3x2+Xxy
13) (x-3)(1-4x)+(5x-4)(x-3)
Anadlise da atividade X

Conhecimentos que os alunos precisam ter para resolver esta atividade:
- poténcia de nimeros inteiros;
- fatoracdo de nimeros inteiros;
- fatorag@o do fator comum em evidéncia;
- reducdo de termos semelhantes;
- divisdo e multiplicacdo numérica e algébrica;
- divisao de mondmio (ou bindmio) por um ndmero inteiro, por um mondmio, ou
bindmio;
- fatoracdo dos trindmios quadrados perfeitos e da diferenca de dois quadrados;
- raiz quadrada;
- quadrado perfeito de um niimero inteiro ou de um termo algébrico;
- saber identificar o caso de fatoracdo que a expressdo dada faz parte.

Esta atividade foi realizada como um teste, e nao fizemos a correc@o ao final.
Escolhemos questdes semelhantes as das atividades anteriores, porque queriamos
verificar se as dificuldades apresentadas e os teoremas em agdo falsos utilizados

anteriormente iriam se repetir. Desse modo, temos questdes para fatorar colocando o
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fator comum em evidéncia, fatorar os trindmios quadrados perfeitos e a diferenca de
quadrados.
Apresentamos em seguida uma tabela com os teoremas em acdo falsos

possiveis de serem utilizados pelos alunos ao resolverem esta atividade.

Tabela 9
Andlise da atividade X
Expressao Tipo de fatoracdo | Teoremas em acao falsos
2 Fator comum X(x+1) [T1]
1) x2x X X(X+2x) [T4]
2) 7x+21x2 Fator comum 7X(1+7x) [T4]

7X

7x(1+21x) [T4]

3) 15x2+12x

Fator comum

3x(5x+6) [T)]

6) X2-2xXy+Yy?

perfeito

3x 3x(5x+12x) [T4]
4) 4x2-4 Diferenca de (2x-2)2 [T44]
quadrados (2x-4)(2x+4) [T},]
4x-4) [T,]
3) 4x2-x Fator comum X( 1
: N X(4x-x) [T,
Trinomio quadrado | (X+Y)? [T7]

(x-2y)2 [Ts]

7) X2+2X+1 Trinomio quadrado
: perfeito (x+2)2 [Te]
8) x(x-1)+2(x-1) Fator comum .
(x-1)
9) (8x-5)(6x+3)+(8x-5) Fator comum .
(8x-5)
inomi (2x+1)2 [T7]
10) 4x2-4x+1 Trmomé;)f 6(:1ilt1(2itdrad0 (2x-1)(2x+1) [Ts]
b (4x-1)2 [Ty

11) 10xy+x2+25y2

Trinomio quadrado
perfeito
fora da ordem usual

(2x+5y)? [T+q]

12) 3x2+xy

Fator comum
X

X(x+3y) [T]
X(3x+xy) [T4]

13) (x-3)(1-4x)+(5x-4)(x-3)

Fator comum
(x-3)

Estamos supondo que os alunos possam utilizar esses teoremas em acao
falsos listados na tabela 9, pelos

atividades L, II, IIL, V, VII e IX.

motivos ja citados anteriomente nas andlises das



CAPITULO V

REALIZACAO E ANALISE DA SEQUENCIA DIDATICA

5.1 Experimentacao e Analise das Atividades em Papel e Lapis e com Aplusix

Aplicamos a seqiiéncia didatica nessa turma em marco de 2006 e nela havia
38 alunos dos quais selecionamos 25 para andlise. Como dissemos anteriomente, o
critério para escolha desses alunos foi o de ndao considerar os que faltaram a algumas
atividades.

Os 25 alunos foram divididos, por meio de sorteio, em duas turmas, uma com
15 alunos que realizaram as atividades em fichas com papel e ldpis, e a outra com 10
alunos que realizaram no software Aplusix. Elas serao identificadas assim:

Papel e ldpis composta pelos alunos: P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7, PS§, P9, P10, P11,
P12, P13, P14 e P15.
Aplusix - composta pelos alunos: A1, A2, A3, A4, AS, A6, A7, A8, A9 e A10.

Antes do inicio das atividades avisamos os alunos do ambiente papel e lapis,
que todas as questdes eram para serem resolvidas com caneta, ndo sendo permitido o
uso de corretivo, pois gostariamos de observar todas as tentativas de resolucdo,
mesmo as incorretas.

No laboratério, e na sala de aula, avisamos aos alunos que eles podiam
discutir entre si, mas ndo poderiam olhar o trabalho do colega, pois, gostariamos de
estudar as dificuldades de cada aluno. Na sala de aula dispusemos os alunos um
longe do outro, entretanto, no laboratério isso ndo foi possivel, pois as mdaquinas
eram encostadas umas as outras, desse modo, é possivel que algum aluno tenha
olhado o trabalho do outro, pois, estavam muito préximos e como podiam discutir
entre si, ficava dificil cuidar se estavam observando o trabalho do colega. Somente
na atividade X, realizada como um teste, foi possivel cuidar melhor para que ndo

olhassem o trabalho do outro.
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5.1.1 Analise do Grupo 1

Listamos em tabelas todas as resolu¢des dos alunos algumas denominadas de
teoremas em acao falsos. Primeiramente vamos s6 listar, mas conforme observamos
que o aluno o utilizou vérias vezes no decorrer das atividades, iremos identificar e
numerar esses teoremas em acdo continuando a identificacdo dos teoremas que
supomos no capitulo IV (Tabela 2).

Além disso, no caso do aluno utilizar alguns dos teoremas em acao falsos ja
identificados e listados no capitulo IV (Tabelas 1 e 2), n6és vamos identifici-lo
durante as andlises. Essa identificacdo aparece na tabela, ao lado do teorema em acédo
falso utilizado pelo aluno.

Separamos a nossa andlise em dois momentos:

> Primeiro vamos analisar cada atividade, para isso listamos em tabelas as
questdes com todas as resolugcdes dos alunos buscando identificar os
teoremas supostos na andlise do capitulo IV, bem como, outros possiveis
de terem sido utilizados pelos alunos, evidenciando as dificuldades
apresentadas nessas utilizagdes. Além disso, faremos uma breve andlise
dessas resolugdes, explicitando os erros mais persistentes, como também,
os alunos que mais cometeram esses erros.

> Ao final das atividades de cada grupo apresentamos uma tabela dos alunos
com todos os teoremas em agdo falsos utilizados por eles nas atividades,
do grupo em questdo, e quantas vezes esses teoremas foram utilizados, em
que buscamos analisar a persisténcia na utilizacdo desses teoremas pelos

alunos.

5.1.1.1 Resolucoes da Atividade I

Listamos em tabelas os teoremas em ag¢ao utilizados pelos alunos, pelo menos
uma vez, escrevemos cada expressdo na sua forma geral representando as varidveis
por X e Yy, e as constantes por a, b, ¢ e d. No caso do aluno ter utilizado uma
constante que ndo aparece na equagao na forma geral, procedemos do seguinte modo:
suponhamos que a questdo seja fatorar 2x2+4x, cuja forma geral é ax?+a3x; se a

resposta do aluno foi 2x(x+3), escrevemos como ax(x+b).
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Além disso, sublinhamos a identificacdo dos alunos para indicar o teorema
em acdo que foi identificado através da ferramenta videocassete do Aplusix. Por
exemplo, na tabela 10 na questao (1) ax+ay os alunos AS, A8 e A7, apresentaram ao
final o teorema correto, entretanto, observando com o videocassete, vimos que
reduziram toda a expressdo a um termo, ao iniciar a atividade. Eles estavam
trabalhando com revisao permanente dos calculos, e provavelmente vendo que estava
errado, corrigiram o erro. Assim, sublinhamos a identificacdo desses alunos, para
indicar que esse teorema (ou tipo de resolucdo) foi observado no videocassete.

Como dissemos no capitulo IV centralizamos a identificacdo dos teoremas em
acdo falsos nos casos de resolucdes em que o aluno transforma a expressao em um
produto: identifica o fator comum (no caso do fator comum em evidéncia) ou tenta
fatorar como um dos casos dos produtos notdveis (para os casos de fatoracdo dos
trindmios quadrados perfeitos e da diferenca entre dois quadrados), e nesses casos ele
pode fatorar corretamente ou ndo. Além disso, listamos juntos na tabela os outros
casos em que o aluno ndo transforma em produto ou transforma em produto, mas nao
identifica o fator comum, pois queriamos observar as mudancgas de resolucdes dos
alunos no decorrer das atividades.

Os dados coletados estdo listados na tabela 10, em que na primeira coluna
aparecem as questdes escritas também na forma geral e na segunda coluna aparecem
as resolucdes que estdo classificadas em quatro casos:

a) Nao transforma em produto, que sdo os casos ja citados no capitulo IV;

b) Transforma em produto e ndo identifica o fator comum;

c¢) TA. Corretos, sdo os teoremas em a¢ao corretos utilizados pelos alunos;

d) TA. Falsos, sdo os teoremas em agao falsos utilizados pelos alunos, nos casos em
que ele identifica o maximo fator comum ou parte dele;

Finalmente, na dltima coluna estdo relacionados os alunos que apresentaram
algumas dessas resolugdes. E caso algum aluno ndo apareca identificado na tabela é
porque ele nao apresentou nenhuma resolucdo nesta questio, isto €, que deixou em

branco a questao.
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Tabela 10
Resolugdo dos alunos da atividade I
Atividade I
Questoes Resolucao Alunos
Al, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8. A9,
Nao transforma em produto A10, P1, P2, P3, P4, P7, P9, P10, P12,
P14, P15
(1) 8x+8y Transforma em produto e nao P8
ax+ay identifica o fator comum
A2, A3, Ad, A5, A6, A8, A9, A7, P1, PS5,
TA.Correto |a(x+y) P6. P11, P12, P13
TA.Falso
Nao transforma em produto Al, A2, A3, A4, A6, P9, P10, P13, P14
(2)2x2+2, Transforma em produto e nao

forma geral:

identifica o fator comum

P8, P11, P15

ax2+a TA.Correto | a(x?+1) A8, P3, P4, P5, P6
2
TA.Falsos a(X +a)[T4] M: &’ A_6’ Pl: P12
a(x+1) A8, A7
Niio transforma em produt P15, A2, A3, A8, A9, A10, P2,P7, P9,
ao transforma em produto P10, P14,
Tran§forma em produto e nao A5 A5, AS. AS. P8
3) 2x-14 identifica o fator comum
forma geral: | TA.Correto |a(x-b) Al, A2, A3, A4, A6, A8, A9, A7, P3, P4,
ax-ab P5, P6, P11,
a(1-abx) P13
a(x+ab) [T,] A3
TA.Fal
9 [apxb) [Ty] A7
a(x-ab) [T,] Al, AS. P1, P12,
Niio t f dut. A4, AS, A8, A9, A10, P1,P2, P7, P9,
ao transforma em produto P10, P14, P15
Tran§forma em produto e nao A6, A6, PS. P12
identifica o fator comum
(4)9-21x, a(a-bx) Al, A3, A8, A9, A7, P1, P3,P4, P5, P6,
forma geral: TA.Corretos P11, P13
az-abx a(-bx+a) A2, A3, Ad, A6
a(-b-x) A2
a(-b+x) A2
TA.Falsos a(-b+ax) A2
a(bx+a) A9
~ A3, A5, A10, P1, P2, P7, P9, P10, P14,
Nao transforma em produto P15
(5)21x+14 Transforma em produto e nao

forma geral:

identifica o fator comum

A4, A6, P1, P12

abx+bc TA.Correto | b(ax+c) Al, A2, A4, A6, A8, A9, A7, P3, P5, P6
b(ax+b) [T4] P4
TA.Falsos b(a+cx) P13
(6)15-12x Nao transforma em produto A5, A10, P2, P7, P9, P10, P12, P14, P15
forma geral: [ Transforma em produto e nao
ab-ac2x Al, A2, A2, P8

identifica o fator comum

Al, A2, A8, A9, A7 A10, P3, P4, P5, P6,

-2
TA.Corretos a(b-cx) P11, P13
a(-c2x+b) A4, A6
TA.Falsos |a(b-dx) [T4] A4
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a(b+dx) [T4] Ad
a(-b+dx) A4
a(-c?+x) A6
a(-cx-a) Al0
a(-c2x+a) AlO

Nao transforma em produto

A2, A5, A9, P2, P7, P9, P10, P12, P14,
P15

Transforma em produto e nao
identifica o fator comum

P8

(7)4x-4 Al, A2, Ad, A6, A7, A8, A9, Al0, P3
forma geral: TA.Correto aZ(X'1 ) P4,’ PS,’P6, i)l 1: ’ ’ ’ ’ ’
ax-a2
a2(x+1)[Ty] A9
TA.Falsos a(a-ax) P13
a2(a2x-a?) A4
a%(x-a?) [Tyl A4, Pl
- A5, A9, A10, P2, P7, P9, P10, P12, P14,
Nao transforma em produto P15
Transforma em produto e nao A6. P8
identifica o fator comum —
3(92
(8) 32+8x TA.Corretos | & (a2+x) Al, A2, Ad, A6, A7, A9, P6, P13
forma geral: a?(a®+ax) A8, P3, P5
a’+adx a%(x+a’) [Ta] Pl
a2(ad+a3x) [T4] P4, P11
a?(a?+x) A9
TA. Falsos a(a?+x) A9
ad(x-a2x) A7
a’(a*-x) A7

ANALISE DAS RESOLUCOES DOS ALUNOS:

Nao transforma a expressao em um produto.

A maioria dos alunos ndo escreveu a expressdo como um produto; em geral,

reduziam tudo a um sé termo. Apesar das discussdes entre eles e da nossa

intervencdo muitos resolveram desse modo; os alunos P2, P7, P9, P10 e P14

resolveram assim todas as questoes.

Alguns alunos primeiro reduziram a expressao a um sé termo, em seguida,

talvez pelas discussdes, tentaram fazer a fatorac@o, mas nao riscaram a expressao

inicial que reduziram, deixaram as duas resolucdes, talvez tivessem divida de qual

estava correta; o aluno P1 resolveu desse modo em trés questdes € o P12 em uma,

sendo que esse ultimo aluno nas questdes (6), (7) e (8) voltou a ndo transformar em

produto. Vejamos na Figura 7 alguns exemplos das resolucdes do aluno P1:

1) Bx+ 8y

I. ’1.- . '-_Il " J ":

4)9

Figura 7 — Resolucdes do aluno P1 na atividade I

M ¥ " '. + P A
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Como previmos, a maioria dos alunos que estavam utilizando o Aplusix
fizeram mais tentativas para resolver e, apesar de alguns apresentarem resposta
correta ao final, vimos com videocassete que tiveram dificuldades e utilizaram
teoremas em acao falsos ou outras resolugdes incorretas. Por exemplo, na questao (1)
todos os alunos do laboratdrio reduziram toda a expressdo a um s6 termo na primeira
tentativa de resolugcdo; em seguida viram que havia um erro, pois estavam com
revisao permanente dos célculos, e alguns corrigiram e comecaram a utilizar o
teorema em acdo correto no decorrer da atividade.

Entretanto, houve aluno que a cada nova questdo resolvia novamente
reduzindo toda a expressdo, observava que estava errado e transformava em produto,
o aluno A9, por exemplo, fez assim 5 vezes. Vimos também casos em que mesmo o
software mostrando que havia um erro o aluno ndo tentava mudar a resolugdo,
mantinha a expressao reduzida; o aluno AS resolveu desse modo em seis questoes.

Observamos que nesses casos 0s alunos ndo relacionam a fatoracdo a um
produto de fatores, de certo modo parecem tentar obter um resultado. Essa mesma
dificuldade foi apontada por Booth (1995), em que alguns alunos pareciam tentar
encontrar uma resposta numérica; ou em alguns casos eles simplificavam uma
expressao juntando todos os termos, mesmo ndo sendo semelhantes, na tentativa de
encontrar uma resposta com um tnico termo.

Transforma a expressao em um produto, mas nao identifica o fator comum.

Poucos alunos transformaram a expressdo em produto e nao identificaram o
fator comum, dentre esses o aluno P8 se manteve nesse tipo de resolucdo durante
toda atividade. Entretanto, ndo conseguimos observar um padrao (ou constancia) no
modo de resolver, pois algumas vezes colocava todo o primeiro termo em evidéncia,
em outras, parte dele ou o segundo termo, e nio parecia fazer a divisdo dos termos
pelo fator escolhido. Os outros alunos acabaram mudando de resolucdo,
principalmente os que estavam utilizando o Aplusix. Acreditamos que seja pelas
retroagdes oferecidas pelo software.

Transforma a expressao em produto e identifica o fator comum.

Dos teoremas que previmos identificamos dois:

[T;] o aluno identifica o fator comum e divide o primeiro termo corretamente, mas
erra na divisao do segundo termo;
[T4] o aluno identifica o fator comum divide o primeiro termo corretamente, mas nao

tenta dividir o segundo termo sé repete dentro dos parentéses.
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Os alunos do laboratdrio utilizaram o teorema [T,], verificaram que estava
errado e corrigiram, a maioria desses erros estava relacionada com o sinal negativo
de alguns termos e com a divisdo do segundo termo pelo fator comum. Esses erros
poderiam estar relacionados com a dificuldade em reescrever a expressdao com o fator
comum explicito, como também, na divisdo desses termos. Por exemplo, dada a
expressdo as+a?x reescrevé-la como a.a?+a?x, ou quando aparecem termos com
sinal negativo, a3-a2.x em a.a?a?x, vimos que atividades como essa s3o pouco
exploradas nos livros didéticos.

Percebemos que os alunos tiveram essa dificuldade mesmo nos casos em que
o fator comum estava aparente, por exemplo, na questdo (3) 2x-14 o aluno A8 teve
dificuldades em identificar o fator comum na expressao, fez trés tentativas incorretas,
viu que havia um erro e corrigiu deixando ao final a resposta correta.

O aluno A6 também teve dificuldade em identificar o fator comum em
questdes em que o fator estava explicito, na questdo (8), e em questdes que nao
estavam, como (4) e (5); mas parece ter tido mais dificuldade na questao (4) em que
fez duas tentativas incorretas antes de resolver corretamente, € nesse caso o fator nao
estava explicito, como podemos observar na tabela 10.

Muitos alunos utilizaram teoremas em agdo falsos uma tnica vez em algumas
questdes e algumas dessas resolugdes foram até apagadas, no caso dos alunos do
Aplusix, consideramos que alguns desses casos podem ter sido por falta de atencao,
entretanto, sempre listamos essas utilizacdes nas tabelas, pois queriamos observar se

esses alunos voltariam a utiliza-las no decorrer das atividades.

5.1.1.2 Resolucoes da Atividade II

Nesta atividade, os alunos podiam tirar ddvidas com a professora e com o0s
colegas. No laboratério, teriam a retroacdo permanente do Aplusix e poderiam

discutir entre si.



Tabela 11
Resolucdo dos alunos da atividade 11
Atividade II
Questoes Resolucao Alunos
Niio transforma em produt A9, A10, A10, P2, P7, P9, P10,
a0 transforma em produto P14, P15
(1)x2+X Transforma em produto e niao AL P13

identifica o fator comum

forma geral Al A2, A3, AG, A7, AS, A9, P3
X2+X s s ) ) s s ) )
TA. Correto | X(x+1) P5. P6, P11
X(X2+X) A5, P12
TA.Falsos I ox) [T4] P1, P4, P8
Nao transforma em produto P2, P7, P9, P10, P14, P15
Transforma em produto e nao PS. P13
identifica o fator comum ’
ax(1+x) A2, A3, A7, P3, P4, P5, P6, P11
TA. t
Corretos I avax) Al, AG, A8, A9
ax(x+ax) [T4] P1
a(ax+ax?) P12
(2)2x+2x2 a(x+b) [T4] Az
forma geral: X(x+1) A3
ax+ax? ax(x+x2) A5
a(xz-1) A6
TA. Falsos x(a-ax) [Ty] Ab
ax(ax+ax?) A8
ax(1+ax)[Ty] A8
X(X+ax?) A9
X(X+ax) A9
X(X+X?) A9
a(x+ax)[T4] Al0
x(ax+a?) AlQ
Nao transforma em produto A3, A10, P2, P7, P9, P10, P14, P15
’.I‘ran.sforma em produto e nao A3. A5, P8, P13
(3) x-2x2 identifica o fator comum
Al, A6, A8, A9, A7, P3, P4, P5, P6
f 1: . s ) ’ ’ s ’ ’ s’ l
x(fgi(ls 89 1A, Correto X(1-ax) P11
-X(ax-1) A2, A3
x(ax-x) P1
TA. Falsos X(x-ax?) P2
Nao transforma em produto A3, P2, P7,P9, P10, P13, P14, P15
"I‘ran‘sf‘orma em produto e nao A3. A5, A9, P1, P4, P8
(4) 8x+x2, identifica o fator comum
forma geral: X(2%+x) Al, A8, A9, A7, A10, P3, P5, P6,
a3x+x2 TA. Correto P11
X(x+a?d) A2, A3, A6
X(a3x+x?) P12
TA. Falsos x(@+X) A2
(5) 4x2-16x | Ndo transforma em produto P2, P7, P9, P10, P14, P15

forma §eral:

a2xz-a’'x

Transforma em produto e nao
identifica o fator comum

A5, P4, P8, P13

TA. Corretos | a2x(x-a2)

A2, A6, A9, A7, P3, P5, P6, P11

a2(x2-a2x)

P1
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x(a?x-a") Al, A8
x(ax2-a*x) P12
a?x(x-1) [T4] A2
TA. Falsos a%(a’x-a?) A9
a2(a2x-x?) A9
a(axa)[Ti] A9
x(a2-a2x) AlO

(6)12x2-15x

Nao transforma em produto

A5, P2, P7, P9, P10, P14, P15

Transforma em produto e nao
identifica o fator comum

A2, A2, P1, PS8, P13

forma geral: ax(bx-c) Al, A2, A9, A7, P3, P5, P6, P11
abx2-acx TA. Corretos x(abx-ac) A6, A8
a(bx2-cx) A9, P4
X(abx?-acx) P12
TA. Falsos ax(bx-ax) [T4] A2
ax(bx-cx) [T4] A2
Nao transforma em produto A5, P2, P7, P9, P10, P13, P14, P15
Tran§forma em produto e nao A5, P1, P4, P8
(T)17x-2x2 identifica o fator comum
forma geral: _
ax-bng TA. Corretos x(a-bx) Al, A6, A8, A7, P3, P5, P6, P11
-X(bx-a) A2, A9
X(ax-bx?) P12
TA. Falsos x(bx-a) A9
Nao transforma em produto P2, P7, P9, P10, P14, P15
Transforma em produto e nao PS. P13
identifica o fator comum ’
a2(x-ax?) P1.
a2x(1-ax) Al, P3, P5, P6
§8) 4X'8X21 TA. Corretos 'y 22 33y A2, A6, A8, A7.
orma geral:
a2x-a3§2 -a2x(ax-1) A9
a2x(1-a2x) [T4] P4, P11
X(a?x-a3x?) P12
TA. Falsos -x(a-abx) A2
x(a2-a3x?3)[Ty] A5
a2x(ax-1) A9

ANALISE DAS RESOLUCOES DOS ALUNOS:

Nao transforma a expressao em um produto.
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Alguns alunos continuam a resolver dessa maneira as questdes, observamos

que os alunos que estdao no Aplusix e que resolvem desse modo, verificam que hd um

erro e algumas vezes mudam a resolu¢do, mas no papel e ldpis ndo. Ao mostrar que

ha um erro na resolugdo, acreditamos que o Aplusix faz com que o aluno mude a

resolucgdo.

Lembramos que nos dois ambientes os alunos continuam a discutir sobre o

que € fatorar, entretanto, vemos que alguns alunos parecem ndo identificar a
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fatoracdo como um produto de fatores.
De fato, os alunos P2, P7, P9, P10, P14 e P15 ndo transformaram em
produtos todas as questdes, parecem tentar obter um resultado. Vejamos algumas

resolugdes do aluno P14:

5) 4x? - 16x

6) 12¢ = 15x

Figura 8: Resolu¢des do aluno P14 na atividade II

Transforma a expressao em um produto, mas nao identifica o fator comum.

As discussdes parecem surtir efeito em alguns alunos que ndo estavam
tentando fatorar, e que comecam a escrever a expressdo como um produto. O aluno
A5 é um desses casos; na primeira atividade ndo transformou vérias questdes em
produto e nesta passou a fazer isso. Contudo, apresenta dificuldades em identificar o
fator comum, por exemplo, nas questdes (3), (4), (5) e (7) ele ndo conseguiu
indentificar nem parte do fator.

O aluno P8 novamente niao conseguiu identificar o fator comum em quase
todas as questdes, apresentando resolugdes semelhantes as que citamos na atividade
L

Outro aluno que também ndo conseguiu identificar o fator comum
persistentemente nesta atividade foi o P13, sendo que na atividade I ele conseguiu
identificar o fator comum em quase todas as questdes, mas nesta atividade ele tentou
fatorar algumas questdes como se fosse o quadrado da soma.

O Aplusix nos permitiu observar que os alunos que algumas vezes mudam a
maneira de resolver a atividade, por exemplo, o A3 que reduzia tudo a um termo e
verificava que havia um erro e comecava a utilizar teoremas corretos, ou pelo menos
a tentar escrever como um produto, em uma nova questdo voltava a reduzir toda a
expressdo.

Transforma a expressao em produto e identifica o fator comum.
Alguns alunos conseguem identificar totalmente (ou parcialmente) o fator

comum, o teorema em acdo [T,], por exemplo, se encaixa nesses casos. Observamos
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que alguns dos que estavam no Aplusix e utilizaram esse teorema, verificaram que
havia um erro, e fizeram outras tentativas. Esse teorema e o [T4] que previmos, foram
utilizados pelos alunos; nesses casos, os alunos estdo identificando o fator comum,
mas nem sempre totalmente. A identificacdo do fator comum € fundamental neste
caso de fatoracdo, e percebemos que essa tarefa parece trazer dificuldades aos
alunos, pois, mesmo os que conseguem identificar em uma questdo, as vezes na
proxima nao consegue ou sé consegue identificar parcialmente.

De fato, observando os alunos que utilizaram teoremas em agdo corretos
vemos o aluno Al, por exemplo, que identificou somente parte do fator comum nas
questdes (2) e (5) e nessas os fatores estavam aparentes. Além dele, outros alunos
também tiveram dificuldades na questdo (2). Vemos na tabela 11 que os alunos A6, e
A9 nao conseguiram identificar todo o fator comum para colocar em evidéncia.

Esses dois alunos fizeram vérias tentativas antes de resolver, e em algumas
delas utilizaram o teorema [T;], e pudemos observar que também ndo conseguiram
identificar todo o fator comum para colocar em evidéncia.

O aluno A8 também teve esta dificuldade em identificar todo o fator comum
nas questoes (2), (5), (6) e (8), e dessas somente na (6) o fator comum nio estava
aparente.

Mesma dificuldade ja observada na atividade I, em escrever um ndmero
inteiro como produto de fatores (NOTARI, 2002), como também de escrever a

expressdao com o fator explicito.

5.1.1.3 Resolucoes da Atividade IIT

Segue abaixo a tabela com as resolugdes dos alunos nesta atividade.

Tabela 12
Resolugdo dos alunos na atividade II1
Atividade ITI
Questoes Resolucao Alunos
D A2, A3, Ad, A5, A6, A6, A6, A9,
X(X+2)+3(x+2) Nao transforma em produto A9, A9, A10, P1, P6, P7, P8, P9,
forma geral: P12, P13, P15
X(x+a)+b(x+a ~
(x+a)+b(x+a) ’l‘“rans‘forma em produto e nao A3, Ad. A6. AT. AS. A0, P2
identifica o fator comum
Al, A4, A6, A7, P2, P3, P4, P5,
TA.Correto | (x+a)(x+b) P7, P10, P11, P13, P14, P15
TA.Falsos | (x+a)(bx+a) A6
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(x+a)(b+ax)

A6

(x+a)(x+a)

A6

Nao transforma em produto

A2, A3, A4, A4, A4, AS, A6, AT,
A8, A9, P1, P2, P4, P5, P6, P8 P12,
P13. P14, PIS

Transforma em produto e nao

2) identifica o fator comum A6, A7, P13, P15
gril);;(:)r(af.) TA.Correto | (x-a)(x+1) Al, A7, P10
(x-a)+x(x-a) (x-a)(x+a) A6, A7, P9, P11
(x-a)(x-ax) A6
TA.Falsos (x-a)(x+b) A6
(x-a)(x-a) A7
X(x-a) P3, Al, A7

3)
X(X+7)-2X(x+7)
forma geral:
X(x+a)-bx(x+a)

Nao transforma em produto

A2, A3, A4, A7, A8, A9, A9, A9,
A9, P1, P2, P5, P6, P7, P8, P12,
P13, P14, P15

Transforma em produto e nao

identifica o fator comum P4, P13, P15
(1-b)x(x+a) P3, A7

TA.Correto (x+a)(x-bx) AL A6, PS5
bx3(x+a) A5
(x+a)(x+c) A6
(x+a)(x-cx) A6
(x+a)(bx+a) A6
x+a)(bx-a A6

TA.Falsos §x+a;§bx- d; A6
(x+a)(x-b) A6
(x+a)(a+ab) P6
(x+a)(x+bx) P9, P11, P13
(x+a)(bx+c) P10

Nao transforma em produto

Al, A2, A5, A7, P1, P5,P6, P7
Pg, P12, P13, P14, P15

Transforma em produto e nao
identifica o fator comum

A6, A7, P3, P4,

(x+a)(x-b+c)

(C)) TA.Corretos

(x+1)(x-3)+2(x+1) (x+a)(x-a)

forma geral: (x+a)(x-bc) P2, A4, P10, P13

(x+a)(x-b)+c(x+a) (x+a)(x-b-c) P9, P11
(x+a)(x-b) A6

TA.Falsos | (x+a)(x-b)(x+c) A6

(x+a)(x-b)(x+a) Ab
(x+a)(x-b)(cx+a Ab
(x+a)(c(x-b)) Al

Nao transforma em produto

A5, P4, PS5, P6, P7, P8, P13, P14,
P15

Transforma em produto e nao

g(ﬂ) (2x-4)+ identifica o fator comum A7, P2, P3,F7, P9
(5x+8)(3%+7) TA.Correto | (ax+b)(cx-c2+dx+c3) Al
forma geral: (ax+b)(bx?-c?) A5
(ax+b)(cx-c2)+ (ax+b)(cdx+c”)(cadx+c’) | P2
(dx+c®)(ax+b) TA.Falsos | (ax+b)(cxd-c3x)(c2d+c’) | P10
(ax+b)(cdx2-c°) P11
(ax+b)(cdx-c°x)(c2d+c’x) | P13
6) Nao transforma em produto P4, P5, P6, P7, P8, P13, P14, P15
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(3x+5)(x+1)- Transforma em produto e nao P2 P3. P7
(x+1)(2x+4) identifica o fator comum T
forma geral: (x+c)((a-d)x+b-d?) AT
(ax+b) (x+c)- TA-Corretos [, o) (ax+b)-(dx+d?) | AL
(x+C)(dx+d) (x+C)(ax+dx)(b+d?) A7
TA.Falsos (x+c)(adx+ad2x)(bd+bd?) | P10
(x+c)(adx?+bd?) P9, P11
Nao transforma em produto A5, P1, P3, P4, b5, P6, P7, P8,
7) P13, P14, P15
(x-3)(1-4x)+ '1.“rans.forma em produto e ndo P2, P7
(5x-4)(x-3) identifica o fator comum
forma geral: TA.Correto | (x-a)?
(x-a)(b-c2x)+ (x-a)(bdx-c*) P9
(dx-c?)(x-a) TA.Falso | (x-a)(dx-c?)(cad+c2.c?) |P10
(x-a)(bdx-c?) P11

ANALISE DAS RESOLUCOES DOS ALUNOS:
Nao transforma a expressao em um produto.

Grande parte dos alunos continuou a ndo transformar a expressao em produto,
lembramos que antes de aplicarmos esta atividade corrigimos as anteriores,
reforcando que fatorar era transformar a expressdo em um produto. Entretanto,
parece que alguns alunos ndo fizeram esta relacdo, observamos que eles distribuiam
os produtos e tentavam reduzir os termos, mesmo quando ndo eram semelhantes.
Vejamos uma das resolucdes do aluno A3 como exemplo:

Obszervacao Videocassete ‘

-;{x+2) +3{x+2)
|
(x2+2xj +{3x+6)
p o

2x3+9x [

n

Figura 9: Resolucdo de um aluno na atividade III

Este erro também foi observado nas pesquisas de Booht (1995), em que o
aluno acaba juntando os termos na tentativa de simplificar as expressoes algébricas.
Os alunos do papel e lapis que mais resolveram desse modo foram P1, P4, P5,

P6, P8, P14, P15. No Aplusix a maioria dos alunos resolveu assim a primeira questao,
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verificaram que havia um erro e mudaram de resolu¢do, o A6 foi o que mais investiu
em outras resolugdes. Contudo, houve aluno, como o AS, que se manteve neste tipo
de resolucao em quase todas as questdes.

Transforma a expressao em um produto, mas nao identifica o fator comum.

Alguns alunos apresentaram esse tipo de resolugdo, entretanto, a dificuldade
em certos casos ndo parece ser somente com relagdo a identificagdo do fator comum,
mas do que realmente deve ser feito. De fato, observando a tabela vemos alunos
listados nesta resolug@o e na anterior, inclusive dos que estavam resolvendo em papel
e lapis, isso aconteceu porque alguns que tentaram resolver desse modo ao final
distribuiram e reduziram os termos, mesmo nao sendo semelhantes. Observamos isso
nos alunos P7, P13 e P15, mesma dificuldade citada na resolucao anterior (BOOTH,
1995), pois apesar de terem transformado em produto, ao final distribuiram e
tentaram reduzir os termos, mesmo nao sendo semelhantes.

Transforma a expressao em produto e identifica o fator comum.

Observamos que neste tipo de expressdo a dificuldade em dividir os termos
pelo fator comum € ainda maior, ou em identificar o bindmio que multiplicado pelo
fator comum, agora um bindmio, resultaria nos dois produtos que sdo os termos da
expressao, que seria a (2%) tarefa listada na nossa andlise da atividade no capitulo IV.
Dentre os alunos que conseguiram resolver corretamente essa tarefa, observamos que
alguns ndo reduziram os termos semelhantes, temos: na questao (3) os alunos Al, A6
e P5, na questdo (5) o Al e na questdo (6) os alunos Al e A7, eles ndo resolveram a
(3%) tarefa. Talvez ndo sabiam que devia ser feito isso, ou ndo acharam que era
necessario.

Dentre esses alunos o A6 foi o que mais investiu em tentativas de resolucao,
nas questdes (1), (2) e (3) ele fez varias até acertar. Observamos que a partir da
questdo (4) em que aparecem termos com produto de bindmios ele teve mais
dificuldades e tentou resolver somente a (4), fez algumas tentativas e acabou

desistindo, nas outras questdes ele s6 abriu e olhou.

5.1.1.4 Anadlises das Atividades do Grupo 1

Como previmos alguns alunos ndo conseguiram fatorar as expressoes, nao se

lembravam, e mesmo apds as explicagdes da professora os alunos P2, P7, P8, P9,
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P10, P12, P14 e P15 ndo conseguiram utilizar teoremas em agdo corretos nas
questdes das atividades I e I1.

As retroagdes disponibilizadas no Aplusix parecem ter auxiliado os alunos A9
e A7 nas atividades I e II, em particular, o A9 fez mais tentativas e somente em uma
questdo da atividade I, ndo apresentou o teorema correto.

Entretanto, na atividade III foi diferente. Os alunos se mostraram bastante
desmotivados, pois ndo conseguiram resolver, mesmo com a corre¢ao das atividades
I e II que fizemos antes do inicio desta. Nessa correcdo, relembramos que fatorar
uma expressao era colocar o fator comum maximo em evidéncia, seja este fator um
nimero, um mondmio ou um bindmio. Contudo, poucos alunos conseguiram se
lembrar e fatorar corretamente; alguns deixaram vdrias questdes sem responder,
mesmo os que estavam tentando resolver no Aplusix. Desses alunos, somente o aluno
A6 investiu em vdrias tentativas de resolu¢do, mas ao final, mesmo ainda tendo
tempo, desistiu deixando algumas questdes sem fazer. Alguns diziam que era muito
dificil e que nao entendiam o que era para ser feito. Estas questdes parecem estar
longe dos conhecimentos prévios dos alunos. E, ter meios de verificar se os cdlculos
estdo corretos, no caso do Aplusix, ndo foi suficiente para motivar o aluno a tentar
resolver ou investir em mais tentativas.

Observamos alguns teoremas em acdo que ndo foram identificados na
listagem que fizemos no capitulo IV, como persistiram nas atividades, listamos e
identificamos as que foram mais utilizadas pelos alunos, continuando os nimeros de
identificacao da tabela 2.

Observamos que o aluno A9 tentou fatorar algumas das questdes da seguinte
maneira:

e atividade I questdo (4): a>-abx—a(bx+a);

e atividade II questdo (5): a2x2-a*x—a2(a?x-x);

atividade II questdio (5): a?2-a*x—a2(a?x-a?);

atividade II questdo (7): ax-bx2—x(bx-a);

atividade II questdo (8): a2x-a3x>—a?x(ax-1);

O aluno P13 também resolveu desse modo na atividade I a questdo (7) e o P1
na atividade II a questdo (3).
Nesses casos o segundo termo da expressdo tem sinal negativo, o aluno

fatorou primeiro esse termo com sinal positivo, € o outro termo que era positivo ele
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fatorou com sinal negativo. Consideramos que esses erros t€ém algumas semelhancgas,
assim identificamos com o ndmero [T14], continuando a numeragdo da nossa tabela 2
do capitulo IV.

Identificamos também o teorema em acdo falso [T;s], em que os alunos
colocaram um dos fatores, dos termos, em evidéncia e repetiram toda a expressao
algébrica dentro dos parénteses. Ele foi utilizado oito vezes pelo aluno P12 e uma
vez na:

e naatividade I, questdo (7) ax?+a?—a?(ax?+a?) pelo aluno A4;
e na atividade II, questdo (1) X2+X—X(X2+X) pelo aluno A5;
e na atividade II, questdo (2) ax+ax?—ax(ax+ax?) pelo aluno AS;

Na atividade III os alunos P2, P9, P10, P11 e P13 apresentaram resolugdes
que consideramos semelhantes em algumas questdes, por exemplo, dada a expressao
(x+a)(x+b)+(dx+c)(x+a) eles colocaram o fator comum (X+a) em evidéncia e
fizeram a distribuicdo dos produtos (X+b)(dx+cC) incorretamente como x.dx e b.c
obtendo (x+a)(dx?+bc); ou como (x.dx+x.c)(b.d+b.c), fatorando ao final
(x+a)(dx2+cx)(bd+bc). Eles cometeram erros tanto na distribui¢do dos produtos
como também na multiplicacdo dos termos. Nesses casos colocaram o fator comum
em evidéncia, ndo sabemos se estdo dividindo o fator comum pelos termos da
expressdo corretamente, entretanto, vimos que ao invés de somar os bindmios que
seriam resultantes dessa divisdo e reduzir os termos semelhantes, eles fizeram a
multiplicacdo de alguns dos termos, € nem sempre certo. Vamos identificar esse
teorema em acdo falso como [T¢]. Consideramos que ele foi utilizado pelos alunos:

. P2 na questao (5);

° P9 nas questdes (6) e (7);

° P10 nas questdes (5), (6) e (7);
° P11 nas questdes (5), (6) e (7);
. P13 na questao (5);

Apesar de ndo ser objetivo dessa pesquisa analisar as concepcdes dos alunos
com relacdo a fatora¢do, vimos que muitos alunos nao relacionam a fatoragdo a um
produto de fatores, mesmo sendo essa a apresentacdo da fatoracdo no ensino usual.
ApOs as discussdes alguns alunos comecaram a tentar escrever as expressdes como
um produto, mas em geral ndo conseguiam identificar o fator comum. No Aplusix

notamos que alguns alunos que nao tentavam resolver como um produto, verificavam
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que havia um erro e faziam novas tentativas, as vezes até acertar, entretanto, nas
proximas questdes voltavam a cometer o mesmo erro, evidenciando a persisténcia
dessa dificuldade.

Apesar das discussoes realizadas no ambiente papel e 14pis, observamos que a
maioria dos alunos que ndo resolvia como produto de fatores, nio mudou a maneira
de resolver no decorrer das atividades I e II, por exemplo, P2 e P7. Entretanto, no
Aplusix é diferente, eles mudaram mais vezes a maneira de resolver, confirmando a
nossa hipétese inicial de que, nesse ambiente, eles fariam mais tentativas. As
retroacdoes permanentes e a possibilidade de deixar ao final a resposta correta
parecem fazer com que alguns alunos tentem resolver até acertar.

As principais dificuldades dos alunos que tentam fatorar parecem comecar na
identificacdo do fator comum. Alguns s6 conseguem identificar parte desse fator, e
outros parecem ndo conseguir nem isso. Dos alunos que conseguem identificar pelo
menos parte do fator comum, identificamos alguns teoremas em acgdo falsos
utilizados: [T1], [T4], [T14], [T1s] € [Ti6], que apresentam dificuldades especificas:
[T;] o aluno divide o primeiro termo corretamente, mas nao consegue dividir o
segundo termo;

[T4] o aluno divide corretamente o primeiro termo, mas ndo tenta dividir o segundo,
simplesmente repete o termo dentro dos parénteses, parecendo com o erro de
distribuicao muito comum j4 citado no capitulo I;

[T14] o aluno divide primeiro o segundo termo de sinal negativo corretamente, mas
com sinal trocado, e tenta dividir o outro termo, entretanto, ndo consegue;

[Tis] o aluno ndo tenta dividir nenhum dos termos, simplesmente repete toda a
expressao dentro dos parénteses;

[Ti6] o aluno ndo faz a soma e a redugdo dos termos semelhantes dos bindmios
resultantes da divisdo do fator comum pelos bindmios, ao invés disso, faz a
multiplicag@o de alguns dos termos.

Na maioria dos teoremas em ac¢ao a dificuldade maior parece estar em dividir
os termos pelo fator comum encontrado, ou em encontrar o mondmio que
multiplicado pelo fator comum dé o termo inicial, como apresentam os livros
didéticos.

Como dissemos, a primeira dificuldade dos alunos estd relacionada a
identificacdo do fator comum. Como vimos, alguns livros diddticos ndo propdem

atividades para identificar e explicitar o fator comum nas expressoes algébricas. Por
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exemplo, atividades em que o aluno deve escrever a expressio 21x2+14x como
3.7x.X+2.7X. Acreditamos que esse trabalho poderia auxiliar os alunos, como
também atividades para fatorar nimeros naturais como produtos de dois ou mais
nimeros, pois vimos na pesquisa de Notari (2002) que os alunos também tém
dificuldade na fatora¢do numérica.

As dificuldades se tornaram maiores na atividade III em que os alunos
tiveram de trabalhar com bindmios.

Outra dificuldade observada relaciona-se com a divisdo dos termos pelo fator
comum: o ensino usual prioriza a multiplicacdo de mondmios. De fato, a maioria dos
livros didaticos nao traz exemplos nem propde atividades em que o aluno deve
determinar o fator comum, tornd-lo explicito como o exemplo anterior, e dividir cada
termo pelo fator encontrado, e ao final distribuir o produto encontrado para verificar
se estd correto. Sentimos necessidade, como Notari (2002), de atividades que
relacionem a divisao com a multiplicagdo, pois os alunos na sua maioria
apresentaram dificuldades em dividir os fatores.

Na constru¢do do campo conceitual da fatoragdo a divisdo e a multiplicagao
de termos sdo fundamentais, e, como vimos, muitas das dificuldades apresentadas
pelos alunos estdo em utilizar esses conhecimentos de maneira adequada. O ensino
usual apresenta a fatoracao logo apds o estudo desses topicos, entretanto, de maneira
isolada, pois ndo conseguimos observar situacdes que relacionassem a multiplicagdo
com a divisdo de maneira explita nas atividades propostas aos alunos.

Entendemos que dificuldades na utilizacdo desses conhecimentos podem
gerar uma impossibilidade do aluno em conseguir desenvolver o conceito de
fatoragdo adequadamente.

Além de identificar os teoremas em acdo buscamos verificar se eles
persistiam na resoluc¢do dos alunos no decorrer das atividades. Assim, segue a tabela
13 com a sintese dos alunos que utilizaram teoremas em acao falsos, pelo menos uma

vez, nessas trés atividades.



Tabela 13

Teoremas em ac¢do utilizados pelos alunos nas atividades 1, II e II1

Teoremas em acao falsos

Aluno | Atividade | N° da questdo e n° do teorema | Quantidade de vezes utilizada
Al | (3) [T4] [T4] uma vez
A2 11 (2) [T\], (5) [T4], (6) [Ty], (6) [T,] | [T,] quatro vezes
[T,] duas vezes
A4 I g; g“]i (?;)[F,E]i ©) [T, [T4] duas vezes
t5h 4 [T5] uma vez
A5 I (2) [T4]:(3) [T4] 5 [T4] trés vezes
11 (D) [Tys], (8) [Tyl [T)s] uma vez
A6 1 (2) [T4] [T,] uma vez
11 (2 [T,] [T,] uma vez
A7 | 3) [T4] [T{] uma vez
I () [Ty]; 3) [T4] [T,] trés vezes
A8
I (2) [T1]5 ) [Tis] [Tys] uma vez
I @ [Tl (D [Th]; [T,] duas vezes
A9 1 |GG T, G) [Tl e s
(5) [T14] 5(7) [Tial 5 (8) [T14] 1
Al10 II (2) [Ty] [T;] uma vez
Pl I (2) [Tal, (3) [Tal, (7) [Tal, (8) [T4] | [T4] seis vezes
1 [(D[Tal, @) [Tal, 3) [Tya] [T14] uma vez
P2 11T (5) [Ty6] [T16] uma vez
P4 I (5) [T1], (8) [T4] [T,] trés vezes
T |(D[Ta, ®[T4] [T.] uma vez
P8 11 (1) [T4] [T,] uma vez
P9 Ju (6) [Tyel; (7) [Ty6] [T,6] duas vezes
P10 il (5) [Ti6l; (6) [Ty6l; (7) [Ty6l [T)¢] trés vezes
I (8) [Ti] T4
1] duas vezes
P11 1 @) [T [T,e] trés vezes
I (5) [Ti6l; (6) [Tr6l; (7) [T16)
I (2) [T4l; (3) [Tyl; (5) [T4] [T,] uma vez
P12 [T4] duas vezes
II (D-(8) [Tis] [T,s5] oito vezes
I [@1m| [T4] uma vez
P13
III (5) [T6] [Ty6] uma vez
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Alguns teoremas em acdo falsos persistiram no decorrer das atividades. Os

alunos, A2, A8 e P4, por exemplo, utilizaram algumas vezes o [T,]. Esse teorema foi

utilizado por varios alunos na resolucdo dessas atividades, mas a maior parte dos

alunos o utilizou apenas uma vez, desse modo, acreditamos que a maioria dessas

utilizagdes foi por falta de atengdo. Contudo, o aluno o A2 utilizou esse teorema em

acdo falso quatro vezes ao resolver as questdes propostas, nesse caso parece que ele

ndo esta conseguindo dividir o segundo termo da expressao corretamente.
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Observamos também a utilizacdo do teorema [T4], que supomos no capitulo
IV, por vérios alunos, o P1 em particular o utilizou seis vezes. Nos haviamos previsto
sua utilizagdo por ser um dos erros mais comuns observados em pesquisas com
relacdo a multiplicacdo de termos (propriedade distributiva da multiplicacio com
relacdo a adi¢do). Vemos que esse erro de distribuicdo é bem semelhante ao que
poderiamos chamar de “volta”, do teorema [T4] ax(x+b)—ax2+b. Vejamos algumas

resolucdes desse aluno nas atividades I e II:

Figura 10: Resolucdes de um aluno nas atividades I e 11

Nas resolugdes desse aluno observamos que € isso mesmo que ele fez, fatorou
utilizando esse teorema em acdo falso e ao final fez a distribuicdo do produto
utilizando esse mesmo caminho incorreto. O que parece confirmar nossa previsao no
capitulo IV, quando dissemos que uma dificuldade na distribui¢do dos produtos
poderia comprometer o trabalho do aluno na fatoracdo. Esse conceito, como vimos €
utilizado na apresentacdo da fatoracdo, desse modo faz parte da construcdo deste
campo conceitual.

Identificamos um novo teorema [T;s], que ndo havia sido listado no capitulo
IV, em que essa dificuldade se mostra ainda maior, pois o aluno identifica o fator
comum, transforma a expressdo em produto, mas ndo faz a divisdao de nenhum dos
termos pelo fator comum encontrado, observamos que o aluno P12 o utilizou em
todas as questdes da atividade II.

Além desse teorema, identificamos outros dois novos teoremas o [Ti4] € o
[Ti6]. O teorema em acao falso [Tj4] foi mais utilizado pelo aluno A9, nesse caso
observamos que a dificuldade parece estar em trabalhar com expressdes em que o

segundo termo tem sinal negativo. Observamos que ele utilizava esse teorema, o
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Aplusix mostrava que havia um erro ele corrigia e utilizava teoremas corretos, mas a
cada nova questdo, com essa caracteristica citada, ele voltava a utilizar o teorema
falso; evidenciando a persisténcia dessa dificuldade.

O teorema em acdo falso [T}¢] foi mais utilizado pelos alunos P10 e P11 em
que a dificuldade parece estar tanto em saber o que deve ser feito como também na
maneira correta de aplicar a regra escolhida, e no caso a escolha deles ndo era a
indicada para a situacdo. Esses alunos colocaram o fator comum em evidéncia
corretamente, no caso era um bindmio, mas ao invés de somar os bindmios
resultantes eles fizeram a multiplicacdo deles, e distribuiram a maioria de maneira
incorreta.

Desses trés novos teoremas em acgdo falsos identificados, o [Tie] s6 foi
utilizado pelos alunos do ambiente papel e lapis, os outros dois: [T4] € 0 [T;s] foram
utilizados nos dois ambientes, s6 que o [T}4] foi mais utilizado pelo aluno do Aplusix
e o [T;s] pelos alunos do papel e lapis.

Observamos na tabela 13 que conseguimos identificar mais teoremas em ag¢ao
falsos, supostos a principio, nos alunos que estavam utilizando o Aplusix, o que
confirma a nossa hipétese inicial de que, nesse ambiente, os alunos fariam mais
tentativas. Além disso, confirmou-se também que ao final a maioria apresentaria a
resposta correta, pois, vimos que utilizavam teoremas falsos, o software mostrava
que havia um erro, eles discutiam entre si sobre as duvidas, e ao final colocavam a
resposta correta. Entretanto, a cada nova questdo o teorema incorreto voltava a ser

utilizado, mostrando a persisténcia dessas dificuldades.

5.1.2 Analise do Grupo 2

As resolucdes dos alunos nas atividades IV, VI e VIII de desenvolvimento
dos produtos notdveis se encontram no Anexo 3, pois s@o atividades de revisao.

Vamos apresentar e discutir aqui as resolugdes das atividades V, VII, [X e X.

5.1.2.1 Resolucoes da Atividade V

Segue na tabela 14 os teoremas em ag¢do falsos identificados nas producdes



dos alunos nos dois ambientes:
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Tabela 14
Resolucdo dos alunos na atividade V
Atividade V
Questoes Resolucio Alunos
Nao transforma em produto A2, A3,P1,P4,P10, P11, P12
Transforma em produto mas nao
(Dx2+2x+1 fatora como um produto notavel
forma geral: s Al, A2, Ad, A5, A6, A8, A9, A7,
X2+2ax+a? TA-Correto | (x+2) P2, P3, P5, P6, P7, P8, P9, P13
x+2X)2 [T P14
TA. Falso Ex2+x))2 [1s] L5
Nao transforma em produto A2,P1,P4,P11,P12,P13, P14
Transforma em produto mas nao A3 A5
fatora como um produto notavel ’
Al, A2, A4, A6, A8, A9, A7,
TA.Correto| (x+a)? P2, P3, PS5, P6, P7, P10
(2)x?+8x+16 (x+a2)2 [Te] A8, A2
f(;rma gerazl: (x+2ax)? [Ts] A8
Xt+2ax+a (xe+a)? [Te] A0
TA.Falsos | (x+2a)? [Ts] AT
(x+a®)? [Ts] P8
(bx+a2)? P9
(x2+ax)? [Ts] P15
Nao transforma em produto A2, A3, P1,P2,P3, P4, P11
Transforma em produto mas nao A8
fatora como um produto notavel |~
TA.Correto | (a2+ax)? 216%1’25,1?347’,?%%1? i ? 8, AT,
(3)16+16x+4x2 (x+a’)? A6
forma geral: (X a)? A6
a*+2a3bx+a2x2 (a +a2x)2 [To] A8
a2+X A9
TA.Falsos Ea2x+11x) P6
(a3+ax) [To] P8
(a"+acx)? [Te] P14
(a®x+ax?)?q[Ts] P15

Nao transforma em produto

A2, Al10, P1,P4,P11,P13

Transforma em produto mas nao
fatora como um produto notavel

P2, P12

fatora como um produto notavel

(4) x2+4x+4 Al, A2, A4, A5, A6, A8, A9, A7,
forma geral: TA.Correto | (x+a)? P3, PS5, P6, P10
X2+2ax+a? (x2+a)2 [Te] P8

(x+a2?)? [Te] P9

TA.Fal
A0S T (x+2a2x)2 [T4] Pl4

(X2+x)2 P15
(5) 9x*+6x+1 | Nao transforma em produto P1, P4, P11
forma geral: T T dut po
a2x2+2abx-+b2 ransforma em produto mas nio |, )y

Al, A4, AS, A6, A7, P3, PS5,

2
TA.Correto | (ax+b) P6, P8, P13
TA.Falsos | (ax?+b)2 [T,] P7
(ax+2)? AT
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(a+x)? A9
(x+b)? P9, P10
(@2x+Cx)? P14
(a2x2+bx)? [Ts] P15
Nao transforma em produto P1, P4, P11
Transforma em produto mas nao
fatora como um produto notavel
TA.Correto | (ax+b)? Al, A4, A5, A6, A7, P3, P6, P8
(bx+b)?[T+3] A6
(bx-b)?[T15] A6
(6) 24x+9x%+16 (a+x)? A9
e (abx+b)?[T 3] P5, P7
TA.Falsos (x+b)? P
(2abx +vb?)* [T;3] | P10
(2ax+a)? [T43] P13
(a2x+cx)? P14
(abx+a2x?)?[T5] P15
Nao transforma em produto P1, P2, P4, P11, P12
Transforma em produto mas nao
fatora como um produto notavel
(7) x>+20x+100
forma geral: TA.Correto | (x+a)? Al, A4, A5, A6, A9, A7, P3,P5
2422 432 P6, P7, P§, P10, P13
(x+ka)? [Te] P9
TA.Falso (a2x+2abx)? [Ts] P14
(x2+ax)? [Te] P15
Nao transforma em produto P1, P4, P11
Transforma em produto mas nao
fatora como um produto notavel
TA.Correto | (a+ax)? Al, A4, A5,P3,P7,P6
(a+a®x)? [Te] A4
(a+x)? A4
(8)4+4x2+8x (a®+ax)? [Tq] Ab
forma geral: (ax+1)? A7
a2+a2x2+2a2x (a+x)? A9, A6
TA-Falsos 1 oax)? [Tyl P5, P8, P13
Wa> +42a20)* [Ty5] | P7, P10
(x+b?)? P9
(2a%x+2a3x)? P14
(x2+x)? P15

ANALISE DAS RESOLUCOES DOS ALUNOS:

Nao transforma a expressao em um produto.

Observamos que nesta atividade a quantidade de alunos que resolvia desse

modo foi menor, entretanto, esta mudanga pode ter sido em funcdo da apresentacdo

da atividade anterior e pelo fato dela ter sido corrigida e comentada antes do inicio

desta. Além disso, o enunciado desta atividade pode ter contribuido com esse

resultado.
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Transforma a expressao em produto, mas nao fatora como um produto notavel.

Poucos alunos procederam deste modo, a maioria resolveu corretamente ou
pelo menos tentou fatorar como um produto notdvel. Entretanto, esta aparente
“melhora” também pode ser em func¢do do motivo citado no pardgrafo anterior.
Transforma a expressao em produto e fatora como um produto notavel.

Os alunos utilizaram mais teoremas em acdo corretos nesta atividade,
principalmente os que estavam no Aplusix. Alguns deles fatoraram corretamente,
mas nao pediram a verificagdo eles fizeram a distribui¢do do produto encontrado
seguindo as indicagdes propostas pelos livros didaticos, para verificar se estava
correto, desse modo, vimos que se lembram do padrao.

Conseguimos identificar os teoremas em agao falsos: [Ts], [Tel, [To] € [Ti3],
em que listamos as seguintes dificuldades:

[Te] e [To]: o aluno identifica os dois termos que sdo quadrados perfeitos, mas tem
dificuldade em extrair a raiz quadrada desses termos. Alguns casos podem ser por
falta de atencdo, em que o aluno esquece de extrair a raiz de um dos termos, em
outros percebemos que esse erro € mais constante, isto €, eles nao conseguem extrair
araiz quadrada corretamente de varias questoes;

[Ts]: o aluno ndo identifica corretamente os dois termos que sdo quadrados perfeitos,
e tenta extrair a raiz quadrada de quaisquer dois termos, os dois primeiros ou os dois
ultimos, e na maioria das vezes extrai a raiz incorretamente, principalmente do termo
que nao é um quadrado perfeito.

[T;3]: neste caso a ordem que o trindmio aparece parece trazer dificuldades ao aluno,
pois, observando as resolu¢des de todas as questdes vemos que quando a expressao é
dada na ordem usual, isto €, o primeiro e o ultimo termo sao os quadrados perfeitos o
aluno identifica corretamente, entretanto nestes casos nio. Deste modo, acreditamos
que, talvez, para esse aluno os quadrados perfeitos sejam sempre o primeiro € o
ultimo termo do trindmio quadrado perfeito.

Ao utilizar estes dois ultimos teoremas parece que o aluno se lembrou de
parte da regra apresentada nos livros didaticos, sendo que no caso do teorema [Ts]
ele escolhe quaisquer dois termos, ao passo que no [T;3] escolhe sempre o primeiro e
o ultimo para extrair a raiz quadrada somar e elevar ao quadrado. Estamos fazendo
essas diferenciacdes, pois, observamos vdrias tentativas no Aplusix que parecem
indicar que os alunos escolheram esses caminhos, ja no papel e 1apis observamos que

eles extrairam a raiz quadrada antes de fatorar, desse modo conseguimos observar
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quais termos eles escolheram.

Os alunos que estavam resolvendo as atividades no laboratério ndo gostaram
das retroacdes limitadas. E, mesmo tendo sido avisados, alguns ndo perceberam que
agora precisavam pedir para verificar se estava correto, € que ao terminar a questao o
software ndo exibia mais as mensagens, dando os parabéns, ou avisando que havia
algum erro no caminho que conduzia a resposta.

Talvez por causa disso, o aluno A9 utilizou teoremas em acdo falsos nas
questdes: (3), (5), (6) e (8). Observando com videocassete percebemos que ele nao
pediu a verificagdo nenhuma vez.

Apesar disso, observamos na tabela 14 que os alunos do Aplusix se sairam
melhores do que os do papel e lapis, em geral, utilizaram mais teoremas em acao
corretos ao final das questdes. Alguns deles fizeram vdrias tentativas incorretas até
conseguir resolver corretamente, destacamos os alunos: A4 na questdo (8), A6 nas
questdes (3) e (6), A8 na questdo (2) que fizeram trés tentativas de resolver essas

questdes citadas, apresentando ao final o teorema em acao correto.

5.1.2.2 Resolucoes da Atividade VII

Tabela 15
Resolucio dos alunos na atividade VII
Atividade VII
Questoes Resolucao Alunos
Nao transforma em produto A3, A3, A3, P1, P8
) Transforma em produto mas nao
(1) x2-2x+1 fatora como um produto notavel
fznzna geral: Al A2, Ad, A5, AG, A7, A8, A9
X=cax+a TA.Correto | (x-a)2 A10, P2, P3, P4, P5, P6, P7, P9
P10, P11, P12, P13, P14, P15
TA.Falso (x+a)2[T4] A9
(2) 4x2+1-4x | Nao transforma em produto A3, A3, A3, A7, A7, P1,P10
forma geral: Transforma em produto mas nio
a®x2+b?-2abx | fatora como um produto notével
Al, A2, A4, AS, A6, A8, A9, A7,
TA.Correto | (ax-b)?2 A10, Al4, P2, P3, P6, P7, P11,
P14
TA.Falsos | (ax+ax)? [Tqs] e [T/] Al, A2
(ax+a)2 [T43] e [T7] A2, A6, A6
(a?x+a2x)? P12, A8
A2, A4, A5, A6, A9, P4
2 A&y LA, L7, LAY, LA7,
(ax+b)* [T7] P5,P13, P15
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(ax-ax)2 [Tys] P38
(a2x+b)2 [T4] e [To] P9
(222x-b)2 [Ts] Al0
Nao transforma em produto A3, P1, P10
Transforma em produto mas nao Al0

fatora como um produto notavel

TA.Correto | (y-ax)? 2;: §32, ’PlgjtﬁéA’S};? 6, A8
(y+ax)? [T-] A2
(3) y*-6xy+9x® (2xy-ax)? [Ts] P2, P13
e (y-25)2 [T] Ad, A6, P12
(y*-a2xy)? P4
TA.Falsos (y-2ax)? [Ts] A9
(a%-ax)? A9
(x+a2)? P9
(y-axy)? [Ts] P11
(y?-ax)? P14
(y-xy) P15
Nao transforma em produto A3, P1, P10
Transforma em produto mas nao Al10

(4) x2-4x+4
forma geral:
X2-2ax+a?

fatora como um produto notavel

TA.Correto a)?

Al, A2, A4, A5, A6, A8, A9, A7
P3, P4, PS5, P6, P7, P§, P11, P13

(x-

(x-ax)?[Ts] P2

(bx+a?)? P9
TA-Falsos (x-a2)2 [Tl P12.Pl4

(x+a2)2 [Tq] e [T5] P15

(5) 1+9x2-6x
forma geral:
b2+a2x2-2abx

Nao transforma em produto

A3, P1, P10, P14

Transforma em produto mas nao
fatora como um produto notavel

(6)252x2-20x+4
forma geral:
a?x2-2abx+b?

(ax-b)? Al, A2, A4, A6, A8, A7, AlO,
TA.Corretos P3, P4, P6, P7, P11
(b-ax)? AS, A9
(ax-2ax)2 [Tya] A2
(b+2aX)2 [T13] e [T7] P8
(aX'2X)2 [T13] P27
TA.Falsos | (b+2abx) [Ty] e [T,] P12
(ax+2abx)2 [Tys] e [T5] A8
(ax+b)? [T5] A2, A4. A6, A8, P5, P9, P13, P15
(b+2abx)? [Tys] e [T] A8
Nao transforma em produto A3, P1, P10
Transforma em produto mas nao A10, P7

fatora como um produto notavel

TA.Correto | (ax-b)?

Al, A2, A4, A5, A6, A8, A9, A7
A10, P3, P4, PS5, P6, P8, P11, P13

ax-b?)? [Ty]

Al

(
(
(ax-bx)?
(
(a

P2
TA.Falsos ax+b2)2 [T,] e [T P9, P15
ax2-p2)2 [T,] P12
(b-bax)? [Ts] Pl4
(7) 49-14x+X2 | Nao transforma em produto A3, P1, P10
forma geral: Transforma em produto mas nio p7

az-2ax+x2

fatora como um produto notavel
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Al, A2, A4, A5, A6, A8, A9

TA.Corretos | (3-X)? A10, P4, PS, P6, P11, P13

(x-a)? A7

(ax-x)2[Ts] P2

(a+x)2[T4] P3

(a-2x)2 [Ts] A9
TA.Falsos (c-x)? P8

(bx-a?)? P9

(@2-x)2 [Tl P12

(x-ax)?[Ts] P14

(ax-a2)2 [Ts] P15
Nao transforma em produto P1, P7, P10

Transforma em produto mas nao
fatora como um produto notavel

(9) 1-10x+25x2
forma geral:
b2-2abx+a?x?

© X2_2XY+.y2 TA.Correto | (x-y)2 Al, A2, A3, A4, A5, A6, A8, A9
forma geral : y A7, A0, P3, PS5, P6, PS8, P12
X2y (x-2xy)? [Ts] P2, P14
TA.Falsos | (X-XY)* [Ts] P4, P11, P13
(cx+c)? P9
(xy+y)?[Ts] e [T7] P15
Nao transforma em produto A7,P1, P8, P10
Transforma em produto mas nao P7

fatora como um produto notavel

TA.Corretos (b-ax)?

Al, A2, A3, A4, AS, A6, A8, A9
P3, P4, P5, P9, P11, P13, P14,
P15

(ax-b)? P6, A10
(ax-ax)? [Ts] P2
TA.Falsos (b-a2)2 [T P12

ANALISE DAS RESOLUCOES DOS ALUNOS:

Nao transforma a expressao em um produto.

Alguns alunos ainda persistem em nao escrever a expressio como um

produto, em particular A3, A7, P1 e P10. Nas resolugdes eles estdo reduzindo os

termos que ndao sdo semelhantes, e até apresentando valores numéricos para as

expressoes. Desses, somente o A7 verificou que havia um erro e conseguiu fatorar

corretamente. O A3 fazia tentativas, verificava que havia erro, mas tentava sempre

resolver do mesmo modo, vejamos, por exemplo, algumas de suas resolucdes:
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Observacio Yideocassete Observagao . Videocassete Observacao l Videocassete
_;r2+1 4x

B — &) 2 2
j{ X -4x+4 49-14x+x~
o * X

o —a. 2 -
1x°> |0 g |- 35 |

Figura 11 —Resolu¢des de um aluno na atividade VII

Esta dificuldade ja apareceu nas outras atividades, e, como ja dissemos
anteriomente, também foi constatada por Booth (1995); em que os alunos parecem
tentar simplificar as expressdes reduzindo os termos, mesmo nao sendo semelhantes,
na tentativa de se obter uma resposta.

Transforma a expressao em produto mas nao fatora como um produto notavel.

Somente dois alunos resolveram desse modo. Destacamos o A10 que ndo
vinha tentando resolver as questdes propostas nas atividades, mas comegou a fazer
mais tentativas.

Parece que as discussdes, € a possibilidade de verificar os célculos com
professor (ou no Aplusix), estavam fazendo com que a maior parte dos alunos
resolvessem corretamente a (1*) e a (2%) tarefas listadas na andlise que fizemos no
capitulo IV.

Transforma a expressao em produto e fatora como um produto notavel.

A maioria dos alunos no laboratério, ao final, apresentou o teorema em agao
correto, mas com O videocassete conseguimos observar que alguns tiveram
dificuldades e utilizaram teoremas em acdo falsos, em algumas das questdes.

Conseguimos identificar os teoremas em ac¢do falsos: [Ts], [Te], [T7], [To] €
[T;3] com dificuldades especificas:

[Te] e [Ty]: o aluno identifica os dois termos que sdo quadrados perfeitos, mas tem
dificuldade em extrair a raiz quadrada desses termos;

[T7] o aluno tenta fatorar o trindmio quadrado perfeito como se fosse o quadrado da
soma, neste caso talvez possa ser:

- por se lembrar da regra apresentada nos livros em que os dois termos que sao
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quadrados perfeitos sdo sempre positivos, além disso, vimos que os livros didéticos
em geral exploram mais a fatoracdo do trindmio quadrado perfeito no quadrado da
soma do que no da diferencga.

- por falta de aten¢do, inclusive alguns alunos aparecem identificados com dois
teoremas, em que, observando na tabela, conseguimos ver que eles nem sempre
cometem esse erro.

- pelo fato do sinal negativo estar no terceiro termo X?+a2-2ax, desse modo, a
posicdo do termo negativo parece trazer um pouco mais de dificuldade aos alunos,
podemos constatar isso observando na tabela 15 o grande ndmero deles que
cometeram esse erro nas questoes (2) e (5).

[Ts]: o aluno ndo identifica corretamente os dois termos que sdo quadrados perfeitos
e tenta extrair a raiz quadrada de quaisquer dois termos e, na maioria das vezes
incorretamente, pois um dos termos nao € um quadrado perfeito.

[T13]: neste caso a ordem que o trindmio aparece parece trazer dificuldades ao aluno,
pois, observando as resolucdes de todas as questdes, vemos que quando a expressao
aparece na ordem usual, isto é, o primeiro e o ultimo termo sdo os quadrados
perfeitos o aluno identifica corretamente, entretanto nestes casos ndo. Deste modo,
acreditamos que talvez para esse aluno os quadrados perfeitos sempre sao o primeiro
e o ultimo termo do trindmio quadrado perfeito.

Os alunos do Aplusix, novamente, se sairam melhor que os do papel e lapis,
pois utilizaram mais teoremas em acdo corretos nas questdes desta atividade.
Observamos que eles fazem mais tentativas de resolver as questdes e na maioria das
vezes até acertar, dentre eles destacamos os alunos: A2, A6, A8 e A9 que fizeram
mais tentativas. Ao final observamos, também, que os alunos Al, A2, A4, A6, A8 e
A9, que tiveram duvidas nas primeiras questdes e utilizaram teoremas em agao
falsos, conseguiram resolver as duas ultimas questdes corretamente sem fazer uso de

nenhum teorema em acao falso.
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Tabela 16
Resolucdo dos alunos da atividade IX
Atividade IX
Questoes Resolucio Alunos
Nao transforma em produto A3, P1, P15
Transforma em produto mas nao A4
fatora como um produto notavel —
Al, A2, A3, A5, A6, A7, A8, A9, A10
TA.Correto | (x-a)(x+a) P2, P3,P4, P5, P7, P9, P10, P11, P12,
P14
(1) x>-4 (x-a)(x-a) [T1ol Al P6
forma geral (-a%)(+a) [Tyy] Ad
e (x-2%)(x+2%) [Ty] A6
(x-a2)(x+a?) [Ty,] A6, A8
TA.Falsos (x-a2)2 [Ty] A9
(x-a)2 [Tyl AT
(x2-a)(x+a) [Tl P8
(x-a)3(x+a)? P13
Nao transforma em produto P1
Transforma em produto mas nao P11
fatora como um produto notavel
Al, A2, A3, A4, AS, A6, A8, A9, A7
(2)36-x* | TA.Correto | (a-X)(a+X) A10, P2, P3, P4, P5, P8, P9, P10, P12
forma geral:
a2-x2 (ax-x)(ax+x) A6
(a-x)2 [Tyl A7.P15
(a-x)(a-x) [Tyl P6
TA.Falsos (x-a)(x+a) P7
(x-a)3(x+a)? P13
(x-a2)(x-a2) [Tyo] e [Tyl P14
Nao transforma em produto P1
Transforma em produto mas nao P11
fatora como um produto notavel
Al, A2, A3, A4, A5, A6, A8, A9, A7
(3) 9x3-1 TA.Correto | (ax-b)(ax+b) A10, P2, P4, P5, P6, P7, P8, P9, P10
forma geral: P12, P13
b (ax-b)? [Tl A7
TA.Falsos (ax-b)(2ax+b) A9
(ax?-b)(ax?+b) [Ty P3,
(b-a2x)(b-a2x) [Ty,] e [Tyl P14
(a2x-b)2 [Ty;] P15
Nao transforma em produto P1
Transforma em produto mas nao
fatora como um produto notavel
@) xz-y? Al, A2, A3, A4, AS, A6, A8, A9, A7

forma geral: | TA.Correto | (X-y)(X+Y) A10, P2, P3, P4, PS, P6, P7, P8, P9, P10
X2-y2 P11, P13
(X-y)3(X+Y)? P12
TA.Fal
0 Ty (xy) [Tal Pl4
(x-y)2 [T14] P15
(5) 1-x2 Nao transforma em produto
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forma geral:

Transforma em produto mas nao

az-x? fatora como um produto notavel
Al, A2, A3, A4, AS, A6, A8, A9, A7
TA.Correto | (a-x)(a+x) A10, P2, P3, P4, P5, P6, PS§, P9, P10
P11, P13
(@-x)? [Tu] P1,PI5
X-a)(x+a P7
TA-Falsos Ea xZ§ (a+>)(2) [Tya] P12
(X a)(X a) [T1o] P14
Nao transforma em produto
Transforma em produto mas nao
fatora como um produto notavel
Al, A2, A3, AS, A6, A8, A9, A7, A10
(6) 1-4xz | TA-Correto | (a-bx)(a+bx) P2, P4, P5, P6, P9, P10, P11, P13
forma geral: (a-b2x)(a+b2x) [T;,] A3, A8, A10
a*-bx? (a-b?x)? [T14] A3
a-bx)? [Ty4] P1, P15
TA.Falsos be a; (bx+a) P7
(a-bx?)(a+bx?) [T1,] P3, P12
(a-bx)(a-bx) [Tyl P8
(a-b2x)(a-b?x) [Tyl e [T1] | P14
Nao transforma em produto A3, A3. Pl
Transforma em produto mas nao
fatora como um produto notavel
TA.Correto | (ax-b2)(ax-+b?) U
(7)9x2-16 (x-b?)(x+b?) A2
f(;rr;la §eralz (ax-b3)(ax+b3) [Ty,] P2, A10
ax*-b (ax2-b%)(ax?+b%) [Tya] P12, ALO
TA.Falsos | (ax-b*)(ax+b*) [Ty.] Al10
(ax-b)(ax+b) [Ty, AlO
(ax2-b?)(ax2+b?) [Ty,] P3
(b2-a2x)(b?-a2x) [Tyl e [T12] | P14
(a2x-b)2 [Ty4] P15
Nio transforma em produto P1

Transforma em produto mas nao
fatora como um produto notavel

(8) 100x2- Al, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9
25 TA.Correto | (ax-b)(ax+b) A10, P2, P4, P5, P6, P7, P8, P9, P10
forma geral: P11, P13
a?x2-p? (abx+b)(abx-b) A2
(ax3-b)(ax?+b) [T15] P3, P12
TAFalso 2 aex)(b7-a2x) [Tyl ¢ [Tl | P14
(ax-b)2 [Ty,] P15
Nao transforma em produto
Transforma em produto mas nao P
fatora como um produto notavel
(9)4x2-y2 Al, A2, A3, A4, AS, A6, A8, A9, A7
TA.Correto | (ax-y)(ax+y) A10, P2, P4, P5, P6, P7, PS§, P9, P10
forma geral: P11. P13
a2X2_y2 2
(ax?-y)(ax?+y) [Tyl P3
TA.Falsos | (8X*-y?)(ax?+y?) [Tyl P12
(y-a2x)(y-a2x) [Tiol € [Ty2] P14
(ax-y)? [Tul P15
Nao transforma em produto P1
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Nao transforma em produto P1
Transforma em produto mas nao
fatora como um produto notavel
Al, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9
TA.Correto | (a?x-b)(a2x+b) P4, P5, P6, P7, P8, P9, P10
(10) 16x2-9 P11, P13
forma geral: (cx-b)(cx+b) A3
a*x2-b2 (a%x-b)(a%x+b) [Ty P2, A10
(ax-1)(ax+1) A10
TA.Falsos (a2x2-b)(a2x2+b) [Ty2] P3
(@®x3-b)(a®x+b) [Ty,] P12
(b2-a2x)(b2-a2x) [Tyl e [T12] | P14
(ax-b)? [Tul P15

ANALISE DAS RESOLUCOES DOS ALUNOS:
Nao transforma a expressao em um produto.

A maioria dos alunos nio resolve mais desse modo, provavelmente pelas
discussdes e corre¢Oes feitas no decorrer das atividades, entretanto, ainda persiste
esse erro em alguns alunos. O aluno P1, por exemplo, s6 transformou em produto
duas das questdes. O aluno A3 apesar de apresentar ao final, na maior parte das
vezes, a resposta correta, vimos com o videocassete como esse erro € persistente nas
suas resolucdes. Em algumas questdes ele novamente tentou apresentar um resultado

numérico:

Obszervacao Videozassete Dbservacdo Videocassete

i
o4

y2_4 9x2-16
H \i]‘*«'::::

{x)2_4 {-7) |o=

2

Figura 12 — Resolugdes de um aluno na atividade IX

Transforma a expressao em produto, mas nao fatora como um produto notavel.

Trés alunos resolveram transformando uma das questdes em produto e
fatorando como a fatoracdo do fator comum em evidéncia. Acreditamos que esse
resultado deve-se, em parte, pelas atividades propostas anteriomente para esse caso

de fatoracdo, e talvez algum aluno a ache “parecida” com as expressdes das
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atividades I e II. Além disso, este caso de fatoracdo é pouco explorado nos livros
didéticos nas atividades propostas ao aluno, em geral, é enfatizado a fatoragcdo dos
trindmios no quadrado da soma.

Transforma a expressao em produto e fatora como um produto notavel.

A maioria dos alunos apresentou a resposta correta, principalmente os que
estavam utilizando o Aplusix. Entretanto, observando com videocassete, vimos que
tiveram ddvidas. Em particular na questdo (1) pode-se notar que as primeiras
tentativas de resolucdo estavam incorretas.

Conseguimos identificar os teoremas em acdo listados nas andlises do
capitulo IV: [Tjol, [T11] e [T2]-

[Tio]: o aluno ndo transforma a expressdo em um produto de uma soma pela
diferenca de dois termos, mas pelo produto da diferenca pela diferenca. O aluno P14
resolveu dessa maneira vérias vezes; parece escolher esse caminho considerando
estar correto.

[T11]: fatora a diferenca de quadrados como o quadrado da diferenca de dois termos.
Acreditamos que alguns casos possam estar relacionados a uma dificuldade dos
alunos na distribui¢c@o de alguns produtos, como dissemos na andlise da apresentacdo
das atividades, um dos erros de desenvolvimento mais comuns é (X-a)>—X23-a2.

[Ti2]: o aluno identifica corretamente o caso de fatoracdo relacionada a essas
expressoes, mas parece ter dificuldade em extrair a raiz quadrada dos quadrados
perfeitos. Alguns alunos apresentam essa dificuldade somente quando um dos termos
¢ composto de um nimero multiplicado pelo fator X2, como: 9x?-16. Entretanto,
outros apresentam essa dificuldade também em exercicios mais simples, 36-x2. O
aluno P14, por exemplo, é um desses casos.

Além dos teoremas identificados observamos que alguns alunos ao tentar
fatorar as expressdes faziam a inversdao dos termos. Observamos duas situacoes
diferentes:

- uma em que o fator X2 era o segundo termo, em casos como: a2-x? ou a%-b2x?, o
aluno invertia os termos ao fatorar, no caso dos exemplos ficava (x-a)(x+a) ou como
(bx-a)(bx+a). Nestes casos ele parece ter dificuldade em reconhecer um nimero
como sendo o primeiro termo da expressao a ser fatorada. O aluno P7 resolveu assim
as questoes (2), (5) e (6).

- na outra o aluno invertia quando o primeiro termo era composto por um nudmero e

pelo X; casos como a2x3-b2 ou a2x?-y?, fatorava como (b-ax)(b+ax) e (y-ax)(y+ax),
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ou seja, escolhia deixar sempre o primeiro termo da expressdo, dentro dos parénteses,
composto somente por um numero ou pelo y. O aluno P14 foi o que mais resolveu
assim.

Nao vamos identificar esses dois casos como um teorema em ac¢do falso, pois,
tivemos alunos que resolveram as questdes desses dois modos citados. Decidimos
esperar a atividade X para ver se essas resolugdes voltariam a aparecer.

Os alunos do laboratério estdao investindo em mais tentativas de resolucao e,
apesar de apresentarem ao final o teorema correto, observamos que ainda apresentam
dificuldades e que utilizam teoremas falsos. Em geral, eles fazem tentativas até
acertar; os alunos A3 e A7 sdo exemplos disso. Além disso, os alunos do Aplusix
foram os que mais utilizaram teoremas em ac¢do corretos nesta atividade, e nas
questdes (2), (3), (4), (5), (8) e (9) todos os alunos desse ambiente utilizaram, ao

final, teoremas em acao corretos.

5.1.2.4 Anadlises das Atividades do Grupo 2

Além de identificar os teoremas em acdo buscamos também verificar se eles
persistiam na resolucdo dos alunos no decorrer dessas atividades. Assim, segue
abaixo uma tabela com a sintese dos alunos que utilizaram teoremas em agao falsos,

pelo menos uma vez, nessas duas atividades.

Tabela 17
Teoremas em ac¢ao utilizados pelos alunos nas atividades V, VII e IX.

Teoremas em aciao falsos

Quantidade de vezes

Aluno | Atividade N° da questao e n° do teorema -
utilizada
VII ) [Ty3], 2) [T4] [T;] uma vez
Al [T;o] uma vez
IX (1) [Thol [T{3] uma vez
\4 (2) [T] [T4] uma vez
A2 v | @[Tl @) [Tl @) [T5), @) [T;] | [T7] einco vezes
(2) [T5], 3) [T4], (5) [Ty3], (5) [T] [T13] trés vezes
A3 X [(6)[Tul. 6 [Ty] [T1] uma vez

[T{2] uma vez

\ (8) [To], (3) [Ts]

Ad VII (2) [T7], (5) [T4] [To] duas vezes

[T}>] uma vez
IX (1) [T12]
A5 VII ) [T4] [T;] uma vez

[T;] duas vezes




vV [(6)IT3). (6) [T
> 131, (8) [To]
A6 i | @l @ [Tl 0 T2, @) [T Eﬂ quatro vezes
QL. ’ o] duas vezes
(D) [Tia], (D) [Ty2] [T},] duas vezes
o A () [Ts] [T13] quatro vezes
VI | (6) [To] gsl uma vez
IX o] uma ve
(D M), @ [T, 3 [T)] [T1] trés Veies
\Y% (2) [Tel, (2) [Ts], (3) [To] [Ts] uma vez
A8
VII 5) [T5], (5 [T [Te] uma ve
5) [T;i ) [Ti3], (5) [T7], (5) [T4] [T,] trés VeZZes
IX [To] uma
(1) [Ty2], (6) [Ty2] [T12] duasv\e/zzes
VII [T5] duas
A9 (1) [T7], 2 - vezes
- 71, (2) [T4], 3) [Ts], (7) [Ts] [Ts] duas vezes
(D) [Tu], [T,] duas vezes
\ (2) [Te) [T;] uma vez
Al10 VII (2) [Ts] [Ts] uma vez
X ©) [T, D [Tia], D [T [T\
, L (DT 6] uma vez
P1 IX (D) [To]. (10) [Tyo] el (DTl 1y, seis vezes
(5) [Tul, (6) [Tl T
vip | @ [Tsh @) [Ts]. (5) [T 11] duas vezes
P2 @ [T.]. ) [Tz] ) [Ti5], (7) [Ts] 1] oinoo vezes
X |(DITul (10) [Ty [T12] duas vezes
os VIL | () [T [T3] uma vez
X (3) [T12], (6) [Ti2], (D [T [T7] uma v
P4 O) [Ty, (10) [11‘212] )Tl @ Tl [T seis Veézzes
vl |
- ( ) [T7]’ (8) [Ts] E‘[‘S] uma vez
P5 6) [Ti5], ) [T T,] uma vez
- VII (2) [T7]’ (5) [Tj%] [T7] duas vezes
IX (1) [Ty, (2) [T1o] [T)3] duas vezes
P7 Vv [TIO] duas vezes
5
(5) [To], (6) [Ty3], (8) [T43] [To] uma vez
\M (2) [Tel, ) [T [T3] duas vezes
Pg o 6ol, 3) [Tol, (4) [T¢l, (8) [T13] [Tq] duas vezes
(2) [Ty3], (5) [Ty3], (5) [T4] [T;] uma vez
X | (6) [Tyl [To] uma vez
Po \% @) [Tel. (D) T4l [T3] trés vezes
vip | @M, IT [Te] duas vez
_ o 2) [Tol, (5) [T1, (6) [T7], [T,] trés ey
. V_ [(©) [Tl 8) [Tis] [To] duas veres
| v @)@ [T;s] duas vezes
- [Ts] duas vezes
vi | @ [T, (#) [Tel, (5) [T
p ’ 13, O[T [Te] du
’ A e
IX [Til, (D [T [To] trés
00 [ ol ®) [Tl O Tl | [Tra) e
R B (YN CY L] uma ver
VII 2N IT 5] duas vezes
= . Eli ET7], (3) [Ts], (5) [T4], (8) [Ts] %¥7]]d(lilas vezes
51, (3) [Tol, (4) [Ts], (7 131 Cuas vezes
vl (4) [T s, (1) [Ts] [Ts] seis
) [Tel. (6) [Tsl. (7) [Ts]. (8) [Ts] [T ame ver
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(2) [Tiol, 2) [T12], 3) [T10l, 3) [T}2] [Ty] uma vez
IX @) [Tiol, (5) [T1ol, (6) [Tiol, (6) [T}2] [T;0] nove vezes
(D [Tiol, (1) [T12], (8) [Tiol, (8) [T12] | [T,] sete vezes
(9) [Tiol, (9) [Tya], (10) [Te], (10) [T}5]

v () [Ts], 3) [Ts], (5) [Ts), (6) [Ts]

(7) [Te] [Ts] seis vezes

(2) [T7], (4) [Tel, (4) [T], (5) [T [T4] duas vezes
P15 VII (6) [T4], (6) [Tol, (7) [Ts], (8) [Ts] [T5] cinco vezes

(@) [T9], [To] uma vez

@) [Tul, ) [Torl, G ITil, &) [Tl | (1] nove vezes
IX (6 [Tul (D) [Tud. 8) [Tui). 9) [T
(10) [Ty,]

O teorema em acgdo [T5] foi o mais utilizado para resolver as questdes, € ele
estava relacionado somente com a atividade VII. Observamos que alguns alunos o
usaram mais de uma vez: o A2, A4, A6, A8, A9, P5, P9, P13 e o P15; em particular o
A2 e o P15 o utilizaram cinco vezes. Contudo, este dltimo aluno variou muito a
resolucdo ficando dificil dizer se esse é o caminho que considera pertinente para
resolver, pois em questdes semelhantes ele resolvia de modo diferente.

O aluno A2, entretanto, parece utilizar esse caminho como vélido quando o
terceiro termo do trindmio estd com sinal negativo, por exemplo, na questdo (2)
4x2+1-4x ele fez trés tentativas utilizando este teorema até conseguir resolver
corretamente. Além dele, temos também os alunos A4, A6, A8 e P13 que parecem
apresentar a mesma dificuldade neste tipo de expressao, no caso as questoes (2) e (5).
Acreditamos que um dos fatores que contribuiram para esse erro foi o fato das
expressoes estarem fora da ordem usual, que seria 4x2-4x +1, e assim o segundo
termo dessas questdes, fora da ordem usual, ficou com sinal positivo, o que pode ter
feito com que os alunos confundissem com o quadrado da soma.

O teorema [T;2] também foi muito utilizado e estava relacionado com a
atividade IX, nesse caso o aluno parece ter dificuldade em extrair a raiz quadrada dos
quadrados perfeitos; ele foi utilizado principalmente pelos alunos A10, P3, P12 e
P14, sendo que esse ultimo aluno o utilizou nove vezes. Nesse caso, a dificuldade
estd relacionada a um dos conceitos envolvidos na constru¢do do conceito da
fatoracdo dos produtos notdveis. Vemos aqui, a necessidade de se retomar esses
conceitos na apresentacao da fatoracgao.

O teorema [Ts] foi também muito utilizado e, de maneira mais persistente
pelos alunos: P2, P14 e P15, em que eles tentaram extrair a raiz quadrada de dois
termos quaisquer do trindmio. Nesses casos 0s alunos parecem se lembrar de parte da

regra apresentada no ensino usual, em que deve-se identificar os quadrados e extrair



115

a raiz quadrada deles, entretanto ndo conseguem identificar corretamente os termos
que sdo quadrados perfeitos.

Outro teorema bastante utilizado pelos alunos foi o [T;3], € de modo mais
persistente pelos alunos: A2, A6, A8, P10 e P13 percebemos que a ordem da
expressdo faz diferenca ao fatorar os trindmios, pois eles sempre tentaram extrair a
raiz quadrada do primeiro e do ultimo termo. E, nesse caso, eles também parecem
utilizar parte da regra apresentada nos livros didaticos.

Além disso, nesses dois teoremas [Ts] e [T}3] os alunos apresentam um erro
semelhante, pois tentam extrair a raiz quadrada de termos que nao sdo quadrados

perfeitos. Vejamos alguns exemplos de utilizagcdo do [Ts] e [T3]:

8) 4 +4x” +8x
2) x* +8x+16 : s
N — T-—--\ t L.,ql ‘rt-} T \\I! L‘ W
(V2 4 \iz') 2

\ x® yapy \ S~ + He)

Figura 13: Exemplos de resolu¢des utilizando os teoremas em acao [Ts] e [Ty3].

De fato, vemos que esses alunos parecem ter a mesma dificuldade em
identificar os termos que sdo quadrados perfeitos, pois extraem a raiz de 8X como se
fosse um quadrado perfeito, obtendo 4X. Assim, eles ndo s6 memorizam e utilizam
incorretamente a regra apresentada nos livros didédticos, como também, té€m
dificuldade em aplicar alguns conceitos que, como ja dissemos, fazem parte da
constru¢do da fatoragdo dos produtos notdveis, no caso: quadrado perfeito e raiz
quadrada.

Acreditamos que o erro em extrair a raiz quadrada mereceria um estudo mais
aprofundado, pois em alguns casos pode ser em fun¢cdo da escolha incorreta do
quadrado perfeito, mas também pode ser que alguns alunos tenham realmente
dificuldade em extrair a raiz quadrada.

O teorema [T;;] que faz parte da atividade IX em que o aluno tenta fatorar a
diferenca de quadrados como se fosse um trindmio quadrado perfeito ndo foi
utilizado por muitos alunos. Entretanto, foi utilizado nove vezes pelo aluno P15,
lembramos que supomos esse teorema por causa do erro de distribui¢cdo observado

em pesquisas (x-a)>—Xx2-a% Contudo, tinhamos proposto atividade de
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desenvolvimento desse produto notdvel antes da atividade IX de fatoracdo da
diferenca de quadrados, como faz o ensino usual, € vimos que isso ndo foi suficiente
para se evitar esse erro.

Acreditamos que além dessas apresentacdes em separado, do
desenvolvimento dos produtos notdveis e da sua fatora¢do, o ensino deveria incluir
atividades com expressdes que sdo trindmios quadrados perfeitos e diferencas de
quadrados, em um mesmo exercicio, para serem fatoradas. Evitando, assim, a
memorizagdo e aplicacdo de regras de maneira compartimentada, como vimos nas
resolucdes das atividades. Os alunos precisam aprender essas regras, entretanto, €
necessdrio que reflitam ao ter de utilizd-las. Cabe ao ensino proporcionar sempre que
possivel essas situacdes de reflexdo, de escolhas pertinentes (ou nao) ao tratamento

da situacao proposta.

5.1.3 Analise do Teste com Atividades do Grupo 1 e 2

Aplicamos a atividade X na semana seguinte ao término das nove atividades,
e os alunos tiveram 50 minutos para resolver as questoes.

Esta atividade foi realizada como um teste, e nao fizemos a correcdo ao final.
Escolhemos questdes semelhantes as das atividades: I, II, 1II, V, VII e IX, porque
queriamos verificar se as dificuldades apresentadas e os teoremas em acdo falsos
utilizados anteriormente iriam se repetir. Desse modo, temos questdes para fatorar
colocando o fator comum em evidéncia, fatorar os trindmios quadrados perfeitos e a

diferenga de quadrados.

5.1.3.1 Resolucoes da Atividade X

Tabela 18
Resolucdo dos alunos na atividade X
Atividade X
Questoes Resoluciao Alunos

(1) x2+2x Nio transforma em produto A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8
forma geral: —~
X24+8X Transforma em produto e nao A9, A9, P4, A10

identifica o fator comum

TA.Correto | XX+ Qlli P1, P3, P5, P6, P7, P9, P10,
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X(X+x2) [T4] P2, P8
X(x+x/ax) P12
TA.Falsos | x(x+ax) [T4] P13
x(x+b) [T4] P14
X(x+x) [T4] P15

(2) 7x+21x2
forma geral:
ax+abx?

Nao transforma em produto

A2, A3, A4, A5, A7, A8, A9,
Al0, P13

Transforma em produto e nao
identifica o fator comum

A8, P8, P9

ax(1+bx) Al, P4, P5, P6, P11
TA.Corretos a(x+bx?) A6

X(a+abx) P7

a(x+bx) [T4] Al A6

ax(x+bx) P1, P15

x(a+ax?) [Ty] P2
TA.Falsos ax(1+2x)[Ty] F3

X(x+(a+b)) P10

X(x+x/ab) P12

x(cx+dx) P14

Nao transforma em produto

A2, A3, A4, AS, A6, A7, A8, A9,
Al0, P2, P13

Transforma em produto e nao
identifica o fator comum

P8

ax(bx+c) Al, P1,P3,P5, P11
(3) 15x2+12x TA.Corretos a(bx2+cx) Al P4
forma geral: x(abx+ac) Po, P7
abx?+acx X(x+(ab+ac)) P10
x(ab+x/acx) P12
TA-Falsos T abx+dx) [T:] P14
ax(ax+c) P15
ax(x+b) P9
Nao transforma em produto A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8
Transforma em produto mas nao | P1, P2, P3, P4, P§, P7, P9, P10,
(@) 4x2-4 fatora como um produto notavel P12, P13, P14, P15
forma geral: TA.Corretos | (@%-3)(@x+a)
a2x?-a? az(xz-1) Al, P5,P6, P11
(@2x-1)2[Ty] A9
TA.Falsos | (ax-1)2[Ty] A9
(a2x-a?)(a?x+a?)[Tp] | Al0
Nao transforma em produto A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, P13
Transforma em produto e nao A9, A10, P8
identifica o fator comum
(5) 4x2-X TA.Correto | x(a?x-1) Al, P3,P5,P6,P11,P12,
forma geral: ax(ax-x) [T P1
a2x2_X X(az-X) P2
x(a2x-0) [T4] P4
TA.Falsos X(x-1) 7
x(x-a) P9, P10, P14
x(ax-1) P15

(6) x2-2xy+Yy?
forma geral:
X2-2Xy+Yy?

Nao transforma em produto

A3, A5, A6, A7, A8, A10

Transforma em produto mas nao
fatora como um produto notavel

P1, P2, P3, P7, P§, P10, P11, P12,
P13, P14, P15
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TA.Correto | (X-y)?

Al, A2, A4, A9, P6

TA.Falso (x+y)2[T4]

A2, P5

(7) x24+2x+1
forma geral:
X2+2ax+a?

Nao transforma em produto

A3, A5, A6, A7, A8, A9, AlO,
P2, P4, P13

Transforma em produto mas nao
fatora como um produto notavel

P1, P3, P7, P8, P10, P11, P12,
P14, P15

TA.Correto | (x+a)2

Al, A2, A4, P35, P6,

TA.Falso

(8) x(x-1)+2(x-1)
forma geral:
X(x-a)+b(x-a)

Nao transforma em produto

A2, A3, A5, A6, AS, Al0, P1, P2,
P4, Pg§, P10, P11, P13, P15

Transforma em produto e nio

identifica o fator comum

A9,P12,P14

TA.Correto | (x-a)(x+b)

Al, A4, A7, P3, P5, P6, P7

TA.Falso

)
(8x-5)(6x+3)+(8x-5)
forma geral:
(a®x-b)(acx+c)+(a3x-b)

Nao transforma em produto

Al, A2, A6, AS, A1OQ, P1, P2, P4,
P7,P11, P13

Transforma em produto e nao
identifica o fator comum

A2. A5, P8, Pl4

TA.Correto | (ax-b)(acx+c+1) P5
(a®x-b)(acx+c) A3, P3, A4, A9, A7, P10
TA.Falsos (a%b)(x+a+1) P6

(10) 4x2-4x+1
forma geral:
ax2-2abx+b?

Nao transforma em produto

A2, A3, AS, A6, A7, A8, A10, P2

Transforma em produto mas nao
fatora como um produto notavel

P1, P3, P4, P7, P8, P10, P11, P13,
P14, P15

TA.Correto | (ax-b)?2 Al, A4
(ax+b)? [T7] P5

TA.Falsos | (22x+b)2 [T,] P6
(ax-a)? A9

(11) 10xy+x2+25y?
forma geral:

Nao transforma em produto

A3, A4, A5, A6, AT, A8, AlO,
P1, P2

Transforma em produto mas nao
fatora como um produto notavel

P3, P7, P4, P8, P10, P11, P13,
P14, P15

2axy+x2+a2y?
TA.Correto | (x+ay)? Al, A2, A9, P5, P6
TA.Falso
Nao transforma em produto A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9
Transforma em produto e nao P1, P4, P8, P11
identifica o fator comum
(12) 3x2+xy TA.Correto | x(ax+y) Al, P3, PS5, P6,
forma geral: x(a+xy) P2
ax2+xy x(ax+xy)[T4] P7
TA.Falsos | x(y+a) P9, P13, P14
x(x+ay) P10
ax+xy)(ax-xy) A10
~ Al, A2, A3, A4, A6, A8, A9, P1,
13) Nao transforma em produto

(x-3)(1-4x)+(5x-4)(x-3)
forma geral:
(x-a)(b-c2x)+(dx-c?)(x-
a)

P2, P3, P4, P7,P§, P11, P13

Transforma em produto e nao

identifica o fator comum A5, Pl4
TA.Correto | (x-a)(b-c?-c?x+dx) A7
TA.Falso (x-a)(d-c2x)(x-x) P10

ANALISE DAS RESOLUCOES DOS ALUNOS:

Nao transforma a expressao em um produto.

Virios alunos voltaram a cometer este erro, principalmente os que estavam
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utilizando o Aplusix, e ao compararmos com a andlise das atividades anteriores
observa-se que eles sempre tiveram essa dificuldade, no decorrer da seqiiéncia
didatica. Na atividade I, por exemplo, na primeira questdo, todos os alunos do
laboratério resolveram desse modo, viram que havia algo errado e corrigiram,
entretanto, a cada nova questdo, a primeira tentativa em geral era simplificar a
expressao ou reduzir todos os termos.

Durante a realizacdo da seqiiéncia didética os alunos do Aplusix, em geral,
resolviam corretamente as atividades, talvez mais pela possibilidade de fazer varias
tentativas e de deixar ao final somente a resposta correta, entretanto, a cada nova
atividade esse erro, em alguns alunos, voltava a aparecer principalmente nas
primeiras questdes, mostrando a persisténcia dessa dificuldade.

As pesquisas mostram que esse erro ¢ comum (NOTARI, 2002; BOOTH,
1995) e parece ser resistente, pois apareceu insistentemente nesta atividade, bem
como, em algumas das atividades anteriores. E apesar de frizarmos nas discussdes e
corregdes que fatorar uma expressao € transformé-la em um produto, alguns alunos
parecem ter muita dificuldade em fazer essa relagao.

Transforma a expressio em produto e nao identifica o fator comum ou nao
fatora como um produto notavel.

O aluno P8 foi o que mais resolveu desse modo esta atividade, ele também
apresentou esta resolucao insistentemente nas atividades I e II. Nesse caso, parece
que o aluno sabe que fatorar € transformar em produto, mas tem dificuldade em saber
qual caso de fatoracdo a expressdao dada faz parte; mesmo em atividade com um s6
tipo de fatoragdo como as atividades I e II.

Observamos este tipo de resolucdo em outros alunos principalmente nas
questdes para fatorar os trindmios quadrados perfeitos, ou a diferenca de quadrados,
transformando-os nos produtos notdveis, € com os alunos do papel e lapis.
Entretanto, grande parte dos alunos que utilizaram esta resolucdo nesta atividade
tentou fatorar como o caso do fator comum em evidéncia. Acreditamos que esse fato
tenha ocorrido em funcdo de apresentarmos todos esses casos de fatoracdo em
separado, nas atividades anteriores, sem muita reflexdo das diferencas entre esses
tipos de fatoracdo, e das condi¢des que permitem que sejam realizadas, como faz o
ensino usual.

Nas questdes que propomos atividades de desenvolvimento antes da fatoracao

dos produtos notdveis, € novamente seguindo a apresentacdo do ensino usual, os
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alunos se sairam melhor. Entretanto, esta atividade realizada como teste mostra que
esse resultado € apenas tempordrio, sendo, portanto insuficiente para uma
aprendizagem satisfatéria. Lembramos que estdvamos somente relembrando a
fatoragdo, e que ela ja havia sido apresentada no ano anterior.

Concordamos com Ribeiro (2001) e Notari (2002), quando trazem que o
ensino usual prioriza a memorizacdo de vdrias técnicas e regras, € que iSSO nao
garante um rendimento satisfatério dos alunos.

Transforma a expressdao em produto e identifica o fator comum ou fatora como
um produto notavel.

Identificamos alguns dos teoremas ja utilizados pelos alunos nas outras
atividades, cujas dificuldades citamos nas andlises dessas atividades, que sdao os
casos de fatoracao:

> do fator comum em evidéncia os teoremas [T] e [T4];
> dos trindmios quadrados perfeitos os teoremas [T7] e [To];
> da diferenca de quadrados os teoremas [Ty;] e [Ti2].

Observamos que a partir da questao (6), em que misturamos todos os casos de
fatoracdo, os alunos tiveram mais dificuldade em resolver a (2%) tarefa que listamos
na andlise prévia: identificar o fator comum (no caso da fatoragdo do fator comum
em evidéncia) ou fatorar como um produto notavel (no caso dos trindmios quadrados
perfeitos e da diferenca de quadrados).

Nesta atividade o aluno A1l foi o que teve um melhor desempenho, seguido
pelo PS5, eles foram os que mais utilizaram teoremas em agdo corretos. Eles
resolveram corretamente a maioria das questdes, o Al s6 nao conseguiu as questdes
(9) e (13) e o P5 as questdes (6), (10) e (13).

Observamos que os alunos Al, A2 e A4, do Aplusix, se sairam melhor nas
questdes para fatorar os trindmios quadrados perfeitos desta atividade. E nas
atividades V e VII que eram para fatorar esses casos de trindmios eles tiveram
dificuldades, e utilizaram teoremas em ac¢ao falsos, algumas vezes fizeram tentativas
até acertar.

Nesses casos, parece que as retroacdes do Aplusix representaram um fator
positivo para esses alunos. Entretanto, temos exemplos de alunos que tiveram
davidas nas atividades anteriores, fizeram tentativas de resolucdo até conseguir
fatorar corretamente, € na maioria das vezes conseguia apresentar ao final a resposta

correta. Entretanto, nesta atividade X realizada como teste esses alunos voltaram a
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ndo transformar em produto, os alunos A6, A8 e A9 sdo alguns desses casos. Parece
que alguns alunos faziam tentativas sem muita reflexdo, ou tinham muita dificuldade.
Lembramos, que a nossa seqiiéncia que nao tinhamos a intencdo de aprendizagem,
pretendiamos somente identificar os teoremas em acdo utilizados pelos alunos e
verificar se persitiam no decorrer das atividades.

Contudo, conseguimos observar algumas diferengas entre os ambientes papel
e lapis e Aplusix, uma delas € que no papel e 1dpis os alunos ndo mudam muito o tipo
de resolugdo no decorrer das atividades, ja no Aplusix eles mudam mais vezes o tipo
de resolugdo. Por exemplo, um aluno que resolvia a primeira questdo ndo
transformando em produto no decorrer da atividade acabava mudando, algumas
vezes utilizava teoremas em agdo falsos ou corretos. Além disso, os alunos do papel
e lapis ndo faziam, em geral, mais de uma tentativa para resover as questdes e os do
Aplusix fizeram vdrias tentativas e, como ja dissemos, algumas vezes até conseguir

resolver corretamente.

5.1.4 Sintese dos Teoremas em Acao Utilizados nas Atividades dos Grupos 1 e 2

e no Teste

Na tabela 19, apresentamos uma sintese dos teoremas em ac¢do utilizados
pelos alunos em todas as atividades, com o objetivo de verificar se eles persistiram

na atividade X.

Tabela 19
Teoremas em ac¢ao utilizados pelos alunos em todas as atividades
Teoremas em acao falsos
Aluno | Atividade N° da questao e n° do teorema Quantid-a-d e de vezes
utilizada
1 (3) [T4] [T,] uma vez
Vil (2) [Ti3], (2) [T4] [T4] uma vez
Al X (1) [Ty [T;] uma vez
[T}o] uma vez
X (2)[T4] [T}3] uma vez
g 8 gg,(S) [T4], (6) [T4], (6) [Ti] [T,] quatro vezes
T
82 [ [@Tal @ Tl @) T @) [T e
- % gvi (3) [T71, (5) [Ti3], (5) [T4] [Tys] trés vezes
:
[T;;] uma vez
A3 IX (6) [Ti1], (6) [T12] [T ] uma vez
A4 I (2) [T4], (6) [T11, (6) [T1], (7) [Tis], (7) [T4] [T:] duas vezes




A\ (8) [Tol, (3) [To] [T4] duas vezes
[T;] duas vezes
vl (2) [T7], (5) [T4] [To] duas vezes
[T5] uma vez
Ix (D [Tel [T5s] uma vez
I (2) [T4];(3) [Tyl 5 [T,] trés vezes
AS I (D) [Tis]; (8) [Ty [T;] uma vez
VII (2) [T] [T;5] uma vez
I (2) [T4] Td
II @) [T,] [Tl] uumaas VV:zZ °
4
\ (6) [T13], (6) [Ty3], (8) [To] [T,] quatro vezes
A6 VII (2) [T13], (2) [T13], (2) [T4], (@) [T4] [To] duas vezes
(2) [T4], 3) [T], (5) [T4] [T4,] duas vezes
I;(( 8; gli]’ () [Tio] [T3] quatro vezes
1
I (3) [T4] [T,] uma vez
AT \% (2) [Ts] [Ts] uma vez
VII (6) [Ty] [To] uma vez
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Conseguimos observar poucas reutilizacdes dos teoremas identificados nas
outras atividades. Dentre os alunos que utilizaram teoremas em acao mais de cinco
vezes nas outras atividades e voltaram a fazer uso no teste aplicado ao final,
destacamos:

» O aluno A2 que utilizou o teorema em agao falso [T7], na atividade VII, cinco
vezes e voltou a utilizd-lo uma vez no teste. O interessante € que no teste ele nao
tinha retroagdes disponiveis, mas utilizou esse teorema falso e, por algum
motivo, percebeu que estava errado e ao final utilizou o teorema em acdo
correto. Acreditamos que nesse caso talvez fosse em funcdo das retroagdes
disponibilizadas no Aplusix na atividade VII, pois nas vezes em que utilizou esse
teorema em acao falso naquela atividade, ele fez tentativas até conseguir acertar
no final. Desse modo, parece que ao fazer essas tentativas, ele refletia sobre o
que estava fazendo, o que talvez tenha feito com que percebesse o erro no teste,
atividade X, para poder corrigir.

» O aluno A10 que utilizou o teorema [T] seis vezes e voltou a utiliza-lo no teste
uma vez. Nesse caso, ele parece ter dificuldade em extrair a raiz quadrada dos
quadrados perfeitos, tanto de nimeros como 4, ou como 16, como também de
nimeros multiplicado por X2, no caso 4x2. Apesar de ndo ter conseguido utilizar
o teorema em acdo correto na atividade X, este aluno foi o Unico que tentou
fatorar a diferenca de quadrados transformando em um produto da soma pela
diferenca de dois termos.

» O aluno P1 que utilizou o teorema [T4] seis vezes e voltou a utilizd-lo no teste
uma vez. Nesse caso, ele consegue identificar o fator comum, mas s6 faz a
divisao desse fator pelo primeiro termo da expressdo, o segundo termo ele
somente repete dentro dos parénteses. Como ja haviamos dito, nas andlises do
grupo 1, este aluno utiliza esse caminho para fatorar e para distribuir o produto
ao final (figura 10).

Ficou dificil de verificar a persisténcia dos teoremas em ac¢do na ultima
atividade, pois muitos alunos deixaram varias questdes sem responder, alguns diziam
que estavam cansados de resolver atividades desses tipos.

No préximo capitulo fazemos a nossas consideragdes finais sobre as analises

realizadas nas atividades.



CONSIDERA COES FINAIS

O objetivo inicial do nosso trabalho era estudar dificuldades na aprendizagem
da fatoracgdo. Para isso decidimos identificar teoremas em acdo (VERGNAUD, 1990)
utilizados pelos alunos ao resolver as atividades de fatoracao.

Buscamos listar os conhecimentos envolvidos na construcao do conceito de
fatoracdo, objeto de nosso estudo, para melhor compreender as dificuldades
existentes na sua formacdo e no seu desenvolvimento por parte do aluno.
Observamos, nas andlises dos livros didaticos, que o ensino usual prioriza a
multiplicacdo algébrica na apresentacdo desse conceito. Entretanto, o campo
conceitual da fatoragdo algébrica € composto por varios outros conceitos, como:
divisd@o e multiplicacdo numérica e algébrica, fatoracdo numérica, fator comum de
uma expressao, reducdo de termos semelhantes, quadrado perfeito, raiz quadrada,
dentre outros; e apesar de alguns desses conceitos serem interligados, como a divisao
e a multiplicacdo, o ensino, em geral, ndo faz esta relacao.

O ensino usual apresenta a fatoragdo a partir da sétima série do Ensino
Fundamental, logo ap6s as operacdes algébricas: redugcao de termos semelhantes,
divisdo e multiplicacdo de polindmios. Em seguida sdo apresentados os produtos
notdveis, os casos de fatoracdo do fator comum em evidéncia e a fatoragdo dos
trindmios quadrados perfeitos e da diferenca de quadrados. Ou seja, a fatoracdo €
apresentada logo em seguida a alguns dos conceitos que fazem parte da sua
constru¢do. E para Vergnaud (1990) a aprendizagem de um conceito é um processo
longo, que pode levar muitos anos, € ndo € feita assim de imediato como se espera
usualmente, em que se ensina um conceito para logo em seguida utiliza-lo para
estudar outro, e, muitas vezes nio mais se voltam a esse conceito.

De fato, segundo Lima (2001) a fatoracdo € quase esquecida nos anos apds o
seu estudo, ndo sendo aplicada em vdrias situacdes que ele considera pertinente. Em
particular, cita a aplicacdo da fatoracdo dos trindmios quadrados perfeitos (para
completar quadrados) e no estudo da equagdo da circunferéncia. Alids, no ensino da

funcdo do segundo grau “O método de completar quadrados, instrumento essencial
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para o estudo deste tépico, ndo € usado e nem ao menos mencionado”. (LIMA, 2001,
p.464).

Além disso, a fatoracdo € apresentada, na maioria das vezes, de maneira
compartimentada, cada caso de fatoracio em separado, as expressdes sao
apresentadas com uma mesma forma. Nao sdo propostas atividade com os varios
casos de fatoracdo, em que o aluno precise refletir, analisar cada expressdo para
verificar se se trata de um trindmio quadrado perfeito, ou de uma diferenca de
quadrados, ou ainda do caso do fator comum em evidéncia.

Na aplicacdo da seqiiéncia didatica conseguimos observar diversas
dificuldades na aprendizagem da fatoracdo, relacionadas, na maioria das vezes, aos
conhecimentos envolvidos na formacdo desse conceito. Algumas dessas dificuldades
ja tinham sido observadas em outras pesquisas como a fatoracdo de um nimero
inteiro e a utilizacdo da propriedade distributiva da multiplicagdo.

Na fatorac@o colocando fator comum em evidéncia conseguimos identificar
diversos teoremas em agao falsos mobilizados pelos alunos ao resolver as questoes.
Alguns deles persistiram nas resolugdes de alguns alunos, em que pudemos observar
mais detalhadamente quais as principais dificuldades apresentadas.

Observamos que muitos alunos tém dificuldade em identificar o fator comum
maximo para colocar em evidéncia, seja esse fator um nimero ou um mondmio. Essa
dificuldade se torna maior quando o fator € um bindmio. Além disso, muitos nao
conseguem fazer a divisdao de todos os termos da expressdo pelo fator comum
identificado. O teorema em acdo falso [T;] ax?+ax—ax(x+a), bastante utilizado
pelos alunos, representa um desses casos.

Temos ainda, situacdes em que os alunos nao fazem a divisdo do segundo
termo pelo fator comum identificado e utilizam o teorema em acdo falso [T4]
ax2+ax—ax(x+ax). Acreditamos que essas dificuldades podem estar relacionadas
também com dificuldades na multiplicacio de monOmios, pois vimos que muitos
alunos utilizam esse teorema para fatorar e cometem o mesmo erro ao fazerem a
distribui¢do dos produtos ax(x+ax)=ax?+ax. Esse é um erro comum observado em
outras pesquisas (MARQUIS, 1995; RIBEIRO, 2001).

Na fatoracdo dos trindmios quadrados perfeitos e da diferenca de quadrados
observamos também muitas dificuldades. Os alunos, em geral, tentam fatorar
utilizando as regras que sao apresentadas para esses casos de fatoracdo. Quando tém

de resolver situacdes de distribuicdo de produtos para se chegar a essas regras
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apresentam dificuldades, que vao desde a multiplicacdo de mondmios até a redugdo
de termos semelhantes. Identificamos alguns teoremas em acdo falsos mobilizados
por eles para fatorar as expressdes que representam a tentativa de utilizagdo dessa
regra de  maneira  incorreta: [Ts] x2+2ax+a?—(x+2a)> e [Tis3]
b2+a2x?+2abx—(b+ax)2.

Além disso, muitas dificuldades estdo relacionadas com a utilizacdo dos
conceitos envolvidos na sua apresentacdo. Alguns alunos ndo conseguem extrair a
raiz quadrada de termos que sdao quadrados perfeitos, e algumas vezes tentam extrair
a raiz de termos que ndo sdo quadrados perfeitos.

Gostariamos ainda de salientar que nosso estudo sobre teoremas em agao
considerou somente as resolucdes dos alunos nas atividades, fossem elas nas fichas
ou nas gravacgdes com o software. Apesar do Aplusix nos possibilitar verificar vdrias
resolucdes dos alunos, temos apenas uma visdo parcial do raciocinio do aluno.

Buscamos ainda em nosso estudo avaliar a utiliza¢do do software Aplusix em
comparacao ao papel e lapis. Observamos que, com ele, os alunos se mostraram mais
motivados a fazerem vdrias tentativas de resolucdo das atividades em funcdo das
retroacdes que ele oferece. E, em geral, esses alunos mudaram mais a maneira de
resolver as atividades. O videocassete, como previmos, nos possibilitou um maior
acesso as resolucdes dos alunos, em que observamos que alguns, apesar de
apresentarem teoremas em acdo corretos nas respostas finais, tiveram muitas
dificuldades e fizeram uso de vérios teoremas em acdo falsos no decorrer das
atividades.

De fato, no laboratério observamos que alguns alunos que nas primeiras
atividades ndo conseguiam utilizar teoremas corretos, com as retroacdes do software
e as discussdes, passaram a apresentar teoremas em agdo corretos em algumas
atividades. Contudo, essas dificuldades parecem ser resistentes, pois na atividade X
realizada como um teste, a maioria ndo conseguiu utilizar o teorema em agao correto.

Em alguns casos, pode ser, como ja dissemos anteriomente, ndo somente por
ser uma dificuldade resistente, mas também pelo fato de alguns alunos terem feito
tentativas sem muita reflexdo do que faziam, tendo uma melhora ‘“aparente” nas
atividades.

A inten¢@o da nossa pesquisa era justamente testar a resisténcia dos teoremas
em acdo, o que foi possivel fazer conforme as andlises dos dados nos mostra. Porém,

em uma situagdo de aprendizagem normal acreditamos que o Aplusix pode ser usado
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de forma a contribuir com a constru¢do do conhecimento. O software poderia ser

integrado as atividades quotidianas das aulas de Matemdtica cabendo ao professor o

papel de mediador nesse processo.

Em nosso estudo observamos também que muitos alunos nio relacionam a
fatoracdo a um produto de fatores, tanto no teste diagndstico como na seqiiéncia
didédtica. Mesmo isso sendo enfatizado durante toda a aplicagdo da seqiiéncia, esse
tipo de resolugdo persistiu em todas as atividades. Acreditamos ser um bom tema
para pesquisas futuras: investigar qual a concep¢do dos alunos com relacdo a
fatoracdo e o que eles entendem como sendo um produto de fatores.

A partir disso e das conclusdes obtidas com essa pesquisa acreditamos que
seria importante trabalhar a fatoracao observando alguns aspectos como:

» lembrar a fatoracdo de numeros inteiros na apresentagdo da fatoragdo, nao
somente com exemplos, mas também em atividades para os alunos, em que dado
o nimero 90 o aluno deva fatora-lo para obter 2.32.5;

» trabalhar situacdes em que o aluno tenha que identificar o fator comum e
reescrever a expressao com esse fator explicito, antes de fazer a divisdo de cada
termo;

» propor situagdes de fatoracdo enfatizando a divisdo de mondmios de cada termo,
e ao final indicar a distribuicdo dos termos para verificar se estd correto, e
novamente ndo s6 com exemplos, como também, com atividades propostas aos
alunos. Relacionando, sempre que possivel, a divisdo com a multiplicacdo de
modo a dar sentido as indicagdes propostas nos livros didaticos;

» repensar a necessidade de se apresentar todos os casos de fatoragdo na sétima
série, lembrando que a maior parte deles s serd aplicada na oitava série;

» trabalhar a fatoracdo dos produtos notaveis relacionando a sua distribuicdo e
reducdo de termos semelhantes junto com o resultado que os livros didaticos
denominam de “padrdo”. Evidenciar todos os termos que compdem o trindmio
quadrado perfeito;

» trabalhar sempre que possivel com os trindmios quadrados perfeitos em diversas
ordens, evidenciando o que sdo cada termo dessas expressoes.

» propor atividades em que os alunos identifiquem dentre vdarias expressdes

algébricas quais sdo trindmios quadrados perfeitos.
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» Propor atividades com todos os casos de fatoracdo, em que o aluno tenha de
identificar qual o tipo de fatoracdo as expressdes fazem parte, como também, se
€ possivel de fatorar a expressao dada.

Finalmente, ao término desse trabalho temos a satisfacdo de ter conseguido
atingir nossos objetivos, identificar algumas dificuldades dos alunos em fatorar
expressoes algébricas. Entretanto, nas andlises vdrias questdes surgiram como, por
exemplo, a necessidade de um estudo mais aprofundado em relacdo aos erros
observados na tentativa de extrair a raiz quadrada dos termos das expressdes, na
fatoracdo dos trindmios quadrados perfeitos e da diferenca de quadrados. Desse
modo, sentimos um misto de encerramento e vontade de continuar. Enfim, de um

recomeco.
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ANEXO 1

TESTE DIAGNOSTICO
TABELAS L, I, III E IV DO TESTE DIAGNOSTICO.



TESTE DIAGNOSTICO

Questoes:

1. Fatore: 2x” +2x

2. Fatore x* —4x

3. Fatore: x> —16

4. Fatore: x* +4x+4

5. Fatore: 5(x—1)—(x+2)(x—1)*

6. Fatore: (1+x)(1—x)—(1+x)*

7. Fatore: (x—2)(x+1)+3(x+1)

8. Fatore: (x—2)° + x> —4

9. Fatore: (x+1)(x+2)+ (x+2)(x-3)

10. Fatore: 4x* —4x+1

11. Fatore: x> —2x+1

12. Fatore: (x + 2)2 +(x+2)(x-2)
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TABELA I - TESTE DIAGNOSTICO

Exercicios
Aluno | 01 {02 |03 [ 04 (05 |06 |07 | 08 | 09 | 10 | 11 | 12 Diagnéstico parcial
01 A |E |E |Eq|Eq|Eq|Eq|Eq|E |E |E | E | Parece tentar fatorar. Distribui os produtos.
02 E |E |E |E |E |E |E |E |E |E |E | E | Distribui todos os produtos errados.
03 E |E |E |[O|E |O |O [O [O [O |O |O | Distribuiucerto a (5).
04 Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq|Eq|Eq|N | N | N | Distribui certos todos produtos.
05 E |Eq|Eq|Eq | Eq|Eq|Eq|Eq|Eq|E |Eq]| Eq| Distribui certo sé errou com sinal negativo.
06 E |E |E |Eq|Eq|Eq|Eq|Eq|Eq|E |E | Eq| Distribui certo sé errou com sinal negativo.
07 Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Distribui todos errados.
08 Eq|Eq|E |Eq|E |E |E |E |E |Eq|E |E |---
09 E |E |E |E |E |E |Eq|Eq|O |E |E |E |---
10 E |E |[E |O |E |[E |O |E |E |E | O | E | Distribui as que t¢m produto errado.
11 Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Distribui as que t€m produto errado.
12 E |E |E |E |E |E |E |E |E |E |E |E |---
13 A |A |E |E |E |E |E |E |E |E |E | E | Distribui as que t¢m produto errado, mas certo (x+a)?
14 E |E |[E |E |E |[E |O |E |E |E |E | E | Distribui as que t¢m produto errado.
15 E |E |[E |E |E |E |E |E |E |E |E | E | Distribui as que t¢m produto errado.
16 Eq|E |E |E |Eq|Eq|Eq|Eq|O |Eq|E | Eq|Distribui as que t¢m produto, alguns certos.
17 E |E |E |E |E |[E |E |O |E |E |E |E |---
18 Eq|Eq|Eq|Eq|E |E |E |E |E |E | Eq|E | Distribui as que t¢m produto errado.
19 Eq | Eq | Eq | Eq | E | Eq | Eq| Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Distribui as que t¢ém produto errado.
20 Eq | Eq|Eq | Eq | E |Eq|E |Eq|E | Eq]|Eq| Eq | Distribui as que t¢m produto errado.
21 Eq | Eq | E | Eq | Eq| Eq| Eq | Eq| Eq | Eq | Eq | Eq | Distribui as que t¢m produto errado.
22 E |E |E |Eq|Eq|Eq|Eq|Eq|Eq|E | E | Eq | Distribui as que t€m produto, alguns certos.
23 Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq|Eq|Eq|E | Eq|N | N | Distribui as que t¢m produto errado.
24 Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | N | Distribui as que t¢ém produto errado.
25 O |E |E |E |E |E |[E |E |E |E |E |E | Parece tentar fatorar, mas distribui as que t€m produtos.
26 E |E |E |Eq|Eq|Eq|Eq|Eq|Eq|E |N |N | Distribui as que t¢m produto errado.
27 E |E |E |E |Eq|Eq|E |Eq|O |E |Eq| Eq| Distribui as que t¢m produto errado, e certo (x+a)2.
28 Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Distribui as que t¢ém produto errado.
29 Eq|O [N |O |E |E |E |E |E |O |N | E | Distribui as que t¢m produto errado.
30 E |E |[E |E |O |E |E |E |[N |E |E | E | Distribui as que t¢m produto errado.
31 Eq|E |[E |E |E |E |E |E |E | Eq|Eq]|E | Distribui as que t¢m produto errado.
32 E |E |[E |O |E |[E |E |O |E |O |E | O | Distribui as que t¢m produto errado.
33 E |A |E |E |E |E |E |E |E |[E |E |E | A(2)fatorou e depois distribuiu, os produtos também dist.
34 E |EqQ|O |Eq|Eq|O |Eq|O |O |E |Eq| Eq| Distribui as que t¢m produto errado.




35 E |E |[E |E |E |E |E |E |E |E |E | E | Distribui as que t¢m produto, alguns certo.
36 Eq|Eq|Eq|E |O |E | O |Eq|Eq]|Eq]|Eq]| O | Distribuiasque ttm produto errado.
37 E |E |[E |E |E |E |E |E |E |E |E | E | Reduztudoaum termo.
38 E |E |[E |E |E |E |E |E |E |E |E | E | Distribui as que t¢m produtos, alguns certo.
39 E |E |E |E |E |E |E |E |E |E |E | E | Distribui e reduz tudo a um termo.
40 A |E |[O |E |E |E |E |E |E |O |O |E | Parece tentar fatorar, mas distribui as que t€m produto.
41 E |E |E |Eq|Eq|Eq|Eq|Eq|O |Eq]|Eq| Eq | Distribui e reduz a um sé termo algumas das questdes.
42 E |[E |E |E |E |E |[E |E |E |E | E |E | Distribui as que t¢m produto errado, e certo (x+a)? e (x-a)?
43 Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq|E | Eq| Eq| Eq| Eq| N | Distribui as que t¢m produto errado.
44 E |E |[E |E |E |E |E |E |E |E |E | E | Distribuie reduz tudo a um sé termo
45 E |E |[E |E |E |E |E |E |Eq|Eq|E | Eq| Distribui as que t¢m produto, alguns certos (x+a)? e (x-a)2.
46 E |E |E |[E |E |[E |E |O |E |E | E |E | Distribui, e reduz a um sé termo.
47 Eq|Eq|Eq|Eq|E |Eq|Eq|E | Eq| Eq| Eq | E | Distribui as que t¢m produto errado.
48 Eq|E |E |Eq|Eq|Eq|Eq|Eq|E |Eq|Eq|O |---
49 Eq|Eq|Eq|Eq|O |O |O [N |N |E |[E |N |---
50 E |E |[E |E |E |E |E |E |E |E |E | E | Distribui as que t¢m produto, alguns certo.
51 Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Eq | Distribui as que t¢ém produto errado.
52 Eq|Eq|Eq|Eq|E |E |Eq|Eq|E | Eq|Eq]|E | Distribui as que ttm produto errado.
53 E |E |[Eq|E |E |E |E |E |E |E |E | E | Distribui as que t¢m produto errado.
54 E |E |[E |Eq|E |E |E |N |N |N |N | N | Distribui as que t¢m produto errado.
LEGENDA:
A: acerta.
E: erra.

Eq: transforma em equacao.
O: s6 olha ndo faz nada
N: ndo abre.

Obs: As questdes que foram distribuidas pelos alunos sdo: (5), (6), (7), (8), (9) e (12), em que apareciam alguns produtos para serem
fatorados colocando o fator comum em evidéncia, sendo que nesses casos os fatores eram bindmios.
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TABELA II —- TESTE DIAGNOSTICO

Nesta tabela relacionamos erros relativos a distribuicdo e a fatoracao de
expressoes algébricas. Os referentes a fatoracdo foram utilizados uma vez pelos

alunos relacionados na tabela.

Expressao algébrica|Erros relacionados Alunos
X2+a2 05;18;19;22;29;33;35;40;44;53
X+a+x+a 21;
(x+a)? X2+2ax+ax  [25;
X+a2 39;
X3+ax 50;
(a+x)? aX:fX oL
“2-82x x(x-a) 25 (uma vez)
x(x+a) 25 (uma vez)
axz+ax ax(x+a) 40 (uma vez)
x(a-x) 25 (uma vez)
x2-32 (x+a)(x+a) |40 (uma vez)
x(x+a?) 33 (uma vez)
X2+ax 01.
x?-a? 05;15;18;19;22;29;33;40;43;53
x2-ax+a? 10.
X2+2ax+a? 13;27
(x-a)? X-a+x-a 21.
2x+2a ou 2x-2a |28.
X?+a? 35;38
X-a2 39;
X2+2ax-a2 50;
X2+0aX+32 (x+a)+(x+a)  |25;
(x+a2)(x+a2) |40 (uma vez)
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TABELA III - TESTE DIAGNOSTICO

Nesta, listamos alguns erros observados no teste diagndstico, na primeira

coluna estdo os erros observados, na segunda os alunos e os nimeros das questoes

em que ele cometeu o erro. Por exemplo, o primeiro item da primeira coluna trds o

erro em que o aluno relaciona x2 com 2x, temos relacionado a esse erro na segunda

coluna o aluno 02 que cometeu esse erro nas questdes (1), (2), (3) e (4), na tabela

aparece como: 02 [1,2,3,4].

Erros variados

Niimero do aluno [ns.dos exercicios em que ocorreram os erros]

multiplica o x pelo
expoente, levando x2
em 2X

08]; 02 [1,2,3,4]; 05 [2,3,4,11]; 07 [1,2,3]; 08 [1,10]; 09 [1];
1,12]; 19 [1]; 21 [1,2,3,4,8]; 22 [1]; 24 [1,2,3,4,10]; 27 [8];
1,3]; 30 [1,2,3,4,8,10,11]; 32 [1,2,3,7,11]; 36 [1,2,3,10,11];
2]; 46 [1,10,11]; 48 [1]; 49 [1]; 52 [1,2,3,4,11]; 54 [1];

Soma x com x2
ou com ndmeros

8]; 02 [2,3,4,5,7,8,9,10,11,12]; 03 [1,2]; 06 [1,2,3]; 09 [8,10];

1]; 22 [2,3]; 26[1]; 28 [3,5,7,8,11]; 30 [1,2,3,4,5]; 31 [2];
4,10,11]; 36 [10,11]; 37 [1,2,3,4]; 41 [1,2];:44 [1,10,11];
41; 52 [4,11];

soma oS expoentes
€ as VEZES OS nrs.

L[
4
8
3(
L
01[2]; 12[1]; 14 [2,3,4,5,6,8,10,11]; 15 [11,12]; 16 [2,3,4,10,11]
7[
3
8 [2,
0f

1]; 27 [1,2,3,4]; 31 [1,4]; 38 [1,2];




TABELA IV - TESTE DIAGNOSTICO

DESENVOLVIMENTO DOS PRODUTOS NOTAVEIS

CORRETO

INCORRETO

(x+a)2=x2+2ax+a?

X+a)% —>x?+a?

X+a)2 —Xx2+ax

(x-a)2=x2-2ax+a?

(a+x)2=a2+2ax+x?
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Erros de desenvolvimento dos produtos notdveis observados no teste diagndstico.
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ANEXO 2

ATIVIDADES DA SEQUENCIA DIDATICA
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Atividade 1

Fatore os polindmios, colocando em evidéncia o fator comum em cada um deles.
Depois, faca a verificagdo desenvolvendo o produto encontrado.

1) 8x+8y

2) 2x242

3) 2x-14

4) 9-21x

5)21x+14

6) 15-12x

7) 4x-4

8) 32+8x
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Atividade 11

Fatore os polindmios, colocando em evidéncia o fator comum em cada um deles.

Depois, faca a verificagdo desenvolvendo o produto encontrado.

1) xX2+x

2) 2X+2X?
3) x-2x2

4) 8x+x2

5) 4x2-16x
6) 12x2-15x
7) 17x-2x2

8) 4x-8x2
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Atividade III

Fatore os polindmios:

1) X(x+2)+3(x+2)

2) (x-4)+x(x-4)

3) X(x+7)-2X(x+7)

4) (x+1)(x-3)+2(x+1)

5) (3x+7)(2x-4)+(5x+8)(3x+7)
6) (3x+5)(x+1)-(x+1)(2x+4)

7) (x-3)(1-4x)+(5x-4)(x-3)
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Atividade IV

Escreva a expressdo na forma de produto, e em seguida desenvolva estes produtos:
1) (x+1)?

2) (2+x)?

3) (x+3)2

4) (3+2x)?

5) (5x+3)?

6) (a+b)?



142

Atividade V

Use o resultado da atividade anterior para fatorar os polindmios:

1) x2+2x+1

2) X2+8x+16

3) 16+16x+4x?
4) x2+4x+4

5) 9x2+6x+1

6) 24x+9x2+16
7) x2+20x+100

8) 4+4x2+8x
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Atividade VI

Desenvolva as expressdes seguintes e reduza os termos semelhantes.

1) (x-1)?
2) (3x-2)2
3) (x-5)?
4) (x-y)?

5) (a-3b)?
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Atividade VII

Use o resultado da atividade anterior para fatorar os polindmios:

1) x2-2x+1

2) 4x2+1-4x

3) y2-6xy+9x2
4) x2-4x+4

5) 1+9x2-6x

6) 25x2-20x+4
7) 49-14x+x2
8) X2-2xy+y?

9) 1-10x+25x2
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Atividade VIII

Desenvolva os produtos:

D(x+1)(x-1)
2) (1-2x)(1+2x)
3) (x-3)(x+3)
4) (a-b)(a+b)
5) (3x-5)(3x+5)

6) (ax-by)(ax+by)
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Atividade IX

Use o resultado da atividade anterior para fatorar os polindmios:

1) x2-4

2) 36-x2

3) 9x2-1

4) x2-y2

5) 1-x2

6) 1-4x2

7) 9x2-16
8) 100x2-16
9) 4x2-y?

10) 16x2-9



Atividade X
Fatore os polindmios:
1) X2+2x
2) 7x+21x2
3) 15x2+12x
4) 4x2-4
5) 4x2-x
6) X2-2xy+y?
7) X2+2x+1
8) x(x-1)+2(x-1)
9) (8x-5)(6x+3)+(8x-5)
10) 4x2-4x+1
11) 10xy+x2+25y?
12) 3x2+Xxy

13) (x-3)(1-4x)-(5x-4)(x-3)
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ANEXO 3

TABELAS I, 11 E III RESOLUCAO DOS ALUNOS NAS
ATIVIDADES DE DESENVOLVIMENTO.



Resolugdes dos alunos na atividade IV

Tabela I
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Questoes da Atividade IV

Aluno Distribuiu certo Distribuiu errado Deixou em branco ou
nao abriu

Al OIAIOIOIOIO)

A2 MH2BEBG)®)

A3 OB (4)(5)(6)

A4 MH2)B @G ®)

A5 @) 3) @) () ®)

A6 MH2B @G ®)

AT MH2B @G ®)

A8 MH2)B @G ®)

A9 MH2)B @G ®)

A10 €9) (2) ©OIOIOIO)

P1 M (2)B)@(5)(6)

P2 (1 (6) 2B @G

P3 (1 2)(3) () @) (5)

P4 (2)(6) MHB)DS)

P5 (H2)(©®) ©)IC®)

P6 (1 2)(3)(©) @ (5)

P7 13 ©) 2@® O

P3 (H2)(®) (©)IC®)

P9 ©) MHRBDHGS)

P10 2 HA) (4)(5)(6)

P11 @)©) O[S

P12 ) IOIOISIO)

P13 (2)(6) MBADG)

P14 (2)(6) MBADG)

P15 (2)(6) E)C))

Esta atividade € de desenvolvimento do quadrado da soma de dois termos no

trindmio quadrado perfeito. E, estamos relembrando com objetivo de utilizar na

fatoracao dos trindmios quadrados perfeitos na proxima atividade.

Os alunos do laboratério tiveram um melhor desempenho a maioria acertou

todas as questdes, mas com o videocassete vimos que alguns deles distribuiram a

primeira questdo incorretamente, viram que havia um erro e corrigiram. No ambiente

papel e lapis eles tiveram mais dificuldade em distribuir as questdes, como pode ser

observado na tabela 1.

Nos dois ambientes verificamos que alguns alunos nao escreveram o

quadrado da soma como produto antes de fazer a distribui¢ado, fizeram a distribui¢ao

diretamente utilizando a regra (ou padrao) apresentado nos livros didaticos.



Tabela I1

Resolugdes dos alunos na atividade VI

Questoes da Atividade VI

Aluno | Distribuiu certo | Distribuiu errado | Deixou em branco ou nao
abriu

Al OB E@G)

A2 (OIAIOICIE)

A3 3) €9[31C)) (5)

A4 (OIAIOICIE)

A5 (OIAIEOIC) G

A6 (OIAIOICIE)

AT OIAIOIC IS IE)]

A8 OIOIOIC I NE0)]

A9 IVICOIC) 2) B)5)

AIO |(DRQ B @B |)B)

P1 OIMIOICOIS)

P2 MG @ 24

P3 OIAIEOIC) (&)

P4 €)OE)C)) (&)

P5 OIMIOICOIS)

P6 OIXIOICOIS)

P7 OIXIOICOIS)

P3 OIXIOICOIS)

P9 4) (DHR)B)S)

P10 OIMIOICOIS)

P11 OIMIOICOIS)

P12 OIMIOICOIS)

P13 OIMIOICOIS)

P14 (D 2)B)DHGS)

P15 (OIMIOICOIS)
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Esta atividade, composta por cinco questdes, era para desenvolver o quadrado

da diferenca de dois termos. As resolugdes dos alunos estdo listadas na tabela I1.

Os alunos do laboratério fizeram a verificacdo dos célculos em todas as

questdes, e a maioria corrigiu os erros cometidos. Eles se sairam melhor do que os do

papel e lapis, o A10, por exemplo, que sempre deixava algumas questdes sem fazer,

nesta atividade fez todas.

Os alunos, em geral, apresentaram dificuldades em distribuir os produtos 66%

dos que estavam resolvendo em papel e lapis fizeram a distribui¢do errada do

quadrado da diferenca.
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Tabela I11
Resolucdes dos alunos na atividade VIII
Questoes da Atividade VIII
Aluno | Distribuiu certo Distribuiu errado | Deixou em branco ou nao
abriu
Al M) B @ G)®)
A2 (MHB)BHG)X6) 2
A3 (H2)B3)A)(6) (&)
A4 H2)B)@G)©)
AS MH2)B BB ®G)|2)
A6 H2)B)@G)©)
AT MH 2@ (S)(©) @)
A8 MHB@(B)(©) (2)3) ©)
A9 MHP)B @G ®) | 1)©®)
Al0 (D 2) @) (6) H2)B)G)
Pl €)) 2)B)BH(S)6)
P2 MHB @G (2) (6)
P3 MHR)B @G ©)
P4 (HB)S) (@31C))
PS5 MH2)B) @G ©)
P6 MH2)B)@G)©)
P7 MG (2)(5) ©)
P8 €)) 2)B)B(S)6)
P9 H 2)B)BH(S)6)
P10 | (D 2)B)HS)6)
P11 (D) @)B) @) OS)(©6)
P12 (D 2)B3) @ () (©)
P13 (D 2)B)BHS)X6)
P14 (D 2)B)BHS)X6)
P15 J(H® (2)3)(5)(6)

Esta atividade era composta por seis questdes, em que os alunos deveriam
distribuir os produtos, reduzir os termos semelhantes, e ao final encontrar a diferenca

de dois quadrados.

O videocassete permitiu observar que os alunos fizeram mais tentativas para
resolver as questdes, em particular o A10 foi o que investiu em um nimero maior de
tentativas. E, apesar desses alunos, do laboratério, apresentarem ao final a
distribuicdo correta, vimos que alguns tiveram dificuldades e fizeram algumas

distribuicdes erradas.

Nesta ultima atividade de distribuicdo dos produtos observamos que alguns
alunos ndo souberam, novamente, utilizar corretamente a propriedade distributiva da
multiplicagdo com relagcdo a adicdo, e nem reduzir os termos semelhantes de uma
expressao algébrica. Apesar da corre¢do das atividades e das discussdes na sala de

aula, esses alunos ainda ndo conseguem resolver corretamente esse tipo de atividade.
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