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Resumo

Lima, A.C. Algoritmos Paralelos para FExtensao Linear em Digrafos Planares. Campo
Grande, 2006. Dissertacao (Mestrado) — Universidade Federal de Mato Grosso do Sul.

O objetivo principal deste trabalho consistiu em estudar e detalhar o algoritmo
paralelo PRAM para computar a extensao linear de um digrafo aciclico planar, devido a
Kao e Klein [KAO93]. Para digrafos aciclicos gerais, a obtencao de uma extensao linear
nao ¢é simples. Kao e Klein mostraram que no modelo PRAM ela s6 pode ser obtida por
meio da computagao do fecho transitivo do digrafo. Para a classe dos digrafos aciclicos
planares, Kao e Klein apresentam um algoritmo paralelo PRAM para computar a
extensao linear sem a necessidade de computar o fecho transitivo do digrafo. Esse
algoritmo, entretanto, utiliza uma série de estruturas e defini¢oes proprias de teoria dos
grafos, além de outros algoritmos para resolver problemas chaves em digrafos. Dentre
estes, o principal algoritmo estudado foi o algoritmo paralelo PRAM para obtencao
de arvores geradoras em digrafos fortemente conexos, denominado algoritmo do CD-
PAR, devido a Kao e Shannon [KAO89]. Kao e Klein mostraram que, partindo do
resultado do algoritmo do CD-PAR, pode-se obter uma decomposicao em orelhas de
digrafos aciclicos planares e, a partir desta, alcancar a extensao linear. Essa relacao
entre arvores geradoras e decomposicao em orelhas é a base para o entendimento do
algoritmo de extensao linear proposto por Kao e Klein e amplamente discutida neste
trabalho.

Palavras-chave: algoritmos paralelos, teoria dos grafos, extensdo linear.



Abstract

Lima, A.C. Algoritmos Paralelos para FExtensao Linear em Digrafos Planares. Campo
Grande, 2006. Dissertacao (Mestrado) — Universidade Federal de Mato Grosso do Sul.

This work main objective was to study and to detail a PRAM parallel algorithm
to compute topological ordering of a planar acyclic digraph, proposed by Kao and
Klein. It is not trivial to obtain a topological ordering of general acyclic digraphs.
Kao and Klein showed that this ordering can only be achieved computing the digraph
transitive closure. Concerning to planar acyclic digraphs, Kao and Klein proposed a
PRAM parallel algorithm for computing topological ordering without computing the
digraph transitive closure. However this algorithm uses a sort of data structures and
definitions from Graph Theory, beyond other algorithms for solving some graph related
key problems. Among these algorithms, we focused on a PRAM parallel algorithm for
obtaining spanning trees in strongly connected digraphs. This algorithm was proposed
by Kao and Shannon and is named CD-PAIR algorithm. Kao and Klein showed that,
based on this algorithm result, it is possible to obtain an ear decomposition of planar
acyclic digraphs and, further achieve a topological ordering. This relation between
spanning trees and ear decomposition is the most important concept for the total
comprehension of the Kao and Klein’s topological ordering algorithm widely discussed
on this work.

key words: parallel algorithm, graph theory, topological ordering.



CAPITULO 1

Introducao

1.1 O Problema da Extensao Linear

A importancia da extensao linear deve-se ao fato de ela ser amplamente utilizada
todas as vezes em que o problema abordado envolve uma ordem parcial. Uma ordem
parcial de um digrafo aciclico planar D = (V, E') é uma relacao entre os vértices de
D representada pelo simbolo =<, satisfazendo as seguintes propriedades para quaisquer
vértices x, y e z nao necessariamente distintos em D:

1. sex 2 yey <X z entdo z <X z (transitiva);
2. ser 2 yey =z, entdo r = y (anti-simétrica);

3. =z (reflexiva).

A notagao x < y pode ser lida como “x precede ou é igual a y”. Sex < yex # vy,
escreve-se ¢ < y e diz-se “x precede a y”. Tem-se, entao:

l.sex <yey < z entdo x < z (transitiva);
2. se z <y, entdo y £ x (assimétrica);

3. © A x (irreflexiva).

A utilizagdo de uma ordem parcial ocorre em muitos exemplos praticos. Entre
outros, pode-se citar a execucao de um conjunto de tarefas necessarias a confeccao de
diciondrios, onde se deseja que uma palavra B, cuja definicdo dependa da palavra A,
apareca depois de A no diciondrio. A Figura 1.1 ilustra uma ordem parcial. Cada
vértice do digrafo representa uma tarefa a ser executada; cada tarefa é numerada
arbitrariamente. Se existe a indicacao de um caminho de um vértice  para um vértice
y, isto significa que a tarefa x deve ser executada antes da tarefa y.

A extensao linear trata de imergir a ordem parcial em uma ordem linear, isto
é, rearrumar os vértices em uma seqiiéncia ay, aq, - - - , a, tal que sempre que a; < a,
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Figura 1.1: Ordem parcial.

tem-se j < k. A Figura 1.2 ilustra a extensao linear do digrafo aciclico planar ilustrado
na Figura 1.1. Os vértices estao ordenados ao longo de uma linha horizontal, de forma
que as arestas dirigidas seguem da esquerda para direita [SZW94].

Figura 1.2: Extensao linear.

1.1.1 Objetivos e Metodologia

Existem algoritmos seqiienciais bastante simples capazes de obter a extensao linear de
um digrafo aciclico planar D = (V, E). O algoritmo seqiiencial visto em Szwarcfiter
e Markenzon [SZW94] computa a extensao linear de um digrafo aciclico utilizando n
listas encadeadas e possui complexidade O(n +m). Um outro algoritmo seqiiencial, de
mesma complexidade, é encontrado em Cormen et al. [CORO01] ele utiliza busca em
profundidade com coloragao.

Em se tratando de algoritmos paralelos no modelo PRAM, a extensao linear de um
digrafo aciclico é comumente resolvida por meio de um algoritmo de fecho transitivo.
Esse fato ¢ conhecido como transitive closure bottleneck [KARO00].

O objetivo deste trabalho consistiu em estudar e detalhar o algoritmo paralelo para
extensao linear de um digrafo aciclico planar no modelo PRAM, elaborado por Kao e
Klein [KAO93] .

Para alcancar o objetivo, tornou-se necessario estudar algoritmos paralelos capazes
de resolver dois subproblemas: a obtencao de arvores geradoras direcionadas e a de
decomposicao destas em orelhas direcionadas. Inicia-se este estudo analisando, detal-
hadamente, o algoritmo paralelo de Kao e Shannon [KAO89] para obtengao de arvores
geradoras direcionadas em digrafos fortemente conexos no modelo PRAM. Em seguida,
foi estudado o algoritmo de Kao e Klein que relaciona arvores geradoras direcionadas
e uma decomposicao em orelhas direcionadas; Por fim, as técnicas dos algoritmos es-
tudados foram utilizadas para o entendimento do algoritmo de extensao linear de Kao
e Klein.
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1.2 Notacao

Nesta secao sao apresentados resultados e defini¢oes que serao utilizados no trabalho.
Eles sdo baseados em [BONS8S|, [REY99] e [SZWS8S].

Um grafo G = (V, E) é um conjunto finito nao vazio V' e um conjunto E de pares
nao ordenados de elementos distintos de V', onde |V| =n e |E| = m. Os elementos de
V' sdo os vértices e os de E sao as arestas de G. Um grafo direcionado (digrafo)
D = (V, E) é um conjunto finito ndo vazio V' de vértices, e um conjunto £ de arestas
representadas por pares ordenados de vértices distintos (arestas direcionadas). Um
digrafo D é chamado trivial quando |V| = 1. Em um digrafo cada aresta e = (u,v)
possui uma unica direcao de u para v. O numero de arestas incidentes a um vértice
é seu grau. Em digrafos distinguem-se o grau de saida (nimero de arestas tendo
o vértice como extremidade inicial - divergentes) e o grau de entrada (nimero
de arestas tendo o vértice como extremidade final - convergentes). Neste trabalho
define-se por grau maximo de um vértice a soma do grau de entrada com o grau de
saida do mesmo vértice. Uma fonte é um vértice com grau de entrada nulo, enquanto
que um sumidouro é um vértice com grau de saida nulo.

Uma seqiiéncia de vértices vy, ..., vx tal que (v, v;41) € B, 1 <1 <k —1, é denomi-
nado caminho de v, a vg. Diz-se, entao, que v; alcanca v,. Um caminho de k vértices
é formado por k — 1 arestas (vy,vs), (v2,V3),..., (Ug_1,0%), onde k — 1 é o comprimento
do caminho. Se todos os vértices do caminho forem distintos, a seqiiencia recebe o
nome de caminho simples. O caminho contendo arestas direcionadas é denominado
caminho direcionado.

O caminho entre os vértices v;,v; € V' é denotado como segue:

1. v; — v, um caminho direcionado consistindo de somente uma aresta iniciando
no vértice v; e terminando no vértice v;.

2. v; ~ v;, um caminho direcionado iniciando no vértice v; e terminando no vértice
v; sem quantificar ou definir os vértices intermedidrios.

3. v; ~F vj, um caminho direcionado iniciando no vértice v; e terminando no vértice
vj com k vértices intermediarios (k + 1 arestas).

4. v; ~k vj, um caminho direcionado iniciando no vértice v; e terminando no

vértice v; com vy, Vg, ..., vy como vértices intermedidrios.

Um ciclo é um caminho vy, vg, ..., vk, vgr1 . Tal que v1 = vg1 € K > 3. Se o caminho
vy, ..., U} for simples; o ciclo vy, v, ..., Vg, Vg1 também é denominado simples. Um grafo
que nao possui ciclos é aciclico. Um ciclo direcionado é um caminho direcionado
que comeca e termina no mesmo vértice. Um digrafo aciclico é um digrafo que
nao possui ciclos direcionados. Um grafo G é denominado conexo quando existe um
caminho entre cada par de vértices de G. Uma arvore T' = (V, E) é um grafo aciclico
e conexo. Uma arvore enraizada possui um vértice distinto r conhecido como raiz.
Uma arvore direcionada é uma arvore enraizada composta de arestas direcionadas.
Se (v,w) é uma aresta direcionada de uma arvore direcionada entdo v é chamado de
pai de w e w é chamado de filho de v. Dois vértices que possuem o mesmo pai sao
irmaos. A raiz r de uma arvore direcionada naturalmente nao possui pai, entretanto
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todo vértice v # r possui um tnico pai. Uma floresta direcionada é uma colegao de
arvores direcionadas. Todo digrafo aciclico é uma floresta direcionada. Um subgrafo
de um grafo G' é um grafo cujo conjunto dos vértices ¢ um subconjunto do conjunto de
vértices de GG e cujo conjunto de arestas é um subconjunto do conjunto de arestas de
G. Uma arvore geradora direcionada de um digrafo conexo D é um subgrafo de
D que contém todos os seus vértices, mas nao possui ciclos direcionados. Uma arvore
geradora direcionada é chamada de convergente (ou divergente) se as suas arestas
apontam de vértices filhos para vértices pais (ou de pais para filhos).

Um digrafo D ¢ fortemente conexo se existe um caminho direcionado de u até
v e de v até u para qualquer par distinto de vértices u e v em V. Se um digrafo
nao é fortemente conexo, pode-se estar interessado em saber quais sao os seus sub-
grafos maximais que sao fortemente conexos. Cada um desses subgrafos é chamado de
componente fortemente conexo. Considerando o digrafo ilustrado na Figura 1.3,
pode-se ver que ele contém quatro componentes fortemente conexos: (1,2,3,4), (6),
(5,8,9,10) e (7,11).

Figura 1.3: Digrafo D nao fortemente conexo.

1.2.1 Decomposicao em Orelhas Direcionadas

Uma decomposicao em orelhas direcionadas ¢ = (P, P, -, P;) de um digrafo
D = (V,E) é uma particao de F em caminhos direcionados simples Py, P, -+ , Py,
definidos como orelhas, com as seguintes propriedades [ARGO03]:

1. Py é um ciclo direcionado simples;

2. os vértices extremos s; e t; de cada orelha P;, ¢ > 0, estao em duas orelhas P; e
Py com j,j' < i;

3. os vértices internos de P; nao estao em nenhuma orelha P; com j < ¢.

1.2.2 Decomposicao em Orelhas Direcionadas 2

Seja D = (V,E) um digrafo fortemente conexo e seja r um vértice de D. Uma
seqiuiéncia de orelhas de D enraizada em r é uma seqiiéncia Py, - - - , P, de caminhos
direcionados em D com a seguinte propriedade:

e propriedade do vértice extremo: Cada vértice extremo de cada caminho P;
¢ a raiz r ou estd em um caminho P;, com j < i.
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Nota-se que como P, é a orelha de menor indice, os vértices extremos de Py devem
ser a raiz r. Uma seqiiencia de orelhas é chamada de cobertura em orelhas de um
digrafo D se as orelhas da seqiiéncia cobrem todos os vértices de D. Uma cobertura em
orelhas é chamada de decomposi¢ao em orelhas se trés propriedades forem satisfeitas:

e A propriedade de simplicidade: Cada orelha é internamente simples;

e A propriedade de intersecgao: Cada orelha P, # F, intersecta orelhas de
indices menores apenas em seus vértices extremos;

e A propriedade de particao: Cada aresta de D aparece apenas uma vez na
cobertura em orelhas.

1.3 Digrafos Planares

Nesta secao sao apresentadas algumas definicbes importantes e necessarias a respeito
dos digrafos planares.

Seja D = (V, E') um digrafo e R uma representacao geométrica de D em um plano.
A representacao R é chamada plana quando nao houver cruzamento de linhas em R, a
nao ser nos vértices. Um digrafo é planar quando admitir alguma representagao plana.
De um modo geral, diz-se que o digrafo D é imersivel em uma superficie S se existir
uma representagao geométrica R de D, desenhada sobre S, de forma que duas arestas
de R nao se cruzem, a nao ser nos vértices [SZW88]. A representacdo geométrica R
também é conhecida como imersao planar de D. A Figura 1.4 ilustra um digrafo
planar D seguido de sua imersao planar R.

W (&

Figura 1.4: Um digrafo planar D e sua imersao planar R.

A imersao de um digrafo planar sobre um plano pode ser especificada por meio da
ordem ciclica das arestas incidentes em cada vértice. Tal especificacao é chamada de
imersao combinatorial, aqui ilustrada pela Figura 1.5. Klein e Reif [KLES86] ela-
boraram um algoritmo paralelo polilogaritmico para obter a imersao combinatorial,
utilizando um numero linear de processadores.

Seja D = (V, E) um digrafo planar e R uma representagdo plana de D, em um
plano P. As linhas de R dividem P em regioes, as quais sao denominadas faces de R.
Existe apenas uma regiao nao limitada. Esta é denominada face externa. A Figura
1.6 ilustra um digrafo D e suas quatro faces, sendo a nimero 4 a face externa.

A fronteira de uma face f é a seqiiéncia de arestas e vértices que contornam
f. Uma face é chamada ciclica quando suas arestas de fronteira formam um ciclo
direcionado. Uma face ciclica é chamada de positiva ou negativa se as arestas de sua
fronteira forem vistas no sentido horario ou anti-horario, respectivamente.
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Figura 1.5: Imersao combinatorial.

Figura 1.6: As quatro faces de um digrafo planar D.

1.3.1 Dual de um Digrafo Planar

O digrafo dual D = (V, E) de um digrafo planar D = (V, E) é um digrafo planar
cujos vértices correspondem as faces de D e, para cada aresta e de D, deve haver uma
aresta é em D. Cada aresta é deve ser determinada como se segue: sejam f; e fo duas
faces em D. Seja e uma aresta de fronteira entre as duas faces. Se e aponta no sentido
horario em torno de f;, entdo € é uma aresta direcionada que aponta de f1 para f2
Se e aponta no sentido anti-horario em torno de f;, entao € aponta na direcao oposta
[KAO93]. A Figura 1.7 ilustra um digrafo planar D, e seu respectivo dual D. Dé
representado por arestas direcionadas tracejadas.

Figura 1.7: Um digrafo planar D e seu dual D.
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1.4 Divisao do Trabalho

No Capitulo 2 sao apresentadas as idéias principais de trés algoritmos. O primeiro
¢ um algoritmo paralelo utilizado para obter duas as arvores geradoras direcionadas
distintas de um digrafo planar fortemente conexo. Esse algoritmo possui complexi-
dade O(lg*n), utiliza O(n) processadores e é conhecido como algoritmo do CD-PAR
[KAOB89]. O segundo é um algoritmo seqiiencial capaz de promover a extensao linear
de um digrafo aciclico planar. O terceiro algoritmo é uma versao paralela do segundo;
possui complexidade O(lg>n) e utiliza O(n) processadores [KAO93]. Os algoritmos
paralelos citados nesse capitulo foram projetados no modelo PRAM. No Capitulo 3
sao ilustrados de forma detalhada todos os procedimentos utilizados pelo algoritmo do
CD-PAR. No Capitulo 4 é apresentado o embasamento tedrico de territérios biconexos,
cuja teoria ¢ necessaria para compreensao das estruturas utilizadas pelo algoritmo do
CD-PAR, abordado no Capitulo 5. Ainda no Capitulo 5, é apresentada uma ilustragao
do algoritmo para melhor entendimento. No Capitulo 6 sao apresentadas a conclusao
do trabalho e sugestoes de trabalhos futuros.



CAPITULO 2

Extensao Linear em
Digrafos Planares

Para os digrafos aciclicos planares, a obtencao da extensao linear no modelo PRAM
utiliza é baseada em dois subproblemas: encontrar duas arvores geradoras direcionadas
distintas e uma decomposicao em orelhas direcionadas. Para o primeiro subproblema,
Kao e Shannon [KAO89] elaboraram um algoritmo de tempo O(lg”n), usando O(n)
processadores no modelo PRAM. Para o segundo subproblema, Kao e Klein [KAO93]
elaboraram um algoritmo capaz de obter uma decomposicao em orelhas direcionada a
partir de um par de arvores geradoras direcionadas. A versao nao direcionada da de-
composicao em orelhas foi comprovada como extremamente 1til em algoritmos parale-
los, tendo sido utilizada por diversos algoritmos eficientes para encontrar numeragao-st,
trés-conectividade, quatro-conectividade e planaridade. Por sua vez, neste trabalho,
percebeu-se que a versao direcionada também pode ser utilizada com grande proveito
em algoritmos paralelos.

As idéias do algoritmo de arvores geradoras direcionadas, proposto por Kao e Sha-
nnon [KAO89], sao detalhadas na Secao 2.1.
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2.1 Algoritmo de Kao e Shannon para Arvores Gera-
doras Direcionadas

Para encontrar a extensao linear de um digrafo aciclico planar D = (V| E), é preciso
antes, encontrar uma arvore geradora direcionada para D. Encontrar essa arvore é um
problema fundamental em teoria dos grafos e geralmente aparece em algum estégio
de problemas mais complexos envolvendo digrafos. No caso do problema da extensao
linear, o algoritmo de arvores geradoras direcionadas, aqui estudado, foi elaborado por
Kao e Shannon [KAO89]. Como entrada, esse algoritmo utiliza um digrafo planar forte-
mente conexo, e como saida, ele fornece duas arvores geradoras distintas para o digrafo:
uma convergente e uma divergente, ambas as arvores enraizadas no mesmo vértice. Esse
par de arvores é conhecido como CD-PAR. As duas arvores que compoem o CD-PAR
podem nao ser aresta-disjuntas, ou seja, podem possuir arestas em comum.

2.1.1 Principais Teoremas do Algoritmo

Lema 1 Seja D um digrafo conexo imerso em um plano. Se e somente se os dois
vértices extremos de uma aresta d de D estiverem no mesmo componente fortemente
conexo, entao os vértices extremos de d estarao em diferentes componentes conexos de

D [KAO93].
Demonstragao:

Por hipotese, temos que os dois vértices extremos de d estao em um mesmo componente
fortemente conexo de D, assim sendo, existe um ciclo simples direcionado C' que contém
d em D. Este ciclo C' divide o plano em duas regices. Na figura 2.1 C' é composto
pelas arestas de fronteira entre a regiao A e a regiao B .

J

Figura 2.1: Digrafo fortemente conexo dividido em regioes A e B.

Sejam Ajpterno € Dezterno 0 conjunto de faces de D que estao localizadas em A e em
B, respectivamente. Sejam também A;, e A\, 0 conjunto de vértices que sao inseridos
nas faces em A ierno € Nesterno Para dar origem aos vértices do dual D de D, como
ilustrado pela Figura 2.2. Seja C o conjunto de arestas em D que representa os duais
das arestas de C.

Pela definicao do dual de um digrafo e observando a Figura 2.3, sabe-se que um
dos extremos da aresta d estd em Ajterno € 0 outro em Agpierno, 1SS0 se deve ao
fato de que, se C' é um ciclo horério (ou anti-horario) em D, entdo em D as arestas



2.1 Algoritmo de Kao e Shannon para Arvores Geradoras Direcionadas 10

N
d Aomﬁl‘
: -
AJd. Ao | A
AL

Figura 2.2: Digrafo fortemente conexo.
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Figura 2.3: Digrafo dual.

de C apontam de um vértice que pertence ao conjunto A, serno para outro vértice que
pertence ao conjunto A, zterne. Sendo assim, devido a unica dire¢ao do ciclo C', nenhum
componente fortemente conexo de D pode possuir os dois vértices extremos de uma
aresta J, ou seja, os dois vértices extremos sempre estarao em diferentes componentes

fortemente conexos de D [KAOS9b| M.

Teorema 1 Seja D um digrafo imerso em um plano. D é fortemente conexo se e

somente se o dual D de D é aciclico.
Demonstragao:

Como D ¢é fortemente conexo todos os vértices extremos de todas as arestas de
D estao no mesmo e tinico componente fortemente conexo. Sabe-se, pelo Lema 1,
que os dois vértices extremos de cada uma das arestas de D estarao em diferentes
componentes fortemente conexos de D, sendo assim, nao existe nenhum componente
fortemente conexo em D que contenha os dois extremos de uma aresta cZ, isto 6, D é
um digrafo aciclico [KAO89b] H.
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Teorema 2 Seja D = (V, E) um digrafo planar conexo com mais de um vértice. Se
D ¢ fortemente conexo, entao D possui ao menos uma face positiva e uma negativa.

Demonstracgao:

Por hipétese, sabe-se que D possui pelo menos dois vértices. Pelo Teorema 1,
sabe-se que, se D é fortemente conexo, entdao D é aciclico, sendo assim, D possui ao
menos um vértice fonte e outro vértice sumidouro. Como D possui mais de um vértice,
os vértices origem e sumidouro em D formam uma face positiva e outra face negativa
em D, ou seja, D contém pelo menos uma face positiva e outra negativa [KAO89b].

Figura 2.4: Digrafo aciclico e seu dual com duas faces: positiva e negativa (externa).

De acordo com o Teorema 1, para verificar se um digrafo planar é fortemente
conexo, basta verificar se seu dual é aciclico. Para encontrar o CD-PAR, o algoritmo
utiliza uma série de novas idéias em torno da estrutura de digrafos planares. O teorema
a seguir exemplifica a principal delas.

Teorema 3 Se um digrafo planar fortemente conexo possui grau mdzrimo menor ou
1gual a trés e possui exatamente uma face positiva, entdo um CD-PAR pode ser facil-
mente encontrado por meio de técnicas de orientacao local.

Demonstracao: [KAO89.

2.2 Técnicas de Orientacao e Remocao Local

Neste trabalho, uma técnica de remocgao local é aquela responsavel por escolher e
remover localmente arestas de um digrafo planar fortemente conexo. Essa técnica é
amplamente utilizada pelo algoritmo de Kao e Shannon [KAO89] para &rvores gerado-
ras direcionadas. De acordo com o Teorema 3, é facil encontrar uma arvore geradora
direcionada se o digrafo em questao obecede a algumas condi¢oes. A Figura 2.5 e
a Figura 2.7 ilustram um digrafo fortemente conexo que satisfaz essas condigoes. A
seguir sao apresentados os passos que o algoritmo de Kao e Shannon executa quando
tal digrafo é fornecido.
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1. Seja D um difrafo planar fortemente conexo com apenas uma face positiva e com
grau maximo menor ou igual a trés. Para encontrar uma arvore geradora, onde
todas as arestas convergem para a raiz:

Figura 2.5: Um digrafo fortemente conexo.

e Remova do digrafo original uma aresta da face positiva;

e Remova a primeira aresta de cada caminho maximal horario de uma face
nao ciclica.

A Figura 2.6 ilustra a arvore resultante desses passos.

raiz

Figura 2.6: Arvore geradora direcionada convergente.

2. Seja D um digrafo planar fortemente conexo com apenas uma face positiva e grau
maximo menor ou igual a trés. Para encontrar uma arvore geradora, onde todas
as arestas divergem da raiz:

Figura 2.7: Um digrafo fortemente conexo.

e Remova do digrafo original uma aresta da face positiva;

e Remova a ultima aresta de cada caminho maximal horédrio de uma face nao
ciclica.

A Figura 2.8 ilustra a arvore resultante desses passos.
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I I I raiz

Figura 2.8: Arvore geradora direcionada divergente.

Se uma aresta de fronteira entre a face externa e uma face interna possui sentido
anti-horario em torno da face interna, entao ela possui sentido horario em torno da face
externa. A Figura 2.9 ilustra um digrafo fortemente conexo com uma face positiva e

outra negativa:
m raiz

Figura 2.9: Um digrafo fortemente conexo.

Encontra-se o CD-PAR executando os mesmos passos vistos anteriormente, como
ilustrado na Figura 2.10.
I I : raiz

Figura 2.10: Arvores geradoras direcionadas.

Esses casos mais simples do algoritmo consomem tempo logaritmico e utilizam um
nimero linear de processadores se um digrafo imerso no plano é fornecido [KAO89].

Nota-se que é simples encontrar um CD-PAR de arvores geradoras direcionadas
se as condicoes impostas pelo Teorema 3 forem satisfeitas; porém, quando o grau
méximo do digrafo é maior do que trés e/ou quando o digrafo possui duas ou mais
faces positivas, os passos vistos ainda nao sao suficientes. Alguns exemplos:

1. Se o digrafo possui exatamente uma face ciclica horaria (face positiva), mas o
grau maximo do digrafo é maior do que trés, como ilustrado na Figura 2.11, entao,
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Figura 2.11: Digrafo com grau maximo maior do que treés.

raiz

« v
Figura 2.12: Subgrafo com um ciclo direcionado.
ao se tentar construir uma arvore geradora, poderao ser produzidos subgrafos com
ciclos direcionados, como ilustrado na Figura 2.12;

2. Se o digrafo possui grau maximo igual a trés, mas possui duas ou mais faces
positivas, entao serd produzida uma floresta geradora direcionada, por causa
da remocao de uma aresta de cada face positiva e da primeira aresta de cada
segmento horario maximal. Sera formado um CD-PAR de florestas geradoras,
como ¢ ilustrado na Figura 2.13.

raiz raiz

Figura 2.13: Um digrafo fortemente conexo e seu CD-PAR de florestas geradoras.
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Para resolver os problemas relacionados com digrafos que possuem mais de uma
face positiva e/ou grau méximo maior do que trés, o algoritmo do CD-PAR executa
dois novos passos capazes de reduzir tais digrafos em outros que possuam apenas uma
face positiva e grau maximo menor ou igual a treés.

O primeiro passo esta relacionado com os digrafos com mais de uma face positiva.
O algoritmo realiza um processo de uniao do CD-PAR de florestas geradoras para obter
um tnico CD-PAR de arvores geradoras. Alguns subproblemas, porém, sao observados
durante esse processo:

Sejam T e Ty duas arvores geradoras divergentes. Seja e = (x,y) uma aresta dire-
cionada de T} para T5. Para unir Ty com T’ por meio de e, existem duas possibilidades:

e Se y é raiz de T5, uma arvore geradora divergente maior é formada pela uniao de
T e Ty por meio de e, como ilustrado na Figura 2.14;

I e I
T T,

Figura 2.14: Uma grande arvore divergente.

e Se y nao é raiz de 75, entao a uniao de 75 com 7 por meio de e requer a mudancga
da raiz de T5 para y, como ilustrado na Figura 2.15.

. E.
Tl TZ

Figura 2.15: Reenraizagao necessaria.



2.2 Técnicas de Orientacao e Remocao Local 16

O segundo passo esta relacionado com os digrafos que possuem grau maximo maior
do que trés. O algoritmo ird substituir cada vértice com grau maior do que trés por
uma face ciclica negativa. Esse processo é chamado de expansao de vértices como
ilustrado pela Figura 2.16.

Figura 2.16: Expansao de um vértice.

Existem também alguns subproblemas associados a expansao de vértices:

1. O primeiro subproblema esta relacionado com o processo de desfazer a expansao
de vértices. Seja D = (V, E') um digrafo planar fortemente conexo que possui grau
méximo maior do que trés; seja D' = (V' E’) o digrafo construido a partir de D
por meio da expansao dos vértices de graus maiores do que trés em faces ciclicas.
Para encontrar uma arvore geradora para D, é natural primeiro encontrar uma
arvore geradora 1" para D’. Entao, o problema é que T’ contém uma série de
duplicatas para cada vértice de grau maior do que trés de D. Para converter
T’ em uma arvore geradora para D, o algoritmo do CD-PAR ird necessitar de
uma técnica de remocao de duplicatas para transformar 7’ em uma arvore sem
duplicatas;

2. O segundo suproblema estd relacionado com o tamanho do digrafo. Para reduzir
o numero de faces positivas, o algoritmo realiza um processo de contracao de
conjuntos de faces positivas ou apenas faces positivas disjuntas. A contragao
pode criar vértices com graus maiores do que trés. Entao, é necessario expandir
esses novos vértices em faces ciclicas. Como a contracao de vértices é repetida
uma série de vezes, para assim reduzir de forma recursiva o numero de faces
positivas, é preciso também repetir uma série de vezes a expansao de vértices de
graus maiores do que trés. O problema, entao, consiste em balancear a contragao
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com a expansao de vértices, tentando evitar que a expansao crie um digrafo de
tamanho exagerado;

3. O terceiro subproblema consiste em decidir se os vértices de graus maximos
maiores do que trés devem ser substituidos por faces positivas ou negativas.

Para contornar esses problemas, o algoritmo realiza uma seqiiéncia de passos. A
seguir sao mostradas, resumidamente, as tarefas realizadas em cada passo:

e Passo 1: transforme o digrafo original, que possui vértices cuja soma do grau de
entrada com o grau de saida é maior do que trés, em um digrafo sem tais vértices;

e Passo 2: utilize uma técnica de orientacao local para encontrar um CD-PAR de
florestas geradoras;

e Passo 3: utilize as duas florestas para escolher e contrair apropriadamente a
vizinhanga de vértices de faces positivas. A contracao de vértices deve ser casada
com a expansao de vértices de tal maneira, que o nimero de faces positivas
serd reduzido. Essas operacoes devem ser realizadas sem criar vértices de graus
maiores;

e Passo 4: utilize uma técnica de reorientacao local, para encontrar um CD-PAR
de arvores geradoras; O CD-PAR encontrado ainda nao sera um CD-PAR para
o digrafo original;

e Passo 5: execute o processo de expansao de vértices no CD-PAR encontrado no
passo anterior, com o objetivo de criar um CD-PAR para o digrafo original. Para
tal, a contracao da vizinhanca de vértices de faces positivas deve ser desfeita.
As vizinhangas serao substituidas por arvores que cobrem todos os conjuntos de
vértices contraidos.

Todos os passos deste algoritmo e de suas rotinas serao melhor divididos e detalha-
dos nos Capitulos 3 e 5.

Teorema 4 Seja D = (V| E) um digrafo planar fortemente conexo com n vértices. O

algoritmo do CD-PAR de drvores geradoras direcionadas pode ser computado em tempo
O(lg* n) usando O(n) processadores no modelo PRAM.

Demonstracao: [KAO89] H.

2.3 Relacgoes entre um CD-PAR e uma Decomposicao
em Orelhas Direcionadas

A 1ltima etapa antes de se alcancar a extensao linear em digrafos é representada pelo
problema de encontrar uma decomposicao em orelhas direcionada. Viu-se, resumida-
mente, o algoritmo do CD-PAR de Kao e Shannon [KAO89] para obter um CD-PAR
de arvores geradoras direcionadas. Kao e Klein [KAO93], por sua vez, forneceram um
algoritmo capaz de obter uma decomposicao em orelhas direcionada a partir de um
CD-PAR. Os teoremas a seguir servem de base para este algoritmo:
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Teorema 5 Um digrafo possui um CD-PAR de drvores geradoras se, e somente se,
ele for fortemente conezo.

Demonstracao: [KAO93] R

Teorema 6 Um digrafo possui uma decomposi¢cao em orelhas direcionada se, e so-
mente se, ele for fortemente conexo.

Demonstragao: [KAO93] R

Teorema 7 Um digrafo possui uma decomposi¢cao em orelhas direcionada se, e so-
mente se, ele possui um CD-PAR de drvores geradoras.

Demonstracao: [KAO93] A

Com base no teorema anterior, encontrar uma decomposicao em orelhas é equiva-
lente a encontrar um CD-PAR de arvores geradoras.

Teorema 8 Para um digrafo planar fortemente conexo com n vértices, dado um CD-
PAR de drvores geradoras direcionadas, uma decomposi¢ao em orelhas direcionada pode
ser computada em tempo O(lg n) utilizando O((n+m)lg n) processadores. Da mesma
forma, dada uma decomposicao em orelhas direcionada, um CD-PAR de drvores ge-
radoras direcionadas pode ser computado com a mesma complexidade. Esses algoritmos
sao deterministicos e aplicdveis no modelo PRAM.

Demonstracao: [KAO93] A

2.3.1 Obtendo uma Decomposicao em Orelhas Direcionadas
a Partir de um CD-PAR de um Digrafo Fortemente
Conexo

Nesta secao sao mostrados os passos do algoritmo que fornece uma decomposi¢ao
em orelhas direcionada a partir de um CD-PAR. Inicialmente novas defini¢oes sao
necessarias: Um caminho semi-simples é um caminho direcionado formado pela con-
catenacao de dois caminhos simples. Um caminho internamente simples ¢ um ca-
minho direcionado no qual os vértices internos aparecem apenas uma vez no trajeto, e
os vértices extremos podem ser o mesmo vértice.

Seja D um digrafo fortemente conexo. Sejam CT e DT um CD-PAR de arvores
geradoras de D enraizadas em um vértice r. Uma decomposicao em orelhas direcionada
de D pode ser obtida a partir do CD-PAR em quatro passos principais [KAO93]. Por
enquanto apenas o primeiro passo é detalhado:

1. O primeiro passo consiste em decompor as arvores CT e DT do CD-PAR em
uma cobertura em orelhas de D, de forma que toda orelha seja um caminho
semi-simples formado por um caminho simples na arvore convergente C'I" e outro
caminho simples na arvore divergente DT'. Este passo trabalha exclusivamente
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com as arestas das arvores convergente e divergente do CD-PAR. A estratégia
para encontrar a cobertura em orelhas é detalhada a seguir:

Sejam x1,--- ,xp as folhas da arvore divergente DT, dispostas em uma ordem
arbitraria. O objetivo é construir uma cobertura em orelhas Ry, --- , Ry para
o digrafo D. Cada componente R; da cobertura serd um caminho semi-simples
formado por um caminho direcionado A; na arvore D, com término no vértice z;
e um caminho direcionado B; na arvore convergente C'T’, com inicio no vértice
x;. Os caminhos As e Bis sao definidos da seguinte forma:

e A; é um caminho na arvore divergente DT entre a folha x; e um ancestral a;
de x; em DT, de forma que este vértice ancestral é a propia raiz r ou é um
vértice que esta em outro caminho A;, onde j < 1. E importante observar
que a; é a propia raiz r pois A; é o caminho de menor indice em DT. A;
¢ um caminho simples entre a raiz r e a folha z;. Os outros caminhos A’s
podem ser facilmente visualizados se forem construidos um a um a partir de
Ay

e B; é um caminho na arvore C'T" entre o vértice x; e um ancestral b; de z;
em C'T, de forma que este vértice ancestral é a prépria raiz r ou estd em
um caminho Bj, onde j < ¢. Também ¢é importante observar que b; deve
ser a propria raiz r, pois By é o caminho de menor indice em CT. Contudo,
diferentemente de A;, o caminho B; pode ser um caminho com apenas um
vértice e uma aresta, isto ocorre por que os vértices folhas s de DT nao sao
necessariamente vértices folhas zis em CT. Uma ilustragdo dos caminhos
Als e Bls é mostrada na Figura 2.17.

Figura 2.17: Caminhos direcionados Als e B!s.

Como DT é uma arvore divergente, todo caminho A; chega no vértice x;. Como
C'T é uma arvore convergente, todo caminho B; parte do vértice x;. Portanto R;
é um caminho direcionado. Como A; e B; sdo caminhos simples, R; é um caminho
semi-simples. Pelas definigdes de a; e b;, os caminhos R.s claramente formam uma
seqiiencia em orelhas de D enraizadas no vértice r. Essa seqiiencia de orelhas
contém todos os vértices de D, assim sendo, é conhecida como coberturas em
orelhas de D. Nessa cobertura, cada aresta da arvore DT aparece apenas uma
vez em algum caminho A; e cada aresta de C'T" aparece apenas uma vez em algum
caminho B;. Apds esse primeiro passo, verifica-se que os caminhos R.s formam
uma cobertura em orelhas, onde cada orelha é um caminho semi-simples;

2. No segundo passo, a cobertura em orelhas, onde cada orelha é um caminho semi-
simples, deve ser convertida em outra cobertura, onde as orelhas serao caminhos
internamente simples. Satisfazendo, assim, a propriedade de simplicidade;
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3. No terceiro passo a cobertura, em orelhas internamente simples deve passar a
obedecer a propriedade de interseccao;

4. No quarto e ultimo passo, a cobertura em orelhas deve passar a obedecer a
propriedade de particao.

Ao final dos quatros passos, terd sido encontrada uma decomposicao em orelhas
direcionada para o digrafo D fortemente conexo fornecido como entrada do algoritmo

2.4 Algoritmos para Extensao Linear

Agora este estudo concentra-se nos algoritmos para extensao linear. Sao vistos dois
algoritmos: um seqiiencial e outro paralelo. A idéia-chave utilizada pelos algoritmos
é o fato de que o digrafo dual de um digrafo aciclico planar é um digrafo fortemente
conexo como visto no Teorema 1.

Como em extensao linear, os digrafos planares devem ser aciclicos, e como digrafos
planares aciclicos possuem duais fortemente conexos, entao existe uma decomposicao
em orelhas direcionada no dual (Teoremas 5 e 8). Essa decomposicao é utilizada
para particionar o digrafo dual planar em regidoes menores. A partir dessa idéia, Kao
e Klein [KAO93] construiram dois algoritmos para extensao linear: o primeiro é um
algoritmo seqiiencial e o segundo, uma versao paralela do primeiro.

2.4.1 Algoritmo Seqiiencial de Kao e Klein para Extensao Li-
near

A principal estratégia do algoritmo linear de Kao e Klein [KAO93] reside no fato de
que todas as arestas do digrafo aciclico planar D = (V, E) (primal), que atravessam
uma orelha em seu digrafo dual D = (V, E), atravessam essa orelha na mesma direcio.
Isto acontece por causa da relacio que existe entre as arestas do dual D e as do primal
D. Esta relacao serd melhor detalhada a seguir: Seja D um digrafo aciclico planar.
Sem perda de generalidade, assume-se que D é conexo e possui ao menos dois vértices.
Seja € = (P, .., Pr) uma decomposigao em orelhas direcionada do dual D de D.

O algoritmo inicia-se partindo de Fy. Denota-se a regiao interna de Fy como A e
a regiao externa como B. Essa divisao corresponde a uma particao do conjunto de
vértices do digrafo D primal. Como as arestas de Py formam um ciclo anti-horario em
torno de A, todas as arestas de D situadas entre vértices de A e vértices de B apontam
de A para B.

A Figura 2.18 ilustra a dire¢ao de uma aresta no dual D e a Figura 2.19 ilustra a
relacao que existe entre um ciclo direcionado em D e a extensao linear de D: todos os
vértices dentro da orelha Py precedem todos os vértices fora de F.

2.4.2 Um Exemplo

Para melhor entendimento a estratégia do algoritmo sera aplicada sobre o digrafo
aciclico D ilustrado na Figura 2.20:
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Figura 2.18: Aresta em D.

»
PO?\/ \I\
es\ \/ P - el
Figura 2.19: Orelha F.

1. O primeiro passo consiste em encontrar o digrafo dual D do digrafo D. D foi
ilustrado na mesma figura por arestas pontilhadas.

Figura 2.20: Um digrafo D e seu respectivo dual D.

2. O passo seguinte consiste em encontrar uma decomposicao em orelhas dire-
cionadas sobre as arestas do digrafo dual.

3. A extensao linear inicia-se partindo da orelha P, observada na Figura 2.21. Os
vértices b, c,d, e, f, g, que estao dentro de Fy, precedem os vértices a, h, i, j, k,1
que estao fora de F,. Similarmente, para orelha Pj, os vértices b, ¢, d, que estao
dentro de Py, precedem os vértices e, f, g, que estao fora de P;. O algoritmo
continua seguindo a mesma estratégia para as orelhas restantes até que cada
vértice esteja em seu local correto. O resultado desta operacao repetidas vezes é
a extensao linear. A Figura 2.21 ilustra essa estratégia.

2.4.3 Algoritmo Paralelo de Kao e Klein para Extensao Linear

Para obter um algoritmo paralelo eficiente, Kao e Klein [KAO93] modificaram a idéia
basica do algoritmo seqiiencial utilizando uma estratégia de divisao e conquista, passan-
do a considerar as primeiras k/2 orelhas simultaneamente. Este processo de refinamento
também foi paralelizado.
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Figura 2.21: Uma decomposicao em orelhas direcionada.

Teorema 9 Para um digrafo aciclico com n vértices uma extensao linear pode ser
computada em tempo O(1g*>n) utilizando O(n) processadores no modelo PRAM.

Demonstracao: [KAO93] A
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2.5 Um Exemplo Completo

Tem-se que a extensao linear de um digrafo planar D = (V, E) s6 é possivel se D for
aciclico, tal como o digrafo exemplo ilustrado na Figura 2.22.

Figura 2.22: Um digrafo planar aciclico.

Nesse estudo, uma série de etapas deve ser realizada para alcancar a extensao li-
near. Cada etapa possui um algoritmo para tratamento de um problema envolvendo
digrafos. Para um exemplo deste processo completo, sera utilizado o digrafo aciclico
planar ilustrado na Figura 2.22:

1. A primeira etapa consiste em encontrar o digrafo dual D do digrafo planar aciclico
D primal. Pelo Teorema 1, foi visto que o digrafo dual D de um digrafo aciclico
planar D é um digrafo fortemente conexo. O digrafo dual fortemente conexo da
figura 2.22 ¢ ilustrado pela Figura 2.23;

& % raiz

& G

Figura 2.23: Um digrafo fortemente conexo com arestas numeradas.

2. A segunda etapa consiste em obter um CD-PAR de arvores geradoras a partir de
um digrafo fortemente conexo. O algoritmo que obtém um CD-PAR ¢ executado
em cinco passos principais [KAO89]. A Figura 2.24 ilustra o CD-PAR do digrafo
fortemente conexo da Figura 2.23 e a Figura 2.25 ilustra o mesmo CD-PAR de
forma mais didatica;
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i © raiz raiz
& & & & &
& & &
(a) divergente (b) convergente

Figura 2.24: Arvores do CD-PAR.

(réiz)
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numerada. gente

numerada.
Figura 2.25: Arvores do CD-PAR sob outro formato.

3. A terceira etapa consiste em obter uma decomposicao em orelhas direcionada
a partir de um CD-PAR de arvores geradoras. Essa etapa ¢é realizada por um
algoritmo que possui quatro passos bem definidos [KAO93]. O primeiro passo
busca obter uma cobertura em orelhas direcionadas a partir de um CD-PAR de
arvores geradoras. Nesse primeiro passo, € necessario identificar caminhos simples
nas arvores divergente e convergente que compoem o CD-PAR. A Figura 2.26
ilustra a identificagdo dos caminhos simples do CD-PAR ilustrado pela Figura
2.25.
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Figura 2.26: Caminhos simples do CD-PAR.

A Figura 2.27 ilustra a cobertura em orelhas obtida a partir dos caminhos di-
vergentes e convergentes ilustrados pela Figura 2.26. Os ultimos trés passos do
algoritmo buscam aplicar as propriedades da decomposicao em orelhas sobre a
cobertura em orelhas encontrada no primeiro passo, como resultado é obtida uma
decomposicao em orelhas direcionada.

Figura 2.27: Cobertura em orelhas.

A Figura 2.28 ilustra a decomposi¢ao em orelhas direcionadas obtida a partir da
cobertura em orelhas ilustrada pela Figura 2.27;

4. Na quarta e ultima fase, a extensao linear deve ser encontrada a partir da decom-

posicao em orelhas direcionadas. No exemplo ilustrado pela Figura 2.28, a orelha

Py cobre as arestas de duas faces internas do digrafo dual, ou seja, ela delimita
) )

dois vértices no digrafo primal. Esses vértices serao denotados aqui por vy e vy.

Como a orelha Py é um ciclo direcionado anti-horario, entao os vértices vg e vy

precedem o vértice vy da face externa. A orelha P;, por sua vez, é uma aresta de

fronteira entre as duas faces. Considerando que vy é o vértice que esta na face
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Figura 2.28: Decomposic¢ao em orelhas direcionada.

positiva, tem-se que vy precede v; na extensao linear. Por fim, determina-se a
extensao linear do digrafo original, como ¢ ilustrado na Figura 2.29

Figura 2.29: Extensao linear.



CAPITULO 3

Procedimentos do Algoritmo
CD-PAR

Neste capitulo o algoritmo de arvores geradoras de Kao e Shannon sera melhor deta-
lhado. De forma geral a principal estratégia do algoritmo consiste em reduzir, caso seja
necessario, o digrafo original (primal) aqui denotado por Dy, em outro digrafo denotado
por Dy, tal que Dy possua apenas uma face positiva e nenhum vértice com grau maior
do que trés. Para tal, o algoritmo executa recursivamente procedimentos de contragao
de faces positivas e expansao de vértices. Quando o algoritmo encontra um digrafo que
preenche as propriedades de Dy, torna-se imediato o processo de encontrar um CD-
PAR de arvores geradoras, utilizando um procedimento de remocao local de arestas.
Apoés encontrar o CD-PAR, os préximos passos do algoritmo consistem em retornar
de todas chamadas recursivas; a partir de Dy deve-se voltar a Dy (Dy, Dy_q,- -, Dy).
Durante este processo, o algoritmo deve obter um CD-PAR para cada novo digrafo
encontrado, para tal é necessario substituir cada conjunto de faces contraido por uma
arvore geradora apropriada. Nesse processo procedimentos de remoc¢ao de duplicatas e
reenraizacao também sao utilizados. Tais procedimentos e suas respectivas estratégias
sao discutidos neste capitulo, bem como, novos conceitos de teoria dos grafos necessarios
& sua compreensao.

3.1 Digrafo Normal

Um digrafo normal é um digrafo fortemente conexo que satisfaz as seguintes pro-
priedades:

e Possui ao menos dois vértices;
e Pode possuir arestas multiplas;

e Nao possui lagos.
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Pontos de Parada

Os pontos de parada sao vértices de um digrafo normal definidos de acordo com as
faces da seguinte forma:

e Para uma face positiva, um ponto de parada é escolhido como um vértice ar-
bitrario da face. Uma face positiva possui um tnico ponto de parada, como
ilustrado na Figura 3.1.

Ponto de Parada

Figura 3.1: Ponto de parada de uma face positiva.

e Uma face negativa nao possui pontos de parada;

e Para uma face aciclica, os pontos de parada sao os vértices fontes e os vértices
sumidouros locais, como ilustrado na Figura 3.2.

Sumidouro Sumidouro

Fonte
Fonte

Sumidouro Fonte Sumidouro

Figura 3.2: Pontos de parada de faces aciclicas.

Como visto, um ponto de parada ¢é definido com respeito a uma determinada face,
sendo assim, um vértice pode ser ponto de parada para uma face, mas pode nao ser
para outra.

Segmentos

Um segmento é um caminho direcionado que percorre a fronteira de uma face. Seg-
mentos sao definidos da seguinte forma:

e Se a face possui apenas um ponto de parada, entdo um segmento é um caminho
direcionado que parte do ponto de parada e chega a si mesmo, como ilustrado
pela Figura 3.3;

e Se a face possui dois ou mais pontos de parada, entao um segmento é um caminho
direcionado entre dois pontos de parada consecutivos.
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Figura 3.3: Unico segmento positivo.

Um segmento positivo é aquele onde as arestas sao todas positivas, ou seja, todas
possuem sentido horario em relacao a uma determinada face. A Figura 3.4 ilustra os
segmentos positivos de duas faces aciclicas distintas.

D,

Figura 3.4: Segmentos positivos de duas faces aciclicas.

Fronteiras e clusters

Seja f uma face de um digrafo normal D. Neste trabalho entende-se fronteira de
uma face f, denotada por F(f), como o conjunto de arestas e vértices que contornam
f. Duas faces positivas (respectivamente, negativas) g; e go de um digrafo normal D
sao ligadas, se existir uma seqiiéncia de faces positivas (respectivamente, negativas)
fi,-++, fs de forma que g1 = f1, go = fs e, paracada 1 <i<s—1, f; e f;11 compar-
tilham pelo menos um vértice de fronteira. Um cluster positivo (respectivamente
negativo) de um digrafo normal D é um conjunto de faces positivas (respectivamente,
negativas) ligadas. A Figura 3.5 ilustra um cluster positivo composto por trés faces.

Figura 3.5: Cluster positivo composto por trés faces positivas.

Decomposicao com orelhas-cabeca

As orelhas em uma decomposicao podem ser encontradas em duas formas distintas:

e Ciclos simples direcionados;
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e Apenas caminhos simples.

Quando um digrafo normal possui mais de um ciclo positivo, a decomposicao em
orelhas pode ser denominada decomposicao em orelhas-cabeca, se satisfizer as
seguintes propriedades:

e A decomposicao em orelhas-cabecas necessita ser ordenada, de forma que obedega
a uma ordem parcial;

e As orelhas que sao ciclos sao os elementos minimais da ordem parcial;
e Os extremos de cada orelha-cabeca sao o mesmo vértice;

e Os extremos de cada orelha nao cabega estao em orelhas de indices menores, mas
seus vértices internos nao estao.

A Figura 3.6 ilustra uma decomposicao em orelhas-cabega. As orelhas-cabegas sao
os elementos minimais da ordem parcial, portanto precedem todas as outras orelhas no

processo de ordenacao. Na Figura 3.6 estas orelhas foram identificadas com o nimero
1.

TN
o Caminhos Direcionados

\ 3

VA

2

/ a

\

* Cluster Positivo (Orelhas—Cabeca)

Figura 3.6: Decomposicao com orelhas-cabecas.
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3.2 Descricao dos Algoritmos

Nesta secao, sao apresentados todos os procedimentos utilizados pelo algoritmo de
arvores geradoras de Kao e Shannon (algoritmo do CD-PAR). Cada procedimento é
responsavel por uma tarefa especifica e, neste topico, eles foram dispostos na ordem
em que sao executados pelo algoritmo. Cada procedimento é acompanhado de seu
conjunto de passos e de uma explicacao de seu funcionamento. Os procedimentos sao
0s seguintes:

1. Compute_Segmentos_Positivos();
2. Remove_Segmentos ();

3. Compute_Clusters _CD_PAR();

4. Expansdo_De_Vértice ();

5. Compute_Clusters_Segmentos ();
6. Reenraize CD_Arvores();

7. Remova_Duplicatas ();

8. Remova_Duplicatas_E_Reenraize ().

3.2.1 Procedimento Compute Segmentos Positivos ()

Esse é o primeiro procedimento utilizado pelo algoritmo de arvores geradoras (algoritmo
do CD-PAR). Sua estratégia consiste em localizar e armazenar todos os segmentos po-
sitivos do digrafo de entrada normal planar D. Inicialmente, o procedimento computa
cada face do digrafo separadamente. Depois, todos os pontos de parada de cada face
de D sao localizados e armazenados. Em seguida, com todos os pontos de parada
armazenados, ¢ realizado um percurso na fronteira de cada face seguindo o sentido
horario (para um observador que esteja dentro da face) procurando o primeiro ponto
de parada. Os segmentos positivos sao os caminhos que unem um ponto de parada ao
proximo ponto de parada na mesma face. Como saida, este algoritmo retorna todos
os segmentos positivos de cada face do digrafo inicial. Esse procedimento inicial é
chamado pelos procedimentos que executam as técnicas de remocao local de arestas.
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Procedimento 1 Compute_Segmentos_Positivos
Entrada: Um digrafo normal planar D.
Saida: Um conjunto II de segmentos positivos.

Passo 1 Compute separadamente todas as faces de D.
Passo 2 Compute os pontos de parada de cada face de D da seguinte forma:
e Para uma face positiva um ponto de parada é um vértice arbitrario da
fronteira da face;
e Uma face negativa nao possui pontos de parada;
e Para uma face nao ciclica os pontos de parada sao os vértices origens e

sumidouros locais da fronteira da face.

Passo 3 Compute os segmentos positivos de cada face f de D da seguinte
forma:

e Se a face possui apenas um ponto de parada, entao, um segmento é um
caminho direcionado na fronteira da face que parte do ponto de parada
e chega a si mesmo;

e Se a face possui dois ou mais pontos de parada, entao, um segmento é
um caminho direcionado entre dois pontos de parada consecutivos.

Observagao: Um segmento positivo de uma face f é aquele em que todas as
arestas sao positivas em relagao a face.

Passo 4 Defina Il como o conjunto de segmentos positivos computados
acima.

Passo 5 Retorne II.

3.2.2 Procedimento Remove Segmentos ()

Esse procedimento é chamado logo apds a computacao de todos os segmentos positivos
IT de um digrafo planar D. Sua estratégia consiste em remover arestas localmente,
ou seja, retira-se uma aresta da face de D que possui um segmento positivo. Para
tal, inicialmente sao localizadas e armazenadas a primeira e a tultima aresta de cada
segmento positivo maximal de cada face. Em seguida, para cada segmento positivo
maximal computado é retirada a primeira aresta (remogao local); o digrafo resultante
dessa operacao é armazenado. Novamente, é dado o mesmo conjunto de segmentos
positivos, porém, agora, para cada um é retirada a iltima aresta (remogao local); o
digrafo resultante desta operacao também é armazenado. Os dois digrafos armazenados
tem orientagoes diferentes com relagao a raiz. O primeiro possui todas as arestas com
sentido raiz para vértices e o segundo possui sentido vértices para raiz.
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Procedimento 2 Remove_Segmentos
Entrada:

1. Um digrafo direcionado D;
2. Um parametro simbodlico x = “primeira”’ou “ultima”;
3. Um conjunto II de segmentos.

Saida:

1. O digrafo D sem a aresta z em cada segmento de II.

Passo 1 Remova a partir de D a aresta r em cada segmento II.

Passo 2 Retorne o grafo resultante D.

3.2.3 Procedimento Compute Clusters_Segmentos ()

Esse procedimento utiliza a mesma estratégia para computar segmentos positivos do
procedimento Compute_Segmentos_Positivos(), porém, recebe como entrada um clus-
ter positivo ® de um digrafo normal D e fornece como saida um conjunto II de orelhas
em forma de uma decomposicao em orelhas-cabeca. Esse procedimento é chamado
para estabelecer uma ordem das faces positivas que compoem o cluster. Como um
cluster possui diversos ciclos, o primeiro deles, aquele onde foi escolhida uma raiz,
deve ser definido como orelha-cabeca, ou seja, como o elemento minimal e inicial de
qualquer procedimento que utilize o cluster. As demais orelhas sao organizadas como
orelhas secundérias. Essa organizacao de cada cluster positivo em uma decomposicao
com orelhas ordenadas ¢é utilizada como entrada do préximo procedimento. A Figura
3.7 ilustra um cluster positivo em forma de uma decomposicao em orelhas-cabega. A
orelha-cabega inicial é representada pelo niimero 1.

Figura 3.7: Decomposigao em orelhas-cabega (ordenada).
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3.2.4 Procedimento Compute Clusters CD PAR()

Esse procedimento recebe como entrada o conjunto de todos os clusters positivos dis-
juntos de um digrafo normal D. Sua estratégia consiste em encontrar duas arvores gera-
doras para cada cluster positivo. Para tal, inicialmente é realizada uma chamada ao
procedimento Compute_Clusters_Segmentos () que, como visto, transforma cada
cluster do conjunto da entrada em uma decomposi¢ao em orelhas-cabega (ordenada).
Em seguida, sao realizadas duas chamadas ao procedimento Remove_Segmentos ().
A primeira chamada retorna como saida uma arvore geradora convergente e a segunda
chamada retorna como saida uma arvore geradora divergente. Por fim, as duas arvores
computadas sao armazenadas. Elas formam um CD-PAR de arvores geradoras para
cada cluster positivo. Ambas sao utilizadas no processo de localizacao das arvores
geradoras do digrafo original D. A Figura 3.8 ilustra o CD-PAR encontrado para o
digrafo mostrado na Figura 3.7.

Procedimento 3 Compute_Clusters CD_PAR
Entrada:

1. Um digrafo normal planar D.
Saida:

1. Um CD-PAR de arvores geradoras para cada cluster positivo de D.

Passo 1 Compute todos os clusters positivos de D.

Passo 2 Para cada cluster positivo de ¢ faga.

II = Compute_Clusters_Segmentos (D).
Passo 3 ®. = Remove Segmentos (P, primeira, II).
Passo 4 &, = Remove Segmentos (P, Wltima, II).

Passo 5 Retorne ¢, e ®,

Lema 2 Como um cluster positivo é um digrafo fortemente conexo, pode-se computar
um CD-PAR de drvores geradoras para cada cluster positivo.

Demonstragao: [KAO93] A

Teorema 10 Em um digrafo normal planar D de tamanho n, um CD-PAR de drvores
pode ser computado para cada cluster positivo em tempo O(log n) utilizando n/log n
processadores.

Demonstracao: [KAO93] R
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Figura 3.8: CD-PAR de um cluster positivo decomposto com orelhas ordenadas.

3.2.5 Procedimento Expansdao _de Vértice ()

Como visto no Capitulo 2, na maior parte das vezes nao é possivel encontrar facilmente
um CD-PAR de éarvores geradoras para um digrafo fortemente conexo D. Um dos
obstaculos é a presenca de vértices com graus maiores do que trés. A estratégia do
procedimento Expansdo_de_Vértice () consiste em resolver temporariamente este
problema. Inicialmente, através de um conjunto U sao identificados todos os vértices
com graus maiores do que tres, a Figura 3.9 ilustra essa busca. Em seguida, para cada
vértice v de U, sao criados vértices duplicados. O numero de duplicagoes é igual ao
nimero de arestas incidentes em v. Em seguida, o vértice v é descartado do digrafo D,
suas duplicagoes sao, entao, ligadas por arestas que seguem o sentido anti-horario, ou
seja, cada vértice é substituido por uma face negativa. Essas tarefas sao ilustradas na
Figura 3.10.

Procedimento 4 Expansao_de_Vértice
Entrada:

1. Um digrafo normal planar D;

2. Um conjunto U de vértices. Cada vértice de U possui grau superior a trés.
Saida:

1. O digrafo D com cada vértice de U expandido em uma face negativa.

Para cada vértice v € U faga:

Passo 1 Sejam di,---,ds as arestas incidentes em v listadas obedecendo o
sentido anti-horario.

Passo 2 Crie s copias de v, nomeadas como, vy, , V.
Passo 3 Substitua o vértice v, extremo de cada aresta d;, por um vértice v;.

Passo 4 Conecte os vértices v; formando um ciclo anti-horario direcionado,
ou seja, U1, Vg, ,VUs—1, Vs, V1.




3.2 Descricao dos Algoritmos 36

N

Figura 3.9: Passos 1 e 2.

d ds
\/1 /
A V.,

v, V Vi
dz d4

Figura 3.10: Passos 3 e 4.

o o’}

3.2.6 Procedimento Reenraize CD _Arvores ()

A estratégia desse procedimento consiste em transformar um CD-PAR de arvores gera-
doras enraizadas em um vértice raiz r em um outro CD-PAR de arvores enraizado em
um vértice 1/, ou seja, o procedimento realiza um processo de mudanca de raiz. Inicial-
mente, para encontrar as duas novas arvores, o procedimento recebe como entrada o
vértice r’ candidato a nova raiz. Depois, para cada arvore do CD-PAR, é realizado um
percurso que parte do vértice raiz original r até encontrar o vértice r’. Para a arvore
convergente T, o percurso é nomeado como caminho P,.; para a arvore divergente Ty,
é nomeado como caminho P;. A Figura 3.11 ilustra as duas arvores e seus respectivos
caminhos. Em seguida, cada caminho deve ser inserido em apenas uma das arvores,
obedecendo a posicao original das arestas do caminho na arvore: o caminho P, deve ser
inserido na arvore T, e o caminho P, deve ser inserido na arvore T.. Essa adigao resulta
em dois digrafos nao arvores. Por fim, remocoes locais sao realizadas nos dois digrafos
(passos 4 e 5), essas remocoes resultam nas duas novas arvores 77 e T enraizadas no
vértice r’'. Esses dois 1ltimos passos sao ilustrados na Figura 3.12.
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Corolario 1 Tendo um CD-PAR de drvores geradoras para D, um outro CD-PAR
para D enraizado em um vértice especifico pode ser computado em tempo O(log n) com
n/log n processadores.

Demonstracao: [KAO93|.

Procedimento 5 Reeenraize_CD_Arvores
Entrada:

1. Um CD-PAR de arvores T, e T; de um digrafo direcionado D.
2. Um vértice raiz r que seja comum as duas arvores.

3. Um vértice r’ que seja comum as duas arvores.

Saida:

1. Um CD-PAR de arvores 1] e T com as seguintes propriedades: 7, e T} sao
enraizadas no vértice r’ e compartilham ao menos os vértices originalmente com-
partilhados por T, e Ty.

Compute 7 da seguinte forma:
Passo 1 Seja P; um caminho na arvore T,; que parte de r e alcanga ’.
Passo 2 Seja 7! a arvore 1. com P, adicionado.

Passo 3 Para todo vértice v que pertenca a 7., se v possui duas arestas
divergentes, remova aquela que nao esta em P,.

Passo 4 Remova de 7! a aresta que parte de 7.

Compute 7} da seguinte forma:

Passo 1 Seja P. um caminho na arvore 7, que parte de r’ e alcancga r.
Passo 2 Seja 7T, a arvore 7; com P, adicionado.

Passo 3 Para todo vértice v que pertenca a 7, se v possui duas arestas
convergentes, remova aquela que nao esta em P..

Passo 4 Remova de 7T, a aresta que chega 7.

Retorne 7’ e T},.
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raiz raiz ;YI I I Er(raIZ)
I _____ PR

(a) Ta (b) Te (¢) Pa
Figura 3.11: Arvores e caminhos.

r(raiz) r r(raiz) r

A

(a) T/ =T. + Py (b) T) = Ty + P, (o) T

Figura 3.12: Adicionando P’s e novas arvores.

3.2.7 Procedimento Remove Duplicatas ()

(d) T3

Até o presente momento, foram vistos procedimentos que localizam segmentos positivos
e realizam remocao local de arestas. Tais procedimentos descartam a presenca de faces
e clusters negativos. Mostrou-se o procedimento Expansdo_de Vértice () que tem
por estratégia substituir por faces negativas cada vértice de grau maior do que trés,
dessa forma, o vértice sofre duplicacoes. O procedimento Remove_Duplicatas () é
o responsavel por retirar de um digrafo todas as duplicacoes de um determinado vértice
v. O comportamento desse algoritmo ¢ ilustrado na Figura 3.13 e descrito em detalhes

no proximo procedimento.

raiz

ui *---fU;
|

Figura 3.13: Removendo duplicatas.
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Procedimento 6 Remove_Duplicatas
Entrada:

1. Um digrafo direcionado D;
2. Uma arvore geradora dirigida 7" de D;
3. Conjuntos disjuntos de vértices: Uy, .- ,U, de D;

4. O digrafo direcionado D’ construido a partir de D contraindo cada conjunto U;
em um tunico vértice.

Saida:

1. Uma arvore geradora 7" de D' com a mesma orientacao e mesma raiz de 7.

Passo 1 Para todo i, seja u; o vértice de U; mais proximo do vértice raiz de
T; se existem dois ou mais vértices com a mesma distancia da raiz,
escolha um deles arbitrariamente.

Passo 2 Para todo i remova de 1" todas as arestas entre os vértices de U; — u;
e seus pais.

Passo 3 Construa 7" a partir da arvore 7 contraindo cada U; em u;.

Passo 4 Retorne 7T".

3.2.8 Procedimento Remove Duplicatas E Reenraiza ()

As estratégias de reenraizagao e remocgao de duplicatas sao técnicas muito uti-
lizadas no processo de computacao de arvores geradoras. Quando tais técnicas sao
utilizadas em conjunto, elas se completam. A remocao de duplicatas fornece uma
flexibilidade crucial para todas as arvores que serao reenraizadas, isto é, ela facilita
a insercao de todas as arvores disjuntas de cada cluster negativo no digrafo D nao
contraido.

As estruturas que fazem parte da entrada desse procedimento sao detalhadas a
seguir:

1. Um digrafo fortemente conexo direcionado D: Este digrafo nao possui vértices
de graus maiores do que trés, tais vértices ja foram anteriormente substituidos
por faces negativas;

2. Conjuntos disjuntos de vértices: Uy, --- ,Us de D. Estes conjuntos representam
todas as faces e clusters negativos do digrafo D;

3. Um CD-PAR de florestas de D. Para cada conjunto U; de faces e clusters ne-
gativos, previamente devem ser computadas duas arvores geradoras, uma arvore
convergente e uma arvore geradora divergente S; . e S; 4;

4. O digrafo direcionado D’. Para encontrar este digrafo todo elemento U; deve ser
contraido em um tunico vértice, denominado supervértice u;. Essa operacao é
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inversa aquela realizada pelo procedimento Expansdo_de_vértice ();

Um CD-PAR de arvores geradoras 7" e T}, para D’. Para o digrafo D contraido
em D’ também devem ser encontradas uma arvore geradora convergente e uma
arvore geradora divergente.

Procedimento 7 Remove_Duplicatas_E_Reenraiza

Entrada:

D.

. Um digrafo fortemente conexo direcionado D;

Conjuntos disjuntos de vértices: Uy, --- ,Us de D. Esses conjuntos sao compostos
por faces negativas;

Um CD-PAR de florestas de D que consiste de um CD-PAR de arvores 5.

(convergente) e S; 4 (divergente) para cada conjunto facial negativo Uy;

O digrafo direcionado D’ construido a partir de D pela contracao de cada U; em
um supervértice u;

Um CD-PAR de arvores geradoras T, e T}, para D’

Saida:

1.

Um CD-PAR de arvores geradoras 1. e T, de D.

Compute T, da seguinte forma:

Passo 1 Encontre a raiz local r; de cada subconjunto U;, da seguinte forma:

e Para cada supervértice ul, se u; é a raiz de 17, entao, considere r; como
um vértice arbitrario de U;.

e Caso contrério, tendo d’ como a aresta que parte de u; em 77, considere
r; como o vértice inicial de d'.

Passo 2 Para cada supervértice u,, que representa um subconjunto U;,

aplique o procedimento Reenraize CD Arvores em S5;. (enraizado
em 7;) de U;, para encontrar uma arvore convergente R;.

Passo 3 Desfaga a contracao em 7, substituindo cada supervértice u, pela

arvore convergente R;. A arvore resultante é nomeada como T..

Passo 4 Utilize o algoritmo Remove Duplicatas () para remover as dupli-

catas de T..

Realize simetricamente o mesmo procedimento para encontrar 7.
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O procedimento Remove Duplicatas_E Reenraiza () resulta nos corolarios
apresentados a seguir. Eles sao utilizados como prova direta de algumas operacoes
realizadas pelo algoritmo do CD-PAR, devidamente detalhado no Capitulo 5.

Corolario 2 Um CD-PAR de drvores geradoras para D pode ser computado em tempo

O(log n) com n/log n processadores, utilizando: D, D" e um CD-PAR de drvores para
D'.

Demonstracao: [KAO93] .

Corolario 3 Um CD-PAR de drvores geradoras para D pode ser computado em tempo
O(log n) com n/log n processadores, utilizando: D, seus territorios biconexos, D., Dg,
D’ e um CD-PAR de drvores geradoras para D’.

Demonstracao: [KAO93] .

Corolario 4 Um CD-PAR de drvores geradoras para D pode ser computado em tempo
O(log n) com n/log n processadores, utilizando: D, seus clusters positivos, um CD-
PAR de drvores geradoras para cada cluster positivo de D, o digrafo D' e um CD-PAR
de darvores geradoras para D’'.

Demonstracao: [KAO93] R



CAPITULO 4

Territorios Biconexos

O algoritmo do CD-PAR é baseado em uma série de operacoes executadas sobre um di-
grafo fortemente conexo D. Durante a execucao do algoritmo, o digrafo D é modificado
e surgem novas estruturas, tais como faces negativas extras e supervértices. Uma outra
estrutura definida por Kao e Shannon, denominada territério biconexo, também é
muito utilizada pelo algoritmo. Este capitulo ilustra as observagoes necesséarias a res-
peito de territorios biconexos. Um territério biconexo é definido utilizando o algoritmo
a seguir e as consideragoes enumeradas apds o algoritmo.

Procedimento 8 Compute_CD_Florestas
Entrada:

1. Um digrafo normal D sem vértices de graus maiores do que trés, ou seja, com
faces positivas disjuntas.

Saida:

1. Um CD-PAR de florestas geradoras D, e D, para D.
Passo 1 II = Compute_Segmentos_Positivos(D).
Passo 2 D, = Remove_Segmentos(D, primeira, II)

Passo 3 D; = Remove_Segmentos(D, tltima, II)

Para cada face positiva f de D:

1. Sejam T.(f) e Ty(f) as arvores em D, e Dy que contém os vértices de fronteira
de f;

2. Seja S(f) o subgrafo induzido pelo conjunto de vértices compartilhados por T.(f)
e Ta(f);

3. Seja BN(f) o territério biconexo em S(f), tal que BN (f) contém os vértices
da fronteira de f.
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Territérios Disjuntos

S -

%

Aresta Inexistente

Figura 4.1: Territérios biconexos.

Como D nao possui vértices com graus maiores do que trés, todos os territérios
biconexos sao disjuntos, um exemplo ¢é ilustrado na Figura 4.1. Um dos principais
objetivos do algoritmo de arvores geradoras é reduzir pela metade o nimero de faces
positivas de D a cada execucao. Para tal, o algoritmo contrai cada territorio biconexo
em um vértice unico e denota o grafo resultante por D’. Entretanto, a contragao de
um territorio biconexo pode produzir uma nova face positiva. Os lemas e o teorema a
seguir discutem o numero de faces positivas em D e em D’ e fornecem as informacoes
necessarias a respeito de territorios biconexos.

Lema 3 Seja ' uma face de D'. Seja P’ um caminho direcionado na fronteira de
f! cujos vértices internos sao vértices originais de D. Assim sendo, P’ é original-
mente um caminho na fronteira da face f em D, e cada aresta de P’ possui a mesma
orientacao com respeito a [ e f'.

Demonstracao: [KAO93] A

Lema 4 Seja f uma face nao ciclica em D. Seja P um caminho direcionado na
fronteira de f, que possui ao menos duas arestas e que consiste apenas de arestas
positivas de f. Se os vértices extremos de P estao em territorios biconexos de D, mas
seus vértices internos nao estao, entao os vértices extremos de P estao em diferentes
territorios biconexos.

Demonstracao: [KAO93] .

Teorema 11 O niumero de clusters positivos em D' é no mdzximo metade do nimero
de faces positivas em D.

Demonstracgao:

E suficiente mostrar que a fronteira de cada face positiva em D’ contém pelo menos
dois territorios biconexos contraidos de D. Por contradi¢ao, pode-se assumir que existe
uma face positiva f em D', que contém em sua fronteira no maximo um territério
biconexo contraido de D, sendo assim, dois casos precisam ser analisados:
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P

Figura 4.2: Caminho P ligando dois diferentes territorios.

e Se B(f') ndo contém nenhum territério biconexo contraido de D, entao f’ é
uma face positiva em D, contradizendo o fato de que toda face positiva de D é
contraida em D’;

e Sem perda de generalidade, pode-se assumir agora que B(f’) contém exatamente
um vértice v’ que é territério biconexo contraido de D. Seja P’ um caminho
simples na fronteira de f’, que parte do vértice v’ para si mesmo com pelo menos
uma aresta. Pelo Lema 3 e pelo Lema 4, P’ é originalmente um caminho dire-
cionado positivo P localizado em uma face nao ciclica de D, tal que os extremos
de P estao em diferentes territorios biconexos de D, mas os vértices internos nao
estdao. Como D’ nao possui lacos os extremos de P estao em diferentes territorios
biconexos de D, como ilustrado na Figura 4.2 contradizendo a hipdtese de que
B(f") contém apenas um territério biconexo contraido de D. A Figura 4.3 ilustra
o resultado da contracao dos dois territorios biconexos da Figura 4.2 B

P

Figura 4.3: Territérios biconexos contraidos.



CAPITULO 5

Detalhando o Algoritmo do
CD-PAR

Neste capitulo, detalha-se o algoritmo de arvores geradoras de Kao e Shannon. Esse al-
goritmo, conhecido como CD-PAR, tem como entrada um digrafo normal D,. Através
de iteracoes que consomem tempo O(log n), ele obtém um digrafo Dy que nao pos-
sui vértices de graus maiores do que trés e possui apenas uma face positiva. Sendo
assim, como visto no Teorema 3, um CD-PAR de arvores geradoras para Gy pode
ser encontrado utilizando técnicas de orientacao local. Esse CD-PAR, por sua vez,
deve ser convertido em um CD-PAR de arvores geradoras para o digrafo original. E-
xistem, entao, dois caminhos: o primeiro caminho parte do digrafo original D, até o
digrafo Dy com objetivo de localizar o CD-PAR de arvores geradoras de Dy; o segundo
caminho parte do CD-PAR de D; em busca das arvores geradoras de Dy, realizando
diversas tarefas, tais como: remocao de duplicatas, substituicao de clusters por arvores
e reenraizacgao.

5.1 Algoritmo Compute_CD_PAR

O algoritmo Compute_CD_PAR () é dividido em dois estagios. No primeiro estagio,
caso seja necessario, o digrafo inicial D sofre alteragoes como: contracao de faces
e expansao de vértices. Arvores geradoras sao computadas sempre que o digrafo é
alterado. Essas arvores sao armazenadas e futuramente serao utilizadas para construir o
CD-PAR do digrafo original. A seguir é apresentado o algoritmo Compute _CD_PAR ().
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Entrada:
1. Um digrafo normal planar Dy. Como ilustrado pelas Figuras 5.1 e 5.2.
Saida:

1. Um CD-PAR de arvores geradoras para D.

Ve

V12

Vig

Voq

V3o

V3

Figura 5.2: Digrafo normal planar D, com vértices numerados.
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ESTAGIO 1

Passo 1

Passo 2

Passo 3

Passo 4

Passo 5

Localize todos os clusters positivos do digrafo D,.

A primeira estratégia do algoritmo consiste em reduzir o nimero de faces
positivas, antes, porém, é preciso localizar todas as faces positivas. Como
visto no Capitulo 3, quando houver mais de uma face positiva ligada, elas sao
consideradas como um cluster positivo.

Compute um CD-PAR de arvores geradoras para cada cluster po-
sitivo.

O procedimento que computa um CD-PAR para um determinado cluster po-
sitivo é denominado Compute_Clusters_CD_PAR (), como foi mostrado no
Capitulo 3. Neste passo, ¢é realizada uma primeira chamada a esse procedi-
mento. Como resultado, sao encontradas duas arvores geradoras para cada
cluster positivo. Essas arvores devem ser armazenadas, pois serao futuramente
utilizadas.

Construa um digrafo D, a partir de D, contraindo cada cluster po-
sitivo em um unico vértice.

A contracao de todos os clusters positivos equivale a aproximacao da vizinhan-
¢a de todos os vértices de todos os conjuntos disjuntos das faces positivas
de D,. E importante notar que, antes da contracao dos clusters positivos,
um conjunto de florestas geradoras ja foi previamente computado no passo
anterior para cada cluster.

Construa um digrafo D, a partir de D; expandindo cada cluster
positivo contraido em uma face positiva.

Um cluster positivo também é um digrafo fortemente conexo, tal digrafo possui
um caminho que passa por todos os vértices sem repetir arestas. Neste passo,
a nova face positiva pode ser entendida como o cluster inicial. Suas arestas
sao as mesmas do caminho original, entretanto, os vértices de fronteira entre
as faces precisam ser removidos.

Lema 5 O numero de clusters positivos em Do € pelo menos metade do
numero de faces positivas em D;.

Demonstracao:[KAO93|M.

Construa um digrafo D’ a partir de D; expandindo cada vértice de
grau maior do que trés (se ainda houver) em uma face negativa.

Neste passo o procedimento Expansdo_de _Vértice () é chamado, o qual é
responsavel por substituir cada vértice com grau maior do que trés por uma
face negativa.

Neste primeiro estagio, dois problemas citados no Capitulo 1 foram inicialmente
tratados: a presenca de mais de uma face positiva e a de vértices com graus maiores
do que tres.
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ESTAGIO 2

Passo 1 CD’ «+ COMPUTECDT (D’).

Passo 2 A partir de CD’ compute um CD-PAR CD, de arvores geradoras
para D, via Corolario 2, visto na pagina 40.

Passo 3 A partir de C'D, compute um CD-PAR CD; de arvores geradoras
para D; via Corolario 2, visto na pagina 40.

Passo 4 A partir de CD; , dos clusters positivos de D, e do CD-PAR com-
putado no passo 2 do estagio 1, compute um CD-PAR C'D de arvores
geradoras para D via Corolario 4, visto na pagina 40.

Passo 5 Retorne CD.

Os algoritmos Reenraize CD_Arvores (), Remove Duplicatas () e Remove_Du-
plicatas_E_Reenraiza () sao utilizados nos passos 2, 3 e 4. Os corolérios citados
sao resultados diretos dos teoremas que demonstram a eficiéncia desses algoritmos.

O algoritmo a seguir, Compute_CDT (), é utilizado no passo 1 do estagio 2. O
procedimento COMPUTECDT (D’ ) consiste basicamente de uma repeticao dos passos
realizados no estagio 1 do algoritmo do CD-PAR. Cada chamada desse procedimento
sera responsavel por reduzir gradativamente o nimero de faces positivas do digrafo D’.
Essas chamadas sao realizadas até que D’ possua apenas uma face positiva, ou seja,
até que D' se iguale a Dy.

Algoritmo COMPUTECDT ()

Entrada:

1. Um digrafo normal planar sem vértices de grau maior do que trés.
Saida:

1. Um CD-PAR de arvores geradoras para D.

Se D possui exatamente uma face positiva entao:

CD «— RemoveSegmentos (D)
Senao

ESTAGIO 1

Passo 1 Seja D. o digrafo construido pela remocao da primeira aresta de
cada segmento positivo maximal de D.

A partir deste passo, inicia-se uma busca pelo CD-PAR de arvores geradoras
para o digrafo Dy da entrada do procedimento. O primeiro digrafo encontrado
¢ um digrafo convergente denominado D..
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Passo 2 Seja D, o grafo construido pela remocao da iltima aresta de cada
segmento positivo de D.

Neste passo sera encontrado o segundo digrafo que compoe o CD-PAR de D.
Este digrafo é divergente e denominado Dy.

Passo 3 Encontre os territorios biconexos de D a partir de D, e D,.

Este passo é muito importante. E preciso observar que, antes de encontrar
os novos conjuntos de faces positivas (territérios biconexos), o procedimento
localizou e armazenou mais um CD-PAR.

Passo 4 Construa D; a partir de D contraindo cada territério biconexo em
um vértice tnico.

Neste passo os territérios biconexos s@ao contraidos em vértices unicos. A
relacao com a contracao dos clusters positivos mostrada anteriormente é ime-
diata.

ESTAGIO 2

Os passos deste estagio sao idénticos ao Estagio 1 do algoritmo Compute_-C'D_PAR.
Novamente, é preciso localizar todos os clusters positivos restantes, computar arvores
geradoras para cada um e contrair esse cluster em um vértice tinico.

Passo 1 Compute os clusters positivos de D;.

Passo 2 Compute um CD-PAR de arvores geradoras para cada cluster po-
sitivo de D;.

Passo 3 Compute D, a partir de D, contraindo cada cluster positivo em um
vértice tnico.

ESTAGIO 3

Neste estagio as duas ultimas operagoes realizadas no Estagio 1 do algoritmo Com—
pute_.CD_PAR() sdo novamente executadas. Como as arvores geradoras para cada
cluster ja foram computadas. Cada cluster contraido pode ser novamente expandido
em uma grande face positiva. Os vértices com graus maiores do que trés também sao
substituidos utilizando o algoritmo Expansao_de_Vertice()

Passo 1 Construa um digrafo D3 a partir de D, expandindo em uma face
positiva cada cluster positivo contraido em D;.

Passo 2 Construa D, a partir de D3 expandindo em uma face negativa cada
vértice de grau maior do que treés.

ESTAGIO 4

Passo 1 CD, «+COMPUTECDT (D,)

Este passo é recursivo, ou seja, consiste de uma chamada ao algoritmo COMPU-
TECDT (D,) . Como resultado, tem-se um CD-PAR final de arvores geradoras
que deve ser armazenado em CDy.
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Passo 2 A partir de C'D,;, compute um CD-PAR (CD; de arvores geradoras
para D3 via Corolario 2, visto na pagina 40.

Passo 3 A partir de C' D3, compute um CD-PAR CD, de arvores geradoras
para D, via Corolario 2, visto na pagina 40.

Passo 4 A partir de C'D,, dos clusters positivos de D; e do CD-PAR com-
putado no Passo 2 do Estagio 2, compute um CD-PAR CD; de
arvores geradoras para D; via corolario 4, visto na pagina 40.

Passo 5 A partir de C'D,, D., D, e dos territérios biconexos de D, compute
um CD-PAR CD de arvores geradoras para D via Corolario 3, visto
na pagina 40.

Passo 6 retorne CD.

Os algoritmos Reenraize CD_Arvores (), Remove_Duplicatas () e Remove_Du-—
plicatas_E_Reenraiza () sao utilizados nos passos 2, 3, 4 e 5.
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5.2 Tlustracao de um Exemplo do Estagio 1 do Al-
goritmo CD-PAR ()

Neste tépico é apresentado um exemplo da execugao dos passos do Estagio 1 do algo-
ritmo do CD-PAR (). O digrafo Dy, utilizado como entrada inicial do algoritmo, foi
ilustrado na Figura 5.3. A Figura 5.4 ilustra a localizacao de todos os clusters positivos
do digrafo Dy. A Figura 5.5 ilustra a computagao de um CD-PAR de arvores gerado-
ras para cada cluster positivo de Dy. As Figuras 5.6 e 5.7 ilustram a construcao do
digrafo D1 a partir de Dy contraindo cada cluster positivo em um tnico vértice. Esses
vértices sao ilustrados pela Figura 5.8. A Figura 5.9 ilustra a construcao do digrafo D,
a partir de D; expandindo cada cluster positivo contraido em uma face positiva. Caso
seja necessdario, é construido o digrafo D', a partir de D,, expandindo cada vértice de
grau maior do que trés em uma face negativa. Os demais estagios do algoritmo nao
sao ilustrados através de figuras, preferiu-se estudar e entender a estratégia de cada
estdgio separadamente, como visto anteriormente. O digrafo resultante do Estagio 1
¢ denominado D', ele ndo possui vértices de graus maiores do que trés, isto é, possui
faces positivas disjuntas. Nos préoximos estagios esse digrafo serd contraido e expandido
e, em cada passo serd armazenado um CD-PAR do digrafo corrente. Quando é obtido
o CD-PAR para o digrafo com apenas uma face positiva, inicia-se um processo de re-
construcao de CD-PAR para cada digrafo resultante de alguma alteragao. Por fim, é
encontrado o CD-PAR para o digrafo original Dy. Apds a computacao do CD-PAR de
Dy, é possivel construir uma cobertura em orelhas para o digrafo dual aciclico de Dy e
a partir desta obter a extensao linear do dual, objetivo principal deste trabalho.

Figura 5.3: Clusters positivos.
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Figura 5.4: Os trés clusters positivos de D.
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Figura 5.5: Os trés clusters positivos e o CD-PAR de cada um.
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Figura 5.7: Contragao dos trés clusters do digrafo D.
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Figura 5.8:
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Um tnico vértice para cada cluster positivo contraido.
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Figura 5.9: Digrafo D sem vértices de graus maiores do que trés.



CAPITULO 6

Conclusao

O objetivo deste trabalho consistiu em estudar e detalhar o algoritmo paralelo para
extensao linear de um digrafo aciclico planar no modelo PRAM, elaborado por Kao
e Klein [KAO93|. Para alcangar o objetivo, foram estudados algoritmos paralelos ca-
pazes de resolver dois subproblemas: a obtencao de arvores geradoras direcionadas de
Kao e Shannon [KAO93], denominado algoritmo do CD-PAR e a obten¢ao de decom-
posi¢ao em orelhas direcionada proposto por Kao e Klein [KAO89]. Iniciou-se o estudo
analisando a relagao de equivaléncia entre um CD-PAR de arvores geradoras e uma
decomposicao em orelhas direcionada. A partir dessa relacao Kao e Klein, construiram
seu algoritmo paralelo para extensao de digrafos planares. A estratégia central desse
algoritmo consiste em utilizar a decomposicao em orelhas direcionada para particionar
paralelamente o digrafo aciclico planar em subregioes e, a partir dessas, obter a extensao
linear. O algoritmo mais pesquisado foi o algoritmo do CD-PAR, seu entendimento
consumiu grande parte do trabalho, devido ao fato de que Kao e Shannon apenas citam
os estagios do algoritmo. Neste trabalho, a idéia de cada passo foi discutida e exemplos
compostos por figuras foram utilizados para melhor ilustragao. Dessa forma, tornou-se
mais claro o entendimento do funcionamento do algoritmo. O algoritmo do CD-PAR
foi amplamente estudado, pois ele é a base para a extensao linear, pois, como mostrado,
um CD-PAR pode ser convertido em uma decomposicao em orelhas e, a partir dessa,
¢é obtida a extensao linear.

6.1 Trabalhos Futuros

Para digrafos aciclicos gerais, a obtengao de uma extensao linear nao é simples. Kao
e Klein [KAO93] mostraram que, no modelo PRAM, ela s6 pode ser obtida por meio
da computacao do fecho transitivo do digrafo. Para a classe dos digrafos aciclicos
planares, Kao e Klein [KAO93] apresentaram o algoritmo paralelo PRAM para com-
putar a extensao linear sem a necessidade de computar o fecho transitivo do digrafo.
Como proposta de um futuro trabalho, sugere-se a pesquisa da existéncia e possivel
implementagao de um algoritmo BSP/CGM para computar a extensao linear de um
digrafo aciclico planar. No caso de listas e arvores, resolveu-se o problema da extensao
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linear utilizando algoritmos BSP/CGM para list ranking, ordenagao e Fuler Tour em
arvores. Para os digrafos aciclicos planares gerais, a proposta pode consistir em utilizar
as idéias de arvores geradoras direcionadas e decomposicao em orelhas direcionadas,
propondo algoritmos BSP/CGM para esses problemas, e com base nesses algoritmos,
elaborar um algoritmo BSP/CGM para resolver o problema da extensao linear em
digrafos aciclicos planares.
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