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Resumo

O presente trabalho apresenta um estudo sobre emparelhamentos, grafos
cobertos por emparelhamentos e decomposicao em orelhas de grafos cobertos
por emparelhamentos, procurando exibir, com a maior clareza possivel, os
aspectos mais importantes dos topicos estudados.

Apresentamos um estudo sobre as barreiras maximais dos grafos ele-
mentares, que sao as classes de uma parti¢ao canonica de grafos elementares.
Esse estudo nos permitiu aplicar propriedades interessantes das barreiras
maximais em algumas provas de resultados importantes da teoria do empa-
relhamento. Além disso, esse estudo é a base para o estudo de grafos cober-
tos por emparelhamentos e decomposicao em orelhas de grafos cobertos por
emparelhamentos, onde apresentamos um algoritmo que realiza tal decom-
posi¢ao em tempo O(|V|-|E|). Esse algoritmo é, atualmente, o mais eficiente
para a decomposicao em orelhas de grafos cobertos por emparelhamentos.



Abstract

This work deals with matchings, matching covered graphs and ear decompo-
sition of matching covered graphs. The most important aspects of each one
of these subjects are studied.

We study maximal barriers of elementary graphs, which are the classes of
the canonical partition of an elementary graph. This study leads us to apply
the maximal barrier properties in proofs of some important results in match-
ing theory. Moreover, this is the basis for our study on matching covered
graphs, where we present the most efficient algorithm for ear decomposition
of matching covered graphs, which runs in O(|V| - |E|) time.
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Capitulo 1

Introducao

Emparelhamentos é um topico de grande importancia para a ciéncia da com-
putacao, assim como para a teoria dos grafos e otimizacao combinatoria. O
primeiro e mais evidente interesse vem de suas aplicagoes. Ele modela com
perfei¢ao o problema da distribuicao de pessoal (veja [BMT76], pg. 80) e, além
disso, faz parte de um certo ntimero de problemas importantes na teoria dos
grafos |[GMS&4].

O interesse em estudar emparelhamentos surgiu devido a grande im-
portancia do problema das quatro cores para a teoria dos grafos [Mur94].
A observagao feita por Tait [Tai80] de que “provar o teorema das quatro
cores é equivalente a provar que todo grafo cibico planar, sem arestas de
corte, possui trés emparelhamentos perfeitos disjuntos”, tornou ainda mais
interessante essa area da teoria dos grafos.

Muitas descobertas interessantes surgiram do estudo de emparelhamen-
tos e, com certeza, muitas delas envolvem um conjunto de grafos especiais,
denominados grafos cobertos por emparelhamentos.

Neste presente trabalho, apresentamos os resultados de um estudo sobre
emparelhamentos em grafos, principalmente as caracteristicas estruturais que
tornam essa area de estudo tao atrativa. Durante o estudo, focamos grafos
cobertos por emparelhamentos, decomposi¢ao em orelhas de grafos cobertos
por emparelhamentos e, principalmente, o algoritmo apresentado em [CC05],
que realiza a decomposicao em orelhas de grafos cobertos por emparelhamen-
tos em tempo O(|V] - |E|), melhorando assim o menor tempo de execugao
anterior, que era O(|V| - |E|*) [LR89).

O Capitulo [2| é uma breve introducao aos conceitos basicos da teoria
dos grafos; o Capitulo [3| descreve os conceitos basicos de emparelhamentos
e ilustra alguns dos teoremas mais importantes dessa area; o Capitulo
descreve as propriedades fundamentais dos grafos elementares, que sao a
base para o estudo dos grafos cobertos por emparelhamentos; o Capitulo
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descreve as propriedades fundamentais dos grafos cobertos por emparelha-
mentos, que desempenham um importante papel na teoria dos grafos; e o
Capitulo [0] descreve os principais resultados do presente trabalho.



Capitulo 2

Conceitos Basicos de Grafos

2.1 Introducao

Este capitulo ilustra apenas os conceitos basicos da teoria dos grafos que
serao empregados no presente trabalho. Uma descricao mais completa dos
principais conceitos e terminologia utilizada na teoria dos grafos pode ser
encontrada em qualquer texto sobre o assunto, como por exemplo em [BM76].

2.2 Grafos

Um grafo G consiste de um conjunto V(G) de vértices, um conjunto E(G),
disjunto de V(G), de arestas, e uma funcao de incidéncia g, que associa
cada aresta de E(G) a um par nao ordenado de vértices de V(G). Quando o
nome do grafo é subentendido, utilizamos as notacoes E, V' e ¢ ao invés de
E(G), V(G) e ¥(G), respectivamente.

Seja G um grafo e {u, v} uma aresta de G. Podemos também representar
tal aresta como sendo o conjunto {v,u}. As vezes 6 até mais conveniente
representarmos tal aresta como uv ou vu.

Se e = uv é uma aresta de um grafo G, entao u e v dao os extremos
de e. Além disso, dizemos que e incide em u e v, e vice-versa. Também
podemos dizer que e conecta u a v. Um lago é uma aresta que incide duas
vezes no mesmo vértice. Dois vértices que incidem em uma mesma aresta
sao chamados adjacentes e duas arestas que incidem em um mesmo vértice
também sao chamadas adjacentes.

Para qualquer subconjunto S de V(G), nés definimos o conjunto wvizi-
nhan¢a de S em G, denotado por Ng(S), ou simplesmente N(S) quando o
grafo GG estiver subentendido, como sendo o conjunto de todos os vértices de
V(G) \ S que sdo adjacentes a quaisquer vértices de S, como ilustrado na
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Figura 2.1}

Figura 2.1: Vizinhanca de S em G.

Para qualquer subconjunto S de V(G), 0(S) denota o conjunto de arestas
de G que incidem em algum vértice de S e em algum vértice de V/(G) — S,
como ilustrado na Figura

Figura 2.2: 0(S) = {e1, e9,€3}.

2.3 Subgrafos

Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se V(H) C V(G), E(H) C E(G),
e Yy é a restrigao de g a E(H). Quando H é um subgrafo de G e H # G,
dizemos que H é um subgrafo proprio de G. Se H é um subgrafo de G e
V(H) = V(G), dizemos que H é um subgrafo gerador de G. A Figura
ilustra alguns exemplos de subgrafos.

Suponha que V' seja um subconjunto nao vazio de V. O subgrafo de
G, cujo conjunto de vértices é V', e cujo conjunto de arestas tem somente
as arestas que incidem em dois vértices de V', é chamado o subgrafo de G
induzido por V', e é denotado por G[V']. O subgrafo induzido G[V \ V']
é denotado por G — V' e é obtido, a partir de G, através da remocao dos
vértices de V', juntamente com as arestas que incidem em pelo menos um
vértice de V', Se V' = {v}, entao nds escrevemos G — v ao invés de G — {v}.

11
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Figura 2.3: Um grafo GG, um subgrafo H de G e um subgrafo gerador H' de
G.

Agora suponha que E’ seja um subconjunto nao vazio de E. O subgrafo
de G, cujo conjunto de vértices é o conjunto de vértices que incidem em
ao menos uma aresta de E’, e cujo conjunto de arestas é E’, é chamado de
subgrafo de G induzido por E' e é denotado por G[E']. O subgrafo induzido
G[E \ E'] é denotado por G — E', e é obtido, a partir de G, através da
remocao das arestas de E’. Similarmente, o grafo obtido, a partir de G,
através da adicdo de um conjunto de arestas E’, é denotado por G + E’. Se
E’ = {e}, entao nds escrevemos G —e e G+ e ao invés de G —{e} e G+ {e},
respectivamente.

2.4 Caminhos e conexao

Um passeio em G é uma seqiiencia finita nao nula W = vgejviesvs...€,0;, na
qual os termos sao alternadamente vértices e arestas, tal que, para 1l <17 < k,
vi_1 € v; sao os extremos de e;. Dizemos que W é um passeio de vy a vy.
Além disso, os vértices vy e vy sao, respectivamente, os vértices de origem
e término de W e w1, vq, ..., U1 sao os vértices internos de W. O inteiro
k é o comprimento de W. Se as arestas ey, es, ..., e, de um passeio W sao
distintas, entao W ¢é dito ser uma trilha. Se os vértices vy, vy, ..., v também
sao distintos, entao W é dito ser um caminho.

Um passeio é fechado se seus vértices de origem e término sao o mesmo
vértice. Uma trilha fechada de comprimento positivo, na qual a origem e os
vértices internos sao distintos, é chamada ciclo. Um grafo aciclico é um grafo
que nao contém ciclos.

Dizemos que dois vértices x e y estao conectados em G se existe um cami-
nho em G com origem em x e término em y. Analogamente, dizemos que um
vértice = esta conectado a um conjunto de vértices Y se x estd conectado a
algum vértice de Y. Dizemos também que dois conjuntos X e Y de vértices
estao conectados se existe um vértice x € X conectado a um vértice y € Y.

12
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Conexao é uma relacao de equivaléncia em V. Entao existe uma particao de
V' em subconjuntos nao vazios Vi, Vs, ..., V,, tal que dois vértices u e v estao
conectados se, e somente se, ambos u e v pertencem ao mesmo conjunto V;.
Os subgrafos G[V1], G[Va), ..., G[V,,] sdo chamados de componentes de G. Se
G tem exatamente um componente, entao G é conexo, caso contrario G é
desconezo. Denotamos por ¢(G) o numero de componentes de G.

Se dois vértices u e v estao conectados em um grafo GG, entao a distancia
entre u e v em G, denotada por dg(u,v), é o comprimento do menor caminho
conectando u a v em G. Por outro lado, se u e v nao estao conectados em
G, definimos a distancia dg(u,v) como sendo infinita. Se os extremos de
uma aresta e = zy estao conectados a um vértice w em G, entao a distancia
entre e e w é o menor valor dentre dg(z,w) e dg(y, w). Por outro lado, se os
extremos de e nao estao conectados a w em G, entao definimos a distancia
entre e e w como sendo infinita.

Uma drvore é um grafo aciclico conexo. Uma floresta é um grafo onde
cada um de seus componentes conexos € uma arvore.

Um componente de G é impar ou par de acordo com seu ntmero de
vértices. N6s denotamos por ¢,(G) o numero de componentes impares de G.

2.5 QOutros conceitos utilizados

Um grafo bipartido G é um grafo no qual V(G) pode ser particionado em
dois subconjuntos X e Y tal que cada aresta de GG incide em um vértice de
X e em um vértice de Y. Os conjuntos X e Y sao chamados de partes e
(X,Y) é chamada de biparticio de G.

Uma aresta e de G é dita ser contraida se ela é removida e os dois vértices
nos quais ela incidia passam a ser identificados como apenas um. A contracao
de um subgrafo é a contragao de todas as arestas do subgrafo.

Denotamos por M A M’ a diferenca simétrica dos conjuntos M e M’, ou
seja, M A M := (M - M)u (M — M).

13



Capitulo 3

Emparelhamentos

3.1 Introducao

Seja G um grafo. Um subconjunto M de E(G) é chamado um emparelha-
mento em G se M nao contém lacos e nem arestas adjacentes. Um empare-
lhamento M satura um vértice v, e v é dito ser M -saturado, se alguma aresta
de M incide em v, caso contrario, v é dito ser M -insaturado.

Neste capitulo exibimos, através do Teorema de Berge, condi¢oes necessa-
rias e suficientes para que um emparelhamento tenha cardinalidade méaxima.
Exibimos, através do teorema de Tutte, condicoes necessarias e suficientes
para que um emparelhamento sature todos os vértices de um grafo. Exibimos
o teorema estrutural de Gallai-Edmonds, que serve de base para uma decom-
posi¢ao muito interessante de um grafo, e é um resultado tao importante para
o estudo de emparelhamento em grafos quanto o teorema de Tutte. Exibi-
mos também uma prova muito simples e interessante do teorema estrutural
de Gallai-Edmonds. A tltima secao deste capitulo é dedicada ao estudo do
algoritmo de Edmonds, que encontra um emparelhamento de cardinalidade
maxima em um grafo.

3.2 Emparelhamentos maximos

Seja M um emparelhamento em um grafo G. Um caminho M -alternante em
G ¢é um caminho no qual as arestas estdo alternadamente em E\M e M.
Um caminho M-aumentante ¢ um caminho M-alternante de comprimento
positivo no qual os vértices de origem e de término sao M-insaturados.
Dizemos que M é um emparelhamento mdzimo se G nao possui um empa-

relhamento M’ com |M’| > |M|. O Teorema conhecido como Teorema

14
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de Berge [Ber57], define uma forma simples para determinar se um empare-
lhamento é maximo.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Berge) Um emparelhamento M de um grafo G
€ mdzimo se, e somente se, G nao contém um caminho M -aumentante.

Prova: Seja M um emparelhamento em G. Suponha que G possua um
caminho M-aumentante P := vg, vy, ..., Vo111 (Figura [3.1)).

Figura 3.1: Um caminho M-aumentante em G.

Defina M’ C E por M' = M A E(P) (Figura|3.2).

Figura 3.2: Um emparelhamento M’ tal que |M'| > |M].

Entao M’ é um emparelhamento em G e |M'| = |M| + 1. Portanto, M
nao é um emparelhamento maximo em G.
Por outro lado, suponha que M nao seja um emparelhamento maximo em

G (Figura e seja M’ um emparelhamento maximo em G (Figura [3.2).
Entao |M'| > |M].

Figura 3.3: Um emparelhamento M em G.

15



3.2. Emparelhamentos méaximos DCT-UFMS

Seja H := G[M A M']. Cada vértice de H tem grau um ou dois, pois
um vértice de H pode incidir em no maximo uma aresta de M e no maximo
uma aresta de M’'. Dessa forma, cada componente de H é um ciclo par
com arestas alternadamente em M e M’, ou entao um caminho com arestas

alternadamente em M’ e M (Figura [3.4).

S

V10 V11
Figura 3.4: Diferenca simétrica entre M e M’.

Como |M'| > |M|, H contém mais arestas de M’ do que de M e, dessa
forma, algum caminho P, que seja um componente de H, comeca e termina
com arestas de M'. A origem e o término de P, ambos M’-saturados em H,
sao M-insaturados em G. Entao P é um caminho M-aumentante em G. W

O Teorema de Berge serve de base para os algoritmos que desejam en-
contrar emparelhamento maximo em grafos, pois sempre que um caminho
M-aumentante é encontrado, um emparelhamento M’, cuja cardinalidade é
| M|+ 1, também é encontrado.

Seja M um emparelhamento méximo de G. Denotamos por v(G) o
nimero de arestas de M. Denotamos por def(G) (deficiéncia de G) o niimero
de vértices M-insaturados, ou seja, def(G) := |V(G)| — 2v(G). Dessa for-
ma, podemos determinar o tamanho de um emparelhamento méximo de G
através da expressao v(G) = 1(|V(G)|— def(G)). A Proposicao [3.2.2| define
um limite inferior para def(G).

Proposicao 3.2.2 Seja G um grafo. Entao, para qualquer subconjunto X
de V(G), def(G) > c,(G — X) — | X]|.

Prova: Escolha qualquer X C V(G) e seja M um emparelhamento méximo
em (. Denote por Gy, ..., Gj, ..., Gi, os componentes impares de G — X, onde
k = ¢,(G — X) e cada subgrafo em Gy, ..., G; contém um vértice nao coberto
por M em (. Assim, para cada componente G; em G,y 1, ..., G}, existe ao
menos uma aresta de M incidindo em um vértice de X e em um vértice de
Gy, ou seja, k —i < |X|. Por outro lado, def(G) > i. Dal def(G) > i >

—|X| =0 (G - X) —|X]. [ |
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3.3 Emparelhamentos em grafos bipartidos

Seja G um grafo bipartido com biparticao (X,Y). Em muitas aplicagoes
desejamos encontrar um emparelhamento que satura cada vértice em X.
Hall [Hal35|] determinou condigoes necessarias e suficientes para que tal empa-
relhamento exista. Tais condigoes sao ilustradas no Teorema|3.3.1} conhecido
como Teorema de Hall.

Teorema 3.3.1 (Teorema de Hall) Seja G um grafo bipartido com biparti¢ao
(X,Y), entdo G possui um emparelhamento que satura cada vértice em X
se, e somente se, |[N(S)| > |S| para todo S C X.

Prova: Suponha que G contenha um emparelhamento M que satura cada
vértice em X, e seja S um subconjunto de X. Como os vértices de S sao
emparelhados, através de M, com vértices distintos em N (S), nés claramente
temos |[N(S)| > |S|.

Por outro lado, suponha que G seja um grafo bipartido com biparticao
(X,Y) em que |[N(S)| > | S| para todo S C X. Por contradigao, suponha que
G nao contenha emparelhamento que sature todos vértices de X. Seja M
um emparelhamento maximo em G e seja u um vértice M-insaturado de X.
Denotamos por Z o conjunto de todos vértices conectados a u por caminhos
M-alternantes. Como M é maximo, pelo Teorema temos que u é o
unico vértice M-insaturado em Z. Seja S :=ZNX eT :=2ZNY. Entao os
vértices em S\ {u} sdo emparelhados, através de M, com os vértices em T,
ou seja, |T| = |S| — 1. Além disso, temos que N(S) = T, pois cada vértice
de S estd emparelhado através de M com um vértice de 1" e cada aresta st
que incide em um vértice s € S, mas nao estd em M, incide também em
um vértice t € T', pois t, por definicao, esta conectado a u por um caminho
M-alternante (Figura [3.5)).

Figura 3.5: Um emparelhamento méaximo M em um grafo bipartido G.

Dessa forma, temos que N(S) =T e |T| = |S| — 1, o que é uma contra-
dicao. [ |
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3.4 Emparelhamentos perfeitos

Seja M um emparelhamento em um dado grafo G. Se todos os vértices
de G forem M-saturados, entao o emparelhamento M é perfeito, mas se M
deixar exatamente um vértice de G insaturado, entao M é quase-perfeito.
Se M é um emparelhamento perfeito, entao |M| = %\V|, ou seja, def(G)
= 0. Claramente, cada emparelhamento perfeito também é maximo. Outros
conceitos importantes, derivados do conceito de emparelhamento perfeito,
sao os conceitos de grafo critico e subgrafo central. Um grafo é dito ser
critico se G — v tem um emparelhamento perfeito para cada v € V(G). Um
subgrafo G’ de G é dito ser central se G — V(G') possui emparelhamento
perfeito. O Teorema [3.4.1], conhecido como Teorema de Tutte [Tutd7], nos
mostra uma condicao suficiente e necessaria para que um grafo tenha um
emparelhamento perfeito.

Teorema 3.4.1 (Teorema de Tutte) Um grafo G tem um emparelhamento
perfeito se, e somente se, ¢,(G —S5) < |S| para qualquer S C V(G).

Prova: Se GG possui um emparelhamento perfeito, entao def(G) = 0. Assim,
pela Proposicao temos que ¢,(G — 5) < |S| para qualquer S C V(G).

Agora vamos provar, por indugao em |V(G)|, que se ¢,(G—S) < |S|, para
qualquer S C V(G), entao G possui um emparelhamento perfeito. E facil no-
tar que |V(G)| é par, pois se S = (), entdo ¢,(G) = ¢,(G—S5) < |S| = 0. Seja
B um subconjunto maximal de V(G) tal que ¢,(G — B) = |B|. A existéncia
de B é garantida pelo fato do conjunto vazio, assim como qualquer conjunto
formado por apenas um vértice de V(G), satisfazer a condigdo necessaria. E
importante mostrar que:

1. G — B nao possui componentes pares. Suponha, por contradi¢ao, que
C' seja um componente par de G — B. Seja B’ := B U {v}, onde v é
um vértice qualquer de C'. Como C' é par, C' — v possui um ou mais
componentes impares. Logo, ¢,(G—B') > ¢,(G—B)+1 = |B|+1 = |B/|.
Por outro lado, como ¢,(G — §) < |S| para qualquer S C V(G), temos
que ¢,(G — B") = |B’| e |B'| > |B|, contrariando a afirmagao de que B
¢ maximal.

2. Cada componente (impar) de G — B é critico. Suponha, por contra-
digao, que H seja um componente impar nao critico de G — B. Entao
existe um vértice v € V(H) tal que H' := H — v ndo possui empare-
lhamento perfeito. Pela hipotese de inducao, temos que existe um sub-
conjunto T' C V(H') tal que ¢,(H'—=T) > |T|. Se ¢,(H' =T) = |T|+1,
entao chegamos a contradigao de que |V (H’)| é impar. Assim, temos
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que ¢,(H' —=T) > |T| + 2. Se ¢,(H' —T) > |T| + 2, entao, para o
conjunto S = BUT U {v}, temos que

co(G—=8) = ¢(G—B)—1+c,(H —T)
> Bl —1+|T|+2
= |B|+|T|+1
= |BUTU{v}|
= 151,

o que é uma contradi¢do. Por outro lado, se ¢,(H' —T) = |T| + 2,
entdo, para o conjunto S = BUT U {v}, temos que

o(G—=S8) = ¢(G—B)—1+c¢,(H —=T)
= |B|—-1+|T|+2
= |B|+|T|+1
= |[BUTU{v}|
= 5],

o que é uma contradicao, pois B é maximal.

Sejam Hy, Hy, ..., H, os componentes impares de G — B, onde b = |B]|

(Figura [3.6)).

B
r—-—-——-—"">"~>"~>""~>"~"~"~“"~"="="¥="¥“"7¥"¥="7"¥"¥7=7¥=/ "7/ ¥="-"=-- 1
| |
=T
l/ Hl \I [/ H2 \I [\/ HS \I [/ H4 \I

Figura 3.6: Componentes Hy, Hy, H3 ¢ Hy de G — B.

Considere o grafo J obtido, a partir de G, através da remocao de todas
as arestas que incidem em dois vértices de B, e onde cada componente impar
H;, 1 <1 <b,de G— B foi contraido a um tnico vértice (Figura. E fécil
ver que J é um grafo bipartido com bipartigao (X, B), onde X é o conjunto
de vértices resultantes das contracoes de cada H;.

Agora podemos afirmar que J possui um emparelhamento que satura
cada vértice de X, pois, caso contrério, pelo Teorema [3.3.1] temos que existe
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Figura 3.7: Grafo J obtido a partir de G.

um subconjunto 7' de X tal que N,(T) < |T|. Entdo, para o conjunto
S = Ny(T), temos que ¢,(G — S) > |S|, o que é uma contradicdo. Como
| X| = | B|, temos que J possui emparelhamento perfeito.

Seja M := {ej, e, ..., 5} um emparelhamento perfeito de J. Note que M
¢ um emparelhamento em (. Note também que cada aresta e;, 1 < i < b,
incide em um componente H; distinto de G — B. Fixemos a notacao de tal
forma que, para 1 < i < b, ¢; incide em um vértice v; de H; e M; é um
emparelhamento perfeito de H; — v;.

E facil ver que M UM;UMsU ...UM, é um emparelhamento perfeito de
G. [ |

3.5 O teorema estrutural de Gallai-Edmonds

Dentre os subconjuntos de vértices de um grafo GG, existe um conjunto espe-
cial, chamado de conjunto Gallai-Edmonds, que serve de base para uma de-
composi¢ao muito interessante de G. Essa decomposigao particiona V(G) em
trés subconjuntos: D(G), A(G) e C(G), onde D(G) é o conjunto de vértices
que sao insaturados por algum emparelhamento maximo de G, A(G) denota
o conjunto formado pelos vértices de V(G) — D(G) adjacentes aos vértices
de D(G), e C(G) = V(G) — A(G) — D(G), como ilustrado na Figura [3.§|

Seja S C V(G). Denotaremos por (G,S) o grafo bipartido obtido, a
partir de (G, através da remocao dos vértices dos componentes pares de G— 5,
remogao das arestas que incidem em dois vértices de S e contracao de cada
componente impar de G — S. Agora, finalmente, podemos dizer que S é um
conjunto Gallai-Edmonds de G se:

(a) os componentes pares de G—S, caso existam, possuem emparelhamento
perfeito;

(b) os componentes impares de G — S, caso existam, sdo criticos; e

(c) se S # 0, entao |N(T)| > |T| em (G, S) para qualquer subconjunto nao
vazio 1" de S.
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__________________________________

Figura 3.8: Decomposi¢ao Gallai-Edmonds S.

Outras caracteristicas importantes de um conjunto Gallai-Edmonds sao
dadas pelo Teorema [3.5.1, conhecido como Teorema Estrutural de Gallai-
Edmonds. Esse teorema garante que qualquer grafo possui um conjunto
Gallai-Edmonds e exibe a decomposicao Gallai-Edmonds a partir desse con-
junto.

Teorema 3.5.1 (Teorema Estrutural de Gallai-Edmonds)

(i) todo grafo G possui um conjunto Gallai-Edmonds S;

(i1) cada emparelhamento mdximo de G contém um emparelhamento quase-
perfeito de cada componente impar de G — S, um emparelhamento per-
feito de cada componente par de G — S, e conecta todos os vértices de
S a vértices em componentes impares distintos de G — S; e

(i) A(G) = S. Em particular, G possui um unico conjunto Gallai-
Edmonds.

Prova: (Realizada por Kotlov em [Kot00]) Dentre os subconjuntos de
vértices de G que maximizam df(S), onde df(S):=c,(G — S) — |S|, seja S
o subconjunto que minimiza Df(.S), onde Df(S) representa o nimero total
de vértices em componentes de G — S que nao possuem emparelhamento
perfeito. A prova a seguir, feita por indugao em |V (G)|, mostra que S é um
conjunto Gallai-Edmonds.
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Suponha, por contradicao, que C' seja um componente par de G — S
e que C' nao possua emparelhamento perfeito. Fixe um vértice v € C e
defina S" = S U {v}. Entao df(S") > df(S) enquanto Df(S’) < Df(S). Essa
contradi¢do mostra que S satisfaz (a).

Suponha, por contradi¢ao, que v seja um vértice em um componente
impar C' de G — S e que C' — v nao possua emparelhamento perfeito. Por
inducao, o grafo H := C — v tem um conjunto Gallai-Edmonds 7. Em
particular, dfy (7T") > 2, pois H é par e ndo possui emparelhamento perfeito.
Defina S’ := SUT U {v}. Entao

df(S") = c(G—5") — |5
= [colG = 8) = 1+ co(H — T)] = [|S| + |T] + 1]
= (co(G=95) = 8]) + (co(H = T) = |T]) — 2
df(S) + df 5 (T) — 2
> df(S).

Como Df(S") < Df(5), chegamos a uma contradigao. Logo, S satisfaz (b).

Agora suponha, por contradicao, que exista um subconjunto nao vazio T’
de S tal que |N(T)| < |T| em (G, S). Considere um menor conjunto 7' com
essa propriedade. Defina S’ := S —T. Se T consiste de um tnico vértice sem
vizinhos em (G, S), entdo chegamos & contradigao de que df(S’) ; df(S) em
G (Figura [3.9). Portanto, |T| > 2 ou |T]| =1 e T possui um tnico vizinho
em (G, S).

Figura 3.9: Um subconjunto unitario 7' de S e os componentes impares
Cl, ...,05 de G—S.

Agora devemos mostrar que |N(T')| = |T'|, mesmo se |T| > 2. Suponha,
por contradi¢ao, que |[N(T)| < |T|. Entao existe um subconjunto nao vazio
T := T — v, onde v é um vértice qualquer de T, tal que |N(T")| < |T"| e
IT’] < |T, o que contradiz a escolha de T" (Figura [3.10)).

Assim, por (b) e pelo Teorema de Hall (Teorema [3.3.1]), temos que T'U
N(T) é um componente par de G — S’ que possui emparelhamento perfeito.
Conseqiientemente, df(S") = df(S) e Df(S") < Df(S), o que é uma contradi¢ao
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Figura 3.10: Um subconjunto 7" de T' em (G, S).

(Figura[3.11). Portanto, S satisfaz (¢). Como S satisfaz (a), (b) e (c), entdo
S satisfaz (i).

Figura 3.11: Um subconjunto 71" de S e os componentes impares C', ..., Cs de
G-S.

Seja agora S um conjunto Gallai-Edmonds, e seja v um vértice de um
componente impar C' de G — S. Por (c) e pelo Teorema de Hall, S pode
ser emparelhado com vértices em componentes impares distintos de G — S
diferentes de C. Por (a) e (b), esse emparelhamento pode ser aumentado
por emparelhamentos perfeitos nos componentes pares de G — .S e empare-
lhamentos quase-perfeitos nos componentes impares de G — S. Dessa forma
obtemos um emparelhamento M que evita v e, como M deixa df(S) vértices
expostos, pela Proposicao [3.2.2] M é méximo. Portanto (i) e (iii) seguem
imediatamente. [ |

Agora que conhecemos o Teorema Estrutural de Gallai-Edmonds, pode-
mos ilustrar facilmente uma férmula para o célculo de def(G). Essa féormula
¢ conhecida como Férmula de Berge e é descrita no Teorema [3.5.2

Teorema 3.5.2 (Férmula de Berge) def(G) = max{c,(G — X) — |X|: X C
V(G)}-

Prova: Pelo Teorema [3.5.1] temos que existe um subconjunto X := A(G)
para o qual a igualdade é vélida, ou seja, def(G) = ¢,(G — X) — | X|. Agora,

pela Proposigao [3.2.2) temos que, para qualquer subconjunto Y C V(G),
Co(G=Y) = Y| < def(G) = ¢,(G — X) — |X]. [ |

23



3.6. Encontrando um emparelhamento
maximo DCT-UFMS

3.6 Encontrando um emparelhamento
maximo

O primeiro algoritmo polinomial conhecido para encontrar emparelhamento
méaximo em um grafo foi proposto por Edmonds [Edm65]. As idéias funda-
mentais desse algoritmo sao: a contracao de ciclos impares e a busca por
caminhos aumentantes.

O Algoritmo de Edmonds é iniciado com um emparelhamento M, pos-
sivelmente vazio, e é facil notar porque ele se preocupa em encontrar um
caminho M-aumentante, pois a busca por caminhos M-aumentantes, como
visto na Se¢ao [3.2] nos garante:

e concluir que M é maximo, caso nao exista um caminho M-aumentante;
ou

e aumentar a cardinalidade de M, caso exista um caminho M-aumen-
tante.

Podemos explicar a razao pela qual o algoritmo se preocupa em contrair
certos ciclos impares como uma forma de facilitar a busca por caminhos
aumentantes. O Lema nos ajuda a entender o propdsito das contragoes.

Lema 3.6.1 Seja M um emparelhamento em um dado grafo G. Seja Z um
ciclo impar em G com 2k + 1 arestas, sendo k arestas de M e um vértice
M -insaturado em G. Construa um novo grafo G', a partir de G, através da
contragao de Z a um simples vértice. Entao M' := M — E(Z) é um empare-
lhamento maximo em G’ se, e somente se, M é um emparelhamento mdzimo
em G.

Prova: Suponha que M nao seja um emparelhamento maximo em G. Entao,
existe um caminho M-aumentante P em G e, pelo Teorema de Berge (Teo-
rema [3.2.1)), se P é disjunto de Z, entdao M’ nao é maximo em G’, pois P
também é um caminho M’-aumentante em G’. Entao suponha que vértices
de Z estejam em P. Ao menos um dos dois vértices finais de P, digamos
x, nao estd em Z. Comecando em x um percurso no caminho P, seja z
o primeiro vértice de Z encontrado nesse percurso (Figura [3.12a). Entao
o sub-caminho de P, com inicio em x e término em z, é um caminho M’-
aumentante em G’ (Figura [3.12b). Portanto, pelo Teorema de Berge, M’
nao ¢ maximo em G'.

Assuma agora que M’ nao seja um emparelhamento maximo em G’ e seja
@’ um emparelhamento em G’ tal que |Q'| > |M'|. Entao Q' corresponde
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Figura 3.12: (a) um caminho M-aumentante P em G e (b) um caminho
M’-aumentante em G'.

a um emparelhamento em G que satura no maximo um vértice de Z. Mas
entao ' pode ser aumentado em G, usando k arestas de Z, para dar origem
a um emparelhamento @ tal que |Q| = |Q'| + k > |M'| + k = |M|. Portanto
M nao é maximo em G. [ |

Ainda com base no Lema [3.6.1] podemos notar que se M’ nao é maximo
em (', entdao podemos concluir que M nao é maximo em G e, facilmente,
encontrar um emparelhamento maior que M em G.

Descrevemos agora, de maneira informal, o Algoritmo de Emparelhamen-
to Maximo de Edmonds. Essa descri¢ao nos permite exibir com maior clareza
suas principais caracteristicas e, dessa forma, ilustrar o que ja foi dito até
aqui sobre o mesmo.

Suponha que temos um grafo G' no qual encontramos um emparelhamen-
to M. Se M ¢é perfeito, entao nao temos nada a fazer. Entao suponha que o
conjunto S de vértices M-insaturados nao seja vazio. Construa uma floresta
F' tal que cada componente conexo de F' contenha exatamente um vértice de
S, cada vértice de S pertenga a exatamente um componente de F', e cada
aresta de F', que esteja a uma distancia impar de um vértice de S, esteja em
M (Figura[3.13).

Segue entao que cada vértice de F' que estd a uma distancia impar de S
tem grau 2 em F'. Tais vértices sao chamados internos, enquanto os demais
vértices de F' sao chamados externos. Em particular, todos os vértices de S
sao externos. Tal floresta é chamada uma floresta M -alternante. Claramente,
a floresta formada apenas pelos vértices de S, sem arestas, é uma floresta
M-alternante.

A seguir, analisamos os vizinhos dos vértices externos. Se encontrarmos
um vértice externo z, adjacente a um vértice y que nao estd em F', como
ilustrado na Figura[3.14] entao, como y nao pertence a S, existe uma aresta
yz € M. Logo, a floresta F' := F + xy + yz passa a ser uma floresta M-
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Figura 3.13: Uma floresta alternante F.

alternante maior que F', como ilustrado na Figura |3.15|

e

Figura 3.14: Um vértice y que nao esta na floresta F'.

Se I’ tem dois vértices externos x e y, que pertencem a diferentes arvores
de F, e que sao adjacentes em G, entao as raizes dessas duas arvores sao
conectadas por um caminho M-aumentante consistindo de xy e os tnicos ca-
minhos partindo de x e y com destino as raizes de cada arvore, como ilustrado
na Figura [3.16]

Entao o caminho M-aumentante encontrado pode ser facilmente utilizado
para obter um emparelhamento M’ maior que M. Agora basta recomecarmos
o algoritmo usando o emparelhamento M’.

Se F' tem dois vértices externos z e y, que pertencem a mesma arvore, e
que sao adjacentes em G, como ilustrado na Figura [3.17] entao considere o
ciclo C' formado pela aresta xy e pelo caminho de z a y em F. Nesse caso,
podemos contrair C' a um tnico vértice v, rotular v como externo, e continuar
a construcao de F.

Agora, vamos explicar o motivo pelo qual o circuito C' pode ser contraido.
Seja P o inico caminho em F' conectando C' a uma raiz de F', como ilustrado
na Figura . (Devemos considerar que se uma raiz estd presente em C,
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e

Figura 3.15: Uma floresta alternante F”.

Figura 3.16: Um caminho M-aumentante encontrado a partir de F'.

entdo P consiste de um tnico vértice.)

Claramente, P é um caminho M-alternante, portanto podemos retirar
de M as arestas que estao em P e incluir em M as arestas de P que nao
faziam parte de M, assim obtemos um outro emparelhamento M; do mesmo
tamanho de M, como ilustrado na Figura [3.19]

Mas, agora M, e C' satisfazem as condicoes do Lema e, se contrair-
mos C' a um simples vértice para obter um novo grafo G’, como ilustra-
do na Figura [3.20, nds reduzimos a tarefa de procurar um caminho M-
aumentante em G a tarefa de procurar um caminho Ms-aumentante em G,
onde My = M; — E(C). Note que, ap6s a contracao de C, utilizamos, sem
prejuizo para a execucao do algoritmo, o emparelhamento M — E(C') para
encontrar a floresta alternante de G’, ao invés do emparelhamento M.

Finalmente, se cada vértice externo tem somente vértices internos como
vizinhos, entao podemos provar que M é méaximo em (. Suponha que F
contenha m vértices internos e n vértices externos. Claramente, n—m = |S].
Além disso, se removermos todos os vértices internos de F', a partir de G,
o grafo resultante conterd todos os vértices externos de F' como vértices
isolados. Logo def(G) > n —m = |S|. Mas M deixa exatamente |S| vértices
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N

Figura 3.17: Vértices externos adjacentes de um mesmo componente de F'.

Figura 3.18: Um ciclo impar C' encontrado a partir de F'.

insaturados, portanto M é maximo.

Uma outra propriedade interessante da floresta alternante F' é ilustrada
na Proposicao [3.6.2]

Proposicao 3.6.2 Seja G um grafo e considere uma aplicacao do algoritmo
de Edmonds para encontrar um emparelhamento mdximo em G. Seja G' o
grafo obtido no final de uma iteracao qualquer do algoritmo. Entao,

(i) todo vértice de G', rotulado como interno, é um vértice original de G;

(i1) todo vértice de G' corresponde a um subgrafo critico de G.

Prova: Como descrito anteriormente no algoritmo de Edmonds, quando um
circuito impar é contraido a um vértice v, v é rotulado como externo. Logo,
a afirmagao (i) é verdadeira.

Agora, seja v um vértice de G'. Seja H o subgrafo de G correspondente
a v. Vamos mostrar, por indugao em |V (H)|, que H é critico.
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Figura 3.19: Encontrando um emparelhamento M; do mesmo tamanho que

~

Figura 3.20: O Grafo G’ obtido apés a contracao de C.

Se H = v, entao, claramente, H é critico. Entao, suponha que v seja o
vértice resultante da contracao de um circuito impar C' := vyv5...v,. Con-
sidere também que, para 1 < j < n, H; seja o subgrafo de G correspondente
a v;. Pela hipétese da inducao, temos que, para 1 < 5 <n, H; é critico.

Seja u um vértice qualquer de H. Sem perda da generalidade, suponha
que u pertenga a Hy. Como H; é critico, H; — u possui um emparelhamento
perfeito M;. Seja M := {vov3, 0405, ..., V_10, } um emparelhamento perfeito
de C'—vy. Sejam uo, us, ..., u,, respectivamente, os vértices de Hy, Hs, ..., H,
que incidem nas arestas de M. Como H; é critico, para todo 2 < j < n,
H; — u; possui um emparelhamento M;. Assim, M UM, U My U ...UM, ¢é
um emparelhamento perfeito de H — u. Como u é um vértice qualquer de
H. temos que H é critico. [ |

A Proposicao nos da um importante resultado sobre a complexi-
dade do algoritmo de construcao da floresta alternante. Para uma prova da

Proposicao [3.6.3], veja [Tar83].

Proposigao 3.6.3 Seja G um grafo e seja M um emparelhamento qualquer
de G (M ndo precisa ser mdximo). Entao,

(i) a construgao da floresta alternante, pelo algoritmo de Edmonds, pode
ser realizada em tempo O(|E|); e
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(i1) se existe um caminho M -aumentante em G, entao tal caminho pode ser
encontrado em tempo O(|E]).

A complexidade do Algoritmo de Edmonds, em sua versao original, é
O(]V|*), mas existem versdes em que a complexidade é O(|V[?). As comple-
xidades dos algoritmos mais conhecidos para o problema de encontrar um
emparelhamento maximo sao ilustradas na Tabela 3.1.

Algoritmo Complexidade
Edmonds [Edm65)] o(vV|*)
Witzgall e Zahn [WJ65] o(|V?)
Balinski [Bal69) o(|V?)
Gabow [Gab73| [Gab76], Lawler [Law76] O(|V]?)

Kameda e Munro [KM74] O(|V|-|E|)
Even e Kariv [EK75], Kariv [Kar70] O(|V1]2)
Bartnik [Bar7g] o([V|2)

Micali e Vazirani [MV80] O(|V|z - |E|)

Tabela 3.1: Complexidade dos algoritmos de emparelhamento

maximo [LP86].
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Capitulo 4

Grafos Elementares

4.1 Introducao

Seja G um grafo. Uma aresta e € E(G) é dita ser admissivel se e pertence a
um emparelhamento perfeito de G. Um grafo G é elementar se suas arestas
admissiveis formam um subgrafo conexo.

Uma barreira de G é um conjunto X C V(G) tal que def(G) = ¢,(G —
X) —|X], ou seja, ¢,(G — X) = | X |+ def(G), como ilustrado na Figura[4.1]
Dizemos que uma barreira X de G é uma barreira maximal se nao existe
barreira X’ de G tal que X & X'.

Figura 4.1: Uma barreira X.

Nesse capitulo exibimos as principais caracteristicas dos grafos ele-
mentares bipartidos. Exibimos a decomposicao em orelhas de grafos ele-
mentares bipartidos. Exibimos uma interessante relacao de equivaléncia pre-
sente nos grafos elementares. Exibimos também as principais propriedades
das barreiras de grafos elementares.
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4.2 Grafos elementares bipartidos

Existem varias formas de caracterizarmos os grafos elementares bipartidos.

O Teorema ilustra algumas delas.

Teorema 4.2.1 Seja G um grafo bipartido com biparticio (X,Y), entdo as
sequintes afirmagcoes sao equivalentes.

(i) G € elementar;

(i) | X| = |Y| e, para cada subconjunto prdprio ndo vazio K de X,
Na(K) > |K| +1; ¢

(111) para cada x € X,y €Y, G —x —y possui emparelhamento perfeito.

Prova: (i) = (ii). Como G possui emparelhamento perfeito, claramente,
| X| = |Y|. Suponha, por contradi¢ao, que exista um subconjunto préprio
nao vazio K de X tal que Ng(K) < |K|. Entao G — (K U Ng(K)) # 0.
Claramente, cada emparelhamento perfeito de G conecta cada vértice de
N¢(K) a um vértice distinto de K, ou seja, nenhuma aresta admissivel de
G conecta Ng(K) a G — (K U Ng(K)), contrariando a afirmacao de que G
¢é elementar.

(ii) = (iii). Sejam z € X ey € Y. Seja H := G — x —y. Suponha, por
contradicao, que H nao possua emparelhamento perfeito. Pelo Teorema de
Hall (Teorema, temos que existe um subconjunto nao vazio K de X —x
tal que [Ny (K)| < |K|. Por outro lado, temos que |Ng(K)| < |Ng(K)|+1 <
| K|, contrariando (ii).

(iii) = (i). Suponha, por contradigao, que G nao seja conexo. Seja G; um
componente de G tal que |V (G1)NX| < |[V(G1)NY|. Sejaxz € V(G1)NX e
y € Y —V(G,). Claramente, G — x — y nao possui emparelhamento perfeito,
contradizendo (iii). Dessa forma, temos que GG é conexo. Agora, seja e := uv
uma aresta arbitraria de G e seja M um emparelhamento perfeito de G—u—w.
Claramente, MU{e} é um emparelhamento perfeito de G contendo e. Como e
é uma aresta arbitraria de GG, temos que todas as arestas de G sao admissiveis
em G. [ |

4.3 Decomposicao em orelhas de grafos
elementares bipartidos

Uma forma interessante de estudarmos a estrutura e as propriedades dos
grafos elementares bipartidos é através de um tipo de decomposicao, chamada
decomposicao em orelhas.
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Seja G um grafo conexo. Uma orelha simples de G é um caminho P
de comprimento impar em G, tal que seus vértices internos, caso existam,
possuem grau dois em G. Se P é uma orelha simples de GG, entao denotaremos
por G — P o grafo obtido, a partir de GG, através da remocao das arestas e
dos vértices internos de P.

Seja G um grafo bipartido. Uma decomposicao em orelhas de G é uma
seqiiéncia GG; C G C .. C G, = G de subgrafos de GG, onde G; = K> e,
para 2 <1 <r, G;_1 = G; — P;, onde P, é uma orelha simples de G;, como
ilustrado na Figura Note que cada subgrafo da seqiiéncia é um subgrafo
bipartido central. Geralmente, usamos a notacao G =e + P, + ... + P, para
denotar uma decomposicao em orelhas bipartida.

Figura 4.2: Uma decomposi¢ao em orelhas bipartida.

O Teorema .3.1] ilustra uma maneira interessante de caracterizarmos os
grafos bipartidos elementares.

Teorema 4.3.1 Um grafo bipartido G ¢ elementar se, e somente se, G pos-
sut uma decomposicao em orelhas bipartida.

Prova: Primeiro assuma que G := e + P, + ... + P, seja uma decomposi¢ao
em orelhas bipartida, onde e é uma aresta de G e, para 2 <7 <r, P, é uma
orelha de GG;. Devemos mostrar, por inducao no niimero de orelhas, que G é
elementar. Se GG = e, entao, claramente, G é elementar. Se r = 2, entao GG
¢ um ciclo par e, portanto, elementar. Agora suponha que G;_1 :=e+ P, +
..+ P;_1 seja elementar, para j < r. Devemos mostrar que G; := G;_1 + P},
onde P; 1= vyv1..V2p41, também ¢é elementar.

Seja f := xy uma aresta arbitraria de G;_;. Como, pela hipdtese da
indugao, G;_; é elementar, temos, pelo Teorema [f.2.1], que Gj_; —x —y pos-
sui emparelhamento perfeito, logo, existe um emparelhamento perfeito M de
G,_1 tal que f € M. Claramente, M U {v1vs, U304, ..., Vg;_102, } € um empar-
elhamento de G; que contém f. Como f é uma aresta arbitraria de G;_,
temos que todas as arestas de Gj_; sao admissiveis em G;. Como F; ¢ uma
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orelha impar, seus extremos vy e va,+1 pertencem a partes distintas de G;_;.
Entao, novamente pelo Teorema , temos que Gj_1 — vy — V41 POssui
um emparelhamento perfeito M’. Claramente, M’ U {vgvy, vau3, ..., Von U211}
¢ um emparelhamento perfeito de GG;. Como todas as arestas de Gj_; sao
admissiveis em G; e M U M’ contém todas as arestas de P;, temos que G é
elementar.

Por outro lado, suponha que G seja um grafo elementar bipartido. As-
suma (1 como sendo qualquer aresta e de G. Seja M, um emparelhamento
perfeito de G contendo e. Se G; # G, entao seja f uma aresta adjacente a e
e My um emparelhamento perfeito de G contendo f. Entao, o componente
de M, U My, que contém e e f, é um ciclo par C' := e + P,. Assim, temos
nossa primeira orelha e Gy := G| + P, (Figura .

Figura 4.3: Uma orelha simples de Gj.

Se Go = GG, entao nao temos mais nada a fazer. Entao, como G é conexo,
existe ao menos uma aresta ¢ := zy em E(G) — E(G,) incidindo em um
vértice, digamos z, de G. Seja M, um emparelhamento perfeito de G' con-
tendo g. Defina P; como sendo o caminho alternante em M. U M, que
comeca em x, atravessa M., U My, passando por g, e termina no primeiro
vértice encontrado no retorno a GG. P3 é nossa segunda orelha e, repetindo o
processo, claramente, podemos continuar encontrando orelhas até obtermos
uma decomposicao em orelhas de G. [ ]

4.4 Algoritmo para decomposicao em orelhas
de grafos elementares bipartidos
A decomposicao em orelhas de grafos elementares bipartidos é bastante sim-

ples, como ilustrado na Tabela . Com excecao do passo (0), este algoritmo
pode ser executado em tempo O(|E|) [CCO5].
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entrada: um grafo elementar bipartido G.
saida: uma decomposicao Py, ...P, em orelhas de G.

(0) encontre um emparelhamento perfeito M do grafo bipartido G com
bipartigao (A, B);

(1) oriente todas arestas de M, de forma que elas fiquem com origem em
A e término em B;

(2) oriente as arestas de E(G) — M, de forma que elas fiquem com origem
em B e término em A;

(3) sejam e uma aresta arbitraria de M, Gy := G[{e}] e i := 2;

(4) enquanto G;_; # G, faca:

(4.1) seja P; qualquer caminho orientado que tem somente os vértices
inicial e final em G;_1;

(4.2) G; =G, + P;

(4.3) i:=i+1;

(#4) fim (lago “enquanto”); PARE.

Tabela 4.1: Algoritmo para decomposicao em orelhas de um grafo elementar
bipartido.

4.5 Barreiras de um grafo elementar

Algumas das principais caracteristicas de um grafo elementar (provavelmente
as mais interessantes) estao relacionadas as suas barreiras.

A Proposigao e o Corolario nos dao uma importante caracter-
izacao das arestas admissiveis de um grafo elementar G.

Proposicao 4.5.1 Seja G um grafo elementar e sejam u e v dois vértices
de G. O grafo G — u — v nao possui emparelhamento perfeito se, e somente
se, existe barreira em G contendo u e v.

Prova: Seja B uma barreira em G contendo u e v. Considere G’ := G—u—wv
e B :=B—u—wv. Assim, ¢,(G' — B') = ¢,(G — B) = |B| > |B’|, entéo,
pelo Teorema de Tutte (Teorema , temos que G — u — v nao possui
emparelhamento perfeito.

Por outro lado, se G' = G — u — v nao possui emparelhamento perfeito,
entdo, como G possui emparelhamento perfeito, temos que def(G’) = 2. Pela
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Férmula de Berge (Teorema [3.5.2)), temos que existe um conjunto B’ em G’
tal que ¢,(G'—B')—|B’| = 2. Logo, B'U{u, v} é uma barreira em G contendo
u e . u

Corolario 4.5.2 Seja G um grafo elementar. Uma aresta e := uv de G nao
€ admissivel em G se, e somente se, existe barreira em G contendo u e v.

Prova: Se e nao é admissivel em G, entao G — u — v nao possui emparel-
hamento perfeito, assim, pela Proposicao [£.5.1] temos que existe barreira em
G contendo u e v.

Por outro lado, se existe barreira em G contendo u e v, entdao, pela
Proposicao [4.5.1} temos que G — u — v nao possui emparelhamento perfeito,
ou seja, e nao é admissivel em G. [ |

Outras caracteristicas interessantes das barreiras de um grafo elementar

sdo ilustradas nas proposigoes e[d.5.4] e nos lemas e[4.5.6

Proposicao 4.5.3 Seja G um grafo elementar e B uma barreira de G.
Entao cada componente de G — B € impar.

Prova: Suponha, por contradigdo, que exista um componente par C' em
G — B. Como G é elementar, temos que def(G) = 0. Por outro lado, como
B é uma barreira de G, temos que def(G) = ¢,(G — B) — |B|. Entao, como
¢o(G — B) = | B|, claramente, temos que todo emparelhamento perfeito de G
conecta um vértice de B a um componente impar distinto de G — B. Assim,
temos que nenhuma aresta admissivel de G conecta C' a B. Logo, as arestas
admissiveis de G nao formam um subgrafo conexo, contrariando a afirmacao
de que G é elementar. [ |

Proposicao 4.5.4 Se B é uma barreira em um grafo elementar G, entao
H = (G, B) € elementar.

Prova: Seja (B,Y) a bipartiao de H. Pela Proposicao[4.5.3] temos que cada
emparelhamento perfeito de GG conecta cada vértice de B a um componente
distinto de G — B. Entao, claramente, |B| = |Y| e H possui emparelhamento
perfeito. Agora, pelo item (ii) do Teorema , basta mostrarmos que
|Ny(K)| > |K| + 1 para cada subconjunto préprio nao vazio K de B.
Suponha, por contradicao, que exista um subconjunto proprio nao vazio
K de B tal que |[Ny(K)| < |K|. Como H possui emparelhamento perfeito,
temos, pelo Teorema de Tutte (Teorema [3.4.1)), que |Ny(K)| > |K|. Logo,
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INg(K)| = |K|. Claramente, cada emparelhamento perfeito de H conecta
cada vértice de K a um vértice distinto de Ny (K'). Assim, nenhuma aresta
conectando Ny (K)a G—(KUNg(K)) é admissivel em H. Como cada vértice
de Ny (K) representa a contracao de um componente impar de G — B, temos
que nenhuma aresta conectando tais componentes a (B—K) # () ¢ admissivel
em (G. Logo, as arestas admissiveis de G nao formam um subgrafo conexo,
contrariando a afirmacao de que GG é elementar. [ |

Lema 4.5.5 Uma barreira B, de um grafo elementar G, € mazimal se, e
somente se, todos componentes de G — B sao criticos.

Prova: A prova do Teorema de Tutte (Teorema contém uma demon-
stracao de que se B é uma barreira maximal, entao todos os componentes de
G — B sao criticos.

Por outro lado, suponha que todos os componentes de G — B sejam
criticos. Sejam x e y vértices arbitrarios de B e G — B, respectivamente.
Pela Proposicao [4.5.4 temos que o grafo H := (G, B) é elementar. Seja Y
o componente de G — B que contém y e z € V(H) o vértice correspondente
a contracao de Y. Pelo Teorema [£.2.1], temos que H — x — z possui um em-
parelhamento perfeito M. Seja M’ um emparelhamento perfeito de Y — 3.
Claramente, o emparelhamento M U M’ pode ser aumentado por emparel-
hamentos quase-perfeitos nos componentes criticos de G — B—Y para formar
um emparelhamento perfeito em G — x — y. Entao, pela Proposicao [4.5.1
temos que nao existe barreira em G contendo x e y, para quaisquer vértices
x de BeydeG— B. Logo B é maximal. [ |

Lema 4.5.6 Seja G um grafo elementar. Sejam X e Y barreiras de G tais
que X NY # 0. Se nao existem arestas de G conectando X —Y aY — X,
entdo X NY e X UY sao barreiras em G.

A tnica demonstracao que conhecemos para o Lema é apresentada
em [LP86]. Como ela é um pouco extensa e envolvente, decidimos por nao
descreve-la. Uma demonstracao mais direta para este lema seria muito tutil.

O Corolério generaliza o Lema [4.5.0]

Corolario 4.5.7 Seja G um grafo elementar. Sejam Sy, S, ..., S, barreiras
em G tais que S; N So N ... NS, # (. Se, para quaisquer i e j tais que
1 <i < j <r, nenhuma aresta de G conecta S; — S; a S; — S;, entao
S1NSyN..NS, eS;USyU...US, sao barreiras em G.
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Prova: Pelo Lema [4.5.6] temos que S; N Sy e Sy U Sy s@o barreiras em G.
Agora, temos as barreiras S; N Sy e S3. Novamente pelo Lema [4.5.6] temos
que S1 NSy N S3 e S;USyUS3 também sao barreiras em (. Similarmente,
concluimos que SN S N...NS,. e STUS, U...U S, sao barreiras em G. W

4.6 Uma importante relacao de equivaléncia

Seja M um emparelhamento perfeito fixo em um grafo G. Um caminho M-
alternante P é dito ser M -iniciado se sua aresta inicial estda em M. Se sua
aresta final também estiver em M, entao P ¢é dito ser M-terminado. Com
base nesses conceitos, podemos ilustrar lemas e e, dessa forma,
exibir algumas propriedades interessantes dos grafos elementares.

Lema 4.6.1 Seja v um vértice de um grafo elementar G e M um emparel-
hamento perfeito de G. Entao, para qualquer outro vértice t € V| existe um
caminho M -iniciado conectando v a t.

Prova: Seja S o conjunto de vértices que inclui v e todos vértices que estao
conectados a v através de caminhos M-iniciados. Suponha, por contradicao,
que S =V —S # ). Entao, como G é conexo, 9(S) # 0. Pela definicao de S,
temos que 9(S) N M = (). Como G é elementar, existe um emparelhamento
perfeito M’ que contém uma aresta e = st tal que s€ S et € S.

Seja C' um ciclo que contém e e é subconjunto de MAM' (Figura .
Como 9(S) N M = ), temos que I(S) N C C M’'. Como C possui vértices
em S, temos que existe um caminho M-iniciado que conecta v a C'. Seja P
o menor desses caminhos (Figura [4.5).

————————————————————

Figura 4.4: Um ciclo C de MAM’ contendo a aresta e = st.

Logo chegamos a uma contradicao, pois claramente C' U P possui um
caminho M-iniciado que conecta v a algum vértice de S (Figura [4.6)). n
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Lema 4.6.2 Sejam u e w quaisquer dois vértices de um grafo elementar G.
Entdio G — u — w tem um emparelhamento perfeito se, e somente se, existe
um caminho M -terminado que conecta v a w.

Prova: Se existe um caminho M-terminado P conectando u a w, entao
MAP é um emparelhamento perfeito em G — u — w.

Por outro lado, suponha que M’ seja um emparelhamento perfeito de
G — u— w. Entao u e w sao M’-insaturados em G. Seja H := MAM’. Os
componentes conexos de H sao circuitos e caminhos com arestas alternada-
mente em M e M’. Como u e w sdo os unicos vértices M’-insaturados, o
componente conexo de H que contém u é um caminho M-terminado que liga
ua w. |

Agora podemos apresentar o Teorema [£.6.3] que ilustra uma importante
relacao de equivaléncia presente nos grafos elementares.

Teorema 4.6.3 Seja G um grafo elementar, e seja ~ uma relagao bindria
em V, onde u ~v se G —u— v nao possui emparelhamento perfeito. Entao
a relagao ~ € uma relagao de equivaléncia em V.

Prova: Claramente ~ é reflexiva e simétrica, entao necessitamos apenas
mostrar que ~ ¢é transitiva. Suponha, por contradicao, que u ~ v, v ~ w
e u ~ w, entdo, pelo Lema [£.6.2] existe um caminho M-terminado P que
conecta u a w. Pelo Lema temos que existe um caminho M-iniciado
que conecta u a P. Seja () o menor desses caminhos (Figura .

A partir de P U @), podemos, claramente, encontrar um caminho M-
terminado que conecta v a w ou v a w, mas como u ~ v e v ~ w, pelo
Lema [4.6.2] chegamos a uma contradigao. |

A Proposicao mostra que as classes de equivaléncia da relacao ~
de um grafo elementar G sao as barreiras maximais de G. A grande im-
portancia dessa proposi¢ao pode ser notada nas provas de alguns teoremas
subseqiientes, onde a utilizamos na criagao de provas simples e diretas.

Figura 4.5: Um caminho M-iniciado conectando v a C.
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Figura 4.7: Um caminho M-iniciado @ ligando v ao caminho M-terminado
P.

Proposicao 4.6.4 As classes de equivaléncia da relagao ~, em um grafo
elementar G, sao as barreiras mazximais de G.

Prova: Seja B uma barreira maximal de G. Pela Proposicao e pelo
Teorema [4.6.3] B C .S, para alguma classe de equivaléncia S da relacao ~.

Considere agora uma classe de equivaléncia S da relagao ~, e seja r um
elemento de S. Entao {z} é uma barreira de G. Logo, existe uma barreira
maximal B de G que contém x. Vamos mostrar que S C B. Para isto, é
suficiente mostrar que z ~ y, para todo y € V(G) — B.

Seja y € V(G) — B. Entao y pertence a algum componente Y de G — B.
Pelo Lema [£.5.5 todos os componentes de G — B sdo criticos. Logo, ¥ —
y possui um emparelhamento perfeito M;. Pela Proposicao 4.5.4) o grafo
bipartido H := (G, B) ¢ elementar e, pelo Teorema[d.2.1 H —z— 2 possui um
emparelhamento perfeito M, onde z denota o vértice de H correspondente a
contracao do componente Y. O emparelhamento M U M’ pode ser estendido
por emparelhamentos quase-perfeitos dos demais componentes criticos de
G — B para formar um emparelhamento perfeito de G —x — y, o que significa
que x ~ y, como queriamos demonstrar. [ |
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4.7 Particao canonica

A particao canonica de grafos elementares é uma importante ferramenta no
estudo desse tipo de grafo. Nos definimos a particao canonica de um grafo
elementar G' como sendo P(G) := {51, ..., Sk}, onde Sy, ..., Sk sdo as barreiras
maximais em G.

Algumas propriedades interessantes de uma particao canonica sao ilus-

tradas nas proposigoes e

Proposicao 4.7.1 Seja G um grafo elementar e e uma aresta que nao estd
em G, mas que incide em dois vértices de G. Entao P(G + e) € um refina-
mento de P(G), ou seja, para cada classe S' de P(G + e), existe uma classe

S de P(G) tal que S' C S.

Prova: Seja S’ uma classe de P(G +¢). Se |S’| = 1, entdo S’ é uma bar-
reira de GG e, claramente, S’ estd contida em uma barreira maximal S de
P(G). Entao suponha que |S'] > 1. Sejam u e v dois vértices de S’. Pela
Proposicao , temos que (G + e) — u — v nao possui emparelhamento
perfeito, entao G — u — v também nao possui emparelhamento perfeito. No-
vamente pela Proposicao temos que w e v pertencem a uma mesma
classe S de P(G). Assim, pelo Teorema [£.6.3] temos que S’ C S. [

Proposigao 4.7.2 Seja G um grafo elementar distinto de Ky e e = xy uma
aresta admissivel de G. Se obtivermos um novo grafo G', a partir da sub-
divisao de e, através da insercao de dois novos vértices u e v, tais que o
caminho resultante, correspondente a subdivisao de e, seja xruvy, entao as
classes de P(G") sdo as mesmas de P(G), com exce¢do que u passard a fazer
parte da classe de y e v passard a fazer parte da classe de x.

Prova: Sejam w e z vértices de V(G). Primeiro devemos provar que w ~ z
em (' se w ~ z em (. Suponha, por contradicao, que w ~ z em G e w » z
em . Pelo Teoremal[4.6.3] temos que existe um emparelhamento perfeito M
em G' —w —z. Se uv € M, entdo M — {uv} é um emparelhamento perfeito
de G — w — z, ou seja, chegamos a contradicao de que w ~ z em G. Entao,
suponha que uv ¢ M. Conseqlientemente, as arestas zu e vy, claramente,
estao em M. Entao M — {zu,vy} U {e} é um emparelhamento perfeito de
G — w — z, 0 que, novamente, é uma contradigao.

Agora devemos provar que w ~ z em G’ somente se w ~ z em G. Se
w ~ z em G, entdo, pelo Teorema [4.6.3] temos que existe um emparelha-
mento perfeito M’ de G — w — z. Se e € M’, entao, claramente, w ~ z em
G, pois (M’ —{e}) U{zu,vy} é um emparelhamento perfeito de G' —w — z.
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Por outro lado, se e ¢ M’, entdo, claramente, w ~ z em G’, pois M' U {uv}
é um emparelhamento perfeito de G/ — w — z.

Agora vamos provar que u e v estao nas mesmas classes de y e x, respec-
tivamente. Temos que G' — x — v nao possui emparelhamento perfeito, pois
nenhuma aresta de G’ —r — v incide em u, ou seja, pelo Teorema[4.6.3] temos
que r ~ v. Analogamente, temos que y ~ u. |
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Capitulo 5

Graftos Cobertos por
Emparelhamentos

5.1 Introducao

Seja G um grafo. Se GG é conexo e todas as suas arestas sao admissiveis, G é
dito ser coberto por emparelhamentos.

E f4cil notar que todo grafo coberto por emparelhamentos é elementar.
O inverso é sempre valido para grafos bipartidos, mas nem sempre ¢é valido
para grafos nao bipartidos.

Nesse capitulo exibimos propriedades interessantes dos grafos cobertos
por emparelhamentos. Exibimos a decomposicao em orelhas de grafos cober-
tos por emparelhamentos. Encerramos esse capitulo com uma descrigao de-
talhada sobre o algoritmo mais eficiente para decomposicao em orelhas de
grafos cobertos por emparelhamentos.

5.2 Propriedades dos grafos cobertos por
emparelhamentos

Uma propriedade interessante dos grafos cobertos por emparelhamentos é
ilustrada na Proposicao |5.2.1

Proposicao 5.2.1 Seja G um grafo coberto por emparelhamentos, K C
V(G) e G1 e Gy os grafos obtidos, a partir de G, através das contragoes
de K e V(G) — K a vértices vy e vy, respectivamente. Se |M NO(K)| = 1,
para cada emparelhamento perfeito M de G, entao G1 e Gy sao cobertos por
emparelhamentos.
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Prova: Seja e uma aresta de G;. Como G é coberto por emparelhamentos,
entao existe um emparelhamento perfeito M de G contendo e. Como |M N
J(K)| = 1, temos que M N E(G;) é um emparelhamento perfeito de G,
contendo e. Portanto e é admissivel em G;. Como e é uma aresta qualquer
de G, segue que Gy é coberto por emparelhamentos. Analogamente, G5 é
coberto por emparelhamentos. [ |

A Proposicao também serve de base para a introdugao de outras
caracteristicas dos grafos cobertos por emparelhamentos, como as ilustradas
no Lema [5.2.2

Lema 5.2.2 Seja G um grafo coberto por emparelhamentos. Seja S € P(QG)
e B uma barreira nao trivial de G, tal que B C S. Seja K um componente
de G — B e Gy e Gy 0s grafos obtidos, a partir de G, através das contragoes
de V(K) e V(G) = V(K) a simples vértices vy e vg, respectivamente. Entdo:

(1) Gy e Gy sdo cobertos por emparelhamentos; e

(ii) B € uma barreira de Gy e SNV(Gy) € a barreira mazimal de Gy que
contém B.

Prova: Seja C' = 0(V(K)). Como B é uma barreira de G, é claro que |M N
C| = 1 para cada emparelhamento perfeito M de G. Pela proposigao
temos que G e G5 sdo cobertos por emparelhamentos, satisfazendo (i).

Cada componente de G— B —V(K) é também um componente de G; — B.
Além disso, o vértice v; é um componente trivial de G; — B. Dessa forma,
G1 — B tem precisamente | B| componentes impares. Logo, B é uma barreira
em (1. Seja B; a barreira maximal de G; que contém B. Devemos mostrar
que By = SNV (Gy).

E f4cil verificar que v; nao pertence a Bj, pois, caso contrario, pela
Proposicao 4.5.1, as arestas de G; que conectam v, a vértices de B nao
seriam admissiveis em (G, contrariando a afirmacao de que G; é coberto por
emparelhamentos.

Seja v um vértice de B. Entao v € S N B;. Agora mostraremos que
B; C (SN V(Gy)). Suponha que exista um vértice w € By que nao esteja
em S. Como v; ¢ By, u e w sdo distintos de v; (Figura .

Sejam G' = G —u—w e B} = By — {u,w}. Entdo G’ — Bj possui
|B1| > |Bj| componentes fmpares. Assim, pelo Teorema [3.4.1] temos que G’
nao possui emparelhamento perfeito. Por outro lado, como u € S e w ¢ S,
temos que G’ possui emparelhamento perfeito, o que é uma contradicao.

Portanto, B; C (S NV (Gy)).
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Figura 5.1: Vértices u,w e v; em Gf.

Agora assuma que w € ((SNV(Gy)) — By). Entao, como u € By e
w ¢ By, temos, pelo Teorema [4.6.3] que Gy — u — w possui um emparelha-
mento perfeito M;. Denote por e a aresta de M; que incide em v;. Como G5 é
coberto por emparelhamentos, denote por My um emparelhamento perfeito
de G5 que contém e. Entao M; U M, é um emparelhamento perfeito de
G —u—w. Por outro lado, como {u,w} C S, temos, pelo Teorema que
G — u — w nao possui emparelhamento perfeito, o que é uma contradicao.
Logo ((SNV(Gy)) — By) = 0 e, portanto, B; = SNV (Gy). ]

5.3 Decomposicao em orelhas de grafos
cobertos por emparelhamentos

Decomposicoes em orelhas de grafos nao bipartidos cobertos por empare-
lhamentos sao mais complicadas que as similares em grafos bipartidos. A
diferenca basica é que, em grafos nao bipartidos, nao temos a garantia de
que a adicao de uma orelha simples, a cada passo, ira gerar grafos interme-
diarios centrais cobertos por emparelhamentos. Apesar disso, enunciaremos
o conceito de orelha dupla e, dessa forma, poderemos enunciar um tipo de
decomposicao em orelhas de grafos nao bipartidos cobertos por emparelha-
mentos, onde cada grafo intermediario é central coberto por emparelhamen-
tos.

Uma orelha dupla de um grafo nao bipartido coberto por emparelhamen-
tos é um par (P, P»), onde P; e P, sao duas orelhas simples de G que sdo
disjuntas nos vértices. Uma orelha de G é uma orelha simples ou uma orelha
dupla de G. Se R ¢ uma orelha de GG, entao denotaremos por G — R o grafo
obtido, a partir de GG, através da remocao das arestas e dos vértices internos
da(s) orelha(s) simples de R.

Uma decomposicao em orelhas de um grafo coberto por emparelhamentos
G é uma seqiiencia G; C G C .. C G, = G de subgrafos cobertos por em-
parelhamentos de G, onde G; = Ky e, para2 <i <r, G,_1 = G; — R;, onde
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R; é uma orelha (simples ou dupla) de G;, como ilustrado na Figura

Figura 5.2: Uma decomposi¢ao em orelhas.

5.4 O teorema de Lovasz e Plummer

Todo grafo G coberto por emparelhamentos admite uma decomposicao em
orelhas. Essa importante caracterizacao de grafos cobertos por emparel-
hamentos, ilustrada no Teorema [5.4.6] foi demonstrada por Lovasz e Plum-
mer em [LP86]. A prova que apresentamos aqui, de autoria de Carva-
lho e Cheriyan [CCO5], serve como base para o algoritmo que descrevemos na
Segao [5.5] A principal caracteristica dessa prova é a ilustragdo do processo
necessario para encontrar uma orelha dupla que pode ser adicionada a um
grafo intermediario G¢;, quando nenhuma orelha simples puder ser adicionada
a (.

Agora descreveremos os conceitos basicos para a realizacao de uma busca
por uma orelha dupla, mas antes é bom notar que um grafo H+ P, +...+ P, é
coberto por emparelhamentos se, e somente se, H +e1+...+e¢e; é coberto por
emparelhamentos, onde P; + ... + P, sao orelhas que podem ser adicionadas
a H e cada aresta e; (1 <i < k) é uma aresta que incide nos vértices inicial
e final de P,.

Seja H um grafo coberto por emparelhamentos. Seja R = {eq, s, ..., ex},
onde £ > 2, o conjunto de arestas que nao estao em H, mas que incidem
somente em vértices de H, e que G = H + R é coberto por emparelha-
mentos. Suponha que nao seja possivel adicionar uma orelha simples a H,
ou seja, nao existe emparelhamento perfeito em H + e; contendo e;. Pela
Proposigao [4.5.1], temos que cada aresta e; de R incide em dois vértices que
pertencem a mesma barreira maximal de H. Agora podemos enunciar o
Lema [5.4.1 que é de grande importancia na busca por uma orelha dupla.
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Lema 5.4.1 Seja S € P(H). Suponha que exista precisamente uma aresta
ex = xy em R, tal que x e y sejam vértices de S. Entdo existe uma aresta
e; € R— ey tal que H + e; + e € coberto por emparelhamentos.

Prova: Suponha, por contradicao, que, para cada ¢ = 1,2,...,k — 1, nao
exista emparelhamento perfeito contendo e, em H + e; + e,. Assim, pelo
Teorema , temos que z e y pertencem a mesma classe S; € P(H + ¢;).
Como {z,y} C S, temos, pela Proposi¢ao [4.7.1] que S; € S. Além disso,
como e, € a Unica aresta de R que incide em dois vértices de S;, e S; é uma
barreira de H + ¢;, a aresta e; incide em vértices de um mesmo componente

de H — S; (Figura . Portanto, S; é uma barreira de H.

Figura 5.3: Arestas e; e ¢, e a barreira S; em H + e; + e.

Agora, seja I = S1 NSy N...NS,_1. Como {z,y} C S;, para qualquer
1 <i< k-1, temos que {z,y} C I. Assim, I # (). Como ¢ é a tnica
aresta de G que incide em dois vértices de S, temos que nenhuma aresta de
G conecta S; — Sj a S; — S; para quaisquer 1 <i < j <k — 1. Assim, pelo
Corolério [4.5.7, temos que I é uma barreira em H. Como e; incide em dois
vértices de um mesmo componente de H—5; e I C S;, temos que e; incide em
dois vértices de um mesmo componente de H — I. Assim, os componentes de
G — I possuem os mesmos conjuntos de vértices dos componentes de H — 1.
Portanto, I é uma barreira de GG. Logo, e, nao é admissivel em G, o que é
uma contradigao. [ ]

Agora analisaremos o caso em que existem duas ou mais arestas de R
que incidem somente em vértices de uma classe S C P(G). Mostraremos
que ¢é possivel reduzir esse caso ao caso em que ha precisamente uma aresta
com seus dois vértices em S. Seja T' C R o conjunto de arestas que incidem
somente em vértices de S. Considere o grafo J =G —-T = H+ R—-T.
Observe que H ¢é um subgrafo gerador coberto por emparelhamento de J.
As proposicoes e ilustram uma boa maneira de se encontrar a
aresta certa de T' que é parte de uma orelha dupla.

Proposicao 5.4.2 Se e € T é admissivel no grafo J + e, entdo e faz parte
de uma orelha dupla que pode ser adicionada a H.
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Prova: Observe que, no grafo J + e, e é a unica aresta de T' que incide em
dois vértices de S. Seja M um emparelhamento perfeito de J+ e contendo e.
Seja R = M N R. Entao H + R’ é coberto por emparelhamento e e é a tnica
aresta de R’ que incide em dois vértices de S. Assim, pelo Lema[5.4.1] temos
que existe uma orelha dupla contendo e, e tal orelha pode ser adicionada a
H. [ |

Proposicao 5.4.3 Seja e € T uma aresta nao admissivel em J +e. Seja B
a barreira maximal B de J que contém e. Entao existe uma oulra aresta em
T que incide em dois vértices de componentes distintos de J — B, e que faz
parte de uma orelha dupla que pode ser adicionada a H.

Prova: Como e é admissivel em (G, entao, claramente, existe uma outra
aresta f = xy de T tal que x e y estao em componentes distintos de J — B.
Observe que {x,y} C S, pois cada aresta em T, incluindo f, possui ambos
extremos em S. Além disso, como e possui ambos extremos em B e e também
possui ambos extremos em S, temos, pela Proposicao que BC S.
Seja K o componente de J — B que contém x. Pelo Lema temos
que K é critico. Logo, K — x possui um emparelhamento perfeito M”. Seja
H' o grafo obtido, a partir de H, através da contragao de V(K) a um unico
vértice w. Pelo Lema[5.2.2] temos que H' é coberto por emparelhamentos e
B'= SNV (H') = S—=V(K) é abarreira maximal de H' que contém B. Assim,
comoy € Sey ¢ V(K), temos que y € B'. Além disso, como w ¢ B’, temos,
pela Proposicao [4.5.1, que H' — y — w possui um emparelhamento perfeito
M'. Agora, M"UM"U{f} é um emparelhamento perfeito de J+ f contendo
f. Assim, pela Proposigao [5.4.2] temos que f faz parte de uma orelha dupla
que pode ser adicionada a H. [ |

O Teorema [5.4.4] generaliza alguns conceitos da busca por uma orelha
dupla, tornando-se a base para a busca por uma aresta que faca parte de
uma orelha dupla.

Teorema 5.4.4 Seja S € P(H) e seja T o conjunto de arestas de R que
incidem somente em vértices de S. Se T # (), entdo existe uma aresta de T
que faz parte de uma orelha dupla a ser adicionada a H.

Prova: Se |T| = 1, entao, pelo Lema , existe uma aresta de T' que faz
parte de uma orelha dupla a ser adicionada a H. Entao suponha que |T'| > 1.
Agora considere o grafo J = G+ R—T e e uma aresta de R. Se e é admissivel
em J + e, entao, pela Proposicao [5.4.2, chegamos novamente a conclusao de
que existe uma aresta de T' que faz parte de uma orelha dupla que pode ser
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adicionada a H. Entao suponha que e nao é admissivel em J + e, mas, pela
Proposicao [5.4.3, temos que existe uma outra aresta de T' que faz parte de
uma orelha dupla a ser adicionada a H. [ |

A busca por uma segunda aresta, de uma orelha dupla, é ilustrada no

Lema [5.4.5]

Lema 5.4.5 Seja e uma aresta de T, que € parte de uma orelha dupla que
pode ser adicionada o H, e seja f = vw uma aresta de R — e. Entao o par
{e, f} é uma orelha dupla que pode ser adicionada a H se, e somente se, v
e w estao em classes distintas de P(H + e).

Prova: Seja Q = {e, f} uma orelha dupla que pode ser adicionada a H.
Entao o grafo H + @) é coberto por emparelhamentos e, dessa forma, como
f é admissivel em H + @, temos, pela Proposicao [4.5.1] que v e w estdao em
classes distintas de P(H + e). Por outro lado, se v e w estdao em diferentes
classes de P(H + e), entdao f é admissivel em H + {e, f}. Mas f nao pode
ser admissivel em H + f, pois assumimos que nao € possivel adicionar uma
unica orelha simples ao grafo H. Similarmente, e nao é admissivel em H + e.
Dessa forma, cada emparelhamento perfeito de H + {e, f}, que contém uma
das arestas e ou f, também contém a outra. Entao {e, f} é uma orelha dupla
que pode ser adicionada a H. [ |

Agora podemos ilustrar o Teorema [5.4.6), que descreve formalmente o
teorema de Lovész e Plummer.

Teorema 5.4.6 Todo grafo G coberto por emparelhamentos admite uma de-
composi¢cao em orelhas.

Prova: Seja H um subgrafo central coberto por emparelhamentos de G. A
existéncia de H é garantida pelo fato de que qualquer aresta arbitraria de G
satisfaz as condigoes necessarias. Se H = (G, entao nao temos nada a fazer,
portanto, suponha que H # G. Agora basta mostrarmos que existe uma
orelha que pode ser adicionada a H, ou seja, devemos mostrar que existe
um subconjunto nao vazio R de E(G — H) tal que H + R seja coberto por
emparelhamentos, pois, se alguma aresta e de R é admissivel em H +e, entao
e é uma orelha simples de H + e, caso contrério, pelo Teorema temos
que existe uma orelha dupla que pode ser adicionada a H.

Se H é um subgrafo gerador de G, entao definimos R = E(G) \ E(H) e,
dessa forma, a prova estd completa. Caso contrario, como H é um subgrafo
central coberto por emparelhamentos, G possui um emparelhamento perfeito
M, tal que MNE(H) é um emparelhamento perfeito de H. Seja e uma aresta
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que possui um extremo em V(H) e o outro em V(G) — V(H), e seja M’ um
emparelhamento perfeito de G contendo e. O componente de MAM' que
contém e é um circuito M-alternado C'. Nao é dificil verificar que H U C' é
coberto por emparelhamentos. Logo, as arestas de C' que nao estao em H
formam uma ou mais orelhas Pi, P, ..., P, de H+ Py, Ps, ..., B,. Se algum F;,
1 < j < g, possui vértices internos, como, por exemplo, P; = vgv;...v;, entao
trocamos P; por uma simples aresta e; = vyv;, caso contrario, definimos
e; = P;. Assim, teremos R = {ej,ez,...,e,}. Como H + C é coberto por
emparelhamentos, temos que H + R também é coberto por emparelhamentos.
Além disso, se quaisquer arestas e; e e; de R formam uma orelha dupla que
pode ser adicionada a H, entao as respectivas orelhas P; e P; também formam
uma orelha dupla que pode ser adicionada a H. [ |

5.5 Algoritmo eficiente para decomposicao
em orelhas

Agora podemos descrever o melhor algoritmo conhecido para decomposicao
em orelhas de grafos nao bipartidos cobertos por emparelhamentos, cuja
complexidade ¢ de O(|V| - |E|). O algoritmo foi apresentado em [CCO5|,
melhorando o melhor tempo anterior de O(|V|-|E|?) apresentado em [LR89].

5.5.1 Atualizando eficientemente uma particao
canodnica

O ponto chave do algoritmo ¢ a atualizagao da particao canonica de um grafo
intermediario G; apos a adi¢ao de cada orelha.

Vamos considerar, por exemplo, a atualizacao da particao canodnica
P(G;) = {51, 5, ..., Sk} quando uma orelha simples e é adicionada a Gj;.
O procedimento é andlogo se um conjunto ', contendo duas ou mais orelhas
de G;, é adicionado ao grafo G;.

O primeiro passo é testar se cada classe S de P(G;) é uma barreira em
Gi+1 = G; + e. Pela Proposigao [4.7.1] temos que a nova partigdo canonica
P(G;41) é um refinamento de P(G;), ou seja, para cada classe S" de P(Gy41),
existe uma classe S de P(G;) tal que S’ C S. Observe que, para cada classe
S de P(G;), S é uma barreira de G;;1 se, e somente se, e nao incide em
vértices de dois componentes distintos de G; — S. Essa verificacao pode ser
realizada em tempo constante, desde que armazenemos os componentes de

G, —S.
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Além disso, para cada classe S de P(G;), que nao é uma classe de P(G;41),
devemos encontrar as classes de P(G;;1) que sdo refinamentos de S. Nesse
caso, escolhemos arbitrariamente um vértice v de S e encontramos a classe
S de P(G;41) que contém v. A seguir, repetimos o processo com S \ S’ no
lugar de S, enquanto (S '\ S’) # (. Dessa forma, claramente, conseguimos
encontrar todas as classes de P(G;11) derivadas a partir de uma classe S de
P(G).

A Proposigao [5.5.1] nos garante que é possivel encontrar a classe de
P(G;41), que contém um determinado vértice v, em tempo O(|E|).

Proposicao 5.5.1 Seja G um grafo elementar, v um vértice qualquer de G,
e seja M um emparelhamento perfeito de G. Entao, a classe da particao
canonica P(G), que contém v, pode ser encontrada em tempo O(|E|).

Prova: Primeiro, utilizamos o processo descrito na Secao [3.6| para obter uma
floresta M’-alternante F' no grafo G —wv, onde M’ = M —ovw e vw € M. Pela
Proposigao [3.6.3] a construcio de F ¢ realizada em tempo O(|E|). Seja S o
conjunto de vértices rotulados como internos em F'. Pela Proposicao |3.6.2
temos que os vértices de S sao vértices originais de G e que os componentes
de G — v — S sao todos criticos. Pelo Lema temos que S U {v} é uma
barreira maximal em G. Logo, pela Proposi¢ao S U {v} é a classe de
P(G) que contém v. u

5.5.2 Algoritmo de decomposicao em orelhas

A entrada do algoritmo consiste de um grafo G' coberto por emparelhamentos.
O primeiro passo do algoritmo consiste em encontrar um emparelhamento
perfeito M de GG, como ilustrado na Figura [5.4)

No passo seguinte, GG; é definido como sendo uma aresta e = zy de M
e P(Gy) = {{z},{y}} passa a ser a partigdo canonica de G;. Note que,
durante todo o processo de decomposi¢ao em orelhas, apenas P(G1) nao é
um refinamento obtido a partir de outra particao candnica. Para um mel-
hor entendimento sobre os refinamentos de particoes canonicas, realizados
durante a execucao do algoritmo de decomposicao em orelhas, em cada ex-
emplo de um grafo G;, ilustramos também o grafo T(G;), onde cada classe
S, encontrada durante a execucao do algoritmo de decomposicao em orelhas,
corresponde a um vértice de T(G;). Além disso, se uma classe S’ é obtida
através da adigao dos vértices internos de uma orelha R; | de G;11 a .S, entao
S e S sao representadas pelo mesmo vértice de T(G;). Sejam s e s’ vértices
de T(G;). Uma aresta ss’ estd presente em 7'(G;) quando uma classe rep-
resentada por s’ é um refinamento de uma classe representada por s. Além
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disso, para que T'(G;) seja uma arvore, T'(G;) possui um vértice r, que nao
corresponde a nenhuma classe, e as arestas rx e ry, onde = e y representam
as classes de P(G4). Denotamos um vértice s’ de T'(G;) como sendo um filho
de um outro vértice s de T(G;) se, e somente se, S’ C S, onde S e S" sdo
classes representadas por s e s, respectivamente. Denotamos também um
vértice v de T'(G;) como sendo um vértice folha se, e somente se, v ndo possui
filhos. A Figura[5.5|ilustra G; e T(G}).

Nos passos seguintes, temos sempre um grafo coberto por emparelhamen-
tos G; e a tarefa de encontrar um conjunto R de arestas tal que G; + R é
coberto por emparelhamentos. A busca por R, enquanto G; # G, pode
ocorrer em duas situagoes distintas:

Ao

Vg V10

Figura 5.4: Um emparelhamento perfeito do grafo de Petersen.

T(Gy)

r

{Ug}/\{vg}

Figura 5.5: Um grafo inicial Gj.

e GG; é um subgrafo gerador de G. Nesse caso, definimos R = F(G) \
E(G;); ou

e (5; nao é um subgrafo gerador de G. Nesse caso, encontramos um ciclo
M-alternante C' que conecta um vértice de V(G) — V(G;) a um vértice
de V(G;), como ilustrado na Figura 5.6l A Proposicao mostra
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que C' pode ser encontrado em tempo O(|F|). As arestas de C, que
nao estao em G;, formam uma ou mais orelhas Py, P, ..., P, de Gi;.
Se algum P;, 1 < j < g, possui vértices internos, como por exemplo
P; = wvovy...v;, entao trocamos F; por uma simples aresta e; = vouy,
caso contrario, definimos e; = P;. Assim, teremos R = {ej, ea, ..., 4}

Proposicao 5.5.2 Seja G um grafo coberto por emparelhamentos, Seja H
um subgrafo central proprio de G. Se M ¢é um emparelhamento perfeito de
G, tal que M N E(H) é um emparelhamento perfeito de H, entdo um ciclo
M -alternante C, que conecta um vértice de V(G) — V(H) a um vértice de
V(H), pode ser encontrado em tempo O(|E|).

Prova: Tome qualquer aresta vw, onde v € V(H) e w € V(G — H). Sejam
vv' e ww' arestas de M e seja P um caminho M-alternante conectando v’ a
w' em G — v — w. Pela Proposicao P pode ser encontrado em tempo
O(|E|). Logo, C = P+ v'v + vw + ww' é um ciclo M-alternante em G que
contém a aresta vw. [ |

T(G2)

{UhUs,U?,fUlo}/\{Uz,M, US;UQ}

Figura 5.6: Um ciclo, que contém a aresta vyv3, dando origem ao grafo Gb.

Apds encontrarmos R, definimos R’ como sendo o conjunto de arestas de
R que incidem em vértices de classes distintas de P(G;). Depois de com-
putarmos R’, podemos chegar a duas situacoes distintas:

e ' # (0. Nesse caso, removemos, uma a uma, as arestas de R e as
adicionamos a GG; como orelhas simples; ou

e R = (). Entdo nao é possivel adicionar uma aresta simples a Gj.
Nesse caso, devemos encontrar e adicionar uma orelha dupla a Gj,
como ilustrado na Figura A proposicao nos garante que tal
orelha dupla pode ser encontrada em tempo O(|E|)
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5.5. Algoritmo eficiente para decomposi¢ao em orelhas DCT-UFMS

G T(Gs)
T
{’l)17’l)3,v7,’l}10} {0271}471}871}9}

{v1,v7} {v2,v4, v}

{vs,v10}  {vo}

Figura 5.7: Grafo G5 = G2 + v9v9 + v7010.

Proposicao 5.5.3 Se R nao possui orelha simples que pode ser adicionada
ao grafo G;, entdo uma orelha dupla do grafo G, 1 pode ser encontrada em
tempo O(|E|).

Prova: Primeiro, escolhemos arbitrariamente uma aresta e de R e com-
putamos o conjunto R* formado por todas as arestas de R que incidem em
vértices de S, onde S é a classe de P(G;) que contém os vértices = e y nos
quais e incide. Isso pode ser feito em tempo O(|E|). Se |R*| = 1, entao,
como demonstrado no Lema [5.4.1] e faz parte de uma orelha dupla, caso
contrario, necessitamos encontrar a classe S’ de P(H) que contém x, onde
H := G;+(R—R"). Pela Proposicao[5.5.1] 5" é encontrada em tempo O(|E|).

Se y ¢ S, entdo, como demonstrado na Proposicao [5.4.2 e faz parte de
uma orelha dupla, caso contrario, como demonstrado na Proposicao [5.4.3
basta encontrarmos uma outra aresta de R* que incide em dois componentes
distintos de H — S’. Isso pode ser realizado em tempo O(|E|), pois podemos
verificar em tempo constante se uma aresta incide em componentes distintos.
Entao adicionamos a aresta encontrada, digamos e, a (G;, computamos, em
tempo O(|E|), P(G; + e), e procuramos, em tempo O(|E|), uma aresta f €
(R — e), que incide em vértices de classes distintas de P(G; + e). Pelo
Lema [5.4.5) temos que {e, f} é uma orelha dupla que pode ser adicionada a
G;. [ |

Note que cada orelha P; foi substituida por uma simples aresta e;, forma-
da pelos vértices inicial e final de P;, entao temos que substituir as arestas
adicionadas a G; pelos caminhos correspondentes. Seja e; = vyv; uma ares-
ta adicionada a G, que corresponde ao caminho P; = wvgv;...v;. Entao,
caso P; possua vértices internos, substituimos e; por P; e atualizamos a
particao canonica do grafo resultante, como ilustrado na Figura |5.8] Pela
Proposicao 4.7.2] temos que os vértices vs, vy, ...v;_1 ficardo na mesma classe
de vy e os vértices vs, vs, ...v;_o ficarao na mesma classe de v;.
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5.5. Algoritmo eficiente para decomposi¢ao em orelhas DCT-UFMS

T(G3)
T
{U170370777110} {0271}471}871}9}

{v1, vs,v7} {va,v4,v8}
T {vs,vs5,v10}  {vo} Y

Figura 5.8: Grafo (G5, obtido apds a substituicao da aresta v;v19 pelo caminho
correspondente (v7v5U6V10)-

Finalmente, as figuras e ilustram a conclusao da decomposicao
em orelhas do grafo de Petersen.

Gy T(G4)
U1 r
4 {'Ulyv?nU?ale} {027114, Us,v9}
b2 Y6 {v3,v5,v10}
,‘\ {Uh’Uﬁ, U?} {7]277147"18}

{v2,vs}

{ni} {wvs} {va}

Vg V10
Figura 5.9: Grafo G, = G3 + vi1vg + v40s.

A Tabelal5.1]ilustra formalmente o algoritmo de decomposi¢ao em orelhas
apresentado nessa secao.
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5.5. Algoritmo eficiente para decomposi¢ao em orelhas DCT-UFMS

Gs T(Gs)

U1 r

PO

;.{ {v1,v6,v7} {v2,v4,v8}

{Uz, V4, Vg, Ug}
V2

Vg V10

Figura 5.10: Grafo G5 = G4 + v3vs.
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5.5. Algoritmo eficiente para decomposi¢ao em orelhas DCT-UFMS

entrada: um grafo coberto por emparelhamentos G = (V, E).
saida: uma decomposicao em orelhas de G e a partigao canonica P(G).

(0) encontre um emparelhamento perfeito M de G;

(1) seja xy uma aresta arbitraria de M, assuma que o subgrafo H seja
correspondente a xy, e assuma também que P(H) = {{z},{y}};

(2) enquanto H # G faga

(2.1) se H é um subgrafo gerador de G, entao defina R := E(G) —
E(H), sendo inicie com R = (), encontre um ciclo M-alternante
C' conectando um vértice de V(H) a um vértice de V(G) — V(H)
e, para cada caminho maximal P; de C, que nao esteja em H,
adicione uma aresta correspondente e; a R; finalmente, seja Ry :=
R;

(2.2) repita

(2.2.1) seja Hy := H e seja py := |P(Hy)|; seja R’ o conjunto de
arestas em R que incidem em vértices de classes distintas de
P(H); troque R por R — R';

(2.2.2) analise seqiiencialmente as arestas de R’ e adicione cada aresta

a H como uma orelha simples; atualize P(Hj) com o mesmo
valor de P(H);

(2.2.3) se po = |P(H)| e R # (), entdo encontre uma orelha dupla
{e,f} € R através do método descrito no Teorema [5.4.4}
remova as arestas e e f de R e adicione-as a H; atualize

P(H);
(x2.2) até R = 0;

(2.3) para cada aresta e; € Ry tome o caminho correspondente P; de
G (veja o passo (2.1)), e insira os vértices internos de P; (se exis-
tirem) nas classes apropriadas de P(H) (veja Proposigao 4.7.2);

(¥2) fim (lago “enquanto”); PARE.

Tabela 5.1: Algoritmo de decomposi¢ao em orelhas [CCO5].
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5.5. Algoritmo eficiente para decomposi¢ao em orelhas DCT-UFMS

5.5.3 A complexidade do algoritmo

Agora podemos realizar uma anélise detalhada sobre a complexidade O(|V] -
|E|) do algoritmo mais eficiente de decomposigao em orelhas. A nossa andlise,
ilustrada a seguir, é realizada sobre os passos mais importantes do algoritmo,
pois os demais passos desse algoritmo podem ser, claramente, executados em
tempo O(|E|).

Encontrando um emparelhamento perfeito

No passo (0) necessitamos encontrar um emparelhamento perfeito do grafo
G. Esse passo pode ser executado pelo algoritmo de Micali-Vazirani [MV8()]
em tempo O(|V ]2 - |E)).

Encontrando um ciclo M-alternante

No passo (2.1), necessitamos encontrar um ciclo M-alternante contendo uma
aresta e = vw. Pela Proposi¢ao tal ciclo pode ser encontrado em
tempo O(|E|). Note também que esse passo é executado O(|V]) vezes, pois,
sempre que um ciclo M-alternante é encontrado, ao menos dois vértices sao
adicionados ao grafo GG;_;. Logo, o tempo total de execugao contribuido por
esse passo ¢ O(|V| - |E)).

Atualizando uma particao candnica

No passo (2.2.2), para verificarmos se uma aresta incide em dois compo-
nentes distintos de G;_; — S, necessitamos armazenar todos os componentes
de G;_1 — S, assim gastamos apenas tempo constante durante a verificacao.
Além disso, para cada classe S de P(G;_1), se uma aresta que deve ser adi-
cionada a (GG;_; incide em dois componentes distintos de G,_; — S, entao
utilizamos repetidamente um algoritmo para encontrar as classes resultantes
do refinamento de S. Pela Proposicao [5.5.1] esse algoritmo pode ser execu-
tado em tempo O(|F|). Agora devemos mostrar que, durante a execugao do
algoritmo de decomposicao em orelhas, o algoritmo, que encontra a classe de
P(G;) que contém um determinado vértice, é executado O(|V|) vezes. E facil
verificar que T'(G) possui, no méximo, |V| vértices folhas (Figura[5.10). Além
disso, como cada vértice nao-folha de T'(G) possui ao menos dois vértices fi-
lhos, temos que T'(G) possui, no maximo, |V|— 1 vértices nao-folhas e 2 - |V/|
arestas. Como cada aresta de T'(G) corresponde a uma execucao do algo-
ritmo que encontra a classe de P(G;) que contém um determinado vértice,
temos que esse algoritmo ¢é executado O(|V|) vezes. Logo, o tempo total de
execugao contribuido por esse passo é O(|V] - |E|).
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5.5. Algoritmo eficiente para decomposi¢ao em orelhas DCT-UFMS

Encontrando uma aresta que faz parte de uma orelha dupla

Pela Proposigao [5.5.3 o passo (2.2.3) pode ser executado em tempo O(|E]).
Note também que esse passo é executado O(|V]) vezes, pois, o numero
méximo de classes em P(G) é |V(G)| e, sempre que uma orelha dupla é
adicionada a G;_1, o nimero de classes da particao canonica do grafo re-
sultante é incrementado em ao menos duas unidades. Esse fato pode ser
facilmente notado, pois cada orelha simples conecta dois vértices de uma
mesma classe de P(G;_1), mas conecta vértices de classes distintas de P(G;).
Logo, o tempo total de execugao contribuido por esse passo ¢ O(|V] - |E]).
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

O presente trabalho apresentou um estudo sobre as principais caracteristicas
de emparelhamentos, grafos cobertos por emparelhamentos e decomposicao
em orelhas de grafos cobertos por emparelhamentos, tornando-se um ma-
terial de estudo sobre os assuntos abordados, principalmente por exibir os
resultados mais importantes da teoria de emparelhamento. As provas exi-
bidas para os lemas, proposigoes, teoremas e corolarios foram pesquisadas,
estudadas e, quando possivel, descritas de forma facilmente assimilaveis.

Além disso, apresentamos uma anélise detalhada sobre o melhor algorit-
mo de decomposi¢ao em orelhas de grafos cobertos por emparelhamentos.
Essa analise permite uma melhor compreensao sobre o algoritmo e, princi-
palmente, sobre sua complexidade.

Infelizmente, nosso trabalho nao pode abordar todos os assuntos interes-
santes da teoria de emparelhamentos em grafos. Alguns assuntos interessan-
tes, encontrados na literatura sobre emparelhamentos, nao foram estudados,
mas podem ser vistos como contribuigoes futuras para o presente trabalho.
Dentre esses assuntos, podemos destacar:

e algoritmos eficientes para encontrar emparelhamentos maximos;
e numero de emparelhamentos perfeitos distintos em um grafo; e

e decomposicao em cortes justos de grafos cobertos por emparelhamen-
tos.
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