Universidade Federal de Mato Grosso do Sul

Programa de Doutorado em Ciéncia da Computacdo da
Faculdade de Computacao

SOLUCOES PARA OS PROBLEMAS DA SOMA MAXIMA

E DO K-ESIMO MENOR ELEMENTO DE UMA
SEQUENCIA USANDO O MODELO BSP/CGM

Anderson Corréa de Lima

Orientador: Prof. Dr. Edson Norberto Caceres

Campo Grande, dezembro de 2015.



SOLUCOES PARA OS PROBLEMAS DA SOMA MAXIMA

E DO K-ESIMO MENOR ELEMENTO DE UMA
SEQUENCIA USANDO O MODELO BSP/CGM

Anderson Corréa de Lima

Tese de Doutorado apresentada a
Faculdade de Computacao da
Universidade Federal de Mato Grosso do Sul
como parte dos requisitos necessarios para obtencao
do titulo de Doutor em Ciéncia da Computacao

Orientador: Prof. Dr. Edson Norberto Caceres

Campo Grande, dezembro de 2015.



A minha mae e irmas, os pilares da minha vida.



Agradecimentos

Agradego em primeiro lugar a Deus que iluminou o meu caminho durante esta caminhada. O
Deus que esteve ao meu lado em todas as idas e vindas entre Campo Grande e Ponta Pora, nos
meus primeiros anos do Doutorado, me acalmando em todas as intempéries climaticas e perigos
da estrada. O Deus que guiou as maos da equipe médica do Hospital Brasilia, que recentemente
salvou minha vida. O Deus que sempre me deu forgas para continuar nos momentos mais
dificeis e que em pensamento compartilhou comigo cada pequena vitéria e alegria. O Deus que
eu visualizei nos primeiros sorrisos do meu querido sobrinho.

Agradeco também & minha familia por todo apoio e incentivo nesse longo processo,
compreendendo a minha auséncia e oferecendo acolhimento e suporte para nunca desanimar. A
minha querida mae Maria pelo carinho e pelos inimeros momentos de cafés, onde relaxamos e
conversamos sobre o dia e as pequenas coisas da vida. Momentos simples e tinicos. As minhas
duas irmas, de personalidades tao distintas e que me completam. Laura e sua garra para a vida
com inabalavel fé e Ana Paula, o sinénimo de singeleza e alegria. Ao meu sobrinho Leonardo,
que tem o dom de me fazer sorrir sempre.

Quero agradecer também ao meu orientador, Edson Norberto Céceres, meu maior exemplo
de professor. Um profissional curioso, que estd sempre buscando novos conhecimentos.
Agradego a confianga depositada em meu trabalho. Sinto-me orgulhoso por ser seu primeiro
orientando neste programa. Nunca esquecerei os diversos conselhos e os bons caminhos
apontados em todas as situagoes que precisei. Obrigado Professor!

Aos meus amigos de hoje e de sempre, por terem me ouvido, me acolhido e sido pacientes nas
etapas cruciais deste meu percurso. Deixo aqui o meu carinho e a minha admiracao por cada
um de vocés. Agradecimentos especiais para a Jucele, uma das melhores pessoas com as quais ja
convivi, o Claudio, meu melhor amigo, corumbaense inabalavel e professor exemplar. Ao amigo
Will, pelos puxoes de orelha e conselhos, que nos sao sempre necessarios. Ao Fernando, pelo
incentivo e companheirismo, sempre me guiando para uma plena satude fisica. Ao Roussian,
meu amigo goiano e professor das primeiras ligoes técnicas do meu trabalho. Ao Samuel e
ao Rodrigo, por todos os trabalhos e pela construgao de conhecimento que juntos buscamos.
Aos meus colegas de Doutorado, meu agradecimento pela convivéncia neste percurso cheio de
desafios.

Aos meus amigos da Faculdade de Computagao (FACOM) da UFMS pela receptividade e
pelos divertidos momentos de amizade, dentro e fora do trabalho. Em especial para a Graziela,
a Valéria e o Eraldo.

Aos meus colega de trabalho do Campus de Ponta Pora da UFMS, em especial ao diretor e
amigo Amaury. Agradeco por terem aceitado o meu pedido de afastamento para o Doutorado.
Agora, eu retorno ao trabalho tranquilo, com a sensacao de dever cumprido e espero contribuir
muito com o futuro de nossa instituicao.

Obrigado.



The Climb

The struggles I'm facing. The
chances I'm taking. Sometimes
might knock me down, But no,
I'm not breaking. I may not
know it, But these are the
moment that I’'m gonna
remember most and Just gotta
keep going, And I, I got to be
strong. Just keep pushing on,
cause

There’s always gonna be another
mountain. I’'m always gonna
want to make it move. Always
gonna be an uphill battle.
Sometimes you’re going to have
to lose. Ain’t about how fast I
get there. Ain’t about what’s
waiting on the other side. It’s
the climb.

Keep on moving. Keep running.
Keep the faith. Baby. It’s all
about. It’s all about the climb.
Keep the faith. Keep your faith.

Jessi Alexander and Jon Mabe



Resumo

Neste trabalho sao propostos algoritmos paralelos para os seguintes problemas: a subsequéncia
de soma maxima, a submatriz de soma maxima, o hiper-retangulo de soma maxima e a sele¢ao
do k-ésimo menor elemento de um sequéncia nao ordenada. Todos os problemas tratados
possuem aplicagoes em diversas areas da ciéncia, com destaque para biologia computacional,
visao computacional, analise de volumes rochosos e de ordem. No projeto de nossos algoritmos
adotamos uma extensao do modelo BSP/CGM de computagdo paralela e mostramos que,
além do ambiente de memoria distribuida, o modelo BSP/CGM também pode ser utilizado
em arquiteturas com memoria compartilhada e com multiplos nicleos, tais como as GPUs.
Diferentemente de solugoes anteriores, nossos algoritmos e implementagoes utilizam novas
estratégias na solucao de cada problema. Apresentamos algoritmos paralelos para subproblemas
relacionados ao problema da soma méxima, para os quais, de acordo com o nosso melhor
conhecimento, a literatura ndo apresenta solugbes no modelo BSP/CGM. As implementagoes
foram construidas utilizando CUDA, MPI e OpenMP. Por fim, destacamos que nossos
algoritmos sao competitivos, quando comparados com as respectivas solucoes sequenciais e
paralelas ja existentes.



Abstract

In this work we propose parallel algorithms for the following problems: the maximum
subsequence sum, the maximum subarray sum, the maximum hyperrectangle sum and the
selection of the k-th smallest element of an unsorted sequence. The problems treated have
applications in many areas of science, such as bioinformatics, computer vision, rock analysis
and order. In the design of our algorithms we adopted an extension of the BSP/CGM parallel
computing model, showing that it can be used not only for distributed memory environments
but also in architectures with shared memory and multiple cores, such as GPUs. Differently
from previous solutions, our algorithms and implementations use new strategies for solving
each problem. Besides, we also present parallel algorithms for maximum sum related problems,
and to the best of our knowledge, there are no BSP/CGM solutions for this subproblems in
the literature. All implementations were built using MPI, OpenMP and CUDA. Finally, we
emphasize that our algorithms have achieved competitive performance speedups, compared to
sequential and parallel solutions described in the literature.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Na ultima década, a criacao de microprocessadores com miiltiplos ntcleos tornou-se
uma tendéncia, principalmente quando a industria percebeu que o aumento da frequéncia
de processamento estava criando uma série de obstaculos, devidos entre outros fatores aos
problemas de superaquecimento dos chips [28]. Seguindo esta tendéncia computadores em um
contexto geral passaram a implementar processamento em multiplas threads (multithreading).

Muitos dos sistemas operacionais modernos implementam o conceito de multiplas threads.
Nesses sistemas uma aplicacao é descrita como um processo composto de varias threads. Existem
inimeras maneiras de incorporar multithreading em programas e muitas delas sao de facil
compreensao. Processadores multicore sao tipicamente compostos por dois, quatro, seis ou oito
niicleos de processadores independentes conectados entre si por um barramento. Processadores
multicore facilitam a execugao de multiplas threads simultaneamente, geralmente melhorando
o desempenho nos processos de computacao intensiva. Por sua vez, processadores manycore
sao aqueles em que o numero de nucleos (cores) é tao grande que as técnicas para execucao
de programas tradicionais em ambiente multicore podem nao ser eficientes. Geralmente estes
processadores sao voltados a aplicagoes mais especificas, que exigem abordagens diferenciadas
para construgao, execugao e depuracao de programas paralelos [28§].

Hardwares paralelos compostos de multiplos processadores ja estao presentes nos
principais equipamentos ou plataformas computacionais. Estagoes de trabalho, servidores,
supercomputadores ou até mesmo sistemas embarcados ja fazem uso desta arquitetura.
A presenca de mais processadores aumentou drasticamente o poder computacional destes
dispositivos e isto possibilitou o tratamento de problemas, que ha bem pouco tempo eram
impraticaveis, tanto pelo tamanho da entrada, quanto pela complexidade envolvida. Novas
abordagens paralelas, proporcionadas pelas novas arquiteturas de multiplos nucleos, ofereceram
entao novas propostas para solugao de antigos problemas. O desafio de explorar estas novas
abordagens é muito pertinente, visto a possibilidade de ganho de tempo. Porém, antes de
qualquer jornada neste caminho, é necessario compreender e utilizar as novas arquiteturas de
multiprocessamento da melhor maneira possivel. Pensar em paralelo, por si s6 exige maior
esforco do programador. E preciso tratar de problemas de concorréncia e sincronizacdo, para
os quais, a depuragao ¢ um processo bastante custoso e as vezes manual. Logo, percebe-se
que mesmo com as arquiteturas multi/manycore sendo uma realidade, a programacao
paralela continua a ser uma tarefa complexa. Além da dependéncia e disponibilidade
de ferramentas e ambientes de programagao adequados para memoria compartilhada ou



distribuida, enfrenta-se uma série de problemas nao existentes em programacao sequencial:
codigo paralelo, concorréncia, comunicagao, sincronizagao, granulosidade e balanceamento de
carga, estao entre eles. Ademais, podemos enumerar uma série de outros questionamentos
acerca da migracao de uma solugao sequencial ou paralela distribuida para uma solucao em
arquitetura compartilhada multi/manycore. Por exemplo, pode-se questionar como se dara
a escalabilidade, a eficiéncia, a reestruturacao de cédigo, a portabilidade e a depuracao do
sistema. Além disto, diferentes arquiteturas estabelecem diferentes formas e abordagens de
paralelismo, desde o controle de acesso a dados em ambientes de memoria compartilhada até a
comunicagao entre processos em ambiente de memoria distribuida [28].

Como visto, sao diversos os obstaculos, mas se nao forem criados programas que fagam uso
dos recursos da computacao paralela multi /manycore, o desperdicio de energia continuara [28|.
Uma vez que se opte em migrar a solu¢gao de um problema sequencial para uma solugao em
arquitetura paralela, seja ela compartilhada ou distribuida, um dos primeiros passos a seguir
¢ a escolha do modelo de computacao adequado. Modelos de computacao sao ferramentas
muito importantes para o bom desenvolvimento de algoritmos. Em geral eles visam facilitar
o trabalho de projetistas abstraindo diversas caracteristicas das méaquinas reais. Devido a
grande variedade de arquiteturas paralelas, a utilizagao de um modelo de computagao paralela
é importante para consolidar a area de algoritmos paralelos. Da mesma forma que o modelo
Random Access Memory (RAM) motivou o projeto e a andlise de algoritmos sequenciais,
nesta nova era ¢ imprescindivel um modelo que possibilite o projeto e a anélise de algoritmos
paralelos eficicientes [47]. A adogdo de um modelo explicito de computagao paralela para
arquiteturas multi/manycore é fundamental para garantir o crescimento da &area, que ja é
bastante acentuado.

E importante destacar que um modelo de computacido paralela depende de um grande
nimero de parametros, tais como: o numero de processadores, as capacidades de memorias
locais, esquemas de comunicagao e os protocolos de sincronizagao. Isto faz com que o projeto,
a avaliacao e a anéalise de algoritmos paralelos sejam bem mais complexos do que no modelo
sequencial. Varios modelos para o projeto de algoritmos paralelos ja foram propostos, desde
modelos tedricos como o modelo o Parallel Random-Access Machine (PRAM), até modelos
chamados realisticos, como o Bulk Synchronous Parallel/Coarse Grained Multicomputer
(BSP/CGM). Cada modelo apresenta vantagens dependendo da situagdo. O modelo de
computacao paralela BSP/CGM se mostrou bem adequado para o projeto de algoritmos
paralelos que utilizam memoria distribuida, entretanto a nova arquitetura multi/manycore
resgata uma proximidade muito grande com o modelo PRAM, devido entre outros fatores,
a utilizacao de memoria compartilhada, & facilidade de comunicacao e & forma de acesso e
controle de dados da arquitetura.

Com isso, nao so6 a solugdo de problemas em ambientes multi/manycore é fundamental, mas
se a solucao estiver associada a um modelo computacional e se o speed-up da implementacao for
compativel com a anéalise prevista no modelo, teremos um arcabougo tebrico importante para
o projeto e desenvolvimento de algoritmos paralelos.

1.1 Motivacao e Descricao dos Problemas

O caminho para construir aplicagoes paralelas em arquitetura multi/manycore é desafiador.
Muitas das solugoes paralelas sao de problemas facilmente paraleliziaveis, problemas onde ha
pouca dependéncia entre as subtarefas a serem executadas. Um dos principais desafios da
computacao paralela ¢ o de obter solugoes para problemas onde ha uma grande dependéncia



entre as subtarefas.

Valiant [46] propos o modelo BSP, que juntamente ao modelo CGM [15] proporcionaram
o desenvolvimento de algoritmos paralelos para ambientes de memoria distribuida cujos
speed-ups refletiam a analise e correcao dos algoritmos nos respectivos modelos. Como esses
modelos sdo muito parecidos, os algoritmos passaram a utilizar a terminologia BSP/CGM.
Com a popularizagao das arquiteturas multi/manycore, Valiant propoés um novo modelo, o
multi-BSP [47]. Neste nosso trabalho, para o projeto de algoritmos, utilizamos uma extensao
do modelo BSP/CGM, considerando o fato de que no modelo CGM as rodadas de comunicagao
podem ser mapeadas com sincronizagoes ou movimentagao entre as memorias na arquitetura
multi /manycore. No capitulo 2, apresentaremos a extensao do modelo BSP/CGM que sera
utilizada no projeto e na implementacao dos algoritmos deste trabalho.

Neste trabalho propomos solucoes paralelas e implementagoes em um ambiente
multi /manycore para problemas em que ¢ muito forte a dependéncia entre as subtarefas e
em que é necessario o projeto de um novo algoritmo. Nestes problemas, a simples divisao das
tarefas entre os processadores e a utilizagao de algoritmos sequenciais conhecidos, geralmente
nao garantem a obtengao de bons speed-ups. Os problemas estudados s@o: (a) A subsequéncia
unidimensional, bidimensional e d-dimensional de soma méxima e (b) a selegdo do k-ésimo
menor elemento. Abaixo descrevemos cada um dos problemas:

1. O problema da subsequéncia de soma méxima (1D) consiste em encontrar a subsequéncia
contigua com maior soma em uma sequéncia de nimeros reais. Caso a sequéncia seja
composta somente de nimeros nao negativos, a solucao é 6bvia, mas o problema se
torna mais interessante quando também aparecem numeros negativos. Abordamos o caso
quando a sequéncia possui nimeros negativos. O problema tem aplicagoes cientificas,
como em biologia computacional e em diversas situacoes corriqueiras, por exemplo,
encontrar padroes de apostas consecutivas em jogos de azar ou encontrar uma sequéncia
de assentos disponiveis em salas de cinema;

2. O problema da submatriz de soma maxima (2D) consiste em localizar a submatriz com
maior soma dentre todas as possiveis submatrizes derivadas da matriz original. Também
nesse caso, consideramos a existéncia de nimeros negativos na matriz. O problema
tem aplicacoes cientificas em diversas areas computacionais, com destaque para a visao
computacional. Assim como na versao 1D, o histérico do problema descreve solucoes
sequenciais e paralelas eficientes [4, 35]. As ultimas, tanto em memoria compartilhada [35],
utilizando o modelo PRAM, quanto em memoéria distribuida, com implementagoes sobre
o modelo realistico BSP/CGM |[2];

3. O problema do hiper-retangulo de soma maxima ¢ uma extensao natural do problema da
submatriz de soma méxima. Inicialmente, consideramos a inser¢ao de uma nova dimensao
(3D). Este problema também possui aplica¢oes em diversas area da ciéncia, com destaque
para aquelas que envolvem a visualizacao tridimensional de ambientes geograficos, tais
como solos ou regioes oceanicas. Destacamos que as estratégias de solucao deste problema
podem ser replicadas na generalizagao com d-dimensoes;

4. Para os problemas 1D e 2D, ainda ampliamos nosso objetivo de forma a solucionar os
seguintes problemas relacionados: i) soma maxima com o maior nimero de elementos,
ii) soma méaxima com o menor niumero de elementos e iii) nimero de somas maximas.
Particularmente, para a versao 2D, também buscamos solucoes para o problema de somas
maximas com maior ou menor densidade;



5. Considerando a importancia de em alguns casos obter as k& maiores somas maximas,
também estudamos o problema de determinar o k-ésimo menor elemento de um conjunto
de nimeros reais (nao ordenados) de tamanho n. Constituem-se em casos especiais deste
problema a determinac¢do do elemento minimo (k = 1), do elemento maximo (k = n)
e da mediana (kK = [n/2]) de um conjunto. Esse problema tem uma importancia que
transcende as somas maximas e pode ser utilizado na solugao de varios outros problemas.

Os algoritmos paralelos que projetamos com a utilizagdo da extensdao do modelo BSP/CGM
foram implementados usando a arquitetura multi /manycore. Para compararmos o desempenho,
desenvolvemos também implementagoes usando memoria distribuida.
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Figura 1.1: Linha de pesquisa e o objetivo geral.

A Figura 1.1 ilustra a linha de pesquisa deste trabalho e organiza os problemas abordados,
alguns dos problemas relacionados e os objetivos principais.

1.2 Contribuicoes do Trabalho

Destacamos as principais contribuicoes advindas deste trabalho:

e A extensdao do modelo BSP/CGM de computacao paralela, como forma de projetar
algoritmos em arquiteturas com muitos nucleos e memoria compartilhada, tais como as

GPUs;



e Algoritmos paralelos eficientes para os problemas de soma méxima com d-dimensoes e
problemas relacionados (soma méaxima com o maior nimero de elementos, soma maxima
com o menor numero de elementos e nimero de somas maximas);

e Uma aplicagao para a detec¢ao de regides mais/menos brilhantes em uma imagem. Essa
aplicagao pode ser utilizada no diagnéstico por imagens;

e Algoritmos paralelos para o problema da selegao do k-ésimo elemento de uma sequéncia;

e Implementagoes com desempenho competitivo usando uma arquitetura multi/manycore.
Para podermos comparar de forma mais efetiva o desempenho, os algoritmos também
foram implementados no modelo de memoria distribuida;

e Destacamos que os algoritmos paralelos para os problemas relacionados com soma
méxima, ao nosso conhecimento, sao inéditos. Além disto, as solugdes propostas no
ambiente multi/manycore para os problemas tratados se mostraram competitivas, em
comparacao com as solugoes apresentadas até o momento;

1.3 Estrutura do Trabalho

O restante desta tese esta organizado da seguinte forma: No Capitulo 2 sao apresentados
os conceitos e fundamentos de computagao paralela necessarios para compreensao dos proximos
capitulos. Destacamos a proposta da extensdao do modelo BSP/CGM para o projeto de
algoritmos paralelos em arquiteturas multi/manycore. Ainda neste capitulo sdo descritas
algumas das principais linguagens para implementacao de programas em ambientes com
arquiteturas de memoria compartilhada e distribuida. No Capitulo 3 é apresentado o problema
da subsequéncia de soma méxima, com foco em sua definicdo, aplicacoes e no historico de
solugoes sequenciais e paralelas presentes na literatura. Ainda neste capitulo sao apresentados
os algoritmos que projetamos, para o problema geral e para os problemas relacionados,
acompanhados de secoes de resultados e conclusoes locais. Os Capitulos 4 e 5 seguem a
mesma estrutura do capitulo 3, abordando, respectivamente, dois outros problemas, que sao
extensoes do problema da subsequéncia de soma maxima: a submatriz de soma méaxima e o
hiper-retangulo de soma méaxima. O Capitulo 6 apresenta trés solucoes para o problema da
selecao do k-ésimo elemento de uma sequéncia. No Capitulo 7 apresentamos as conclusoes
do trabalho e apresentamos possibilidades de trabalhos futuros. Por fim, sao apresentadas as
referéncias bibliogréficas e o apéndice com os principais coédigos dos algoritmos desenvolvidos.



CAPITULO 2

FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo apresentamos a base tedrica e conceitual necessaria para compreensao
do trabalho. Discutimos inicialmente os principios de computagao paralela. Em seguida,
apresentamos resumidamente os mais conhecidos modelos de computagao paralela, os
respectivos ambientes de desenvolvimento e algumas das linguagens mais utilizadas para
programacao paralela. Por fim, discutimos as razoes de escolha do modelo selecionado.

2.1 Computagao Paralela e de Alto Desempenho

Segundo Ian Foster, um computador paralelo ¢ um conjunto de processadores
interconectados, capazes de trabalhar de forma simultanea e cooperativa a fim de resolver
um mesmo problema computacional [20]. Essa defini¢ao é suficientemente ampla para incluir
supercomputadores paralelos, que englobam centenas ou milhares de computadores, redes locais
de computadores e estacoes de trabalho com multiplos processadores. A ideia principal da
computacao paralela consiste em executar tarefas simultaneamente. O nimero de tarefas pode
variar durante a execugao do programa. Uma tarefa encapsula um programa sequencial em
memoria local. Além disso, um conjunto de canais de entrada e de saida delimitam a interface
com o ambiente. Uma tarefa pode realizar quatro agoes béasicas, além de ler e escrever em sua
memoria local: enviar mensagens, receber mensagens, criar novas tarefas e terminar. Canais
podem ser criados e excluidos, e as referéncias aos canais (portas) podem ser incluidos em
mensagens, de modo que a conectividade pode variar dinamicamente [20].

Mais amplamente, um sistema de computacao paralela depende de um grande conjunto
de parametros, tais como a quantidade de processadores, o tamanho das memorias locais, o
esquema de comunicacao e os protocolos de sincronizacao, tornando o projeto, a avaliacao e
a analise de algoritmos paralelos mais complexos do que no modelo sequencial. O tempo de
execucao de um algoritmo paralelo nao depende apenas do tamanho da entrada de dados, mas
também da arquitetura utilizada e da quantidade de processadores utilizados.

O processamento paralelo proporciona um aumento de capacidade e velocidade de
processamento. Para quantificar esse aumento, utilizam-se diferentes parametros, entre eles
desempenho (speedup) e eficiéncia: seja T} o tempo gasto pelo melhor algoritmo sequencial para
resolver um determinado problema e 7}, o tempo gasto por um algoritmo paralelo utilizando
p processadores para resolver o mesmo problema. A performance (speedup) (S,) representa



quao mais rapido é o algoritmo paralelo em relacao ao sequencial:
Sp = T1 /Tp

O caso otimo ocorre quando S, = p, ou seja na medida que aumentamos o nimero
de processadores, aumenta-se diretamente a velocidade de processamento. Algumas vezes o
speedup fica acima de p, é o chamado speedup superlinear. Essa situacao pode ocorrer em
funcao de caracteristicas do ambiente paralelo que podem nao estar presentes no ambiente
sequencial.

A eficiéncia do algoritmo mede a utilizacdo dos p processadores e é definida por:

Ep = Sp/p-

Como normalmente o speedup ¢ menor que p, a eficiéncia, nestes casos, fica entre 0 e 1. Um
valor de F, aproximadamente igual a 1, para algum p, indica que o algoritmo paralelo executa
aproximadamente p vezes mais rapido usando p processadores, do que o faria usando apenas
1 processador. Dificilmente obtém-se eficiéncia igual a 1, pois ha perdas na paralelizacao do
algoritmo, com sobrecarga de comunicagao e sincronizagao entre os processadores.

Como vimos anteriormente, um objetivo da computagao paralela é aumentar a velocidade
de processamento ou até mesmo viabilizar as simulagoes numéricas de problemas fisicos e com
elevado grau de discretizagao, que sao muito custosas, ou impossiveis de serem executadas em
maquinas monoprocessadas. Ao longo dos anos, o desenvolvimento cientifico tem exigido das
simulagoes numéricas resultados cada vez mais confidveis e proximos da realidade. Dessa forma,
para acompanhar esses avancos, a computacgao cientifica se depara com o desafio de superar as
diversas barreiras que surgem em virtude da limitacao fisica dos computadores, principalmente
relacionadas ao super consumo e a emissao de calor. E alta a demanda por processamento
numérico, armazenamento de dados, visualizacao, entre outros. Nesse contexto, a computacgao
de alto desempenho (High Performance Computing - HPC), termo amplamente utilizado na
computacao cientifica, tem se apresentado como uma importante e atual frente de pesquisa. O
termo pode ser definido como qualquer conjunto de técnicas que visem otimizar ou até mesmo
viabilizar o processamento de simulagoes numéricas [43]. Podemos citar como uma dessas
técnicas o uso de processamento paralelo, em clusters e supercomputadores, que consiste na
divisao de uma tarefa em tarefas menores e na execucao de cada uma destas tarefas em diferentes
processadores. A comunidade de computacao de alto desempenho tem desenvolvido programas
paralelos ha décadas. No entanto estes s6 funcionavam em computadores de grande escala,
muito caros, nos quais apenas algumas aplicacoes de elite podiam justificar o seu uso, limitando,
desse modo, a pratica de programagao paralela a um pequeno ntimero de desenvolvedores de
aplicagoes. Além disto, desenvolver software em programacao paralela para uma ambiente
de processamento paralelo é uma tarefa de programacao ardua e bastante desafiadora, pois é
necessario um consideravel esforco intelectual.

Uma outra fonte de problemas que exige a utilizacao de computagao de alto desempenho
¢ a solugao de problemas combinatérios, onde o tamanho real da entrada e a complexidade
inviabilizam a solucao por meio de algoritmos sequenciais. Em alguns casos, a solugao sequencial
¢ viavel, mas o tempo utilizado extrapola o que ¢ exigido pela aplicagao, como por exemplo o
calculo do menor caminho numa aplicacao de auxilio a um motorista numa grande cidade.



2.1.1 Projeto de Algoritmos Paralelos

Ao projetar uma aplicacao paralela, é preciso analisar muito bem a arquitetura a ser
utilizada. Restrigoes de tamanho e compartilhamento de memoéria, além do custo de troca
de mensagens tém grande influéncia. Trés aspectos devem ser considerados: granulosidade
das tarefas, comunicacao e sincronismo necessarios para realizar as tarefas e balanceamento de
carga entre os processadores [20]. Para paralelizar a solu¢ao de um problema, deve-se encontrar
a melhor forma de dividir suas tarefas entre os processadores, atentando para o desempenho
final. Ian Foster sugere uma metodologia para a paralelizacao de problemas. Esta metodologia
¢ estruturada em quatro estagios [20]:

1. Particionamento: busca verificar possibilidades para a execucao paralela da solucao
através de sua decomposi¢ao em termos de dados e de computacao;

2. Comunicagao: define como se dard a comunicacao entre as partes definidas no
particionamento, visto que a decomposigao realizada pode gerar partes dependentes entre
si, que necessitam de comunicacao para coordenar as tarefas;

3. Agregacao: avalia os requisitos de desempenho e os custos de implementacao da proposta
de tarefas gerada através da definicao de particionamento e comunicagao; Caso seja
necessario, as tarefas podem ser combinadas em tarefas maiores a fim de melhorar os
resultados;

4. Mapeamento: especifica que tarefa serd executada em cada processador de maneira a
satisfazer os objetivos de utilizacao méaxima de processadores e minimizacao de custos
com comunicacao.

2.1.2 Desempenho de Algoritmo Paralelos

O desempenho de um algoritmo paralelo em termos de custo, consiste de uma anélise de
seu pior caso: Seja () um problema para o qual temos um algoritmo paralelo que executa
em tempo T'(n) usando P(n) processadores, para uma instancia de tamanho n. O produto
C(n) = T(n) x P(n) representa o custo do algoritmo paralelo. Nota-se que um algoritmo
paralelo pode ser convertido em um algoritmo sequencial de custo O (C (n)), neste caso dispomos
de um tnico processador capaz de simular os P(n) processadores em O(P(n)) para cada um
dos T'(n) passos paralelos. Existem diversas formas de se medir e representar o custo final de
um algoritmo paralelo. As duas mais comuns sao:

1. P(n) processadores em tempo T'(n);

2. C(n) = custo P(n) x T'(n) em tempo T'(n) .

2.2 Linguagens de Programacao Paralela

Existe um grande ntmero de linguagens para programacao de sistemas paralelos e
distribuidos. Estas linguagens sao baseadas em uma grande variedade de paradigmas de
programacao, tais como troca de mensagens, objetos concorrentes, logica e programacao
funcional. Existe também muita discussao sobre qual paradigma é o melhor. Geralmente



sdo acrescentadas as linguagens de programagao (C, C++ e Fortran) algumas bibliotecas que
permitem a execugdo concorrente de processos e, principalmente, a troca de mensagens (dados)
e a sincronizagao entre os processos em execugao no ambiente.

2.2.1 A Linguagem MPI

A linguagem MPI (Message Passing Interface) surgiu como uma tentativa de padronizagao,
independente do sistema paralelo, para ambientes de troca de mensagens. Ele baseia-se
nas melhores caracteristicas de todas as bibliotecas de trocas de mensagens, levando-se em
consideracao as caracteristicas gerais dos sistemas paralelos, tentando explorar as vantagens
de cada um deles. Os programas em MPI possuem o que é chamado de estilo SPMD (Single
Program, Multiple Data), ou seja, cada processador executa uma copia do mesmo programa.
Cada instancia do programa pode determinar a sua proépria identidade e, dessa forma, executar
operacoes distintas. As instancias interagem através das fungoes da biblioteca MPI. MPI define
um conjunto de rotinas, que oferecem servigos de criagao, execugao, comunicagao e sincronizagao
de processos. A forma de execucao de um programa MPI depende da implementacao que
estd sendo construida. A execucao é realizada através de linhas de comando, por via de
comandos especificos e além disto MPI inclui uma variedade de func¢oes para comunicacao
e sincronizacao. Estas fun¢oes permitem a interacao entre todos os membros de um grupo de
processos iniciados [28].

2.2.2 A Linguagem OpenMP

O padrao OpenMP é desenvolvido e mantido pelo grupo OpenMP ARB Architecture Review
Board, formado pelos maiores fabricantes de software e hardware do mundo, tais como SUN
Microsystems, SGI, IBM, Intel, dentre outros, que, no final de 1997, reuniram esforcos para
criar um padrao de programagao paralela para arquiteturas de memoria compartilhada. O
Open significa que é padrao e esta definido por uma especificacao de dominio publico e MP
sao as siglas de Multi Processing. O OpenMP consiste em uma API e um conjunto de diretivas
que permite a criagao de programas paralelos com compartilhamento de memoria por meio
da implementagao automatica e otimizada de um conjunto de threads. Suas funcionalidade
podem atualmente ser utilizadas nas linguagens Fortran 77, Fortran 90, C e C+-+. A primeira
versao desse padrao, o OpenMP 1.0, foi introduzida ao publico no final de 1997. Em 2000,
para Fortran, e em 2002, para C/C+-+, foi publicada a versao 2.0. Atualmente, o OpenMP
encontra-se na versao 2.5 [43].

O OpenMP nao é uma linguagem de programacao, ele representa um padrao que define
como os compiladores devem gerar codigos paralelos através da incorporagao, nos programas
sequenciais, de diretivas que indicam como o trabalho sera dividido entre os processadores
ou cores. Dessa forma, muitas aplicagoes podem tirar proveito desse padrao com pequenas
modificagdes no c6digo. Mesmo podendo ser usado em méaquinas monoprocessadas, o OpenMP
foi planejado para satisfazer a implementacao em larga escala das arquiteturas SMPs. O sucesso
do OpenMP ¢ propagado pelas arquiteturas multicore e multithread e pode ser atribuido a
fatores como a estrutura de apoio robusta para programagcao paralela e a facilidade do seu uso.
No OpenMP, a paralelizagao é explicitamente realizada com multiplas threads dentro de um
mesmo processo. A criacao de threads é uma forma de um processo dividir a si mesmo em duas
ou mais tarefas que podem ser executadas simultaneamente. Cada thread possui sua propria
pilha de execucao, porém compartilha o mesmo endereco de memoria com as outras threads
do mesmo processo (enquanto que cada processo possui seu proprio espa¢o de memoria). O
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modelo de programacao inicia com uma Tnica thread que executa sozinha as instrugoes até
encontrar uma regiao paralela (identificada pela diretiva), ao encontrar essa regiao ela cria
um grupo de threads, que juntas executam o codigo dentro dessa regiao. Quando as threads
completam a execucao do cédigo na regiao paralela, elas sincronizam-se e somente a thread
inicial segue na execucao do codigo até que uma nova regiao paralela seja encontrada ou que o
programador decida encerrar essa thread. Esse modelo de programagao ¢ conhecido na literatura
como fork-join. Seguem algumas vantagens do uso do OpenMP [43]:

e Normalmente sao feitas poucas alteragoes no coddigo serial existente;

e Possui uma robusta estrutura para apoio a programacao paralela;

Fécil compreensao e uso das diretivas;

e Apoio a paralelismo aninhado;

Possibilita o ajuste dindmico do ntimero de threads.

2.2.3 Modelo de Programacao GPGPU/CUDA

As Graphics Processing Units (GPUs) sao dispositivos criados originalmente para o
tratamento de imagens e videos, que requerem o processamento de um grande volume de dados.
As GPUs geralmente executam um grande niimero de instrugdes em varios ntcleos, ou cores,
ultrapassando a vazao de um tnico processador principal em vérias vezes, mesmo geralmente
possuindo uma taxa de clock muito menor e seus cores sendo muito mais simples. Instrugoes
matemaéticas sao predominantes em execucoes em GPUs, nestes casos a maioria das operacoes
sdo instrugoes aritméticas e os dados (processados por diferentes niicleos) sao independentes.
O termo GPGPU (General Purpose Computation on Graphics Processing Units) foi cunhado
para que se pudesse aproveitar a natureza de uma GPU para resolver problemas gerais, e nao
somente problemas de geracao de imagens. Para que a execucao de um problema tenha um
bom desempenho em uma GPGPU os seguintes itens devem ser satisfeitos:

e A existéncia de um grande volume de dados, visto que as GPUs trabalham com bilhoes
de pizels por segundo e cada pizel é submetido a centenas de operagoes aritméticas.
Problemas cujo calculo da solugao ¢ lento devido a alta complexidade de execugao de seus
algoritmos, e nao a quantidade de dados, nao sao bons candidatos a serem executados
em uma GPGPU ja que possivelmente nao serao capazes de utilizar a alta capacidade de
paralelizagao deste hardware;

e A independéncia de dados, pois na geragao de uma cena, por exemplo, os vértices podem
ser calculados independentemente, evitando dependéncias de execucgao, ou seja, esperar
que um certo calculo seja realizado para outro poder executar;

e A escalabilidade, visto que se mais nucleos forem adicionados ao hardware, melhor
desempenho o programa tera;

e A vazao em uma GPGPU, visto que nelas os processadores utilizam pipelines. Como
consequéncia, a resolu¢ao de um conjunto de calculos pode levar um tempo considerével.
Porém varios conjuntos de calculos sao realizados em um determinado periodo de tempo,
devido ao processamento paralelo. Problemas que serao executados em uma GPGPU
devem priorizar uma alta vazao de resultados, e nao uma baixa laténcia.
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Para que um problema seja executado em uma GPGPU, o programador deve separar
pequenos trechos de cédigo, que podem ser executados paralelamente e escrevé-los em uma
linguagem propria. Para este fim a empresa NVIDIA criou a linguagem CUDA. CUDA é
similar a linguagem C, nela ocorre a separacao de trechos de cddigos que serao executados na
CPU ou GPU. As GPUs da NVIDIA com capacidade de executar codigo CUDA estao divididas
em véarias versoes, conforme a arquitetura das GPUs foi evoluindo. Estas versoes sao chamadas
de Compute Capability ou capacidade de computagao. As primeiras GPUs com CUDA tinham
Compute Capability (ou C.C) 1.0 e eram bem limitadas. Hoje temos placas com CC 5.0, com
caracteristicas muito mais sofisticadas do que as anteriores e as ultimas com CC 5.3.

O CUDA (Compute Unified Device Architecture) mais que uma linguagem de computagao
paralela, trata-se de uma arquitetura de software e hardware criada pela NVIDIA, capaz de
executar computagoes em GPUs NVIDIA sem a necessidade de utilizar APIs graficas [10].
CUDA é uma extensao das linguagens de programacao C e C++. CUDA utiliza o conceito
de manycore, aproveitando-se de um nimero elevado de ntucleos para realizar a computacao.
Compiladores especializados transformam o algoritmo paralelo em instrugoes especificas da
GPU, que trabalham sobre o pipeline grafico.

Os aspectos de CUDA sao semelhantes a MPI e OpenMP no sentido de que o programador
gerencia as construgoes de codigo paralelo. Embora os compiladores OpenMP fagam mais
automacao no gerenciamento da execucgao paralela, CUDA estende a sintaxe de declaracao
de fungao em C para dar apoio & computacao paralela heterogénea. Por meio das fungoes
qualificadores __ global__,  device. _ou __ host _, um programador CUDA pode instruir

o compilador para gerar uma fungao de kernel, uma fungao de device ou uma fungao de host [28|:

e Qualificador _ global__ : As fungoes com este qualificador sao executadas no dispositivo,
mas elas podem ser chamadas somente a partir do host;

e Qualificador _ device  : As funcoes com este qualificador sao executadas no
dispositivo. Estas func¢oes podem ser chamadas apenas a partir do dispositivo;

e Qualificador  host : Asfungoes com este qualificador sao executadas no host e podem
ser chamadas somente a partir do host.

Se a funcao nao tiver qualquer palavra-chave de extensao CUDA, a funcao é considerada
uma funcao de host como padrao. A execucao de um programa tipico CUDA se inicia no host
(CPU). A CPU prepara os dados. Quando uma fungao do kernel é invocada, ou disparada, a
execugao ¢ passada para um device (GPU), no qual um nimero maior de threads é gerado para
tirar proveito do abundante paralelismo de dados. Isto é realizado por meio de um conjunto de
instrugoes especificas. Durante este processo é realizada a transferéncia dos dados da memoria
principal para a memoéria da GPU. Em seguida sao inicializados os programas de computagao
paralela (kernel), que sdo executados de forma assincrona. Ao final da computagao, os dados
sao trazidos da memoria da GPU para a memoria principal para geragdo do resultado [28].
Como visto, um kernel é executado em paralelo por meio de um conjunto de threads paralelas.
As threads sao organizadas em uma hierarquia de grids de blocos de threads, como ilustrado
na Figura 2.1.
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Figura 2.1: Organizagao das threads no modelo de programagao CUDA [28].

As seguintes defini¢bes sao importantes:

e Bloco de threads: Conjunto de threads concorrentes, que podem cooperar entre si por
meio de uma barreira de sincronizacao e de uma memoria compartilhada pertencente ao
bloco;

e Grid: Um conjunto de blocos de threads que podem ser executados concorrentemente.
Nao ha dependéncia entre blocos.

A independéncia entre os blocos de threads ajuda a evitar possiveis deadlocks e permite
que os mesmos possam ser agendados em qualquer ordem, com qualquer quantidade de cores,
isto assegura a escalabilidade do modelo e mantém um apoio eficiente ao paralelismo de
granulosidade fina. CUDA também nao estabelece restri¢goes sobre a localizagao de cada core,
assim programas CUDA podem se tornar escalaveis de maneira transparente e por meio de
multiplos dispositivos [16]. O codigo apresentado a seguir, nesta subse¢ao, exemplifica em
CUDA a soma de dois vetores, com 102.400 elementos cada um. O codigo inicia executando
no sistema host. Em seguida o host transmite os dados e invoca um kernel para a execucao
do soma dos dois vetores em paralelo na GPGPU CUDA. Apdés concluir o processamento a
GPGPU escreve o resultado em sua memoria global. O host pode entao acessar este resultado.
Este exemplo é modelado por um grid unidimensional com 100 blocos de threads, que por sua
vez possuem 1024 threads cada um. Em outras palavras, o problema é dividido em 100 partigoes
independentes que podem ser executadas concorrentemente. As threads de um mesmo bloco
calculam os 1024 elementos de cada particao de forma concorrente, visto que sao operacoes
independentes.

int main(int argc, charx argvl[])
{

/* Tamanho dos vetores */
int n = 102400;
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/* Aloca memdéria para os vetores no host */

double *h_a = (double *) malloc(n * sizeof(double));
double *h_b = (double *) malloc(n * sizeof (double));
double *h_c = (double *) malloc(n * sizeof(double));

/* Aloca memdéria para os vetores na GPGPU x/
double *d_a, double *d_b, *d_c;
cudaMalloc(&d_a, n * sizeof (double));
cudaMalloc(&d_b, n * sizeof (double));
cudaMalloc(&d_c, n * sizeof (double));

/* Inicializa os vetores no host */

/* Copia os vetores para a GPGPU */

cudaMemcpy(d_a, h_a, n * sizeof(double), cudaMemcpyHostToDevice);
cudaMemcpy(d_b, h_b, n * sizeof(double), cudaMemcpyHostToDevice);
/* Invoca um kernel com 100 blocos de 1024 threads cada um */
somaVetores<<<100, 1024>>>(d_a, d_b, d_c, n);

/* Copia resultados da GPGPU para o host */

cudaMemcpy(h_c, d_c, n * sizeof(double), cudaMemcpyDeviceToHost) ;
/* Imprime resultados */

/* Libera a memdéria alocada para os vetores na GPGPU */
cudaFree(d_a); cudaFree(d_b); cudaFree(d_c);

/* Libera a memdria alocada para os vetores no host */
free(h_a); free(h_b); free(h_c);

return(0) ;

3

/* Kernel CUDA - Cada thread calcula um elemento do vetor ’c’ */
global void somaVetores(double *a, double *b, double *c, int n)

{

/* Calcula o ID da thread */

int id = blockIdx.x * blockDim.x + threadldx.x;

/* Verifica se o limite do vetor ndo foi ultrapassado */
if (id < n)

cl[id]l = alid] + blidl;

}

Sincronizacao

Um programa CUDA pode executar varios grids de forma independente ou dependente.
Grids independentes podem executar concorrentemente se houver recursos de hardware
suficientes. Por sua vez, grids dependentes executam sequencialmente, com uma barreira
implicita inserida entre eles, garantindo assim que todos os blocos do primeiro grid terminarao
de executar, antes que qualquer bloco do proximo grid seja executado. A execucao em paralelo
e o gerenciamento das threads é feito de forma automaética. Toda criagao, escalonamento e
finalizacao de threads, geralmente é realizado pelo hardware e nao pelo programador. As threads
de um bloco sao executadas concorrentemente e podem sincronizar em uma barreira por meio
do comando  syncthreads(). Garante-se assim que nenhuma das threads, participantes da
barreira, pode prosseguir até que todas as outras também atinjam a barreira. Assegura-se
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assim, a todas as threads, a visualizacao e o acesso de tudo que é escrito na memoria. Threads
em um bloco podem se comunicar através da escrita e leitura na memoria compartilhada e com
a ajuda da barreira de sincronizagao sao evitadas condigoes de corrida [10].

Arquitetura das GPGPUs CUDA

A arquitetura de dispositivos massivamente paralelos como as GPGPUs é caracterizada
fundamentalmente por blocos fisicos denominados SMs (Streaming Multiprocessors). Cada
SM possui varios cores denominados SPs (Streaming Processors). SMs sdo blocos fisicos
multithreads [10]. A Figura 2.2 ilustra a arquitetura de uma GPGPU com n SMs e 8 SPs em cada
um, assim cada SM possui 8 cores SIMD (Single Instruction Multiple Data) interconectados por
4 porgoes externas de memoria DRAM (Dynamic Random-Access Memory). O uso do modelo
SIMD significa que cada core executa a mesma instrugao, contudo, cada core pode usar dados
diferentes [16].

CPU Host |
{ Memoria do Sistema ‘
GPGPU -1 SMn
g / | Cache de Instrucoes |
CWD o
-7 | Escalonador de Warps || Escalonador de Warps |
l — l - | Unidade de Despacho || Unidade de Despacho |
SM 1 SM n | Banco de Registradores |
500 SP SP SP SP
I S I 1 SP SP SP SP
‘ 1 Litedle o linfenepmer l\\ _ ‘ | Rede de Interconexao |
1 | <
‘ Memdria Global e | Memoéria Compartilhada |

Figura 2.2: Arquitetura de uma GPGPU CUDA [10].

Um warp é a unidade béasica para o escalonamento de trabalho dentro de um SM e na maioria
das GPGPUs é um bloco de 32 cores SIMD. Uma vez que cada warp é por definicao um bloco
de cores SIMD, o escalonador nao precisa verificar por dependéncias no fluxo de instrugoes.
Na Figura 2.2 é possivel identificar dois escalonadores de warps e duas dispatch units, que
permitem que dois warps possam ser despachados e executados concorrentemente. Cada warp
iniciard executando uma instrugao, nao necessariamente a mesma. Cada SM é responsavel
pelo escalonamento dos seus recursos internos, a cada tick de clock o escalonador de warp
do SM decide qual warp executar em seguida [16]. Quando um programa CUDA no sistema
host invoca um kernel, a unidade CWD (Compute Work Distribution) enumera os blocos de
threads do grid e inicia a distribuigao deles aos SMs com capacidade de execugao disponiveis.
As threads de um bloco executam concorrentemente em um SM. Ao fim da execu¢ao de um
bloco, a unidade CWD atribui um novo bloco ao SM vago.
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Como visto, em cada bloco existe um conjunto de threads que cooperam entre si e apenas
threads de um mesmo bloco podem compartilhar dados. Esses fatos permitem uma abstragao
natural, de como é realizado o mapeamento do paralelismo de um kernel em uma GPGPU:
Efetua-se o particionamento de um problema em miiltiplas particoes independentes, que podem
ser executadas concorrentemente. O escalonador oferece a cada SM um ou mais blocos para
serem executados, de acordo com a limitacdo do hardware da GPGPU [16].

A arquitetura das GPGPUs é fator chave na escalabilidade desses dispositivos.
Adicionando-se mais SMs em uma GPGPU pode-se executar mais tarefas ao mesmo tempo ou
executar uma mesma tarefa mais rapidamente, se ainda houver paralelismo a ser explorado [10].
Logo, aumentando ou diminuindo a quantidade de SMs em uma GPGPU, os fabricantes
conseguem atender as necessidades do mercado [16].

Capacidade de Computacao

A capacidade de computagao de uma GPU NVIDIA é representada por um ntmero com o
formato X.Y, onde X indica a versao da arquitetura e Y a versao das melhorias realizadas
nesta arquitetura [28]. As diferengas entre as capacidades de computacao sao evidentes
principalmente nos seguintes aspectos:

e Quantidade de SPs;

Quantidade e capacidade das unidades de operacoes aritméticas;

Quantidade de escalonadores de warp;

Tamanho da memoria local;

Quantidade de bancos na memoria local;

Requisitos necessarios para a coalescéncia de memoria global;

Existéncia de cache de DRAM.

Como a capacidade de computacao é definida pela arquitetura do dispositivo, ela também
determina os requisitos necessarios para que algumas otimizacoes possam ser aplicadas.

Hierarquia de Memoérias GPGPU CUDA

A hieraquia de memorias em uma GPGPU CUDA se apresenta da seguinte forma:

e Em cada SM ha um barramento proprio de acesso & memoria global. As memorias de
textura e a memoria constante sao apenas abstracoes dentro da memoria global;

e Cada bloco tem uma memoria compartilhada e visivel por todas as threads do bloco. As
threads tem o mesmo tempo de vida que o bloco;

e As threads podem acessar dados de varios locais de memoria durante o seu tempo de
execucao. Cada thread tem uma memoria local privada. CUDA utiliza essa memoria
na declaragao de variaveis privadas da thread que nao se encaixam nos registradores da
mesma. Todas as threads tém acesso & mesma memoria global. Atualmente a memoria
global esta na ordem de gigabytes.

A Figura 2.3 esboga a hierarquia de memoérias de uma GPGPU CUDA.
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Figura 2.3: Hierarquia de memoria em uma GPGPU CUDA [10].

Como visto, programas em CUDA declaram varidveis na memoria compartilhada e na
memoéria global por meio dos qualificadores  shared e  device | respectivamente.
Esses locais correspondem a memoérias fisicamente separadas: a memoria compartilhada por
bloco possui baixa laténcia, enquanto a memoria global possui uma laténcia maior e esta
acessivel a todas as threads de todos os blocos [34|. Para programas graficos, a memoria
global armazena imagens de videos e informacoes de texturas para renderizagoes 3D. Ja para
aplicagoes computacionais nao graficas, a memoria global pode ser utilizada como memoéria
de alta largura de banda, embora com uma maior laténcia que a memoria do sistema host.
Para aplicagoes massivamente paralelas a alta largura de banda sobressai-se sobre a longa
laténcia [29]. De maneira mais simples, a memoria compartilhada desempenha um papel
semelhante a cache L1 de uma CPU, dada sua baixa laténcia e por estar proxima as threads.
Ela pode prover uma comunicacao de alta velocidade e compartilhamento de dados entre as
threads de um mesmo bloco. Visto que esta memoria tem o mesmo tempo de vida do seu bloco
correspondente, o codigo do kernel normalmente inicializa dados em varidveis compartilhadas,
faz célculos usando variaveis compartilhadas e copia os resultados para a memoria global.
Blocos de threads pertencentes a grids dependentes também utilizam a memoria global, neste
caso, para se comunicarem usando-a para leitura e escrita de resultados [34].

Escalabilidade do Modelo de Programacao CUDA

A simplicidade do particionamento do trabalho de computagao realizado por um programa
em blocos de tamanho fixo, durante a modelagem do problema, garante o do desempenho e da
escalabilidade do modelo de programacao CUDA.

Os blocos realizam o mapeamento entre o paralelismo do problema em questao e o hardware
da GPGPU [16]. Como as threads de um bloco podem compartilhar memoria local e se
sincronizam através de barreiras, elas devem residir no mesmo SM. Contudo, o nimero de
blocos pode exceder a capacidade dos SMs de uma GPGPU. Dessa forma, os elementos de
processamento podem ser virtualizados, o que permite ao programador flexibilidade para
paralelizar a granulosidade da forma que lhe parecer mais conveniente. Isso permite a
decomposi¢ao de problemas de forma intuitiva, uma vez que o ntimero de blocos pode ser ditado
pelo tamanho dos dados a serem processados e nao mais pela quantidade de processadores no
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sistema. Portanto, um mesmo programa CUDA é escalavel em GPGPUs com uma quantidade
arbitraria de SMs, com isso propicia-se o ganho de desempenho na execucao desse programa,
sem modificagoes, em geragoes de GPGPUs mais novas e poderosas [34].

Para gerenciar essa virtualizagdo de processamento e fornecer escalabilidade, CUDA requer
que os blocos executem de forma independente. Deve ser possivel a execuc¢ao dos blocos
em qualquer ordem, em paralelo ou em série. Diferentes blocos nao tém nenhum meio de
comunicacao direta, embora possam coordenar suas atividades com operagoes atdémicas na
memoria global, visiveis a todas as threads [34]. Em resumo, a abstragao de blocos e a replicacao
de SMs no hardware trabalham em conjunto para fornecer de forma transparente escalabilidade
ilimitada e eficiente [16].

Limitacoes do Modelo de Programacao CUDA

Quando desenvolvemos programas CUDA ¢é bastante importante conhecer possiveis
limitacoes do modelo, em grande parte por razoes de eficiéncia. Para apoiar uma arquitetura
de sistema heterogéneo combinando uma CPU e uma GPU, cada um com seu proprio sistema
de memoria, os programas CUDA devem copiar os dados e resultados entre memoria do host
e a memoria do dispositivo. Existe entao um overhead gerado por esta comunicagao. Para
minimizar este overhead, a arquitetura prové uma DMA para transferéncias de blocos e meios
de interconexdo mais velozes. E claro que problemas grandes o suficiente para precisarem de
uma GPU podem aumentar o desempenho e amortizar um possivel overhead.

2.3 Modelos de Computacao Paralela

Em teoria da computabilidade, um modelo de computacao é a definicao de um conjunto
de operacoes que podem ser usadas em uma computagao e seus respectivos custos. Utilizando
um modelo especifico de computacao é possivel analisar os recursos computacionais requeridos,
como o tempo de execugao e espago de armazenamento, ou discutir as limitagoes dos algoritmos
ou computadores. Na area de analise de algoritmos é comum especificar um modelo de
computacao em termos de operagoes primitivas, cada uma com um custo unitario associado. Na
computacao paralela nao existe um modelo de computagao amplamente aceito. Isto faz com que
cada algoritmo seja analisado, em termos de complexidade de tempo e uso de recursos, de forma
diferenciada de acordo com o modelo escolhido. Em alguns casos a analise do desempenho é feita
de forma empirica com base nas execugoes do algoritmo em um dado ambiente computacional
ou com a utilizagao de benchmarking.

Existem alguns modelos que servem de paradigma para simplificar a analise de algoritmos
paralelos. Nesta secao sao apresentados alguns dos que sao mais utilizados.

2.3.1 O Modelo PRAM

O modelo teérico mais utilizado em computagao paralela é conhecido como Maquina Paralela
de Acesso Aleatorio (Parallel Random Access Machine — PRAM) e pode ser considerado
uma extensao natural do modelo basico sequencial (Random Access Machine — RAM). Neste
modelo os processadores tém acesso a uma unica unidade de memoria compartilhada. Mais
precisamente, este modelo de memoéria compartilhada é constituido por um certo niimero de
processadores, cada um dos quais tem a sua propria memoria local e pode executar o seu proprio
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programa local. Neste modelo os processadores se comunicam por meio de troca de dados via a
unidade de memoria compartilhada. Cada processador é unicamente identificado por um indice,
chamado nimero do processador ou o ID (Identifier) do processador, o qual esta disponivel
localmente. Para um determinado algoritmo neste modelo, o tamanho dos dados transferidos
entre a memoria compartilhada e as memorias locais dos diferentes processadores representa a
quantidade de comunicagao necessaria pelo algoritmo. A Figura 2.4 ilustra uma visao geral de
um modelo de memoria compartilhada com p processadores. Estes processadores sao indexados
de 1 a p. A memoéria compartilhada também é conhecida como memoéria global [27].

Memoéria Compartilhada

Figura 2.4: O modelo de memoéria compartilhada.

O modelo PRAM padrao funciona de modo sincrono, onde os processadores operam de
forma sincrona sob o controle de um relégio comum. Ha também o modelo assincrono, onde
é responsabilidade do programador definir pontos de sincronizagao apropriados sempre que
necessario. Mais precisamente, se os dados precisam ser acessados por um processador, cabe
ao programador garantir que os valores corretos sejam obtidos, uma vez que o valor de uma
variavel compartilhada é determinado dinamicamente durante a execucao dos programas dos
diferentes processadores [27].

Algoritmos projetados para o modelo PRAM nao levam em conta a comunicagao e assumem
que o nimero de processadores, p, disponiveis é da mesma ordem do tamanho do problema, n,
ou seja sao considerados de "granulosidade fina". Quando algoritmos baseados em PRAM
sao implementados nas méquinas paralelas existentes, geralmente os speedups obtidos sao
muitas vezes desapontadores. Em muitos casos, o custo (tempo multiplicado pelo ntumero de
processadores) obtido pelos algoritmos paralelos é bastante superior ao do algoritmo sequencial.
O modelo PRAM possui variagbes baseadas na forma como a manipulagao concorrente a uma
mesma posi¢ao de memoria ¢ efetuada [27]:

e FExclusive Read, Exclusive Write (EREW): leitura e escrita exclusiva, ou seja, nao permite
qualquer acesso simultaneo a uma mesma posicao de memoria;

e Concurrente Read, Exclusive Write (CREW): permite a leitura simultanea de uma mesma
posicao de memoria por mais de um processador, mas nao a escrita simultanea;

e Concurrent Read, Concurrente Write (CRCW): permite simultaneidade na leitura e na
escrita na mesma posi¢ao de memoria por diversos processadores, porém sao necessarios
critérios para solucionar o problema da escrita concorrente. Entre as politicas adotadas
para decidir qual dos processadores efetara a escrita temos:

- escrita comum: todos os processadores devem escrever o mesmo valor.
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- escrita arbitraria: permite que qualquer processador obtenha sucesso na escrita.

- escrita proprietaria: define uma prioridade entre os processadores e aquele com maior
prioridade teré sucesso na escrita.

Com o passar do tempo, o modelo PRAM mostrou-se incapaz de capturar todos os
detalhes da computagao paralela. Parcialmente, devido a isso, a &rea de algoritmos paralelos
atravessou uma séria crise no final dos anos 80. Varios resultados teéricos obtiveram speedups
desapontadores. Neste periodo, em funcao das dificuldades de implementacao do modelo
PRAM, surgiram trabalhos alternativos sobre modelos que levavam em conta a limitagao real
dos processares e a comunicacao entre eles, esses modelos foram denominados como modelos
ponte ou realisticos (bridging models). Os principais exemplos sdo o Bulk Synchronous Parallel
- BSP [46] e o Coarse Grained Multicomputer - CGM [15]. Estes modelos tentavam capturar e
tratar as dificuldades nao contempladas pelo modelo PRAM e ficaram conhecidos como modelos
de computacdo de granulosidade grossa. O termo "granulosidade grossa" (coarse grained)
vem do fato de que o tamanho do problema, n, é consideravelmente maior que o nimero de
processadores., ou seja, n/p > p [27].

2.3.2 O Modelo BSP

O modelo BSP (Bulk Synchronous Parallel) foi proposto por Leslie G. Valiant, em 1990 [46].
Além de ser um dos modelos realisticos mais importantes, foi um dos primeiros a considerar
os custos de comunicagao e a abstrair as caracteristicas de uma maquina paralela para um
pequeno numero de parametros. O principal objetivo deste modelo é servir de modelo ponte
entre as necessidades de hardware e software da computacao paralela. O modelo BSP consiste
de um conjunto de p processadores com memoria local, comunicando-se através de algum
meio de interconexao, gerenciados por um roteador e com facilidades de sincronizacao global.
Um algoritmo BSP consiste em uma sequéncia de superpassos separados por barreiras de
sincronizacao. Um superpasso consiste de uma combinagao de passos de computacao, usando
dados disponibilizados localmente no inicio do superpasso, e passos de comunicacao, através de
instrugoes de envio e recebimento de mensagens.

A Figura 2.5 ilustra os superpassos de um algoritmo BSP. Os superpassos sao separados
por uma barreira de sincronizagao, que ocorre a cada L unidades de tempo. A barreira
de sincronizacao é realizada para determinar se o superpasso foi completado por todos os
processadores, assegurando que os dados recebidos pelos processadores estarao disponiveis para
o proximo superpasso. Os parametros do modelo BSP s@o os seguintes [46]:

e n: tamanho do problema;

e p: numero de processadores disponiveis, cada qual com sua memoria local;

e L: tempo minimo entre dois passos de sincronizagao, chamado de parametro de
periodicidade ou laténcia de um superpasso;

e ¢: capacidade computacional dividida pela capacidade de comunicagao de todo o sistema.

Este parametro descreve a taxa de eficiéncia de computagao e comunicagao do sistema.

Neste modelo uma h-relagdo em um superpasso corresponde ao envio e/ou recebimento de,
no maximo, h mensagens em cada processador. A resposta a uma mensagem enviada em um
superpasso somente serd utilizada no proximo superpasso.
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Po P1 P2

P3 Pp-1
Computagao local com envio
cee e recebimento de mensagens
D Barreira de sincronizagio

Figura 2.5: O modelo BSP [22].

tempo

2.3.3 0O Modelo CGM

O modelo CGM (Coarse Grained Multicomputer) proposto por Frank Dehne et al. em
1994, é parecido com o modelo BSP, no entanto utiliza apenas dois parametros: o nimero de
processadores p e o tamanho da entrada n [15]. O proposito era obter um modelo proximo
as méquinas paralelas com memoria distribuida existentes. Uma maquina CGM consiste
de um conjunto de p processadores, cada um com memoria local de tamanho O(n/ p). Os
processadores podem estar conectados por qualquer meio de interconexao. Um algoritmo CGM
consiste de uma sequéncia de rodadas, alternando fases bem definidas de computacao local e
comunicagao global, separadas por uma barreira de sincronizagao, como é representado na
Figura 2.6. Normalmente, durante uma rodada de computacgao é utilizado o melhor algoritmo
sequencial para o processamento dos dados disponibilizados localmente. Em cada rodada de
comunicac¢ao, cada processador troca no maximo O(n/ p) dados com outros processadores.
Um algoritmo CGM é um caso especial de um algoritmo BSP onde todas as operacoes de
comunicagao de um superpasso sao feitas na h-relacao. Conforme observado por Frank Dehne
et al., os algoritmos CGM, quando implementados, se comportam bem e requerem speedups
similares aqueles previstos em suas analises. Para estes algoritmos, o maior objetivo é minimizar
o nimero de superpassos e a quantidade de computagcao local [15].
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\/ °

tempo .

Figura 2.6: O modelo CGM |[15].

2.3.4 O Modelo LogP

Em 1993 foi proposto o modelo LogP [12]. O objetivo deste modelo era representar de
forma mais detalhada as caracteristicas implicitas durante a transmissao de mensagens. A
proposta consistia em caracterizar adequadamente os principais fatores de desempenho das
méquinas paralelas de memoria distribuida, que realizam muita comunicacao. O modelo foi
estimulado pela tendéncia de crescimento no uso destas méaquinas, podendo ser utilizado na
modelagem e no estudo de aplicagoes baseadas em troca de mensagens. O modelo LogP enfatiza
os aspectos de desempenho relacionados & rede de interconexao e procura sintetiza-los nos
seguintes parametros [12]:

e [: Laténcia envolvida na transmissao de mensagens através da rede;

e O: QOverhead relacionado as tarefas de envio e recep¢ao da mensagem (durante este
intervalo de tempo o processador encontra-se dedicado, nao podendo executar outras
operagoes);

e (: denominado Gap, este pardmetro trata do tempo minimo que deve ser respeitado
entre transmissoes ou recepgoes consecutivas;

e P: nimero de noés de processamento.

Através destes parametros o modelo LogP procura auxiliar a construgao de algoritmos
paralelos eficientes e portaveis.

2.4 Modelos de Computacao Paralela para Ambientes
Multi / Manycore

Com o surgimento de novas arquiteturas de computadores paralelos, principalmente
as multi/manycore, é incessante a busca por modelos de computagdo paralela que sejam
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satisfatorios e que atendam as novas restricoes consideradas. Nesta secao descrevemos
brevemente a proposta de Valiant de um novo modelo para este cenario [47]. Em funcao
da complexidade da proposta, ao final propomos uma extensdo do modelo BSP/CGM para
projetar algoritmos paralelos na arquitetura multi /manycore.

2.4.1 O Desafio Multicore

Em 2003, surgiu um novo paradigma para computacao paralela que se baseia na utilizacao de
mais de uma unidade de processamento, conhecidas como nicleos (cores), em cada chip, com o
proposito de aumentar o poder de processamento [28|. A tecnologia presente em computadores
multi /manycore (multiplos nucleos) consiste em colocar duas ou mais unidades de execugao
(cores) no interior de um tnico “pacote de processador” (um tnico chip). O sistema operacional
trata esses nicleos como se cada um fosse um processador diferente, com seus proprios recursos
de execucao. Na maioria dos casos, cada unidade possui seu proprio cache e pode processar
varias instrugoes simultaneamente. Adicionar novos nucleos de processamento a um processador
possibilita que as instrugoes de aplicagoes sejam executadas em paralelo em vez de serialmente,
como ocorre em um nicleo unico. E importante notar que, para uma total utilizacdo do
poder de processamento oferecido pela tecnologia multi/manycore, as aplicagdes devem ser
escritas de modo a usar intensivamente o conceito de threads. A menos quando temos varias
aplicagoes distintas rodando cada uma em um nicleo. Uma arquitetura multi/manycore é
geralmente composta por um multiprocessador simétrico (SMP) implementado em um tnico
circuito Very Large Scale Integration (VLSI). O objetivo da arquitetura ¢ melhorar o paralelismo
no nivel de threads, ajudando especialmente as aplicacoes que nao conseguem se beneficiar
dos processadores superescalares atuais, por nao possuirem um bom paralelismo no nivel de
instrucoes.

A busca por modelos que executem em arquitetura de miltiplos nucleos tem se tornado
objeto de estudo de diversas pesquisas. Entretanto, neste ambiente a programacao para
problemas gerais de alto desempenho, frequentemente nao tem obtido sucesso. Em
contrapartida, grande parte dos novos microprocessadores sao computadores paralelos, com
isto o nimero de aplicagoes que precisam ser desenvolvidas como programas paralelos tem
aumentado rapidamente. Com isso, as novas aplicagoes deversao usar novas arquiteturas e
linguagens de programagao com foco em computadores multi /manycore.

Temos entao que a arquitetura multi/manycore, baseada em muitos processadores e em
memorias caches locais ¢ um dispositivo atraente dado as atuais possibilidades tecnologicas e
as limitagoes fisicas ja conhecidas. No entanto, a construcao de algoritmos paralelos para tais
méquinas tem de enfrentar tantos desafios que o caminho para a sua exploragao eficiente nao
esta claramente definido. Entre estes desafios destacam-se [43]:

1. Os algoritmos resultantes precisam competir e superar os algoritmos sequenciais ja
existentes, que sao mais facilmente compreendidos e altamente otimizados;

2. Existe uma limitacao, na melhor das hipoteses, de um aumento de speedup, isto ocorre
essencialmente devido ao ntimero de processadores;

3. Por fim, temos a existéncia e a utilizagdo de méaquinas diferentes, com isso speedups
obtidos para uma méquina podem nao ser os mesmos speedups em outras, de modo que
todo o esfor¢o do projeto pode ser substancialmente desperdicado.
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2.4.2 O Modelo Multi-BSP

Vimos que ¢é dificil prever de forma eficiente como algoritmos multi/manycore podem ser
criados e explorados. No futuro é possivel que, mesmo com a proliferacao destas méaquinas, o
seu potencial computacional seja grandemente subutilizado. Recentemente, Leslie G. Valiant
propos um modelo de transi¢ao que visa capturar os parametros dos elementos mais basicos de
arquiteturas multi /manycore [47]. O modelo proposto, denominado Multi-BSP, é um modelo
de multiplos niveis que tem parametros explicitos para os numeros de processadores, tamanhos
de memoria cache, custos de comunicagao e custos de sincronizagao. O nivel mais baixo do
modelo Multi-BSP simula o comportamento do modelo PRAM de memoéria compartilhada. De
acordo com Leslie G. Valiant, os parametros de um algoritmo Multi-BSP devem funcionar
eficientemente em todas as arquiteturas relevantes para qualquer ntimero de niveis e com
qualquer combinacao de parametros. Ele também mostrou que estes parametros podem ser
utilizados em algoritmos para uma série de problemas fundamentais em computacao, entre
eles multiplicagdo de matrizes, transformagao rapida de Fourier e Ordenagao [47]. O modelo
Multi-BSP pode ser visto sob duas perspectivas:

1. A primeira ilustra um modelo hierdrquico, com um ndmero arbitrario de niveis. Este
modelo se adapta as realidades fisicas de miltiplas memorias e varios niveis de caches,
tanto em arquitetura de chips tinicos, bem como em arquiteturas de multiplos chips.
O objetivo é modelar todos os niveis de uma arquitetura juntos, até mesmo para uma
estrutura como um Data Center;

2. A segunda abrange cada nivel. Em cada nivel o modelo incorpora o tamanho da memoria
como um parametro adicional. Afinal, é a limitacao fisica da quantidade de memoria, que
pode ser acessada em um determinado periodo de tempo a partir da localizacao fisica de
um processador, que cria a necessidade de vérios niveis.

O modelo Multi-BSP, para uma profundidade de d niveis é especificado por 4d parametros
numeéricos: (pla g1, Lla ml)a (p27 92, L2a mZ)a (p?n gs, L37 m3) s (pda 9d, Lda md)- O modelo
simula uma arvore com profundidade d com memorias caches como noés internos e processadores
como folhas. Para cada nivel, os quatro parametros significam respectivamente:

1. O nitimero de subcomponentes;
2. A largura de banda de comunicacao;
3. O custo de sincronizacao;

4. O tamanho da memoria cache.

Uma instancia do modelo Multi-BSP é uma estrutura de arvore de componentes aninhados
onde o nivel mais baixo ou folhas sao processadores e todos os outros niveis contém alguma
capacidade de armazenamento. Para definir uma instancia de Multi-BSP fixa-se d como a
profundidade ou o nimero de niveis, e 4d outros parametros: (pi, ¢1, L1, m1), (p2, g2, Lo,
ms), (ps, g3, L3, m3) ... (pa, 9a, La, mq). As Figuras 2.7 e 2.8 ilustram, respectivamente, este
modelo em termos de seus componentes de nivel i-1 e de nivel 1 [47]. Segue-se uma descri¢ao
dos componentes:
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Componente de Nivel i

Componente de Nivel i - 1 Componente de Nivel i - 1

...Picomponentes...

Taxa de Dados: g ; 4

Custo de Sincronizagdo: L;

Memoria de Nivel m;

Figura 2.7: Modelo Multi-BSP em termos de seus componentes em um nivel ¢-1.

e p; descreve o niimero de componentes do nivel ¢ — 1 dentro de um componente de nivel 7.

e ¢; é o parametro de largura de banda de comunicacdo. E a relacdo entre o nimero de
operacoes que um processador pode executar em um segundo e o niimero de palavras que
podem ser transmitidas, em um segundo, entre as memorias de um componente de nivel
7, e seu componente superior, no nivel ¢ + 1. Uma palavra é a quantidade de dados que
uma operacao do processador é capaz de executar.

2

e Um superpasso de nivel ¢ é um passo de execucao de um componente de nivel ¢ que
permite que p; processadores do nivel ¢ — 1 possam executar de forma independente até
atingirem a barreira de comunicacao. Quando todos os processadores dos componentes
de nivel i-1 atingirem a barreira, eles podem trocar toda a informacao com a memoria m;
dos componentes de nivel i, com custo de comunicacao especificado por g;_;. Neste caso,
o custo de comunicagao sera estimado por m.g;_1, onde m é o nimero maximo de palavras
comunicadas entre a memoria do componente de nivel 7 e um de seus subcomponentes de
nivel ¢ — 1.

e [,; é o custo cobrado para sincronizacao da barreira em um super passo de nivel ;

e O componente m; é o nimero de palavras de memoria dentro de um componente de nivel
7, que nao estao em um componente do nivel ¢ — 1.

Finalmente, é preciso especificar a natureza da comunicagao entre um componente do nivel ¢
e do nivel i+1. Os algoritmos desenvolvidos para Multi-BSP sao, em geral, de Leitura-Exclusiva
e Escrita-Exclusiva (EREW).
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Componente de Nivel 1

Componente de Nivel 0 = processador

Componente de Nivel 0 = processador

...Py processadores...

Taxa de Dados: 1

Custo de Sincronizagdo: Ly — ()

Memodria de Nivel 1 = my

N

Figura 2.8: Esquema do modelo Multi-BSP em termos de seus componentes de nivel 1.

A seguir, apresentamos um exemplo de como relacionar os parametros do modelo Multi-BSP
em projetos de arquitetura multi/manycore ja existentes: considere uma méquina paralela
que consiste em p chips multicore Sun Niagara UltraSparc conectados a um dispositivo de
armazenamento externo que é grande o suficiente para armazenar a entrada para o problema
dado. Os niveis e os parametros do modelo para esta arquitetura sao ilustrados pela Tabela

N

Taxa de Dados: g

2.1 [47]
Nivel 1: 1 core com 1 processador com 4 threads mais uma cache L.
P1 4
gi 1
L1 3
mq 8KB

Nivel 2: 1 chip com 8 cores mais uma cache L.

P2 8
g2 3
Lo 23
ma 3MB

Nivel 3: p chips multicore mais uma memoria externa acessivel via rede.

P3 p

gs 00

Ls 108
mg < 128GB

Tabela 2.1: Niveis Multi-BSP para uma arquitetura real.

Neste esquema hierdrquico, os parametros L (de laténcia) sao limitados pelas especificagoes
dos chips ao invés dos reais custos de sincronizacao. Em segundo lugar, os caches no chip
sao controlados por protocolos implicitos, em vez de explicitamente pelos programas, como é
usual para memorias. Em terceiro lugar, os chips de cada processador fisico executam quatro
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threads, e os grupos de processadores compartilham uma unidade aritmética comum. Devido a
estes fatores os valores reais de g e L geralmente sao dificeis de definir. Sao trés as principais
consideragoes sobre as atuais arquiteturas e o modelo Multi-BSP [47]:

1. A sincronizacao em uma barreira necessita ser realizada de forma eficiente nas arquiteturas
atuais;

2. O modelo Multi-BSP controla o armazenamento de dados explicitamente. Nao é claro
como os varios protocolos de cache utilizados atualmente sao favoraveis a este modelo;

3. E necessaria a existéncia de maquinas que apoiem as caracteristicas deste modelo.

2.4.3 Uma Proposta de Extensao do Modelo BSP/CGM

Como vimos acima, existem varios modelos, linguagens e arquiteturas para a computagao
paralela. O nosso principal objetivo neste trabalho é a obtencao de algoritmos paralelos
eficientes e que tenham bom desempenho tanto em ambientes de memoria compartilhada como
memoria distribuida. Nosso enfoque foi na arquitetura multi/manycore. Considerando as
disponibilidades, optamos pela utilizacao da GPGPU com a linguagem CUDA. Considerando
que o modelo BSP/CGM vem sendo utilizado com sucesso no projeto e implementagao de
algoritmos paralelos utilizando memoria distribuida, analisamos inicialmente a utilizagao do
modelo Multi-BSP [47|. Entretanto em fungao da complexidade desse modelo, optamos por
estender o modelo BSP/CGM para projetar os nossos algoritmos.

A implementagao de algoritmos BSP/CGM geralmente apresenta resultados similares
aqueles preditos nas respectivas analises teoricas [14]. Uma vez que a biblioteca MPI é destinada
para ambientes de memoria distribuida, um algoritmo BSP/CGM pode ser mapeado para
uma implementacao MPI utilizando os recursos de envio e recebimento de mensagens desta
biblioteca.

Para o projeto e andlise de algoritmos paralelos na arquitetura multi/manycore,
acrescentamos ao modelo BSP/CGM as seguintes definigoes:

e Um par de processadores no modelo BSP/CGM pode ser relacionado a um SM e sua
respectiva memoria compartilhada na GPU;

e Um round de comunica¢ao no modelo BSP/CGM pode ser representado pela comunicagao
entre CPU e GPU;

e Os superpassos do modelo BSP/CGM podem ser representados por fungoes de kernel da
GPU;

E importante destacar que estas relacoes nio sio fixas e pela experiéncia das implementacoes
cada algoritmo apresentou particularidades, que podem levar a pequenas alteragoes. A Figura
2.9 ilustra nossa sugestdo para este processo, onde o modelo BSP/CGM é representado a
direita [22].
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I Comunicagdo entre a CPU e a GPU (Meméria Global). >§< Comunicagio global.
— Comunicagdo entre threads via meméria compartilhada.

Figura 2.9: Abstragao entre uma GPGPU e o modelo BSP/CGM.

Nos capitulos de 3 a 6, veremos que a nossa proposta de extensao do modelo BSP/CGM
possibilitou o projeto de algoritmos de cada um dos problemas abordados. Conforme sera
apresentado, as implementagoes apresentaram bons desempenhos, onde uma tnica GPU, por
vezes, obteve desempenho melhor do que o desempenho obtido por um cluster de estacoes de
trabalho.

2.5 Ambiente Computacional Utilizado

Neste trabalho executamos nossos algoritmos em dois sistemas computacionais diferentes.
Os algoritmos CUDA foram executados em uma maquina com 8 GB de RAM e Sistema
Operacional Linux (Ubuntu 14:04), (R) Intel Core (TM) processador i5-2430M @ 2.40GHz
CPU e uma GTX NVIDIA GeForce 680 com 8 SMX'’s, onde cada SMX possui 192 cores fisicos,
o que resulta em 1536 CUDA cores. Os algoritmos MPI foram executados em um cluster com
64 nos, cada no6 consistindo de 4 processadores Dual-Core AMD Opteron 2.2 GHz com 1024 KB
de cache e 8 GB of memoria. Todos os nés deste ambiente sao interconectados por meio de um
switch Foundry SuperX utilizando Gigabit ethernet. Este cluster pertence ao Laboratorio de
Alta Performance de Computagao Virtual (High Performance Computing Virtual Laboratory
(HPCVL)) da Universidade de Carleton. Para efeito de comparagoes, com os algoritmos em
CUDA e em MPI, os algoritmos sequenciais equivalentes foram executados no ambiente do
cluster e na GPU com CUDA. Experimentos com diferentes tamanhos de sequéncias de entrada
foram realizados. Para cada sequéncia de entrada, os algoritmos foram executados 10 vezes e a
média aritmética dos tempos de execugao foi computada. Calculamos também o desvio padrao
para cada uma das médias.
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2.6 Consideracgoes Finais do Capitulo

Neste capitulo apresentamos brevemente alguns dos principais modelos, linguagens e
arquiteturas de computacao paralela. Considerando que o nosso trabalho é sobre o projeto
e implementagao de algoritmos paralelos utilizando arquiteturas multi/manycore, e as nossas
disponibilidades, também descrevemos em mais detalhes as GPGPU’s e a linguagem CUDA.
Para projetar e analisar os algoritmos desse trabalho apresentamos uma proposta de extensao
do modelo de computagdo BSP/CGM, como veremos posteriormente. Apesar de simples, essa
extensao se mostrou robusta para os algoritmos abordados nesse trabalho, e acreditamos que
com mais estudos essa extensao possa ser um arcabouc¢o de um modelo de computagao paralela
para ambientes multi/manycore.
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CAPITULO 3

A SUBSEQUENCIA DE SOMA MAXIMA

Neste capitulo revisitamos o problema da subsequéncia de soma méxima e propomos,
além da solugdo geral, solugbes paralelas BSP/CGM para trés problemas relacionados: a
maior subsequéncia de soma maéaxima, a menor subsequéncia de soma maxima e o niamero de
subsequéncias disjuntas de soma maxima. Nao ¢ de nosso conhecimento a existéncia de solugoes
BSP/CGM para estes tltimos problemas. Descobrir os tamanhos e os ntimeros de subsequéncias
de soma méximas sao tarefas importantes. Particularmente, na anélise de DNA, se encontramos
todas as subsequéncias de somas maximas, também encontraremos todas as possiveis ilhas de
patogenicidade, que sao trechos do DNA com alta possibilidade de ocasionarem doencas.

A fim de demonstrar a eficiéncia de nossas solu¢oes nao somente em teoria, mas também
na pratica, implementamos nossos algoritmos em ambientes computacionais de memoria
distribuida (um cluster) e compartilhada (uma maquina manycore). Resultados competitivos
foram obtidos em ambos os ambientes computacionais.

Inicialmente discutimos o problema geral da subsequéncia de soma maxima e solugoes
sequenciais e paralelas conhecidas. Algumas destas solugoes serviram como referéncia para a
elaboracao e o desenvolvimento de nossos algoritmos. Em seguida, descrevemos como ampliar
nossas solugoes para também resolver os problemas relacionados. Por fim, apresentamos nossos
resultados utilizando tabelas e graficos que ilustram comparacoes de tempo de execugao e
speedup.

3.1 Definicao

Dada uma sequéncia de ntmeros reais, o problema de identificar a subsequéncia contigua
com a maior soma de seus elementos é chamado de problema da subsequéncia de soma
maxima. Se os nimeros sao todos positivos a solugao é obviamente a sequéncia de entrada.
Entretanto, é particularmente mais interessante quando também existem ntmeros negativos
na sequéncia de entrada. O problema da subsequéncia de soma méxima também pode
ser descrito de outra forma: Considere uma sequéncia de n ntmeros reais (1, a,...,Z,).
Uma subsequéncia contigua é qualquer intervalo (z;,...,z;) da sequéncia de entrada, tal que
1 < i < j < n. Por simplicidade consideraremos subsequéncia como subsequéncia contigua.
Para o problema da subsequéncia de soma maxima ¢ preciso determinar a subsequéncia
M = (z;,...,x;) que possua o maior somatorio Thy = > 7_, 2. Sem perda de generalidade

29



assume-se que existe ao menos um x; positivo. Como exemplo, considere a seguinte sequéncia
(3,5,10,—5,-30,5,7,2,—3,10,—7,5). Neste caso uma subsequéncia de soma maxima ¢
M = (5,7,2,—3,10) com soma total Ty, = 21 [2].

Este problema aparece em aplicagoes de biologia computacional, tais como: a identificagao
de dominios transmembranos em proteinas, analise de proteinas, analise de sequéncias de DNA,
e na identificacdo de genes [2]. Uma aplicagao pratica é vista quando se deseja encontrar em
uma sequéncia de DNA a regiao mais rica em nucleotideos G' e C, neste caso, basta atribuir
a sequéncia de DNA valores positivos para G e C e valores negativos para A e T. Encontrar
esta regiao é primordial para o célculo do valor de GC-content, cuja féormula é dada por:
% . O valor de GC-content ¢ especialmente importante na operacao de busca de ilhas
de patogenicidade [33]. Como exemplo, a Tabela 3.1 ilustra a aplicacao de um algoritmo
sequencial de subsequéncia de soma maxima para encontrar os valores de alta porcentagem de
G C-content, destacados em negrito, de partes contiguas do genoma de um tipo de bactéria do

género salmonella, que é causadora de diversas doengas [19].

Pontuagao para nucleotideos n=131072 | n=262144 | n=>524288 | n=1048576 | n=2097152 | n=4194304
(A=-2,T=-2,G=2,0=2) 90546 184592 360450 713188 1408718 2809990
(A=-2,T=-2,G=1,C=1) 4299 9167 10024 14519 20682 25356

Tabela 3.1: Regides mais ricas em nucleotideos G e C dos n primeiros nucleotideos do genoma da
bactéria Pseudomonas aeruginosa B136-33.

Varias solugdes sequenciais foram propostas para esse problema, e o melhor algoritmo
sequencial de tempo linear para o problema da subsequéncia de soma méaxima em vetores
(1D) é atribuido a Jay Kadane. A descri¢ao formal do algoritmo e a corregao de seu custo
6timo O(n) podem ser vistas no artigo original [4]. No caso de algoritmos paralelos, como
veremos a seguir, varias solugdoes com bom desempenho foram apresentadas.

3.2 Histoérico de solucoes

Nesta secao destacamos as principais solugoes sequenciais e algumas solugoes paralelas
eficientes para o problema da subsequéncia de soma méaxima. Algumas vezes no texto nos
referimos a sequéncias como vetores.

3.2.1 Algoritmo Cubico

O algoritmo ingénuo para encontrar a subsequéncia de soma méxima itera sobre todos os
pares de nimeros inteiros L e U de uma sequéncia de inteiros X de comprimento n, onde
1 < L <U < n . Para cada par calcula-se a soma contigua dos elementos presentes em
X|[L,...,U]. Considera-se o primeiro par como uma subsequéncia de soma méaxima, verifica-se
entao se a soma do proximo par é maior que a soma maxima e assim por diante. O Algoritmo 1
ilustra o pseudocodigo deste algoritmo [5]. O codigo é curto, simples e facil de entender.
Infelizmente, tem a grave desvantagem de ser muito lento. Em um computador tipico de 1986,
por exemplo, a execu¢ao demorava cerca de uma hora se n fosse igual a 1000 e 39 dias, se n
fosse igual a 10.000 [5]. O namero de passos que este algoritmo executa é da ordem de O(ng).
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Algoritmo 1: Algoritmo ctibico para a subsequéncia de soma maxima.

Entrada: (1) Sequéncia de inteiros X.
Saida: (1) Subsequéncia de soma méaxima de X.

1: MaxSoFar := 0
2: for L =1 ton do
3: for U =L ton do
Sum := 0
for I =L toU do
Sum := Sum + X][]
end for
MaxSoFar := max(MaxsoFar, Sum)
9: end for
10: end for

3.2.2 Algoritmo Quadratico

O segundo algoritmo é quadratico, sua estratégia é baseada em uma observagao simples:
Percebeu-se que a soma de X |[L..U| tem uma relagao intima com a soma previamente calculada
X[L,...,U—1]. O Algoritmo 2 explora esta relagao [5]. As instrugoes dentro do primeiro lago
sao executadas n vezes, e aquelas dentro do segundo lago sao executadas no maximo n vezes
a cada execugao do lago mais externo, de modo que o tempo total de execucao do algoritmo ¢é

O(n?).

Algoritmo 2: Algoritmo quadratico para a subsequéncia de soma maxima.

Entrada: (1) Sequéncia de inteiros X.
Saida: (1) Subsequéncia de soma méaxima de X.

1: MaxSoFar := 0
2: for L =1tondo
3: Sum :=0

4: for U =L tondo

5 Sum := Sum + X[U]

6: MaxSoFar := max(MaxSoFar, Sum)
7. end for

8: end for

3.2.3 Os Algoritmos Subquadraticos

Os proximos algoritmos executam em menos tempo. Sao duas as abordagens
apresentadas [5]:

e A primeira é mais complexa e utiliza a técnica de divisao e conquista. Para resolver um
problema de tamanho n, recursivamente sao resolvidos dois subproblemas de tamanho
aproximado igual a n/2, e em seguida combinam-se as solugoes destes, para obter enfim
a solugao para o problema original. O vetor original é dividido em dois subvetores de
aproximadamente igual comprimento, chamados de A e B. Recursivamente é preciso
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encontrar os subvetores de soma méxima em A e B, definidos como M4 e Mpg. O algoritmo
resolve o problema em tempo sequencial O(n log n), O(n) para cada um dos O(log n)
niveis da recursdo como descrito em [5].

A segunda abordagem descreve um algoritmo de programacao dinamica, simples e
elegante, que consome tempo O(n) O pseudocoddigo é ilustrado pelo Algoritmo
3. Uma descrigio formal deste algoritmo é encontrada em [2, 5]. O algoritmo
¢ baseado na estratégia de que se houver como determinar a subsequéncia de soma
méxima M de pontuagao Ty, de uma sequéncia (x1, s, ..., %), entdo pode-se facilmente
estender o resultado para determinar a subsequéncia de soma méxima de uma sequéncia
(r1, 9, ..., Tk, Tkr1). A estratégia do algoritmo sequencial consiste em criar um
acumulador. Toda vez que este acumulador se torna negativo ele é reiniciado, além disso,
a cada rodada de computacao é realizada uma comparacao com a ultima estimativa de
maximo. O algoritmo se comporta analisando dois casos acerca do elemento xy:

1. No primeiro caso xy € o ultimo elemento da subsequéncia de soma maxima. Sendo
assim, se zx11 > 0, basta inserir o elemento x;; em M e adicionar o valor a T),.
Caso contrario a subsequéncia continua inalterada, M e Tj; continuam inalterados.

2. O valor x; nao pertence a subsequéncia de soma maxima M. Defininimos o sufixo
maximo da sequéncia (xy, T, ..., %) como sendo S = (xg, T4y1, ..., Tx) cOm pontuacao
de soma maxima Tg. Neste caso os passos 6 a 14 do Algoritmo 3 demonstram como
estender a subsequéncia M e sua pontuacao de soma maxima correspondente T);.

Os seguintes parametros sao considerados na entrada/saida do algoritmo:

M ¢é a subsequéncia de soma maxima de uma sequéncia (1, T, ..., Tg)-
Ty € a soma dos elementos de M (pontuagao de soma méaxima de M ).
S é o sufixo méaximo da sequéncia (zs, Tsy1, ..., Tk).

Ts & a soma dos elementos de S (pontuagdo de soma maxima de S).

32



Algoritmo 3: Algoritmo sequencial para a subsequéncia de soma maxima.

Entrada: (1) M (sequéncia de entrada), S (sequéncia sufixo), Ty e T (inteiros nulos).
Saida: (1) Variavel T); que armazena o valor de soma méxima de M.

1: if x; é o dltimo namero de M then

2:  if z4.1 > 0 then
3: Acrescente xp.1 a M e obtenha Ty := Ty + Tpia
4:  end if
5: else
6: if Ts + 211 > Ty then
7: Acrescente xp 1 a S e obtenha Tg :=Tg+ 1, M:=SeTy:=1Ts
8: else
9: if Tg + T > 0 then
10: Acrescente xp1 a S e obtenha T := T + zp41
11: else
12: S sera vazio.
13: end if
14: end if
15: end if
No Algoritmo 3, se considerarmos a sequéncia (r1, 9, ..., Tk) =

(3,5,10,—-5,-30,5,7,2,—3,10,—7,5) como entrada, apds a execugdo teremos M =
(5,7,2,—-3,10) com pontuagdo Ty = 21 ¢ § = (5,7,2,—-3,10,—7,5) com pontuagao
Ts = 19. Vamos supor entao, que gostariamos de estender o resultado acrescentando um novo
elemento a sequéncia original, digamos ;1 = 40. Neste caso, apds a execugao dos passos 6 e
7, temos S = (5,7,2,—3,10,—7,5,40) com uma nova pontuagao Ts = 59. Neste caso M sera
igual a S e a nova pontuacao de T); também seré 59.

Exemplo de Execucgao
Para melhor compreensao vamos executar o Algoritmo 3, iteragao a iteracao, para uma

entrada X = (21,9, ...,x), onde X = (3, 5, 10, -5, -30, 5, 7, 2, -3, 10, -7, 5). A cada iteracao
um elemento xp da sequéncia X ¢é avaliado. A Tabela 3.2 ilustra a execugao do algoritmo.
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Tabela 3.2: Executando Algoritmo 3 (Linear).

Passo | M Ty S Ts
1 3 {3} 3 {2} 0
2 5 {3, 5} 8 {9} 0
3 10 {3, 5, 10} 18 {2} 0
4 -5 {3, 5, 10} 18 {2} 0
5 -30 {3, 5, 10} 18 {9} 0
6 5 {3, 5, 10} 18 {5} 5
7 7 {3, 5, 10} 18 {5, 7} 12
8 2 {3, 5, 10} 18 {5,722} 14
9 -3 {3, 5, 10} 18 {5,7,2,-3} 11
10 10 | {5,7,2,-3,10} | 21 {5, 7, 2,-3, 10} 21
11 -7 1 45,7,2,-3,10} | 21 {5,7,2,-3,10, -7} 14
12 5 {5,7,2,-3, 10} | 21 | {5,7,2,-3,10,-7,5} | 19

O algoritmo 3 apresenta a melhor solucao sequencial para o problema da subsequéncia
de soma méxima, possuindo uma complexidade de tempo O(n) Contudo, apesar de ser
um algoritmo simples e rapido ele retorna pouca informacao acerca da subsequéncia de soma
méaxima. A saida retorna apenas o valor numérico correspondente a soma maxima.

3.3 Os Algoritmos Paralelos

Trabalhos anteriores destacam algoritmos paralelos eficientes para o problema da
subsequéncia de soma maxima.

Em 1987, Smith [44] apresentou algoritmos sequenciais para os problemas 1D e 2D com
tempo O(n) e O(ng). Os algoritmos sao descritos como passiveis de paralelizacao de uma
forma natural. Teoricamente, estes algoritmos consumiriam tempo O(log n) e O(log2 n) Por
sua vez, em 1995, Perumalla e Deo [35] apresentaram algoritmos para versao em vetor (1D) e
em matriz (2D) para o modelo PRAM. Os autores afirmam que as solu¢oes apresentadas sao
substancialmente diferentes das solugoes propostas anteriormente. O algoritmo é executado em
tempo paralelo O(log n) usando n/logn processadores. Ainda em 1995, Zhaofang Wen [48|
apresentou algoritmos paralelos para as versdes em vetor (1D) e em matriz (2D), ambas
foram projetadas no modelo EREW-PRAM. As versoes consomem tempo O(log n), utilizando
respectivamente, n/logn e n3/logn processadores. Ja em 1999, Qiu e Akl [36] apresentaram
algoritmos para versoes 1D e 2D. As implementacoes descrevem a utilizagao dos algoritmos
em redes de interconexao como o hipercubo e a estrela, ambas de tamanho p. Elas consomem
tempo O(n/p + logp) com p processadores na versao 1D e tempo O(log n) com n3/logn
processadores na versao 2D. Por fim, em 2004, Alves et al. [2| apresentaram algoritmos para a
versao 1D e 2D, utilizando o modelo realistico BSP/CGM ( Coarse-Grained Multicomputer). O
primeiro algoritmo consome tempo de O(n/ p) com p processadores em um nimero constante
de rodadas de comunicacao, nas quais O(p) numeros sao transmitidos. O segundo algoritmo
consome tempo de O (n3 / p) com p processadores também com um niimero constante de rodadas
de comunicacao. Os resultados destes algoritmos foram descritos como bastante promissores.

Devido as nossas questoes de projeto de algoritmos em arquitetura multi/manycore e da
utilizagao de modelos realisticos de computacao paralela, para o problema da subsequéncia
de soma maxima nos baseamos nos algoritmos paralelos apresentados em dois trabalhos
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anteriores [35, 2|, conforme ilustrado pela Figura 3.1. Descrevemos a seguir as estratégias,
corregao e resultados alcancados por estes algoritmos paralelos.

Modelo de Computacao
Paralela

Modelo PRAM Modelo BSP-CGM

Algoritmo 1D Algoritmo 1D
(Perumalla e Deo) (Alves et al.)

Figura 3.1: Os algoritmos paralelos analisados para a subsequéncia de soma méxima.

3.3.1 Algoritmo Paralelo PRAM

O Algoritmo 4 apresenta uma solugao baseada no modelo PRAM, para o problema da
subsequéncia de soma méxima. Este algoritmo foi proposto por Perumalla e Deo [35]. Para uma
melhor compreensao do algoritmo, apresentamos as principais defini¢goes e lemas desse trabalho:
dada uma sequéncia @ = [q1, g2, - . - gn], considere ();; como sendo a subsequéncia [g;, ¢it1, - - - , ¢j]
e Range(qx) como sendo o conjunto de todas as subsequéncias de () que incluem g;.. Se todos os
valores de ¢; sao negativos, entao a subsequéncia de soma maxima de () é definida como o menor
numero negativo encontrado. Pode-se redefinir este valor para zero, caso desejado. Considere
agora um elemento da sequéncia (), denominado ¢;. Considere I(qx) = [q1, 92, Qk—1,qk] &
subsequéncia composta pelos elementos a esquerda de g incluindo ¢g;. Considere r(g;) =
[Gk, Qrt1s - - -, Gn] @ subsequéncia composta pelos elementos a direita de ¢ incluindo gg. Seja
Si(qr) = [s1,52,--.5k-1, 5k a soma de sufixos de l,), € P.(q:) = [Pk, P41, --,Pn] & SOma
de prefixos de 7). Considere M o valor méximo da soma de sufixos de S;(gk) e M; o valor
méximo da soma de prefixos de P,(qx). Estas observagoes conduzem ao Lema 3.3.1, também
ilustrado pela Figura 3.2.

Lema 3.3.1. O valor mdzimo entre as somas de todas as subsequéncias que incluem gy, € dado
por Maa(qr) = MF + M) — g.

Demonstragao. Considere S@Q;; como sendo a soma dos elementos em ();;. Considere agora a
subsequéncia definida pela equagio Q¥,, desta forma MF = SQ; e MI’? = SQp, para 1 <a <
k < b < n. Considere agora que existe uma outra subsequéncia Q¥,, que inclui g, tal que a
soma SQF,, ¢ maior que a soma dada por SQ¥,. Visto que a subsequéncia Q%,, pode ser vista
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Max(q,)=M"* + M: -4

Figura 3.2: O valor maximo entre as somas de todas as subsequéncias que incluem gy.

como duas subsequéncias Q.. € Qy, ambas incluindo gx, o valor da soma SQ¥,,, pode ser
escrito como SQF,, = SQur + SQry — qr. Entretanto, por definicio M* = SQ.i. > SQ, para
todo 1 <1 < k, segue assim que SQu > SQuy. Um argumento similar pode ser aplicado para
bel, dado que SQu > SQuy, entdo SQF, > SQF,, para todo SQF,, € Range(qy). O

Vejamos o exemplo ilustrado pela Figura 3.3.

=1 3|2 |-7/11{10 6|4 |9 |-6|1 |-2/-3|4|-3/0]2

lgr)=| 3|2 |-7|11]10 -6 |4

Si(g;)=| 17 [ 14| 12| 19) 8 | -2 | 4

Hgq)=

Pylgr )= 4113|718 16/3[7 14|46

Figura 3.3: Os calculos para M.

Para M temos os seguintes valores:

e M7 = Maximo (S;) = 19,
e M = Méximo (P,) = 13,

o M7+ M —qg; =19+13 —4 = 28 = Maz(,

Suponha que o valor Maz(gy) € calculado para todo valor gy, isto é, para cada elemento ¢ da
sequéncia (), a soma maxima (soma de maior valor) entre todas as subsequéncias que incluem g
é computada. Entao claramente, a subsequéncia de soma maxima da sequéncia () é composta
pelos maximos destes maximos, isto é: MaxSeqSum = Maximo (Max(qx),1 < k < n).

Como a soma de sufixos de g;_; esta relacionada com a soma de sufixos de g, é suficiente
computar a soma de sufixos de toda sequéncia apenas uma vez. Em outras palavras, se S;(qx) =
[s1, 82, ..., Sk], entdao S;(qx—1) = [$1 — @k, S2 — Gk, - - -, Sk—1 — Gk, |- Relagoes similares podem ser
construidas para soma de prefixos. Para encontrar o valor de soma maxima de S;(qx) para todo
k, é necessario calcular o prefixo maximo das somas de sufixo de (). Similarmente, para obter
o valor de soma méxima de P.(gx) para todo k, é necessario computar o sufixo méximo das
somas de prefixos de Q).
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O Algoritmo 4 de Perumalla e Deo [35] descreve a solugdo PRAM para o problema.

Algoritmo 4: Algoritmo PRAM para a subsequéncia de soma maxima.

Entrada: (1) Sequéncia @|1...n] de numeros positivos e negativos.
Saida: (1) Subsequéncia de soma méaxima de Q.

1: Compute em paralelo as somas de prefixos de () em um vetor PSUM.

2: Compute em paralelo as somas de sufixos de () em um vetor SSUM.

3: Compute em paralelo o sufixo maximo de PSUM em um vetor SMAX.

4: Compute em paralelo o prefixo maximo de SSUM em um vetor PMAX.

5. for i =1 ton do

6: in paralell

7. (a)M,[i] .= PMAX][i] — SSUM]Ii] + Qli].

8 (b)M,[i] := SMAXTi] — PSUM[i] + Q[1].

9: () M[i] := Msli] + M,[i] — Q[i].

10: end for

11: Localize a sequéncia contigua de méximos de M e armazene os valores correspondentes
de @ em MSQ.

12: Imprima a subsequéncia de soma maxima MSQ.

Custo do Algoritmo

O custo do Algoritmo 4 é expresso em termos de seus passos: os passos das linhas 1 e 2
podem ser executados em tempo O(log n) usando algoritmos conhecidos para soma de prefixos
e soma de sufixos. Passos das linhas 3 e 4 podem ser resolvidos por n/logn processadores em
uma méaquina EREW-PRAM em tempo O(log n) utilizando variagoes de algoritmos paralelos
de soma de prefixos e soma de sufixos. Similarmente, os passos de 5 e 6 podem ser determinados
em tempo 6timo igual a O(log n) O tempo total do algoritmo é igual a O(log n) [35]. Visto
que o melhor algoritmo sequencial requer tempo O(n) [2], temos que Algoritmo 4 tem custo
o6timo.

Um Exemplo

Para uma entrada Q@ = {3,2,-7,11,10,—6,4,9,—6,1,—2,—-3,4,-3,0,2}. Os vetores
PSUM, SSUM, SMAX, PMAX e Mresultantes da aplicagao do Algoritmo 4 sao os ilustrados
pela Tabela 3.3 [35]. Observando M, descobrimos que a soma méxima em uma subsequéncia
contigua é igual a 28 (Soma Méxima = 28). A subsequéncia de soma méxima se estende
por todos os elementos de M iguais & soma méxima, no caso a subsequéncia de soma
méxima compreeende os elementos do intervalo [4,8] da sequéncia de entrada Q. Sao eles:

{11,10, 6,4, 9}.

Q= 3 2 -7 |11 | 10 | -6 4 9 -6 1 -2 | -3 4 -3 0 2
PSUM = 3 5 -2 9 19 | 13 | 17 | 26 | 20 | 21 | 19 | 16 | 20 | 17 | 17 | 19
SSUM = 19 | 16 | 14 | 21 | 10 0 6 2 -7 -1 -2 0, 3 -1 2 2
SMAX = | 26 | 26 | 26 | 26 | 26 | 26 | 26 | 26 | 21 | 21 | 20 | 20 | 20 | 19 | 19 | 19
PMAX = | 19 | 19 | 19 | 21 | 21 | 21 | 21 | 21 | 21 |21 |21 |21 |21 |21 | 21 | 21

M = 26 | 26 | 26 | 28 | 28 | 28 | 28 | 28 | 23 | 23 | 22 | 22 | 22 | 21 | 21 | 21

Tabela 3.3: Os calculos dos vetores do Algoritmo 4.
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3.3.2 Algoritmo Paralelo BSP/CGM

Apresentamos agora um outro algoritmo paralelo para o problema da subsequéncia de
soma maxima composta de n nimeros. O algoritmo foi proposto por Alves et al., no modelo
BSP/CGM, com p processadores e com memoria local O(n/ p) [2]. Este algoritmo requer um
ntmero constante de rodadas de comunicacao.

A seguir apresentamos as principais defini¢oes e lemas desse trabalho: considere a sequéncia
de entrada @ = (z1,29,...,2,) de tamanho n. Sem perda de generalidade, assuma que n é
divisivel por p. Em seguida, particione n em intervalos iguais de tamanho p, de forma que
cada intervalo seja armazenado em um processador p diferente: o intervalo (xq, 22, ..., %)
de @ ¢ armazenado no processador 1, o intervalo (z,/pt1,...,%2m/p) de @ é armazenado no
processador 2, e assim por diante. Demonstra-se que cada intervalo I de tamanho n/p pode ser
representado por cinco vetores (subsequéncias) concatenados: P, Ni, M, Ny e S. Considerando
I como (Y1, Y2, -, Yn/p) temos [2] :

1. M = (ya,...,y) ¢ a subsequéncia de soma méxima de I, com pontuagao Ty > 0.

2. P=(y1,...,y,) € o prefixo maximo de (yi,...,y,—1), com pontuacao T, > 0. Trata-se
da maior soma de prefixos positiva localizada.

3.8 = (Yss---+Ynsp) ¢ o sufixo maximo de (yp41,-..,¥Yn/p) , com pontuacao Ts > 0.
Trata-se da maior soma de sufixos positiva localizada.

4. Nj é o intervalo entre P e M, com pontuagao Ty, <0

5. Ny é o intervalo entre M e S, com pontuacao Ty, < 0.
Observacao: Para cada processador o algoritmo encontra a subsequéncia M de I, o prefixo
méximo P e o sufixo maximo S (conforme definidos acima), além das possiveis sequéncias N;

e Ny. No caso de todos os y; serem nimeros negativos, entao tem-se que M, P, e S sao vazias
com Ty =Tp =Ts =0, Ny seré a entrada I e Ny serd vazio com Ty, =0 [2].

Variacoes de Valores de um Intervalo [

Percebe-se que existem possibilidades de variagoes para os valores compreendidos em um
intervalo I. Os Lemas 3.3.2 e 3.3.3 explicitam estas possibilidades [2].

Lema 3.3.2. Se M € nao vazia, entao um dos trés casos deve acontecer:

1. P esta da esquerda de M, com r < a e com Ny entre eles;
2. M éigual a P, coma=1 eb=r. Neste caso, nao existe Ny;

3. M € uma subsequéncia propria de P, com a > 1 e b=r. Neste caso nao existe N;.

Demonstracao. Se r < a, temos o caso 1. Vamos supor agora que r > a, que acontece nos casos
2 e 3: comr > a, se r < bentdo a pontuagao de (y,, ..., y,) € menor que Ty, de modo que a
pontuacao de (y,41,...,yp) € positiva. Entao o prefixo (y1,...,¥ys) teria uma pontuagao maior
que Tp, uma contradi¢do. Similarmente, com r > ae b < r, (yp41,...,¥y,) teria uma pontuacao
positiva e (y,, ..., y,) teria uma pontuagao maior que T);, novamente uma contradigdo. Assim,
r > a deve conduzir a r = b (casos 2 e 3). O
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A demonstracao do Lema 3.3.3, que trata do sufixo méximo é similar.

Lema 3.3.3. Se M ¢ nao vazia, entio um dos sequintes casos deve acontecer:

e S estd a direita de M, com s > b e com Ny entre eles;
e M éigual a S, coma=s eb=mn/p. Neste caso, nao existe Ny;

o M ¢é uma subsequéncia propria de S, com a =s e b < n/p. Neste caso nao existe Nj.

Os cinco valores Tp, Tn,, Ths, T, € Ts, para cada intervalo de I, sao utilizados no algoritmo
paralelo. Quando M e P nao sao disjuntos, isto é, M é uma subsequéncia de P, conforme
ilustrado na Figura 3.4, redefine-se Tp para 0 e T, como a pontuagao nao positiva do prefixo
que imediatamente precede M. Uma adaptagao semelhante também é realizada com S e Ty,
quando M e S nao sao disjuntos.

Prefixo P Sequencia de Soma Mdxima M

------------- e

Pontuagdo de P = max { Tp, Tp + Iy + TM}
1

Figura 3.4: M como subsequéncia de P.

Apos estas adaptagoes, temos:

e Pontuagao de P = maz{Tp,Tp + Tn, + Tn},
e Pontuagao de S = maz{Ty + Ty, + Ts,Ts},

o Tp+Ty, + T+ Ty +Ts = Sy

Desta forma é possivel construir uma sequéncia composta por cinco niimeros, que representa
a mesma sequéncia I da entrada, mantendo a mesma pontuagao. Os zeros, aparentemente
intteis, sao mantidos para simplificar a computacao do tltimo passo do algoritmo paralelo.
Apos o céalculo dos cinco valores, cada processador os enviam para o processador 1. O
processador 1 soluciona o problema da subsequéncia de soma méaxima com os 5 valores recebidos

de cada processador, sequencialmente, em tempo O(p). O pseudocodigo é apresentado pelo
Algoritmo 5.
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Algoritmo 5: Algoritmo BSP/CGM para a subsequéncia de soma méxima.

Entrada: (1) A sequéncia de entrada particionada entre p processadores.
Saida: (1) A subsequéncia de soma maxima da sequéncia da entrada.

1: Considere a sequéncia armazenada em cada processador dada por I = (y1,¥2, .., Yn/p)-
Cada processador deve obter a subsequéncia maxima M de I com pontuacao Ty.

2: Cada processador deve obter o prefixo maximo P com soma Tp, o sufixo maximo S
com soma Tg, o intervalo entre P e M definido como N; com soma Ty, e o intervalo
entre M e S definido como N, com soma Tl,.

3: Considerando o Lema 3.3.3, se for necessario, redefine-se os valores apropriados para
Tp, TN17 TM, TN2 e TS

4: Cada processador deve enviar os cinco valores Tp, Tn,, Ty, T, € Ts para o
processador P;.

5: O processador P; recebe os 5 valores de cada processador e calcula a subsequéncia de
soma maxima com os valores recebidos.

6: Considere a subsequéncia de soma maxima como myq, ..., my; 0 processador que armazena

my pode facilmente localizar o indice de inicio da subsequéncia de soma méxima
correspondente a sequéncia original, enquanto que o processador que
armaneza my, pode localizar o indice de fim.

Um exemplo

E facil perceber que a subsequéncia que considera os cinco valores (Tp, Tw,, Thr, T,
e Ts) ainda corresponde a mesma subsequéncia da sequéncia original. Se a subsequéncia
de soma maxima estiver completamente contida em um dos intervalos mantidos pelos
p processadores, a correspondéncia é direta. Caso contréario, ela comega dentro de um
intervalo (no sufixo maximo), se estende por zero ou mais intervalos de inteiros, e termina
dentro de outro intervalo (no prefixo maximo). Os cinco valores de cada processador
contém todas as informagoes necessarias para retornar a subsequéncia original. Como
exemplo, considere a sequéncia de entrada (), composta pelos seguintes elementos: ) =
{1,1,-5,20,20,-5,1,1,1,1,-5,20,20,—-5,1,1,1,1, -5, 20,20, -5,1,1,1,1,—5,20, 20, —5, 1, 1}.
Considere que o numero de processadores disponiveis é igual a 4(quatro). A distribuicao
dos elementos de () nos 4 processadores é representada pela Tabela 3.4. Cada processador

armaneza n/p valores de (). No exemplo, %:8.

P [[1,1,-5,20,20,—5,1,1 ]
P, [ [1,1,-5,20,20,—5,1,1 ]
P; [[1,1,-5,20,20,—5,1,1 ]
P, [[1,1,-5,20,20,—5,1,1 ]

Tabela 3.4: Divisao de Q entre quatro processadores: Py, Py, P3 e Pj.

O proximo passo consiste em calcular a subsequéncia de soma méaxima em cada um dos
processadores localmente, reduzindo n/p para 5 valores, de acordo com os Lemas 3.3.2 e 3.3.3.
Os cinco valores encontrados em cada processador sao ilustrados pela Tabela 3.5. Em seguida,
cada processador deve enviar seu vetor de 5 valores para o processador 1.
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P, |[2 -5,40,-5,2 ]
P, | [2,-5,40,—5,2 ]
Py | [2,-5,40,—5,2 ]
P, | [2,-5,40,—5,2 |

Tabela 3.5: Os cinco valores encontrados em cada processador.

Por fim, o processador 1 (P;) calcula a subsequéncia de soma méxima resultante da
concatenacao dos 5 valores recebidos de cada processador (incluso os seus), conforme ilustrado
pela Tabela 3.6. Neste exemplo em P, e P, estarao os indices de inicio e fim da subsequéncia
de soma méxima, visto que o primeiro e o ultimo valor igual a 40 irao estar na subsequéncia
de soma méaxima.

| P | [2 -5,40, -5, 2, 2, -5, 40, -5, 2, 2, -5, 40, -5, 2, 2, -5, 40, 5,2 ] |

Tabela 3.6: Encontrando a subsequéncia de soma méaxima.

Custo do Algoritmo

O teorema a seguir é decorrente do Algoritmo 5 e discute o custo do algoritmo. A
demonstragao pode ser conferida no trabalho original [2]:

Teorema 3.1. O Algoritmo 5 localiza a subsequéncia de soma mdzrima apds um numero
constante de rodadas de comunicagao, com transmissao de O(p) numeros e consumindo O(n/p)
de tempo de computacao local.

3.4 Problemas Relacionados

Discutiremos a seguir trés problemas derivados do problema da subsequéncia de soma
maxima. Algoritmos para estes problemas foram objetivo de nosso trabalho. Como vimos
na secao 3.1, o problema da subsequéncia de soma maxima consiste em determinar dentre
todas as subsequéncias, a subsequéncia M = (z;,...,7;) que possui maior soma (acumulada)
(>"7—; zk) [4]. Na sequéncia representada pela Figura 3.5 existem trés subsequéncias disjuntas
de soma méaxima: a primeira é composta pelos elementos (z7,x2) e possui comprimento 2.
A segunda consiste apenas do elemento (z4) e possui comprimento 1. A terceira e tltima
¢ composta pelos elementos (xg, 7, Tg, Tg) € possui comprimento 4. As trés subsequéncias
possuem o mesmo valor de soma maxima (15). Por simplicidade, e sem perda de generalidade,
assumimos que os nimeros da sequéncia original sao sempre inteiros.

20 | 15 |20 | 8 4 1 2 -1

5 10
[+ X)=15] [ X=15] [ K XpKgeXg=15 |
A B

C

X

Figura 3.5: As trés subsequéncias de soma maxima de X com a mesma soma.

Neste contexto, ao menos trés novos problemas aparecem: a maior subsequéncia de soma
méxima, a menor subsequéncia de soma méaxima e o nimero de subsequéncias disjuntas de
soma maxima. Nos primeiros dois problemas, o comprimento (maior/menor) esta relacionado
com o numero de elementos que compoem as subsequéncias.
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3.5 Algoritmos Propostos

Apesar de ja existir um algoritmo paralelo eficiente BSP/CGM (Algoritmo 5) para o
problema geral da subsequéncia de soma méaxima [2], nao conseguimos utiliza-lo para encontrar,
diretamente, a maior ou menor subsequéncia de soma maxima. O principal obstaculo é a
atividade de compressoes que o algoritmo 5 realiza durante sua execucao. Por outro lado,
observamos que utilizando as ideias do algoritmo PRAM proposto por Perumalla e Deo [35],
seria possivel desenvolver um novo algoritmo paralelo BSP/CGM para o problema, de forma
que, utilizando a saida final, terfamos como encontrar a maior ou menor subsequéncia de soma
méxima e o numero de subsequéncias disjuntas de soma méxima.

A Figura 3.6 ilustra um exemplo do vetor saida do algoritmo de Perumalla e Deo [35]
(Algoritmo 4). Neste exemplo existem trés subsequéncias disjuntas de soma méxima, entretanto
elas possuem diferentes tamanhos. A partir dos conceitos deste algoritmo, desenvolvemos
solugoes paralelas e comprovadamente eficientes para solucionar quatro problemas:

e A subsequéncia de soma méaxima (problema geral).
e A maior subsequéncia de soma méaxima.
e A menor subsequéncia de soma maxima.

e O namero de subsequéncias disjuntas de soma méxima.

0 5110|2015 |-20{ 8 | 4 |1 | 2 |-1

PSUM | 5| 15|-5 |10 | -10] 2 | 6 | 7 | 9 | 8

SSUM | 4 | -1 |-11| 9 | -6 | 14| 6 | 2 1 -1

SMAX | 15|15 10/ 10| 9 | 9 9 919 | 8

PMAX | 4 4| 4|99 14| 14| 14/ 14| 14

-
} M 15 | 15| 10 15| 14 |15 | 15| 15| 15| 14
|
I
I

Vetor resultado

I M '15‘15‘10‘15‘14‘ 15‘15‘15‘ 15‘ 14]

Figura 3.6: O valor 15 é o maior e representa o valor de soma maxima de Q.

3.5.1 O Algoritmo BSP/CGM Proposto

Incialmente projetamos a solugdo BSP/CGM que soluciona o problema geral da
subsequéncia de soma maxima. A solu¢ao é aqui representada pelo Algoritmo 6.
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Algoritmo 6: Algoritmo BSP/CGM proposto - problema geral

Entrada: (1) Um conjunto de P processadores; (2) O ntumero i que rotula cada
processador p; € P, onde 1 <i < P; (3) Uma sequéncia () de n inteiros.

Saida: (1) O vetor M][1...n| de inteiros com todas as subsequéncias disjuntas de soma
maxima; (2) O valor soma méaxima de M.

1:

Utilize o conjunto de processadores P e o vetor original () para obter o vetor de soma
de prefixos PSUM.

: Utilize o conjunto de processadores P e o vetor original () para obter o vetor de soma

de sufixos SSUM.

: SMAX < Sufixo Maxima(P, PSUM).

4: PMAX « Prefito Mdzima(P, SSUM).

: Processador p; envia n/p elementos de cada vetor @, PSUM, SSUM, SMAX e

PMAX para cada processador p; € P.

: Cada processador p; obtém os vetores locais

LocalMS <+ PMAX (n/p)-SSUM (n/p)+Q(n/p)

LocalMP <+ SMAX (n/p)-PSUM (n/p)+Q(n/p).

LocalM < LocalMS (n/p)+Local MP(n/p)-Q(n/p).

Cada processador p; envia o vetor LocalM para o processador p;, que computa fo
array M = [Local M, . LocalMpln/p, ..., Local M . LocalMppn/p] )

iy Ppy

: Utilize o conjunto de processadores P para encontrar o maior valor nimérico em M

(soma méaxima).

Algoritmo 7: Algoritmo BSP/CGM de sufixos méaximos.

Entrada: (1) Vetor PSUM|L...n| de inteiros.
Saida: (1) Vetor SMAX]|1...n| de inteiros.

1:
2:

Processador p; envia n/p elementos de PSUM para cada processador p; € P.
Em cada processador p;, uma operacao de propagacao de méximos deve ser
executada em cada vetor PSUM (n/p). A operagao ¢é iniciada no elemento

de indice n/p e executa até o elemento de indice 1. Ao final o maior elemento
estd na primeira posicao.

: Por fim, um operagao de propagacao de maximos também é executada entre os

processadores, sendo que cada processor p; ira trabalhar com os processadores py,
onde k > i.
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Algoritmo 8: Algoritmo BSP/CGM de prefixos maximos.

Entrada: (1) Vetor SSUM]|L...n| de inteiros.
Saida: (1) Vetor PMAX]|1...n| de inteiros.

1: Processador p; envia n/p elementos de SSUM para cada processador p; € P.

2: Em cada processador p;, uma operacao de propagacao de maximos deve ser
executada em cada vetor SSUM (n/p). A operagao é iniciada no elemento
de indice 1 e executa até o elemento de indice n/p. Ao final o maior elemento
estd na posicao de indice n/p.

3: Por fim, uma operacao de propagacao de méaximos também ¢é executada entre os
processadores, sendo que cada processador p; ira trabalhar com os processadores py,
onde k < 1.

Os Algoritmos 7 (Sufixo Maxima) e 8 (Prefixo Maxima) possuem os mesmo nomes
descritos no trabalho original de Perumalla e Deo [35]. Nestes algoritmos duas operagoes
diferentes sao executadas, entretanto ambas consistem basicamente da propagacao de valores
maximos [35].

A primeira operagao ocorre nos vetores locais de cada processador. Neste caso, valores
maiores sao propagados substituindo valores menores. A substituicao é executada até que
novos valores maiores sejam encontrados, o que inicia uma nova propagacao de maximos, como
ilustrado na Figura 3.7 (a). A segunda operac@o ocorre entre cada processador e os valores
méaximos de cada processador subsequente ou precedente, como ilustrado na Figura 3.7 (b).
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3 , 5,-2 | 9 |19 |13|17|26|2o|21 |19|16,20|17| 17|19
1 1 1

i
[i26] 26| 26| 26|26 |26 |26 26| 21| 21[20] 20| 20] 19]19 |19

lInicio de propagacao IFim de propagacido |__| max value

a) Algoritmo Sufixo_Maxima em cada processador

19]16[14[21]10]o0 [6 [2]|-7[-1|-2][0 | 3] -1] 2] 2]
1

[
|19| 19|19|21| 21|21|21 |21|21\21|21|21|21| 21|21 |@]|

l Inicio de propagacao IFim de propagacao L:} max value

b) Algoritmo Prefixo_Maxima em cada processador

(a) Operagoes locais.

enviando valores maximos

a) Algoritmo Sufixo_Maxima entre processadores

enviando valores maximos

P P, P, P

| nlp

b) Algoritmo Prefixo_Maxima entre processadores

(b) Operagoes globais.

Figura 3.7: Operagoes de propagacao de maximos.

As operacgoes de propagacgao de valores maximos sao especializagoes da operagao bésica de
soma de prefixos [35]. Para implementé-las é preciso entao adequéa-las ao contexto, conforme
descrito no algoritmo. Existem diversas técnicas de solugoes paralelas para soma de prefixos,
algumas bastante eficientes, seja em ambiente de memoria compartilhada [6] ou distribuida [13].

Complexidade

Utilizando algoritmos paralelos BSP/CGM para soma de prefixos [13], os passos 1 e 2 do
Algoritmo 6 podem ser computados utilizando p processadores em tempo O(n/ p) e com um
numero constante de rodadas de comunicagao. Nos passos 3 e 4, a invocacao dos algoritmos
7 (Sufixo Maxima) e 8 (Prefixo Maxima), utiliza, respectivamente, p processadores e
consome tempo O(n/ p) com um nimero constante de rodadas de comunicacao. Os passos de
5 a 7 também podem ser computados utilizando p processadores em tempo O(n / p) e com um
nimero constante de rodadas de computagao. Finalmente, um algoritmo paralelo BSP/CGM
de reducao para maximo ¢é aplicado no passo 8, ele utiliza p processadores em tempo O(n/ p)
e com um nimero constante de rodadas de comunicagao. Concluimos entao que o Algoritmo 6
computa a subsequéncia de soma maxima utilizando p processadores em tempo O(n / p) e com
um namero constante de rodadas de comunicagao. A corre¢ao do algoritmo decorre diretamente
do algoritmo proposto por Perumalla e Deo [35].
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3.5.2 O Algoritmo BSP/CGM para os Problemas Relacionados

Neste trabalho também desenvolvemos um algoritmo paralelo capaz de solucionar os
problemas relacionados com o problema geral da subsequéncia de soma méaxima, sao eles: (1)
a maior subsequéncia de soma maxima, (2) a menor subsequéncia de soma maxima e o (3)
numero de subsequéncias disjuntas de soma maxima. O vetor saida gerado pelo algoritmo 6
¢ o ponto de partida destes algoritmos. Por simplicidade, as estratégias de solucao para os
trés problemas foram compiladas em apenas um algoritmo, representado aqui pelo Algoritmo
9. Discutimos a seguir as estratégias para cada um dos trés problemas:

Algoritmo 9: Algoritmo BSP/CGM proposto - problemas relacionados.

Entrada: (1) Vetor M[1...n| de inteiros (Saida do Algoritmo 6);

(2) O valor de soma méaxima (maxsum) (Saida do Algoritmo 6).

Saida: (1) O maior valor = comprimento da maior subsequéncia de soma maxima
(2) O menor valor = comprimento da menor subsequéncia de soma maxima;

(3) O valor de contagem — Numero de subsequéncias disjuntas de soma maxima.

1: Em paralelo utilize o ntimero de processadores P para obter o vetor binério
Binary[l...n|, da seguinte forma:
if (M[i] = maxsum) then
Binaryl[i| < 1.
else
Binaryl[i| < 0.
endif
Em paralelo utilize o niimero de processadores P para obter o vetor binario
BinaryLK]1...n|, da seguinte forma: BinaryLK|1...n| <— Vetor de distancias
calculado via operacoes de list ranking sobre todas as subsequéncias disjuntas
de valores iguais a 1 em Binary[l...n|.
8: maior valor <— max(BinaryLK[1...n|).
9: Em paralelo utilize o nimero de processadores P para modificar o vetor binario
Binary|l...n|, da seguinte forma:

10: if ((i = 0 and BinaryLK[i — 1] 1=0) or (BinaryLK]i]=0)) then
11: BinaryLK]i] <— maior valor.

12: else

13: valor de contagem < valor de contagem + 1.

14: endif

15: menor valor < min(BinaryLK[1...n]).

1. A soluc@o para o primeiro dos trés problemas é composta por dois passos: no primeiro
passo, uma operacao de conversao em mapa de bits é aplicada no vetor M. Neste caso, em
todas as posicoes de M que sao iguais ao valor maximo maxsum, armazenamos o valor 1
ou o valor 0, caso contréario. O novo vetor gerado é chamado de Binary. No segundo passo,
um algoritmo paralelo de list ranking, ligeiramente modificado, é aplicado em todas as
subsequéncias disjuntas e contiguas de 1’s de Binary. A modificacao preve que distancias
com um tnico valor 1 possuem tamanho um. O novo vetor gerado é chamado BinaryLK.
Por fim, para encontrar o comprimento da maior subsequéncia de soma méxima maior
valor, precisamos aplicar um algoritmo paralelo de redugao para maximo sobre o array
BinaryLK
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2. Na solucao do segundo problema, o vetor BinaryLK ¢ utilizado novamente. Entretanto, a
aplicagao direta de um algoritmo paralelo de redugao sobre o vetor BinaryLK nao resolve
o problema, devido a presenga de valores iguais a 0. Por isto, em nossa estratégia, o
vetor BinaryLK precisou ser modificado. Em todas as posi¢does que nao sao o inicio
de subsequéncias de distancias, o maior valor é armazenado (comprimento da maior
subsequéncia de soma maxima). Apods esta mudanga, um algoritmo paralelo de redugao é
aplicado sobre o vetor BinaryLK, para encontrar o comprimento da menor subsequéncia
de soma méxima (menor valor);

3. A solugao para o problema 3 é similar a solucao do problema 2. Em nossa estratégia o
vetor original BinaryLK é novamente utilizado, entretanto o valor que serda armazenado
agora serd igual a 0. No fim, um algoritmo de contagem ¢é aplicado sobre o vetor BinaryLK
para calcular o nimero de elementos que sao diferentes de 0. A resposta corresponde ao
nimero de subsequéncias disjuntas de soma maxima.

Vetor M

Armazenando valor nulo (0).

M 10

l

15 15| 14 |15 15 | 15 |15 | 14

&

Aplicando Algoritmo de Contagem. . ) - Aplicando Algoritmo de
Output: Niimero de subsequéncias Aplicando Algoritmo de Redugdo para Méximo Redugdo para Méximo. @
de soma médxima disjuntas (valor) = 3 Output: Subsequéncia de Soma méxima (valor) ) ~.
Output: Maior Subsequéncia
Gerando um vetor mapa de bits de Soma méxima (valor) = 4
1 baseado no valor de soma maxima Armazenando o maior valor (4)
- - (15)
BinaryLK }z} 0| off o {4} o] oflof o
Binary [L:ﬂ 0 E} 0 (17 11 1 0 BinaryLK|2 | 4| 4 Ll} 4| 4] 4| 4| 4] 4

Aplicando Algoritmo de List

: e Aplicando Algoritmo d
Ranking no vetor bindrio pucando A gontmo de

Redugdo para minimo (2)

Output: Menor Subsequéncia
o f1]o |3 |2 |1]0 de Soma méxima (valor) = 1

BinaryLK|2 |1

Figura 3.8: Problemas que podem ser solucionados a partir do vetor saida M do Algoritmo 6.

A computacao da soma de prefixos/sufixos, list ranking e redugdes podem ser feitas com
a utilizagao de algoritmos paralelos BSP/CGM eficientes descritos em [14, 13]. A Figura 3.8
ilustra a relagao entre as rotinas internas listadas pelo algoritmo 9 e as solugoes que podem
ser obtidas. O ponto de partida é o vetor saida do Algoritmo 6. O Algoritmo 9 computa
corretamente e retorna os trés valores esperados.

Complexidade

Utilizando algoritmos paralelos BSP/CGM para redugdo, os passos do Algoritmo 9
associados com os comprimentos da subsequéncia de soma méaxima podem ser computados
utilizando p processadores em tempo O(n/p) e com um numero constante de rodadas de
comunicagao. Particularmente, o passo que utiliza list ranking pode ser computado utilizando p
processadores, com O(log p) rodadas de comunicacao e consumindo O(n/ p) computacao local
em cada rodada.
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3.6 Implementacoes e Resultados

Os algoritmos foram implementados usando os modelos de memoéria compartilhada e
distribuida:

1. Inicialmente desenvolvemos a implementacao para o problema geral da subsequéncia de
soma maxima. Neste caso, para fins de comparagao de desempenho trabalhamos com
duas versoes: a primeira foi projetada para ser executada em um cluster de computadores
com memoria distribuida, utilizando MPI [2]. A segunda foi projetada para executar em
uma maquina com GPU e memoéria compartilhada, utilizando CUDA. As duas versoes
possuem diferentes estratégias: a versao MPI é baseada em um algoritmo paralelo
BSP/CGM desenvolvida por Alves et al. [2] e envolve compressao de dados. A versao
CUDA foi construida a partir do nosso algoritmo BSP/CGM (Algoritmo 6). A diferenca
fundamental entre as duas versoes esta relacionada com a sequéncia de entrada. Na versao
MPI, a sequéncia de entrada é compactada uma série de vezes. Ja na versao CUDA, a
sequéncia original persiste até o final do algoritmo. Como ¢é ilustrado pela Figura 3.8,
nossos algoritmos para os problemas relacionados foram solucionados utilizando como
ponto de partida uma sequéncia com o mesmo comprimento da sequéncia de entrada;

2. As implementacoes para os trés problemas relacionados foram contruidas apenas em
CUDA. Para isto utilizamos o Algoritmo 6 que nao comprime a sequéncia de entrada.
Para estas implementacoes utilizamos algumas solugoes eficientes disponibilizadas em
CUDA, principalmente para as operagoes de redugoes para méaximo/minimo [11] e de list
ranking [37].

3.6.1 Resultados

A seguir apresentamos os resultados alcangados pelo algoritmos. Quatro casos de
comparacao sao apresentados. Em todos os casos a sequéncia de entrada foi gerada
aleatoriamente.

O primeiro caso ilustra a comparagao de tempos de execucao dos algoritmos para o
problema geral da subsequéncia de soma maxima. Ainda que a melhor solucao sequencial para
o problema seja rédpida e possua complexidade de tempo de O(n) [4], nossa versao paralela
em CUDA para o Algoritmo 6 obteve um desempenho até nove vezes melhor, como pode ser
observado na Figura 3.9 e descrito na Tabela 3.7.
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Figura 3.9: Sequencial x Paralelo em CUDA.
n milhdes | Tempo Sequencial | Desvio Padrao | Tempo CUDA | Desvio Padrao | Speedup
1,048.576 6.50000 2.29128 0.74437 0.00216 8.73221
2,097.152 13.00000 4.58257 1.36492 0.00357 9.52437
4,194.304 19.00000 3.00000 2.52194 0.00919 7.53388
8,388.608 38.00000 4.00000 4.82443 0.01941 7.87658
16,777.216 72.00000 4.00000 9.42475 0.01517 7.63946
33,554.432 151.00000 3.00000 18.62913 0.00997 8.10558

Tabela 3.7: Tempos de execucao (Milisegundos): Sequencial x CUDA.

O segundo caso também ilustra uma comparacao entre os tempos de execucao de
dois algoritmos para o problema geral da subsequéncia de soma méxima, um estritamente
sequencial [4] e o outro paralelo em MPI [2]. Os algoritmos foram executados em ambiente de
cluster. A melhor execugao para o algoritmo MPI foi alcancada utilizando 64 processadores.
Neste caso, a versao paralela obteve um desempenho quatorze vezes melhor, como pode ser

observado na Figura 3.10 e descrito na Tabela 3.8.

DO

e}

jen}
T

100

Milisegundos

. J ( Sequencial )

-x- ( MPI com 16 processadores )
—o— ( MPI com 32 processadores )
x( MPI com 64 processadores )

Figura 3.10:

Sequencial x MPI Paralelo (trés
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n Tempo Desvio Tempo Desvio Tempo Desvio Tempo Desvio Speedup
mihées(s) | Sequencial | Padrdo | MPI Padrdo | MPI Padrdao | MPI Padrdao | (MPI/64 p)
(16 p) (32 p) (64 p)

1,048.576 9.50000 1.58114 | 2.87492 | 0.04287 | 2.28464 | 0.02575 | 2.20983 | 0.10873 | 4.29897
2,097.152 16.00000 5.16398 | 5.39832 | 1.34498 | 3.36065 | 0.12312 | 2.69845 | 0.11492 | 5.92933
4,194.304 37.00000 4.83046 | 9.15089 | 0.11829 | 5.47266 | 0.10671 | 3.78101 | 0.14212 | 9.78575
8,388.608 68.00000 4.21638 | 17.62521| 0.12682 | 9.66182 | 0.14289 | 6.00693 | 0.13388 | 11.32026
16,777.216 | 133.00000 | 4.83046 | 33.78429| 0.13014 | 17.8839 | 0.06888 | 10.44182| 0.49717 | 12.73724
33,554.432 | 268.00000 | 4.21638 | 66.89167| 0.41443 | 34.4008 | 0.40952 | 18.41991| 0.17940 | 14.54947

Tabela 3.8: Tempos de execugao (Milissegundos): Seq. x MPI.

No terceiro caso comparamos a versao MPI, de melhor tempo (64 processadores), com
a versao CUDA para o problema geral. Neste caso, observamos que ambas as versoes se

mostraram competitivas, caminhando para equivaléncia, como ¢ ilustrado na Figura 3.11 e
descrito pela Tabela 3.9.

20 F 1
——( MPI - 64 processors )
. ( CUDA )
. 150 .
S
3
I
S
S 10| :
@
@
N
~
e
= 5f :
0L \ \ \ \ \ L
220 221 222 223 224 225
n
Figura 3.11: MPI x CUDA.
n milhdes Tempo MPI Desvio Padrao Tempo CUDA Desvio Padrao Speedup
1,048.576 2.20983 0.10873 0.74437 0.00218 2.96873
2,097.152 2.69845 0.11492 1.36492 0.00357 1.97700
4,194.304 3.78101 0.14212 2.52194 0.00919 1.49924
8,388.608 6.00693 0.13388 4.82443 0.01941 1.24511
16,777.216 10.44182 0.49717 9.42475 0.01517 1.10791
33,554.432 18.41991 0.17940 18.62913 0.00997 0.98876

Tabela 3.9: Tempos de execugao (Milissegundos): MPI x CUDA.

No tltimo caso, comparamos os tempos dos algoritmos para os problemas relacionados.
Foram realizadas comparagoes entre uma versao sequencial e nossa versao CUDA (Algoritmo
9). Neste caso, modificamos o algoritmo sequencial para o problema geral, para também
solucionar os problemas relacionados. A comparacao entre o algoritmo sequencial modificado
e o algoritmo CUDA ¢é apresentada pela Figura 3.12 e pela Tabela 3.10.
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Figura 3.12: Sequencial-Problemas Relacionados x CUDA-Problemas Relacionados.

n milhoes Tempo Desvio Padrao Tempo CUDA Desvio Padrao Speedup
Sequencial
1,048.576 5.90000 0.31623 1.20034 0.003853 4.91527
2,097.152 12.00000 0.47140 2.16783 0.003887 5.53549
4,194.304 23.40000 0.51639 4.00009 0.009847 5.84987
8,388.608 47.40000 0.51639 7.65928 0.022247 6.18857
16,777.216 94.50000 0.52705 14.9523 0.015626 6.32009
32,554.432 189.50000 0.52705 29.5581 0.010664 6.41110

Tabela 3.10: Tempos de execugao (Milissegundos): Sequencial x CUDA.

3.7 Consideragoes Finais do Capitulo

Neste capitulo apresentamos solugoes paralelas para o problema geral da subsequéncia de
soma maxima e para trés problemas relacionados: a maior subsequéncia de soma méxima,
a menor subsequéncia de soma méxima e o nimero de subsequéncias disjuntas de soma
méxima. Nao ¢ de nosso conhecimento a existéncia de algoritmos paralelos para estes
problemas relacionados. Nossos algoritmos utilizaram p processadores e consumiram tempo
paralelo O(n/p), com um numero constante de rodadas de comunicacao para o problema
geral da subsequéncia de soma méaxima e O(log p) rodadas de comunicagao, com O(n/p)
de computacao local por rodada, para os algoritmos relacionados. O bom desempenho dos
algoritmos paralelos foi confirmado por meio de resultados experimentais, tanto nos modelos
de memoéria compartilhada como distribuida.

A solugao proposta para o problema geral, além de ter a mesma complexidade do algoritmo
BSP/CGM anterior possibilita a solu¢ao de novos problemas. Além disso, a implementacao do
algoritmo em CUDA reforga a robustez da extensao do modelo BSP/CGM no projeto e analise
de algoritmos paralelos.
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CAPITULO 4

A SUBMATRIZ DE SOMA MAXIMA

Neste capitulo ampliamos nosso objetivo para uma extensao natural e importante do
problema da subsequéncia de soma méxima: a submatriz de soma méxima. Propomos aqui,
além de uma solugao geral, solugdes paralelas BSP/CGM para problemas relacionados. Nao é
de nosso conhecimento a existéncia de solugdbes BSP/CGM para esses problemas. Como seréa
apresentado obtivemos bons resultados com as implementagoes dos algoritmos, tanto em um
cluster com memoria distribuida, quanto em uma GPU.

4.1 Definicao

O problema da submatriz de soma méaxima consiste em encontrar a submatriz com a maior
soma entre todas as submatrizes retangulares de uma matriz quadratica A, de dimensoes n x n
de inteiros, que possui ao menos um nimero positivo [4]. Esse problema pode ser definido
mais formalmente considerando A como uma matriz quadrética de inteiros, com pelo menos
um valor positivo e (g, ) como um par de inteiros, onde 1 < g,h < n. Denotamos R
como o conjunto que representa todas as submatrizes Afiy ...i2,¢g...h], onde 1 < i; < iy < n.
Similarmente, também denotamos a sequéncia CJ(-g ") de tamanho n como a coluna resultante
da soma de todos os elementos de cada linha de A[1...n,g...h], que estdo entre as colunas g

e h, incluindo g e h, isto é: C'j(»g’h) = EZ:g e

Definimos entao o problema da submatriz de soma maxima como a tarefa de obter a
submatriz com a maior soma (acumulada) entre entdao todas as submatrizes R"™ de A [4].
Como exemplo, no arranjo representado pela Figura 4.1 existem ao menos trés submatrizes de
soma maxima, todas com soma igual a 16.
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All A12 A13 Al4 A15 A16 A17 A18 -20 4 0| -15 -2 2|-22 F2
Agr [Agy | Ags | Asg| Ass|Ags | Ary | Ass 4 -2 -1 3 2 1 -181 10
Agp |Asy | Asz| Asy| Ass|Ase | Agy | Agg o I I e I I e A
Agr Az | Ags| Aag| Aus|Ads |Agr | Ass -1 -1 3 -1 4 1 -17] -20
Asy [Asa | Ass| Asa| Ass|Ase |Asr | Ass 3 32 013 Sp2
Aot | A2 | Aea| Aoa| Ass|Aes | Ao | Ass -2 1 -2 1 -1 3 -1 1
Az (A [Azs]| Aga| Ars|Are | A7 | As 2 -14 0 1 0 -3 -20| -18
Agy [Aga | Asa| Asa]| Ass|Ase [ As7 | Ass A1 1 2| -1 1 |-17 §14 | 2
Agys Submatriz de soma maxima = 16

Figura 4.1: Submatriz Agxs com A[2,6,2,6], A[1,3,8,8] e, A[8,8,7,8]: as trés submatrizes de soma

maxima.

O problema da submatriz de soma méaxima aparece em diversas areas da ciéncia, que utilizam
a solucao desse problema como sub-rotina. Uma destas areas é a visao computacional, onde
aplicagoes, por exemplo, podem auxiliar na detecgao de regioes de interesse em diagnoésticos

por imagem.

4.2 Problemas Relacionados

Da mesma forma que no caso unidimensional, dado um arranjo quadratico A de inteiros,
como ilustrado na Figura 4.1, é possivel a existéncia de mais de uma submatriz de soma méxima.
No caso da matriz A existem trés submatrizes de soma méaxima. Todas possuem soma igual a
16, mas com diferentes tamanhos (nimero de elementos): 3, 25 e 2, respectivamente.

Neste trabalho, além de revisitar o problema da submatriz de soma maxima também

propomos solucoes para cinco problemas relacionados:

1. A maior submatriz de soma maxima;
2. A menor submatriz de soma maxima;
3. O nimero de submatrizes de soma maxima;

4. A selecao da k-submatriz de soma maxima;

5. A submatriz de soma maxima com maior densidade relativa.

Como visto, a Figura 4.1 contextualiza os trés primeiros problemas.
problema classico em computagao, que como veremos pode ser resolvido a partir de nossa
nossa solugao. O quinto problema é particularmente 1til quando a concentracao de elementos
¢ mais interessante do que a soma maxima global. Nao ¢ de nosso conhecimento a existéncia

de algoritmos BSP/CGM para esses problemas.
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4.3 Histérico de Solucoes

O melhor algoritmo sequencial conhecido para o problema da submatriz de soma maxima
possui complexidade de tempo O(n3) [4]. Trabalhos anteriores também reportaram boas
solucoes paralelas para o problema da submatriz de soma méaxima. Qiu and Akl apresentaram
um algoritmo que trabalha sobre redes de interconexao (hipercubo e estrela) de tamanho p,
utilizando O(log n) de tempo paralelo, com O(n3 /log n) processadores [36]. Zhaofang Wen
apresentou um algoritmo paralelo PRAM utilizando O(log n) de tempo paralelo, com n?®/logn
processadores [48]. Perumalla and Deo também apresentaram um algoritmo paralelo PRAM
com a mesma complexidade de tempo e 0 mesmo nimero de processadores [35]. Um algoritmo
paralelo BSP/CGM para o problema foi apresentado por Alves et al. utilizando O(n3 / p) de
tempo paralelo com p processadores e um niamero constante de rodadas de comunicagao [2]. Bae
apresentou solugoes paralelas para o problema utilizando a estrutura de um mesh [3]. Muitos
destes algoritmos nao exploram as caracteristicas de suas soluc¢oes e retornam apenas o valor
unitario correspondente a soma da submatriz de soma maxima.

4.4 Os Algoritmos Paralelos

Motivados por nosso propésito de projeto de algoritmos em arquitetura multi/manycore e
da utilizacao de um modelo adequado e realistico de computacao paralela, para este capitulo
baseamos nosso trabalho nos algoritmos paralelos para submatriz de soma méxima apresentados
em dois trabalhos anteriores 35, 2|. Sao dois os algoritmos, conforme ilustrado pela Figura 4.2.
A seguir descrevemos mais detalhadamente esses resultados.

Modelo de Computacao
Paralela

y

Modelo PRAM Modelo BSP-CGM

Algoritmo 2D Algoritmo 2D
(Perumalla e Deo) (Alves et al.)

Figura 4.2: Os algoritmos paralelos para subsequéncia de soma méxima.
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4.4.1 Algoritmo Paralelo PRAM

Em 1995 Perumalla e Deo [35] apresentaram uma solu¢ao baseada no modelo PRAM para
o problema da subsequéncia de soma méxima em matrizes bidimensionais (2D). A seguir
apresentamos as principais defini¢oes e lemas desse trabalho: dada uma matriz de ordem n x n,
de numeros inteiros, um par (g, h)-par, 1 < g < h < n, é definido como sendo a coluna Cloh)
de tamanho n, resultante da compressao (soma) dos elementos de todas as colunas de A que
h
=g
R9" & definido como o conjunto de todas as submatrizes de cada C@" que se iniciam na g-ésima,
coluna e que terminam na h-ésima coluna de A, isto ¢, os valores SA; gi,n, 1 <41 <ip <n. A
subsequéncia de soma maxima de cada C@" ¢ definida como aquela que retorna a maior soma
MSQW@M dentre todas as possibilidade de seu conjunto R9". Esta maior soma ¢ encontrada
aplicando-se o algoritmo sequencial (Algoritmo 3) em cada C". Por fim, basta comparar
todos os (g,h)-pares entre si, encontrar aquele de maior soma e retornar a submatriz de soma
méxima correspondente, denominada SSM [35].

. . . . , h .
estejam entre as colunas g e h, inclusive g e h, isto é, C’Z-(g ) = > i, aij. Porsua vez, um conjunto

No exemplo dado pela Figura 4.3, dada a matriz A e considerando um de seus possiveis
(g, h)-pares, neste caso C*% . Existem vérias possibilidades em R®% de C39 por exemplo a
submatriz SAs 356 cujo valor de soma resulta em 7, uma outra submatriz SAs37¢ cujo valor
de soma resulta em 14, entretanto nos interessa aquela cujo valor de soma é o maior possivel
dentre todas as possibilidades, buscamos o valor MSQ3%, no caso a submatriz de soma maxima
de C39 ¢ correspondente a SSM;366. A subsequéncia de soma maxima do par C®9 de A
tem valor igual a 35.

> SA
I 2,356

Lo 201 2] 7 -=mr > SA

3,376

3,6

Figura 4.3: Possibilidades de SA; 36,1 < i1 < iz <n, de CB0),

Observagio: Para computar as sequéncias C9" eficientemente, as linhas podem ser
pré-processadas, para tal deve-se substituir cada linha pela soma prefixo correspondente entre
as colunas ¢ e h. Assim, as somas que compdem um par C'9" podem ser consultadas em tempo
O(l) [35]. O pseudocoddigo do algoritmo paralelo PRAM para submatriz de soma maxima é
ilustrado pelo Algoritmo 10. O terceiro teste
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Algoritmo 10: Algoritmo PRAM para a submatriz de soma maxima.

Entrada: Matriz A de ntimeros inteiros de ordem n X n.
Saida: Submatriz de soma méaxima de A.

1: Substitua cada linha de A pela linha de soma de prefixos correspondente.

2: Adicione uma coluna de zeros como primeira coluna de A.

3: Para todo i < ¢ < h <n em paralelo faga

4:  (a) Compute a sequéncia C9") :

5. for¢=1ton faga

6: CMli) = Ali][h] — Ali]lg — 1.

7:  end for

8:  (b) Compute a subsequéncia de soma maxima de C'9" e insira em Mg.n)-
9: Encontre o valor maximo em M, ), 1 < g < h e insira em MSA.
10: Escreva a saida MSA.

Exemplo do Calculo de C¢"

A seguir apresentamos como ¢ efetuado o calculo dos pares C9") . passo fundamental
do Algoritmo 10. Considerando a matriz de entrada A representada pela Figura 4.4 serao
necessarios entdo n(n + 1)/2 calculos de pares C9" ou seja, 36 pares.

L1 | 12 | 13| 14 15| 16 17 18

2,2 2,3 24 2,5 2,6 2,7 2,8

33 | 34 35| .36 37 38

8x8 ~ 44 45| 46 4,7 4.8

55 56 57 58

6,6 6,7 6,8

C C C
7,8

c”’ |c
8,8

c

Figura 4.4: Calculos de pares C9:h) necessarios para Agys.

Por exemplo, o calculo de C*9 ¢ delimitado pela regido retangular expressa na Figura
4.5 (a). Para calcular C®% deve-se comprimir as linhas da regido delimitada, efetuando o
somatorio de seus elementos. Apds a compressao é gerada a sequéncia linear que representa
CB9 ilustrada pela Figura 4.5 (b).O terceiro teste
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2| 1|12 9 12 81 6 | 1

S| -4\1-12) 10 -1 | 142 |-9

30 -89 11 -10| 21/ -8 |-7

7 911 9| -2(10] -2 |9
A=
o 8/I8 |-1|-1]| 53 |-6
6| 5019 | 7 |2 114 |8
20 6117 -8] 2[-3) -6|-8
4 | 5 -1] -8/ 1 /-7110 |6
l (a)
12 9 12 8 = |23
120 100 -1 1 = |2
9 1 10 -2 = |-10
36 - - =
oL 11 9 210 6
8 1 1 5 = |11
9 7 2 11 = 7
7 -8 2 -3 = 2
-1 -8 1 -7 = -15
(b)

Figura 4.5: O calculo de C3:6).

Apos obter a sequéncia linear, deve-se aplicar o Algoritmo 3, que ird delimitar e encontrar
a subsequéncia de soma méxima de C*6) conforme ilustrado pela Figura 4.6.

= |2 Aplicando Algoritmo 3

| |
| |
| [
| 1
| :
| ‘ \
e 1'11 9 -2 103 = |6 —»il 23‘-2‘-10‘6 ‘11]7”-2‘-w5|—> 35
| f
| ! J
‘ T
| |
i |
| 1
‘ \
| |

b Vetor Soma (¢)

9 47 -2 11 = 7 (b) " de Prefixos Soma da
Subsequéncia

7 -8 2 3 = -2 de Soma Méxima

-1 8 1 7 0= -15

(a)

Soma das linhas

Figura 4.6: A subsequéncia de soma maxima de C'3:6)

Inicialmente o algoritmo considera os 36 valores de C@" possiveis de A. Depois,
separadamente encontra a subsequéncia de soma maxima de cada um deles. Em seguida, realiza
uma comparacao entre todas as 36 subsequéncias de soma maxima encontradas e retorna aquela
cuja soma possui maior valor. Por fim, basta selecionar a regiao retangular em A, que representa
a subsequéncia com maior valor, ela serd a submatriz de soma méxima de A.
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Reduzindo os Calculos de Compressao

Como forma de reduzir o nimero de célculos de compressoes, o algoritmo utiliza uma
estratégia criativa, ele converte a matriz de entrada A na sua matriz de soma de prefixos
correspondente. Através da matriz de soma de prefixos, os célculos da etapa de compressao de
qualquer C9" podem ser realizados em tempo constante para tal, para encontrar a sequéncia
C(9h) & necessario o seguinte passo: Subtraia da tltima coluna delimitada por C'9") a coluna
imediatamente anterior a primeira coluna da regido delimitada por C@" . A Figura 4.7 ilustra
os célculos para C*9 de A, melhor exemplificados pela Tabela 4.1.

2| 1] 13) 4 | 16| 24]| 30 |31
T I
5 1111|211 |8
| ;
3| 5|14 -3 | a3)-15]| 23|-30
T T
Matriz de = 7|2 } 9102 8} 6 |15
Soma de Prefixos de A ol 8 } ol 1l 213 } 6 o
l [
6| 1|8 138113 2
|
2| 8/j1s| 79 6] 0 |8
| ;
|
4 98]0 1|64 |10
(a)
T [ i ]
2|11 }1 4 | 16]24//30 |31 23
T
s |11 1| 2|1 1| 2
1y
T t f 1
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T t f
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(b)

Linha i | CWM[i] = | A[i][h] — A[i]lg — 1] Sequéncia de C3°
Linha 1 | CGO[1] = | A[1][6] — A[1][3—1]=24—-1 | =23

Linha 2 | CGO2] = | A[2][6] — A[2][3 — 1] = —1(=1) | = —2

Linha 3 | CGO[3] = | AB][6] — A[3][3—1]=—-15+5 | = —10

Linha 4 | CGO[4] = | A[4][6] — A[4][3 — 1] =8 —2 6

Linha 5 | CGO[5] = | A[5][6] — A[5][3—1] =3+38 —11

Linha 6 | CG9[6] = | A[6][6] — A[6][3 —1] =8 —1 7

Linha 7 | CGO[7] = | A[7][6] — A[7][3—1]=6—38 - -2

Linha 8 | CG9g] A[8[6] — A[§][3—1]=—-6-9 —15

Tabela 4.1: Calculos de C'3:6),
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Custo do Algoritmo

O custo do Algoritmo 10 é detalhado de acordo com seus passos [35]: o passo 1 pode
ser computado em tempo O(log n) O passo 2 pode ser computado em tempo O(l). O
passo 3 (a) pode ser computado em tempo O(log n) utilizando O(n/ log n) processadores no
modelo CREW-PRAM e n processadores no modelo EREW-PRAM, respectivamente, para
cada (g, h)-par. O passo 3 (b) pode ser computado em tempo O(log n) utilizando O(n/ log n)
processadores para cada C'9" utilizando o algoritmo de subsequéncia de soma méaxima versao
1D. O passo 4 pode ser computado em tempo maximo O(log n) Por fim, o tempo total do
algoritmo é O (log n) com n?/(log n) processadores no modelo CREW-PRAM e n? processadores
no modelo EREW-PRAM |[35] .

4.4.2 Algoritmo Paralelo BSP/CGM

O proximo algoritmo paralelo parte dos mesmos principios de calculos de C'9"’s descritos
no algoritmo anterior. Trata-se de um algoritmo BSP/CGM proposto por Alves et al. [2]. A
diferenca agora ¢é que a matriz bidimensional de entrada é particionada explicitamente entre os
processadores e além disto operacgoes de compressao de dados sao continuamente executadas.
A seguir descrevemos com um exemplo a execucgao desse algoritmo: dada uma matriz Agys,
uma possivel divisao de dados pode ser ilustrada pela Figura 4.8. Cada processador recebe
um numero n/p de linhas e n de colunas. Em seguida, cada processador realiza os calculos de
C@h)’s que lhe cabem. Entretanto, agora para calcular o valor integral de um C@" qualquer
é necessario um passo de comunicacao entre todos processadores. Além disso, para reduzir o
tamanho de um vetor C9" o algoritmo utiliza a estratégia de compressao em cinco valores ja
descrita no Algoritmo 5. Apos o passo de comunicagao, o processador 1 é capaz de encontrar
a submatriz de soma maxima.

‘(577-171277-7977712772?”767717‘
I I :Pl
S| 4|-12] 10| -1 | 1 ]2 |-9]
r3 | -8/ -9 11]-10] 2 [-8 |-7!
: .
-7 9/-11] 9 -2/10 -2 |9
A= [ttt
0| 8|8 1| -1| 5|3 |6] P
I | -
(6] 5|9 7|2 11]4 8]
A 1 £ T = | @1 A 2 1 £ | @l
26 7| 8] 23] 6|8 P,
|
'4 | 5| -1 -8| 1]|-7 |10 |6 |

Figura 4.8: Particao da matriz de entrada entre os processadores.

O pseudocodigo deste algoritmo é ilustrado pelo Algoritmo 11.
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Algoritmo 11: Algoritmo BSP/CGM para a submatriz de soma maxima.

Entrada: Cada processador ¢, onde 1 < i < p, recebe o subvetor A[(i — 1)n/p..in/p][1...n].
Saida: A submatriz de soma maxima de A.

1: Cada processador obtém a soma de prefixos das linhas que possui.

2: Cada processador calcula todos os valores de C9")’s possiveis com os dados das linhas
que possui.

3. Para cada C9" & realizada a compressido de dados para um vetor de 5 valores como
descrito no Algoritmo 5. Cada processador realiza n?/2 destes calculos de compressao.

4: Cada processador ¢ envia para cada processador j a j-ésima parte do vetor calculado
no passo anterior e recebe a i-ésima parte do vetor de cada processador j.

5: Cada processador i calcula a submatriz de soma maxima com os dados armazenados e
recebidos.

6: Processador 1 obtém a submatriz de soma maxima dentre todos os processadores.

Custo do Algoritmo

O custo do Algoritmo 11 é determinado através da analise dos passos 3 e 4. No passo
4, todos os processadores enviam e recebem um vetor de tamanho n?/p (uma h-relagao de
tamanho n/p). O Passo 3 é executado para cada uma das alternativas O (nZ) x 9" Uma vez
que existem n/p elementos em cada coluna, temos a complexidade de tempo final O(n3 / p) [2].

4.5 Algoritmos Propostos

Os Algoritmos 10 (PRAM) e 11 (BSP/CGM) utilizam as mesmas premissas e executam
basicamente os mesmos calculos computacionais. Particularmente, o algoritmo BSP/CGM
possui um diferencial importante. Ocorre que as constantes divisoes de dados e sucessivas
compressoes realizadas desconfiguram as submatrizes originais e dificultam a busca por dados
que envolvam tamanho e niimero de submatrizes de soma maxima.

Como vimos, nosso objetivo aqui consiste em ampliar a solu¢ao geral do problema da
submatriz de soma méaxima, para também cobrir solugoes de alguns problemas relacionados.
Desta forma, baseamos nossas solugoes nas ideias do algoritmo de Perumalla e Deo, que mantém
a integridade dos dados. A partir dele desenvolvemos um novo algoritmo BSP/CGM para
solucionar o problema geral da submatriz de soma maxima, que foi estendido para também
resolver cinco problemas relacionados.

4.5.1 O Algoritmo BSP/CGM para o Problema Geral

Inicialmente projetamos um novo algoritmo paralelo BSP/CGM que soluciona o problema
geral da submatriz de soma méxima. A entrada do algoritmo, aqui representado pelo Algoritmo
12, ¢ uma matriz quadrética A de inteiros, tal como aquela ilustrada pela Figura 4.1. O primeiro
passo do algoritmo consiste na computacao de uma matriz denominada PS. Cada linha da
matriz PS armazena a soma de prefixos da linha correspondente na matriz de entrada A, ou

seja, PS[i,j] = > 7_, Ali,k]. A Figura 4.9 ilustra a computacao da matriz PS.
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Algoritmo 12: Algoritmo BSP/CGM proposto - problema geral.
Entrada: (1) Um conjunto de P processadores; (2) A identificagdo de cada processador p;,
onde 1 < i < P; (3) Matriz A[l...n|[1...n]| de inteiros.

Saida: (1) Vetor M com os valores de soma méxima de cada submatriz de A. (2) valor
max, que é o maior valor em M.

1: Para cada processador p; em paralelo faga PS[1...n][1...n] < as somas de prefixos,
linha a linha, de cada linha da submatriz A;
. Para cada processador p; em paralelo faga Temp;[1...n] + CWM(PS);
: Para cada processador p; em paralelo faga max_local; < Algoritmo 3(Temp;[1...n])
: Para cada processador p; # 1 em paralelo faca send(maz_local;, p; = 1);
if p, =1 then
for k=2 to P do
receive(maz_local;, py)
end for
for j=1ton(n+1)/2do
M{j] < max_local,
end for
: end if
. Para cada processador p; em paralelo faga maz<+ M][1,... ,n(n+1)/2].
: return (M, max)

© PNy

— = = =

All A12 A13 A14 Als Am A17 A18 PS11 PS12 PS13 PS14 PS15 PS16 PS17 PS18
gy | Az | Ags | Agg| Axs|Agg | Ay | Agg PS;. PSZZ PS;3 PSM PSZS Pszﬁ PSZ7 PSZs
Agp [ Az | Asz| Asg| Ass|Ase | Az | Ass Pssl P%z P§3 PS_M P§s PS% P§7 Ps’:xs
Ay |Agp | Ags| Aga| Ass|Aus |Agr | Ass PS41 PS42 PS43 PS44 PS45 PS46 PS47 PS48
Asi [Asa [ As3| Asa] Ass|Ase |Asr [Ass PS51 Pssz P%s Pss4 PS;S Psss PS;7 Psss
Agp | Az [Aga]| Agy| Ass A6 | A7 | Ass —> PS71 sz P§3 P §4 P §5 P§6 P§7 P%
Agr [Agz | Aga| Aga| Ass|Ass [ As7 | Ass PSSI PSSZ P883 PS&‘ Pis PSS{, P§7 Pgs
Asgys PS 5.3

Operacoes de Soma de Prefixos em cada linha da matriz A.

Figura 4.9: Computacao da matriz PS.

Na proxima etapa aplicamos o Algoritmo 13 sobre a submatriz PS para computar um
conjunto de submatrizes C9")’s, onde 1 < g < h < n [35]. Uma vez que cada linha de
PS corresponde a soma de prefixos da respectiva linha na submatriz A, as submatrizes C'@")’s
podem ser facilmente computadas (em tempo constante) através da formula C’fh [i] = PS[i][h] —

Ali][g—1]. A computagdo e o nimero de submatrizes C9")’s derivados da submatrizes A podem
ser visualizados na Figura 4.10 (a).
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Algoritmo 13: Algoritmo BSP/CGM para o cilculo de C9" de PS.

Entrada: (1) Um conjunto de P processadores; (2) A identificagdo de cada processador p;,
onde 1 <1i < P; (3) Matriz PS[1...n|[1...n] de inteiros.
Saida: Conjunto de vetores Temp;[1...n].

if p; =1 then
Temp;[1...n] < PS[i][h].
end if
Each processor p; # 1 em paralelo faga:
Temp;[1...n] < PSi][h]— PS]i][g — 1].
5. return Temp;[1...n]

No préximo passo, para cada submatriz C](.g h) (comprimida em uma sequéncia) o algoritmo
localiza a subsequéncia de soma maxima e o respectivo valor de soma méaxima utilizando o
melhor algoritmo para subsequéncia de soma méxima (Algoritmo 3), cuja complexidade de
tempo é O(n) Estes passos sao melhor descritos pela Figura 4.10 (b).

| C 36 ¥
e e e e e - _£_ _]_
PS
8x8
ps [ps lps [ps | ps |ps Ips |ps PS [ PS §PS [Ps | Ps|Ps [ps [ps
11 12 13 14 15 16 17 18 11 12 13 14 15 16 17 18
5 ps [ ps kps |ps | ps| ps Ips |ps PS [ PSEPS|PS | PS|Ps|Ps [Ps
Cl’l Cl’2 C]’3 C1’4 Cl’3 C1’6 C]”7 Cl’s 21 220 23| 24| 25| 26 27 28 21 228 23] 24| 2s5) 26} 27 28
22 | <23 | .24 |25 2,6 2,7 2,8 - - — = —— = - - . — - - - - -
C C c*t|c™ | C C Cc™ ps [ ps Ips [ps [ps|ps [ps [ps ps tes fes [ps [es)yesles |ps
PS = 41 42 43 44 45 46 47 48 41 42 43 44 45 46 47 48
33| 34 350 3.6 37 | .38 ps | psfps [Ps | Ps| PS |Ps | Ps ps | PsfpPs|Ps | s Psfprs |pPs
Cc™ C & C > C 4 C ] C ! 51 52 53 54 55 56 57 58 51 52 53 54 55 56 57 58
ps [pPs jps |Ps [ps|Pps fps [ps ps I ps|ps |ps [ ps) ps|ps | pPs
C4*4 C475 C476 C4.7 C4’8 61 62 63 64 65 66 67 68 61 62 63 64 65 66 67 68
ps [ ps |ps [ps [ ps|ps [ps |ps ps fpslpes [ps [ ps|ps|ps |ps
71 72 73 74 75 76 77 78 71 72 73 74 75 76 77 78
PS | PS IPS |[PS | PS | Ps [Ps [PS ps [ psfps [ps [pses]ps [ps
Cs’S CS’6 CS’7 Cs’8 81 82 ] 83| 84| 85| 86 | 87 88 81 82 83| 84| s5] s6 | 87 88
) — (z)l —
Cﬁ,ﬁ C6,7 C6’8 l
77| 78 HEEEEEEN []
c ¢ 3,6 L. d C3,6
68 vetor C soma maxima de
c™ . . A e P .
Aplicando algoritmo de subsequéncia de soma maxima (sequencial).
“ h)» 5 h
(a) Namero de C9")’s=n(n +1)/2 (b) Computagao de C'(9-")

Figura 4.10: Os passos para computagao das submatrizes C (9:h),

No ultimo passo, através de uma operagao de redugdo para méaximo (em paralelo), o
lgoritmo locali bmatriz C{7" i
algoritmo localiza a submatriz C; com a soma maxima.

4.5.2 O Algoritmo BSP/CGM para os Problemas Relacionados

Nosso proximo algoritmo basicamente consiste de alteragoes do Algoritmo 12. As
modificagoes foram realizadas, para que o novo algoritmo pudesse obter mais informagao acerca
das submatrizes de soma maxima e assim provesse solu¢oes para o problema geral e para cinco
problemas relacionados. Nossas estratégias sao descritas pelos Algoritmos 14 e 15.

O Algoritmo 14 e sua versao anterior (Algoritmo 12) possuem estruturas similares.
Entretanto, no Algoritmo 14 um novo vetor foi criado. Este vetor denominado E[1...n(n +
1)/2]], armazena o numero de elementos de cada posi¢ao do vetor M[1...n(n+ 1)/2]].
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Algoritmo 14: Algoritmo BSP/CGM proposto - problemas relacionados - 01.

Entrada: (1) Um conjunto de P processadores; (2) A identificagdo de cada processador
pi, onde 1 <4 < P; (3) Matriz A[l...n][1...n] de inteiros.

Saida: (1) Vetor M com os valores de somas maximas de cada submatriz de A;

(2) Vetor E' com os ntumeros de elementos de cada submatriz de soma méaxima de A.

1: Para cada processador p; em paralelo faga
PS[1...n][1...n] < as somas de prefixos de cada linha da matriz A[1...n|[1...n];

2: Cgh__quantity < n(n+1)/2;

3: k < Cgh_quantity/P;

4: for j =1 to k em paralelo faca

5. Tempj[l...n] + COM(PS);

6:  LocalM|[1...j], Local E[1 ... j] <—Algoritmo 3(Temp;[1...n]);

7: end for

8: Para cada processador p; em paralelo faga send(LocalM|1...k],p; = 1);

9: Para cada processador p; em paralelo faga send(LocalE[1 ... k],p; = 1);

10: 5 1

11: if p; = 1 then

12:  fori=2to P do

13: receive( LocalMi[l .. . k], p;);

14: receive( LocalEi[l . . . k], p;);

15:  end for

16:  Realize a computagao dos vetores M[1...n(n+1)/2] e E[1...n(n+ 1)/2], onde:
MI[1...n(n+1)/2]] = [LocalM,, , ..., LocalM,, ..., LocalM,, ..., LocalM,, | .
E[l...n(n+1)/2]] = [Local By, , ..., LocalE,, ,...,LocalEpy,, ..., LocalEp, | .

17: end if

Os dois vetores gerados como saida do Algoritmo 14 serao utilizados pelo Algoritmo 15 para
solucionar o problema geral da submatriz de soma méxima e os cinco problemas relacionados.
Para obter estas solugoes o Algoritmo 15 aplica um algoritmo paralelo de ordenagao por
chave-valor sobre os vetores M[1...n(n+1)/2]] e E[1...n(n+ 1)/2]]. Particularmente, para
solucionar o problema da localizacao da submatriz de soma maxima com maior densidade
relativa, efetuamos divisoes entre os elementos validos de M[1...n(n+1)/2]] e E[1...n(n +

1/2]].
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Algoritmo 15: Algoritmo BSP/CGM proposto - problemas relacionados - 02.

Entrada: (1) Um conjunto de P processadores; (2) A identificagdo de cada processador p;,
onde 1 < i < P; (3) Vetores M[1...n(n+1)/2| e E[1...n(n+ 1)/2| do Algoritmo 14.
Saida: (1) Solugoes para o problema da submatriz de soma maxima (problema geral) e

os cinco problemas relacionados.

1. (M[1...n(n+1)/2],E[1l...n(n+1)/2]) < Algoritmo Paralelo de Ordenagao por chave
valor(M,E);

2: submatriz soma méaxima < M[n(n + 1)/2]; {problema basc}

(NewM]|1...(n(n+1)/2) —i|, NewE[l...(n(n+ 1)/2) — i]) + Descarte todos os

elementos de indice i, tal que M|[i| < valor de submatriz de soma maxima

menor submatriz _soma maxima < NewFE[0]; {problema relacionado 1}

maior submatriz soma maxima < NewFE[tamanho(Newk)]; {problema relacionado 2}

k-maxima submatriz soma < NewFE|k|; {problema relacionado 3}

nimero de submatrizes de soma maxima < tamanho(NewFE); {problema

@

relacionado 4}
8: maxima _densidade relativa < Algoritmo Paralelo de Reducao
para MéXiIHO(M,E), utilizando d; = M[Z]/E[’l], {problema relacionado 5}

A Figura 4.11 ilustra um exemplo do processo de solucao de todos os problemas. Apos
a ordenacao chave-valor os passos que solucionam os problemas relacionados, com excecao do
oitavo (Passo 8), podem ser executados em tempo constante.

M|7|O|O|5|O|16|0|O|16|0|1|0|5|0|16|

e[sTo o2 o s oo+ o]+ [o] 2] o] 2]

|Alg0ritm0 de Ordenacio por chave-valorl

M|0|0|O|0|0|0|0|O|1|5|5|7|16|16|16|

£fofofofofofofofofr]efe]alflo[4]e]
 J Elementos Desnecessarios I
k-submatriz de soma maxima. + Elementos Validos

% % % 16 | 16 l (6 I——> Solucdo da submatriz de soma maxima.

[
A

A

— Solucio da maior submatriz de soma maxima.

@ 4 —> Solution da menor submatriz de soma maxima.
@[] NE—

Y

v : Soluga imero d
Submatriz de soma maxima Algoritmo de contagem |—>©—> olucao para 0 numero de

com maior densidade relativa submatrizes de soma maxima.

Figura 4.11: Solugoes para o problema geral e problemas relacionados.
Observando a Figura 4.11 a partir dos vetores de elementos validos e em tempo constante,

obtemos solugbes para os problemas. A submatriz de soma maxima possui soma igual a
16. A maior submatriz de soma méaxima possui valor igual a 8. A menor submatriz de
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soma méaxima possui valor igual a 2. O nimero de submatrizes de soma méaxima é 3.
A submatriz de soma maxima com maior maior densidade relativa possui valor densidade
igual a 8.

4.5.3 Complexidade

A complexidade de nossos algoritmos é obtida através da anéalises de cada passo:

e Algoritmo 12: no Passo 1 a soma de prefixos pode ser computada através de um
algoritmo paralelo BSP/GM utilizando p processadores e em tempo O(n/ p), com um
nimero constante de rodadas de comunicacao. Visto que existem n linhas, a complexidade
de tempo final deste passo é O(n2 / p). No passo 2, um conjunto de n? vetores é obtido
pelos processadores. Subsequentemente, o algoritmo sequencial (O(n)) executa em cada
vetor, assim a complexidade final destes passos até aqui é O(n3 / p). O Passo 4 ¢é apenas de
comunicagao. Os passos finais podem ser computados com o auxilio de algoritmo paralelo
de redugao para maximo, utilizando p processadores e em tempo O (n / p), com um namero
constante de rodadas de comunicacao. Assim sendo, concluimos que a complexidade de
tempo final para o Algoritmo 12 utilizando p processadores é O(n3 / p) com um numero
constante de rodadas de computacao. A correcao decorre diretamente dos algoritmo
proposto por Perumulla e Deo [35];

e O Algoritmo 14 possui a mesma complexidade final do Algoritmo 12, ou seja,
utilizando p processadores, a complexidade de tempo final é O(n3 / p) com um numero
constante de rodadas de computagao. Particularmente, o Algoritmo 15 também possui
a mesma complexidade final.

4.6 Implementacoes e Resultados

Nesta secao discutimos as implementagoes de nossos algoritmos para submatriz de soma
maxima e problemas relacionados. Em relagao ao problema da submatriz de soma maxima
(Algoritmo 12) duas implementagdes foram construidas. A primeira em MPI e a segunda em
OpenMP. Em nossa implementacao MPI exploramos o ambiente de memoria distribuida e em
nossa implementacao em OpenMP exploramos o ambiente de memoria compartilhada. Também
construimos implementacoes que abrangem o problema geral e os problemas relacionados
(Algoritmos 14 e 15), mas apenas em CUDA. E importante destacar que a partir do Algoritmo
14 também ¢é possivel solucionar o problema geral da submatriz de soma méxima.

Em nossas implementacoes buscamos, sempre que possivel, otimizar a maior parte do
processamento local, executando operacoes de forma independente e assim evitando passos de
comunicagao extras. Para subsequente divisao de dados utilizamos e adaptamos um processo de
mapeamento, como ¢ ilustrado pela Figura 4.12. No mapeamento, as posi¢coes de uma matriz
triangular superior sao mapeadas para um vetor com o mesmo nimero de entradas. Em nossa
adaptacao, a matriz diagonal também precisa ser comtemplada.
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Matriz triangular

l Vetor global

5,5|

Lll.ll(ivz 1,3 14 1,5) 1,6[ 1,7] 1,8] 2.2‘2‘3 2,4( 2,5] z.s‘ 2,7[ 2.8] 3.3‘ 34| 3,5 3,6 JJ‘ 3,8] 4.4‘ 4,5 4,6 4.7[ 4.8 56(57 5.51 6.61 &7‘ 68(7,77,8(8.8
_clclclc jclclclclclclclciclciclclclclclcjlciclclciciclclciclclciclclclc

123 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 1920 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 3435 36

Balanceamento de carga (fun¢des de mapeamento)
A

Vetor local

| —goO— --- I

Unidade 1 Unidade 2 Unidade 3 Unidade 4 Unidade 5 Unidade n

Unidades de processamento

Figura 4.12: O processo de mapeamento: cada processador é responséavel pelo mesmo ntimero de
submatrizes C'(9M)’s.

4.6.1 Resultados

A seguir apresentamos os resultados obtidos por nossos algoritmos paralelos BSP/CGM
para submatriz de soma maxima e problemas relacionados. Trés casos de comparacao entre
os algoritmos sao apresentados. A entrada dos algoritmos consiste de matrizes de inteiros
geradas aleatoriamente. Em todos os casos a unidade de tempo utilizada foi o milissegundo.
Para os célculos de desempenho (speedup) trabalhamos com as execugdes de melhor tempo de
execucao. Para comparacoes equivalentes, o algoritmo sequencial foi executado nos ambientes
de memoria compartilhada e distribuida, por isto existem tempos diferentes para o mesmo
tamanho de entrada.

4.6.2 Primeiro Caso

O primeiro caso ilustra a comparagao dos tempos de execugao de algoritmos para o problema
geral da submatriz de soma méxima. Conduzimos trés testes que utilizaram trés algoritmos:
dois em MPI e um em OpenMP.

O primeiro teste utiliza um algoritmo MPI descrito e apresentado em um trabalho anterior
de Alves et al. [2]. Este algoritmo envolve compressao de dados e uma consideravel comunicacao
entre os processadores. A Figura 4.13 e a Tabela 4.2 ilustram os resultados de comparagao entre
este algoritmo e a solugao sequencial. Os resultados demonstram a eficiéncia desta solugao MPI,
com um aumento continuo dos valores de desempenho. Contudo inicialmente ocorre um pico
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no desempenho com 64 processadores e acreditamos tratar-se de um overhead.

r I I ] .
107 E o | |® ( Sequencial )
ol ) 1]->- ( MPI - Alves et al. (16 p))
= o ;
. 100 | | —o— ( MPI - Alves et al. (32 p))
= 10° L | |—=—=( MPI - Alves et al. (64 p))
I = E
3 . r ]
g 10 E
@ = ]
@2 ot |
S 10°
107 -
Fe 1
10t F E
L | \ \ \ \ \ [
26 27 28 29 910 9ll 912
n
Figura 4.13: Sequencial x Versao MPI (Alves et. al).
nxn Tempo sequencial | Tempo-MPI(16p.) | Tempo-MPI(32 p.) | Tempo-MPI(64p.) | Speedup(Seq./MPI-32p.)
6464 29.2992 6.8273 14.0064 5422.5232 2.0918
128 %128 229.9130 18.6285 27.3484 6877.8257 8.4068
256 X256 1.849.6825 74.1179 72.2008 87.3313 25.6186
512x512 14.879.4916 397.6235 302.5005 316.9507 49.1883
1024 %1024 125.239.8713 4.403.7971 5.783.0959 1.279.9464 21.6562
2048 x 2048 1.038.533.5501 20.241.3991 17.722.9556 29.944.1617 58.5982
4096 x 4096 8.460.234.4575 158.989.7957 81.369.5981 58.257.9493 103.9729

Tabela 4.2: Tempos de execugao (Milissegundos): Sequencial x Versao MPI (16, 32 e 64 p.).

O segundo teste utiliza nossa solu¢ao MPI para o Algoritmo 12.
Algoritmo de Alves et al. |2], em nossa solugao cada processador é responsavel pelo calculo de um
conjunto de submatrizes C'@"’s. Além disto, ndo aplicamos compressao de dados. Este é um
fato importante, pois nao realizar a compressao nos permitiu estender de maneira mais simples
nossa solugao geral para também cobrir os problemas relacionados. A Figura 4.14 e a Tabela
4.3 ilustram os resultados de comparagao entre o Algoritmo 12 e o Algoritmo sequencial [4].
Neste teste obtivemos bons resultados de desempenho, contudo os valores diminuiram para
entradas maiores. Acreditamos que esse overhead ocorreu devido & manutencao de matrizes
cada vez maiores na memoria de cada processador, entretanto ¢ esta manutencao que nos
permitiu estender nossa solugao.
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Figura 4.14: Sequencial x MPI versoes (Algoritmo 12).

Tabela 4.3: Tempos de execugao (Milissegundos): Seq. x MPI (16, 32 e 64 proc.).

nxn Sequencial Tempo MPI (16 p.) | Tempo MPI (32 p) | Tempo MPI (64 p.) | Speedup(Seq./MPI-32p.)
64x 64 29.2992 0.7725 0.9899 1.1785 29.5981

128x 128 229.9130 2.0684 1.6854 1.6009 136.4145

256 x 256 1849.6825 15.1679 8.5535 5.3154 216.2486

512x512 14.879.4916 280.3312 145.2910 77.4639 102.4117

1024x1024 125.239.8713 3.748.8917 1.896.4386 966.3708 66.0395

2048 %2048 1.038.533.5501 31.783.7091 15.835.1481 8.046.7096 65.5841

4096 x 4096 8.460.234.4575 261.292.5225 130.540.967 65.800.121 64.8090

O terceiro teste utiliza nossa implementagao OpenMP para o Algoritmo 12. Nesse teste
trabalhamos com 8 threads, pois a maquina disponivel possuia um processador com dois niicleos
A Figura 4.15 e a Tabela 4.4 ilustram os resultados de

(cores), cada um com 4 threads.

comparacgao deste algoritmo com a versao sequencial [4].
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Figura 4.15: Sequencial x OpenMP
(Algoritmo 12).
nXxXn Sequencial OpenMP Speedup
64 x64 360.9985 2.1495 167.9453
128x 128 360.8055 3.4071 105.8981
256 X256 360.3314 19.8622 18.1416
512x512 1.171.1028 126.3485 0.2688
1024x 1024 10.099.6082 2.221.9307 45454
2048 x 2048 96.861.6133 25.647.4277 3.7767
4096 x 4096 835.974.2750 242.314.7492 3.4500

Tabela 4.4: Tempos de Execucao: (Milissegundos) Seq. x OpenMP.

O Segundo Caso de Comparagao

O segundo caso de comparacao utiliza nossas implementagoes CUDA para o Algoritmo
14. Neste caso duas versoes foram implementadas, com e sem o balanceamento triangular, ja
descrito na Segao 4.6. A Figura 4.16 e a Tabela 4.5 ilustram os resultados de comparagao com
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a versao sequencial. E possivel observar que a versao com balanceamento triangular mostrou-se
um pouco mais eficiente.

. (Sequencial)
106 | ; I (CUDA-Algoritmo 14)
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Figura 4.16: Sequencial x versées CUDA.
n Sequencial CUDA CUDA Speedup

Triangular (Seq./CUDA)

64 x64 360.9985 362.1512 271.7961 1.3282
128x128 360.8055 362.0914 272.1506 1.3258
256 %256 360.3314 362.9239 271.9573 1.3250
512x512 1171.1028 365.0831 301.2226 3.8878
1024 %1024 10099.6082 741.5493 826.9745 12.2127
2048x2048 96861.6133 879.3046 697.1044 138.9485
4096 x 4096 835974.2750 2699.4783 2525.3061 331.0388

Tabela 4.5: Tempos de Execugao: Sequencial x CUDA.

O Terceiro Caso de Comparacao

O terceiro e ultimo caso ilustra a comparacao de desempenho da nossa implementacao
CUDA em GPU (Algoritmo 14), com os resultados de um recente algoritmo CUDA em
GPU desenvolvido por Cleber et al. [17], também para o problema da submatriz de soma
maxima. E importante destacar que foram utilizados recursos computacionais diferentes
no desenvolvimento de cada algoritmo. Além disso, nossa implementagdo CUDA realiza
um trabalho computacional extra, para prover informacoes para as solugoes dos problemas
relacionados. A Tabela 4.6 ilustra a comparacao entre as duas versoes.

n Speedup (Cleber et al.) Speedup (Algoritmo 14)
512 x 512 80.2260 3.8878

1024 x 1024 121.9900 12.2127

2048 x 2048 215.2870 138.9485

4096 x 2048 235.9650 331.0388

Tabela 4.6: Comparagoes de desempenho.

4.7 Um Exemplo de Aplicagao

Em diagnosticos baseados em imagens de raios-X, as areas de interesse podem ser as mais
brilhantes ou com maior intensidade luminosa (com mais pixels brancos). Neste contexto, uma
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aplicacao real para o problema da submatriz de soma maxima foi apresentada por Raouf et al.,
cujo objetivo era localizar as regioes mais brilhantes em imagens de mamografia, com o intuito
de detectar macrocalcificagoes [39].

Particularmente, as imagens bitmap sao um bom exemplo de entrada para algoritmos que
solucionam o problema de submatriz de soma méaxima. Para isto os pizels RGB de uma imagem
bitmap precisam ser convertidos em uma matriz de niimero reais ou inteiros.

O termo luminancia expressa a intensidade de cor e em se tratando do sistema da visao
humana, corresponde & percepgao de brilho das imagens [45]. A luminéancia de cada pixel pode
ser mensurada através da equacao: Lumindncia = 0.30R + 0.59G + 0.11B. Os correspondentes
numéricos de luminéancia de cada pixel formam a submatriz numérica da imagem original |[3].
Para o célculo de luminancia um intervalo deve ser definido, geralmente é utilizado o intervalo

0,1].

4.8 A Nossa Aplicacao

Utilizamos imagens reais como entrada de nosso algoritmo para a submatriz de soma
maxima. A Figura 4.18 ilustra o resultado obtido por nosso algoritmo para uma entrada
representada por uma imagem bitmap do raio-X de um célon humano. A imagem pertence a
um banco de dados publico, que contém diversas imagens de tipos de cancer [26]. A Figura
4.17 ilustra nosso processo para o mapeamento da imagem inicial.

Algoritmo de
Mapeamento

Algoritmo de Submatriz
de Soma Maxima

Imagem Bitmap Matriz Numérica

Area de Interesse
Localizada

Imagem Bitmap
com Selecdo de Area
de Interesse

Algoritmo de
Renderizacao

Figura 4.17: Os passos para encontrar a regiao mais brilhante em uma imagem de raio-X.

4.8.1 Passos da Aplicacao

Vejamos a descricao dos passos executados durante a aplicagao proposta:

e Na Figura 4.18 temos que cada pixel da imagem bitmap original é convertido em um
numero inteiro utilizando um algoritmo de mapeamento. Este algoritmo utiliza a féormula
de luminancia e um fator de corre¢ao. Nosso fator de corregao é igual a —0.5. O intervalo
padrao [0, 1] foi convertido para [—0.5,40.5], assim obtivemos matrizes compostas de
numeros positivos e negativos. Os pixels da imagem bitmap sao substituidos por valores
numéricos inteiros gerando a matriz numérica;

e A matriz numérica é a entrada para o proximo passo, que consiste da localizacao da area
de interesse. Para tal aplica-se o algoritmo para localizar a submatriz de soma maxima.
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No final deste passo, a saida gerada retorna quatro pontos, que delimitam a area de
interesse (retangulo);

e Em seguida, os quatro pontos encontrados sao utilizados na entrada de nosso algoritmo
de renderizagao, que por fim ilustra novamente a imagem original, delimitando a area
mais brilhante.

No exemplo da Figura 4.18 os quatro pontos (x,y) que definem a matriz retangular de
soma maxima sao: (319,245), (319, 285), (392,245) e (319,285). A submatriz de soma maxima
possui valor soma igual a 132382, como observado na Figura 4.18 (¢). Em nosso algoritmo de
renderizagao utilizamos solugoes fornecidas pela biblioteca DevIL (Developer’s Image Library)
e o pacote GraphicsMagick, ambas ferramentas sao de cédigo aberto e sao dedicadas ao
processamento de imagens.

0 1 .. 511

0 127 - 127 o o o

1 .o

Algoritmo
de %
Mapeamento

511 -127
(a) Entrada: Versdo bitmap de uma imagem (b) Matriz de inteiros correspondente
de raio-X

Jfimagerender
0 245...285 511

Algoritmo

% de

Renderizacao|

(319, 245 (319, 285)

319

(392, 245) (392, 285)

(¢) Submatriz de soma méaxima é localizada (d) Saida
Figura 4.18: (a) Imagem bitmap do raio-X de um colon. (b) Matriz quadratica (512 x 512) gerada

ap6s o mapeamento. (c¢) Localizagao da submatriz de soma maxima. (d) A imagem saida com a regiao
mais brilhante delimitada apés a renderizacao.
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4.9 Consideracoes Finais do Capitulo

Neste capitulo apresentamos solugoes paralelas BSP/CGM eficientes para o problema da
submatriz de soma maxima e para cinco problemas relacionados. Nao é de nosso conhecimento
a existéncia de algoritmos BSP/CGM para os problemas relacionados.

O bom desempenho dos nossos algoritmos BSP /CGM foi confirmado por meio de resultados
experimentais. Diferentemente da solucao para a submatriz de soma maxima, apresentada por
Alves et al. [2], em nossos algoritmos nao efetuamos a compressao de dados, e sempre que
possivel mantivemos as unidades de processamento executando de forma independente umas
das outras. Nossos resultados confirmaram, que mesmo sem a compressao, as solugoes obtidas
foram efetivas, com speedups de até centenas de vezes melhor que a melhor solugao sequencial!

Além disto, como parte de nossos resultados, também conduzimos um experimento que
utilizou uma imagem real. Mostramos que nosso algoritmo de submatriz de soma maxima
pode ser aplicado com sucesso para localizagao de regioes retangulares mais brilhantes em
imagens de raio-X.
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CAPITULO 5

O HIPER-RETANGULO DE SOMA MAXIMA

Podemos definir um hiper-retangulo (também chamado de caixa) como um objeto
geométrico de n-dimensoes. As dimensoes nao necessariamente possuem tamanhos iguais. Um
hiper-retangulo tridimensional é chamando de prisma ou de paralelepipedo. Neste capitulo
discutimos uma generalizacao do problema da submatriz de soma maxima. Agora, consideramos
a inser¢ao de um terceiro eixo (dimensao de profundidade). A entrada deste novo problema
consiste de um objeto tridimensional de dimensoes n X n x n (um cubo). A saida, entretanto,
apesar de também ser um objeto tridimensional, nao necessariamente possui dimensoes de
mesmo tamanho, tal como um paralelepipedo. Em nosso caso preferimos manter apenas o
termo geral hiper-retangulo.

Propomos aqui um algoritmo para o problema do hiper-retangulo de soma maxima. Nao
é de nosso conhecimento a existéncia de solugoes BSP/CGM para este problema. Como sera
apresentado, obtivemos resultados promissores. O algoritmo possui aplicagoes em diversas areas
da ciéncia, com destaque para aquelas que envolvem a visualizacao tridimensional de imagens
médicas ou de ambientes geograficos, como solos ou regioes oceanicas. Particularmente, o
algoritmo pode ser utilizado no mapeamento de volumes rochosos, para réapida analise de suas
propriedades e também para a interpretacao de amplitudes sismicas e suas anomalias.

5.1 Histoérico e Definicao

Em nossos estudos encontramos diversas referéncias de solugoes sequenciais e paralelas
para o problema bidimensional de soma maxima, como ja foi descrito no capitulo anterior.
Entretanto, ndo é de nosso conhecimento a existéncia de algoritmos BSP/CGM para a versao
tridimensional do problema.

Perumalla e Deo [35] apresentaram uma descrigao teorica deste problema, relatando que
ele pode ser generalizado no modelo PRAM. Estes autores descrevem que a entrada do
problema é composta por um conjunto de subplanos ou subfaces, que por sua vez sao matrizes
bidimensionais. A estratégia consiste entao em realizar a compressao de tubos tridimensionais,
computando a subsequéncia de soma maxima de cada plano bidimensional do tubo. Perumalla

e Deo [35] afirmaram que é possivel encontrar o sub-d-cubo de soma méxima de um d-cubo, com

lados de comprimento n, em tempo O(log n), utilizando n x (g) -t processadores no modelo

PRAM [35]. Uma ilustragao de entrada e saida do problema é representada pela Figura 5.1.
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Figura 5.1: Hiper-retangulo tridimensional de soma maxima obtido a partir de um 3-cubo.

5.2 Algoritmo Proposto

Nosso algoritmo paralelo é baseado nas ideias descritas por Perumalla and Deo [35]. Trata-se
de um algoritmo paralelo para o problema do hiper-retangulo de soma maxima. O algoritmo
utiliza as estratégias do algoritmo para submatriz de soma maxima, mas considerando agora a
existéncia de um eixo de profundidade vinculado com cada antiga submatriz C@". Em cada
submatriz adiciona-se entdo um par de valores (r,t) que representa o intervalo de profundidade.
Definimos o novo conjunto de trabalho como submatrizes C'@"h7m)’s.

Durante sua execucao o algoritmo se desdobra computando as submatrizes bidimensionais
considerando a compressao dos elementos perperdiculares do eixo de profundidade. Por fim,
assim como na versao 2D, o algoritmo invoca o melhor algoritmo sequencial para localizar a
subsequéncia de soma méxima da submatriz de soma méaxima C@"")  que por sua vez contém
o hiper-retangulo de soma méaxima.

5.2.1 Um Exemplo Passo a Passo

Apresentamos a seguir as estratégias, que formulamos para solucionar o problema do
hiper-retangulo tridimensional de soma méaxima. Dividimos o nosso algoritmo em quatro passos
principais e sempre que possivel buscamos estratégias de paralelizagao.

Para melhor compreensao ilustramos a solugao do algoritmo através de imagens. A entrada
do algoritmo é um cubo, conforme ilustrado pela Figura 5.2 (a). Obviamente, o cubo é
delimitado por trés eixos: ¢ (linhas), j (colunas) e k (profundidade), como é ilustrado pela
Figura 5.2 (b).
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(a) Os trés eixos de um cubo. (b) Os n conjuntos de submatrizes quadraticas.

Figura 5.2: O cubo e suas n submatrizes n X n.

1. O primeiro passo do algoritmo consiste em aplicar um algoritmo de soma de prefixos,
linha por linha, em cada uma das n subfaces bidimensionais do cubo original, conforme
ilustrado pela Figura 5.3. O resultado deste passo é um cubo de soma de prefixos (face a
face);

Em Paralelo
Soma de Prefixos

Figura 5.3: A obtengao de soma de prefixos (linha a linha).

2. No segundo passo o cubo de prefixos é rotacionado a esquerda. Este passo é o cerne
do algoritmo, visto que agora é preciso considerar a inser¢ao dos elementos do eixo de
profundidade e as respectivas computagoes de soma de prefixos. Apds a rotagdo, as n
subfaces sao novamente selecionadas. Entretanto, serao consideradas agora, apenas as
subfaces que sdo perperdiculares ao eixo j e paralelas ao eixo k (profundidade). Feito
isto, novamente operagoes de soma de prefixos sao aplicadas, linha a linha, em cada uma
das subfaces, conforme ilustrado pela Figura 5.4. A saida deste passo ilustra o cubo de
soma de prefixos completo;
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Figura 5.4: A obtengao de soma de prefixos (eixo perpendicular).

3. O proximo passo consiste em localizar o valor de soma maxima de cada hiper-retangulo do
cubo de soma de prefixos. A determinacao do conjunto de prismas retangulares é similar
a dos conjuntos bidimensionais C@" do problema do subarray de soma maxima. Agora,
além dos indices g e h que compoem o intervalo de colunas da subface bidimensional
do hiper-retangulo, criamos dois novos indices: r e ¢, que descrevem o intervalo de
profundidades possiveis para cada subface C@" de cada hiper-retangulo. Estendemos

entdao a notacao C@" para C@ht) . Por exemplo, a Figura 5.5 ilustra os calculos de
COLLLY ate GOLLLA).

Figura 5.5: Varredura das profundidades de um hiper-retangulo C'(9:":71).

4. No ultimo passo aplicamos um algoritmo paralelo de redugao para maximo. O objetivo
¢ localizar o maior valor de soma dentre as somas méaximas de todos os hiper-retangulos
do cubo.

Nossa versao sequencial do problema consiste da aplicagao sequencial dos passos descritos
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anteriormente. Nossa solu¢ao paralela é similar (com paralelizagdo sempre que possivel). O
pseudocoddigo do algoritmo paralelo é representado pelo Algoritmo 16.

Algoritmo 16: Algoritmo BSP/CGM - problema geral.

Entrada: (1) Um conjunto de P processadores; (2) O ntimero i de cada processador
pi € P,onde 1 <i < P ; (3) Um inteiro n; (4) Uma matriz tridimensional M com n?
elementos inteiros.

Saida: (1) O inteiro global max que representa o maior valor de soma méaxima entre
todos os possiveis prismas retangulares de M.

1: Em paralelo faga: PSUM <« Algoritmo de Soma de Prefixos (P, M) em cada
linha do eixo vertical (j). {Temos aqui n? linhas, com n elementos cada}
2: Em paralelo fagca: PSUM <« Algoritmo de Soma de Prefixos (P, PSUM) em cada
linha no eixo perpendicular (k). {Temos aqui n? linhas, com n elementos cada}
3: Em paralelo faca: local _mazx < C9") (i n, PSUM). {Algoritmo de selecdo do
conjunto de trabalho de cada processador p; (Algoritmo 17)}.
Para cada processador p; em paralelo faga send(local maz,p; = 0)
if p;, = 0 then
global _max < INT MIN
for ) =0 to P do
global _max < max(receive(maz _local j),global max)
end for
10: end if
11: return global mazx

Durante a execucao do Algoritmo 16 sao realizadas chamadas para dois outros algoritmos.
O primeiro algoritmo é responsavel pela selegao de cada hiper-retangulo (Algoritmo 17). Neste
algoritmo, o mapeamento da carga de trabalho de cada processador ¢ similar ao mapeamento
triangular utilizado no problema da submatriz de soma maxima. O segundo algoritmo é
responsavel pela localizagao da respectiva soma méxima. Este tltimo é uma especializagao do
melhor algoritmo sequencial (Algoritmo 3), que agora também deve comtemplar os elementos
do eixo de profundidade.
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Algoritmo 17: Algoritmo BSP/CGM para o célculo de C@hmb),

Entrada: (1) A identificacao de cada processador p;, onde 0 < i < P; (2) Um inteiro n;
(3) Uma matriz tridimensional M com n?® elementos inteiros com somas de prefixos
previamente calculados.

Saida: (1) Um inteiro local max que representa o valor méaximo local do conjunto de
trabalho do processador p;.

1: local mazx < INT MIN
2: C@hm)s « O conjunto de trabalho gerado pelos valores g, h,r e t vinculados
com cada processador p;. {Mapeamento paralelo da carga de trabalho de cada
processador. }
for Cada elemento C'9"™ do conjunto C9"")’s do processador p; do

local _mazx < max(local _maz, Algoritmo 3 Especializado(n, M, g, h,r,t))
end for
return [local max

5.2.2 Complexidade

A complexidade de nosso algoritmo paralelo (Algoritmo 16) ¢ obtida através da analise dos
passos de computacao e comunicagao. Vejamos os detalhes em cada etapa:

e Computagao. Passo 1: Inicialmente o Algoritmo 16 executa uma operacao de soma
de prefixos em cada linha do cubo de entrada. FExistem O(n2) linhas no total. Cada
processador calcula a soma de prefixos de cada linha em tempo O(n) Assim, a

complexidade do passo 1 é O("?f). Passo 2: O procedimento executado neste passo
é¢ o mesmo do passo 1, entretanto as operacoes sao efetuadas em um eixo diferente. A
complexidade do passo continua a mesma, em tempo O(”?f). Passo 3: Neste passo uma
chamada para o Algoritmo 17 é realizada. Cada processador é responsavel por calcular um
conjunto de C@nht)’s Cada subface do cubo possui um conjunto de C@"’s de tamanho
O(nz). Entretanto, considerando o novo eixo de profundidade, o niamero de C@"")’s
é igual a O(n4). Além disto, em cada O™ uma variacdo do algoritmo sequencial
para subsequéncia de soma méxima ¢é executada (Algoritmo 3). O Algoritmo 3 possui
complexidade O (n), similar ao algoritmo sequencial original [4], com isto o passo 3 executa

em tempo O ("?fl * O(n)), considerando o nimero de processadores a complexidade gerada
é O(”?f). Steps 4-11: Os passos de 4 a 11 executam em O(l) para p; #0 e O(P) para

5

p; = 0. Ao final, a complexidade total do algoritmo é O("?f) + O("—;) + O(P) = O(%).
Particularmente, em nossa implementacao em GPU, a comunica¢ao pode ser considerada
em tempo O(l).

5.3 Implementacoe e Resultados

A seguir apresentamos os resultados obtidos por nosso algoritmo paralelo BSP/CGM para
o hiper-retangulo de soma maxima. Para este algoritmo desenvolvemos versoes paralelas em
OpenMP e em CUDA. Acreditamos que uma versao MPI também pode elaborada, mas por
hora investimos nosso esfor¢o na implementagao em GPU. O alto desempenho do algoritmo
em CUDA foi comprovado por experimentos, como serd descrito. Realizamos testes, que

78



ilustram comparagoes entre as versoes paralelas do algoritmo e a respectiva versao sequencial.
E importante destacar que a versao sequencial também foi executada na mesma maquina que
possui o ambiente de memoria compartilhada (GPU).

O Caso de Comparagao

Realizamos um teste que ilustra os resultados comparativos de trés versoes do algoritmo
para o hiper-retangulo de soma méxima: a versao sequencial, uma versao OpenMP e a tltima
em CUDA com milhares de threads.

A Figura 5.6 e a Tabela 5.1 ilustram os resultados de tempos de execucao da solugao
sequencial e dos algoritmos paralelos.
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1072 N
| | | | | | | | |
21 22 23 24 25 26 27 28 29
n3
Figura 5.6: Sequencial x Versoes Paralelas.
n3 Sequencial OpenMP CUDA
22222 0.0120 9.5857 0.1018
4xdzd 0.0488 7.1616 0.1025
8x8x8 0.7230 6.8034 0.1088
16216216 15.8895 8.5247 0.1712
32232232 404.4507 43.1587 1.0389
64164164 11.422.7108 950.2646 18.2016
1281282128 381.724.4531 28.012.7312 678.2361
25622562256 14.670.318.9000 1.007.455.7015 32.863.23183
512x512x512 563.805.265.462576* 43.105.127.6108 1.285.293.7000

Tabela 5.1: Tempos de Execugao (Milissegundos): Sequencial. x Versoes Paralelas (OpenMP and
CUDA).

A Figura 5.7 e a Tabela 5.2 ilustram os resultados de comparacao de desempenho entre a
solucao sequencial e os algoritmos paralelos. Os resultados comprovam a eficiéncia da versao
CUDA com milhares de threads, que quando comparada com a versdao sequencial obteve um
speedup de até 627 melhor, para n = 64 x 64 x 64. Na Figura 5.7 é possivel observar que a
curva de speedup geralmente é crescente. Uma excecao estd na coluna de desempenho entre a
versao sequencial e a versao CUDA com milhares de threads. Neste caso, a curva é crescente
até n igual a 64 x 64 x 64. Apos este pico, a curva decresce um pouco, isto pode ser explicado
por um aumento de overhead durante a execugao.
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Figura 5.7: Speedup: Sequencial x Versoes Paralelas (OpenMP e CUDA).

n3 Seq/OpenMP Seq/CUDA
2x2x2 0.0012 0.1179
dxdxd 0.0068 0.4763
8x8x8 0.1063 6.6457
16216216 1.8639 92.7880
32232232 9.3712 389.2962
64264264 12.0206 627.5675
12821282128 13.6268 562.8194
25622562256 14.5618 446.4052

Tabela 5.2: Speedup: Sequencial / Versoes Paralelas.

5.4 Consideragoes Finais do Capitulo

Neste capitulo apresentamos uma solu¢ao paralela BSP/CGM para o problema do
hiper-retangulo tridimensional de soma maxima. Nao é de nosso conhecimento a existéncia
de algoritmos BSP/CGM para este problema. A solucao paralela se mostrou bastante eficiente,
alcancando valores de speedup de até centenas de vezes melhor, do que a respectiva solucao
sequencial. Nosso algoritmo utilizou p processadores em tempo paralelo O(”?f). Da mesma
forma que para os casos uni e bidimensional, podemos também obter solugdes BSP/CGM
para os problemas relacionados. Essas solugoes podem ser utilizadas para analise de so6lidos
tridimensionais, como por exemplos os vozels. Um voxel representa uma tinica amostra, ou
dado pontual, em um grid regular tridimensional [1].
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CAPITULO 6

O PROBLEMA DA SELECAO

Neste capitulo abordamos o problema da selecao. O problema consiste em determinar o
k-ésimo menor elemento de um conjunto (ndo ordenado) de tamanho n de nimeros geralmente
distintos. Constituem-se em casos especiais deste problema a determinagao do elemento minimo
(k = 1), do elemento méximo (k = n) e da mediana (k = [n/2])) de um conjunto de n de
ntimeros. Um exemplo do problema ¢ ilustrado pela Figura 6.1. Particularmente, a selecao de
medianas tem sido amplamente utilizada pela ciéncia da computagao em problemas de ordem
ou de processamento de sinais [21].

Sequéncia S 7 3 4 1 9
1 2 3 4 5

k=3 4
1 2 3 4 5

Figura 6.1: Terceiro menor elemento de uma sequéncia S nao ordenada.

Na primeira segdo deste capitulo (Segao 6.1) apresentamos o histérico do problema e
destacamos conhecidas e eficientes solugoes sequenciais. Ja na Secao 6.2, elencamos e discutimos
algumas das principais solucoes paralelas. E importante destacar que as estratégias de algumas
solucoes sequenciais sao por vezes utilizadas pelas solucoes paralelas.

Em seguida, na Secao 6.3, apresentamos e discutimos duas solugoes paralelas para
uma especializagdo do problema da selecao: a selecao de mediana. Essas solugoes foram
implementadas para o modelo de memoéria compartilhada de uma GPGPU. A primeira solu¢ao
utiliza em parte a estratégia do algoritmo sequencial biténico para ordenacao. A segunda
solugao é baseada em um trabalho recente, que discute trés novas e diferentes solugoes
sequenciais para o problema de selecao de mediana. Os autores deste trabalho indicam que
uma solugao em ambiente com muitos nucleos (milhares) e em memoria compartilhada, poderia
ser muito eficiente [21].
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Por fim, na Secao 6.4, terminamos discutindo e apresentando uma solugao paralela em
memoria compartilhada para o problema geral de selecao. Particularmente, descreveremos
em detalhes o algoritmo BSP/CGM proposto em 1997 por Saukas e Song [42|. Trata-se
de um algoritmo eficiente, que faz uso da melhor solugdo sequencial e que além disto
promove a diminui¢ao de elementos e um justo balanceamento de carga entre as unidades
de processamento, a cada nova rodada de computagao. Nao é de nosso conhecimento a
implementagao paralela deste algoritmo em um ambiente de miltiplos ntucleos, tal como uma
GPU. Neste sentido, apresentamos a inédita adaptacao deste algoritmo para o modelo de
memoria compartilhada de uma GPGPU.

6.1 Histoérico

O problema de sele¢ao é talvez melhor exemplificado pelo calculo de medianas. Além
de ser um dos problemas fundamentais e classicos da ciéncia da computacao, o problema da
selecao é utilizado na solucao de outros problemas basicos, tais como a ordenacao. O estudo do
problema da selegao é bastante antigo. Em 1883, Lewis Carrol publicou um artigo denunciando
o método injusto pelo qual o segundo melhor jogador geralmente é determinado em um torneio
eliminatorio de chaves. Ele afirmou que o perdedor do jogo final muitas vezes nao é o segundo
melhor e que qualquer um dos jogadores que perderam apenas para o melhor jogador pode
ser o segundo melhor. Por volta de 1930, Hugo Steinhaus trouxe o problema para a area da
complexidade algoritmica, apresentando em seu trabalho o nimero minimo de jogos necessarios
para selecionar o primeiro e o segundo melhores jogadores de um grupo de n concorrentes. A
partir da década de 30 diversos outros artigos foram publicados a respeito do ponto de vista
algoritmico do problema [30].

Formalmente, o problema da sele¢ao é definido da seguinte forma [27]: dados um conjunto

de elementos (distintos) A = a,as,...,a, e um inteiro k, com 1 < k < n, determinar o
elemento a; de A tal que rank(a; : A) = k. Por sua vez, rank é definido da seguinte forma:
Seja X = x1,x9,...,x; uma sequéncia cujos elementos pertencem ao conjunto S. Seja x € .5,

o rank de x em X, denotado por rank(x : X), é o nimero de elementos de X que sdo menores
ou iguais a .

A definicao anterior é adequada somente para conjuntos com elementos distintos, uma
restrigao adotada (ao menos na formalizagao do problema) nas referéncias utilizadas. No caso
de conjuntos com elementos nao necessariamente distintos, a aplicacao direta desta defini¢ao
implicaria que, por exemplo, o problema de selecao da mediana da sequéncia A = 5,6,7,7,8
nao teria solugao, pois esta sequéncia nao possui nenhum elemento com rank igual a 3 (note
que rank(7:A) = 4 ). Para contornar esta restri¢ao, o problema da selegdo pode ser mais
genericamente definido desta forma: Dados um conjunto de elementos A = ay,as,...,a, €
um inteiro k, com 1 < k < n, determinar um elemento a; de A tal que rank(a; : A) = k e
para todo elemento a; de A, se a; < a; entdo rank(a; : A) < k [41]. Deve-se observar que esta
definicao corresponde ao conceito de considerar a sele¢cao como o problema de determinar qual é
o elemento de indice k na sequéncia A apds a ordenagao de seus elementos (independentemente
desta sequéncia ser ou nao composta somente de elementos distintos) [41, 42].

A seguir apresentamos alguns dos principais algoritmos disponiveis na literatura para o
problema da selecao. Em geral, os algoritmos paralelos para memoria distribuida consistem
em adaptacgoes de algoritmos paralelos para memoria compartilhada, que por sua vez foram
elaborados a partir de algoritmos sequenciais. Iniciaremos nosso estudo pelos algoritmos
sequenciais.
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6.1.1 Principais Algoritmos Sequenciais para Selecao

Sao trés os mais conhecidos algoritmos sequenciais para selecao. Nesta se¢ao descrevemos
cada um deles.

O Algoritmo Find: A Estratégia do Quicksort

O problema da selecao pode ser resolvido sequencialmente em tempo linear O(n) atraveés
da estratégia de particionamentos sucessivos. Note-se que (n) é um limite inferior trivial para
este problema [41, 42].

O algoritmo Find, proposto por Hoare em 1961 [25], resolve este problema em tempo linear
no caso médio. O objetivo do algoritmo ¢é selecionar o k-ésimo menor elemento de um arquivo de
n elementos (sequéncia de entrada S). A solu¢do proposta por Hoare consiste em inicialmente
selecionar aleatoriamente um elemento x da sequéncia S e em seguida particionar a sequéncia
com base neste separador(utilizando o mesmo procedimento de particionamento do algoritmo
Quicksort(Partition) Nao por acaso, o algoritmo Find também é conhecido como Quickselect.
A Figura 6.2 ilustra exemplos de saidas para este algoritmo.

QuickSelect = Partition + Select

7 3 4 1 9
1 2 3 4 5
QuickSelect (k=1) 1 7 9 4 3
1 2 3 4 5
QuickSelect (k=3) 3 1 4 9 7
1 2 3 4 5

Figura 6.2: Saida de Quickselect para o primeiro e o quinto menores elementos.

Relembrando, o algoritmo QuickSort adota a estratégia de divisao e conquista. A estratégia
consiste em rearranjar as chaves de modo que as chaves menores precedam as chaves maiores.
Em seguida, o Quicksort ordena as duas sublistas de chaves menores e maiores recursivamente,
até que a lista completa se encontre ordenada. Os passos do Quicksort sao:

1. Escolha um elemento da lista, denominado pivo;

2. Rearranje a lista de forma que todos os elementos & esquerda do pivo sejam menores e a
direita sejam maiores;

3. Ao fim do processo o pivo estard em sua posi¢ao final e havera duas sublistas nao
ordenadas. Essa operacao ¢ denominada particao.
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O processo é finito, pois a cada iteragao pelo menos um elemento é posto em sua posi¢ao
final e nao serd mais manipulado na iteracdao seguinte. Assim como QuickSort, o algoritmo
Quickselect é baseado em um paradigma composto de duas etapas: Particao e Busca:

1. Partigao: Consiste em escolher aleatoriamente um elemento x (chamando pivo) e
particionar a sequéncia de entrada S em:

e [ elementos menores do que x. (A esquerda de z).
e [ elementos iguais a x.

e (G elementos maiores que z. (A direita de z).

2. Busca: Dependendo de k, o k-ésimo elemento estd em FE, senao precisamos utilizar
recursividade no conjunto L ou em G.

De acordo com o paradigma, durante a execucao da etapa de Particao os seguintes casos
podem ocorrer [25]:

1. k < |L|. Neste caso o k-ésimo menor elemento esta a esquerda do pivo.

2. k> |L| + |E|. Neste caso o k-ésimo menor elemento esté a direita do pivo e o valor de k
¢ alterado: k = k - |L| - |E|.

3. |L| < k < |L|+|E|. Neste caso ja encontramos o k-ésimo menor elemento, isto ¢, existem
exatamente k-1 elementos que sao menores que o k-ésimo elemento.

O pseudocodigo do algoritmo Quickselect é ilustrado pelo Algoritmo 18.

Algoritmo 18: Algoritmo Quickselect.

Entrada: Sequéncia S. Indice k (k-ésimo menor elemento)
Saida: k-ésimo menor elemento = S[k|

Partition(S,k,pivo)
if k< |L| then
QuickSelect(L,k,pivo)
elseif k> |L|+ |E| then
k=Fk—|Ll - |E|
QuickSelect(G k,pivo)
else
return pivo

end if

Um exemplo da execugao passo a passo do Algoritmo Quickselect é ilustrado pela Figura
6.3. Apos a execugao de QuickSelect o vetor de entrada estard parcialmente ordenado e
selegoes (buscas) subsequentes podem ser realizadas de forma mais rapida.
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71419132651 |8
1 23 4 5 6 7 8 9
k=5
pivo = 3 - Partition pivd = § - Partition
71419 @®2]6|5|1 |8 7141965
1 23 4 5 6 7 8 9 1 23 4 5 6
L2 Select - Select
Gl= =
e 70 4|9/6|5/8 o= 704]6|5
k=2 k=2
I 23 4 5 6 1 2 3 4
pivd = 4 - Partition pivd =5 - Partition
7@ 6|5 716 1®
1 2 3 4 1 2 3
Select Found
ILI=0 ILj=o0
Gl =3 71615 Gl =2
k=1 k=1
1 2 3 1 2 3 4 6 7 8 9

Figura 6.3: Execucao de Quickselect na busca do quinto menor elemento.

Desde a apresentacao do algoritmo Quickselect até o presente, muitas outras solugoes
foram propostas para o problema da selecao. A maioria das solucOes propostas, ainda que
em base tedrica parecam melhor que o algoritmo de Hoare, nao sao praticas, porque sao
dificeis de implementar. Os fatores constantes e termos de ordem inferior ocultos sao muito
grandes. Por sua vez, a probabilidade de grandes desvios de desempenho em Quickselect é
provavelmente muito pequena e os termos de ordem inferior e fatores constantes ocultos em
qualquer implementacao razoavel do algoritmo provavelmente sao muito pequenos. Assim, a
simplicidade, a elegancia e robustez do algoritmo Quickselect até hoje persistem o tornando um
dos melhores melhores algoritmo de selecao para a maioria das situagoes praticas. Assim como
em QuickSort, estratégias diferentes para a escolha do pivo sao consideradas. Uma estratrégia
para escolha do pivo é conhecida como a mediana-de-trés versoes, onde o elemento pivd ¢é
escolhido como a mediana de uma amostra aleatoria de trés elementos, para tal, os autores
estabelecem algumas equagoes diferenciais hipergeométricas, e encontram férmulas explicitas,
para o nimero médio de passos e comparagoes [41].

a escolha do pivo é bastante relevante para o término do algoritmo. Pode-se ter boas e
méas chamadas recursivas, dependendo do pivd escolhido. Considere uma chamada recursiva
de Quickselect sobre uma sequéncia S de tamanho s. Pode-se ter boas e méas escolhas do pivo
definidas da seguinte forma:

e Boas Escolhas: tamanhos de L e G sao menores que % de s;

e Mas Escolhas: L ou G tem tamanho maior que % de s.

A Figura 6.4 ilustra um exemplo de escolha de pivd com chamadas recursivas boas e ruins.
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1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 71 8
21 4| 3|1 719 | 7 1 7 9| 4| 3] 7| 6
Chamadas Boas Chamadas Ruins

Figura 6.4: Escolhas de pivo.

Uma boa chamada tem probabilidade igual a % (50 por cento), ou seja, metade dos possiveis
pivos podem levar a boas chamadas, conforme o exemplo ilustrado na Figura 6.5.

Pivos Ruins Piv6s Bons Pivos Ruins

Figura 6.5: Boas probabilidades de escolha de pivo.

O Algoritmo Pick: A Estratégia da Mediana das Medianas

O primeiro algoritmo sequencial em tempo pior caso linear O(n), para o problema da
selegao foi desenvolvido somente em 1973 por Blum et al. [7]. Este algoritmo, denominado Pick;,
divide inicialmente a sequéncia de entrada de n elementos em grupos de tamanho constante
¢ > 5. Depois, ele calcula a mediana de cada um destes n/c grupos, determina a mediana
das n/c medianas (empregando recursivamente o proprio algoritmo) e utiliza esta mediana das
medianas como separador para o particionamento da sequéncia. Assim como no algoritmo Find,
particionamentos sucessivos sao empregados para reduzir o tamanho do problema. Entretanto
agora a utilizacao da mediana das medianas m garante que a cada particionamento sejam
eliminados pelo menos 1/4 dos elementos analisados.

A Figura 6.6 ilustra o particionamento sucessivo do algoritmo Pick. Linhas verticais
representam grupos de ¢ elementos e m a mediana das medianas. O conjunto L expressa
elementos menores ou iguais a m (L < m) e o conjunto G os elementos maiores ou iguais a m.
A linha tracejada representa as medianas de cada conjunto c.
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Figura 6.6: A mediana das medianas = m.

A Figura 6.7 ilustra o exemplo de uma possivel retirada de elementos apds uma execugao
do algoritmo Pick.

Fe==g==S==g===F==F-=Sg=——F=—S===F==

-
112|115/ 11| 02| 09| 05| 00| 07|03 21544 40| 01| 18| 20| 32| 19 35| 37|39

13 |16| 14| 08| 10| 26| 06| 33| 04 27549 46| 52| 25 51| 34| 43| 56| 72| 79

r--F

17123| 24 28| 29| 30 31| 36 42iﬂ7 50 55| 58 60 63 65 66 67| 81| 83

22 |45|38| 53| 61| 41| 62| 82|54|48| 59| 57| 71| 78| 64| 80| 70| 76| 85| 87

96 (95| 94| 86| 89| 69 68| 97|73 |92| 74| 88| 99| 84| 75| 90| 77| 93| 98| 91

44| 40| 01| 18| 20| 32| 19| 35| 37|39

49| 46| 52 25| 51| 34| 43| 56| 72| 79

47| 50 55| 5§ 60 63 65 66 67| 81| 83

22145|38| 53| 61| 41| 62| 82|54|48| 59| 57| 71| 78| 64| 80| 70| 76| 85| 87

96 95| 94| 86| 89| 69| 68| 97|73 |92| 74| 88| 99| 84| 75| 90| 77| 93| 98| 91

Figura 6.7: Configuragao apos a primeira execugao do algoritmo Pick, onde elementos desnecessarios
sao desconsiderados.

O Algoritmo Select: A Estratégia dos Dois Separadores

Em 1975, Flyod e Rivest [18] propuseram o algoritmo probabilistico (ndo deterministico)
Select, assintoticamente equivalente ao algoritmo Find, mas exigindo um ntmero menor de
comparagoes. Este algoritmo trabalha com uma amostragem aleatéria da sequéncia de n
elementos e determina, com base nesta amostra, dois separadores a serem utilizados na divisao
da sequéncia em trés particoes. A partir da comparacao de k com o tamanho das particoes
obtidas, mantém-se apenas uma das partigoes e aplica-se o algoritmo recursivamente apenas
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nesta particao. Provavelmente a particao contida entre dois separadores é mantida, ela possui
um tamanho significativamente menor do que o nimero total de elementos analisados, o que
garante um bom desempenho do algoritmo.

O Algoritmo Select particiona o conjunto de entrada S, utilizando dois pivos: u e v tal que
u <z, < v, com alta probabilidade de x; ser o k-ésimo menor elemento de S. Particiona-se S
em elementos menores que u, iguais a u, entre u e v, iguais a v e maiores que v. O algoritmo
entdo verifica se u ou v sdo iguais a xj, ou determina um subconjunto S’ de S e um inteiro &',
tal que o algoritmo Select ¢ chamado recursivamente para encontrar o k-ésimo menor elemento
em S’ [18].

6.2 Algoritmos Paralelos

Apresentamos a seguir uma cronologia de alguns dos principais algoritmos paralelos ja
descritos para o problema da selecao. Terminamos esta secao com uma explanacao sobre os
algoritmos paralelos em memoria distribuida. Particularmente, o Gltimo deles é de interesse em
nosso trabalho.

6.2.1 Algoritmos Deterministicos — Memoria Compartilhada

Em 1983 a partir do algoritmo sequencial Pick (Mediana das medianas), Vishkin [41]
desenvolveu um algoritmo paralelo 6timo (total de O(n) operagoes) no modelo EREW-PRAM
empregando a técnica de aceleracdo em cascata. A cada passo este algoritmo executa as
seguintes tarefas:

1. Divide a sequéncia de entrada em grupos de tamanho log n elementos;
2. Calcula a mediana de cada grupo;

3. Determina a mediana das medianas através da ordenac¢ao do conjunto de n/log n
medianas;

4. Determina o nimero de elementos menores, iguais e maiores que a mediana das medianas
e compara estes ntmeros com o valor de k, o que permite eliminar 1/4 dos elementos
analisados (ou interromper a execucao do algoritmo caso k ja corresponda a mediana das
medianas).

O processo é repetido até que o nimero de elementos restantes seja reduzido a n/log n,
o que permite que estes elementos sejam entao ordenados em O(n) operacoes. Como sao
necessarios O(log log n) passos e cada um gasta O(log n), este algoritmo requer um tempo
total de O(log n log log n) [41].

Em 1988, Cole [9] adapta uma versao do algoritmo Select (dois separadores) para o modelo
PRAM. Ele obtém um algoritmo paralelo 6timo. A cada passo do algoritmo a determinagao de
dois separadores (para particionar a sequéncia de elementos) é feita em tempo O (log n), e ap0s
O(log n) passos o ntimero de elementos ¢ reduzido a n /log® n. Utiliza-se entdo o algoritmo
MergeSort para ordenar estes elementos. O algoritmo requer tempo O(log n log n) no
modelo EREW PRAM, podendo ainda ser modificado para tempo O(log n log n /log log n)
no modelo CRCW PRAM, em ambos os casos executando apenas O(n) operagoes.
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Em 1993, Chadhuri et al. [8] desenvolveram um algoritmo o6timo de tempo
O(log n/log log n) para o modelo CRCW PRAM a partir do conceito de A-sele¢ao aproximada,
que consiste em selecionar um elemento de rank entre k—\.n e k4+\.n, o que requer um trabalho
consideravelmente menor do que a selecao exata do k-ésimo elemento. Utiliza-se a selecao
aproximada para obter uma amostra de tamanho inferior a /n e determinar dois separadores
a partir desta amostra, reduzindo-se para O(n / 2\/@) o nimero de elementos do conjunto de
entrada. Por fim, aplica-se o algoritmo MergeSort nos elementos restantes.

Ja em 1994, Dietz e Raman [41] apresentam um outro algoritmo 6timo que resolve o
problema da sele¢ao no modelo CRCW-PRAM em tempo O(log log n+log k /log log n)

6.2.2 Algoritmos Paralelos Nao Deterministicos — Memoéria
Compartilhada

Descrevemos a seguir trabalhos que descrevem algumas das solugoes paralelas e nao
deterministicas em memoria compartilhada para o problema.

O Algoritmo de Reischuk

Em relagdo a solugdes probabilisticas, destaca-se o trabalho de Reischuk [38], que propos
em 1985 um algoritmo probabilistico para o modelo PCT com n processadores que executa
em tempo esperado constante O(l). Este algoritmo seleciona aleatoriamente uma amostra
de tamanho /n da sequéncia de n elementos e a ordena em tempo constante, utilizando-a
em seguida para obter dois separadores, possivelmente proximos ao k-ésimo elemento, que sao
entao empregados no particionamento da sequéncia. Com alta probabilidade, o ntimero de
elementos restantes ¢ reduzido a y/n apés a execugao de um numero constante destas rodadas,
sendo possivel comparar todos os elementos em tempo constante [38].

O Algoritmo de Gerbessiotis e Siniolakis

Em 1996, Gerbessiotis e Siniolakis [23] basearam-se no algoritmo de Reischuk e propuseram
um novo algoritmo probabilistico para selecao da mediana de n elementos. Este algoritmo
emprega um numero constante de rodadas de comunicagao. Realiza uma amostragem aleatoria
dos elementos. Distribui a amostra igualmente entre os processadores. Ordena apenas a amostra
(utilizando um algoritmo paralelo para memoria distribuida). Seleciona dois separadores na
amostra e realiza um particionamento com base nestes separadores. Com alta probabilidade,
a particao contida entre os dois separadores contém a mediana e possui um tamanho reduzido
o suficiente para que um tunico processador complete a resolucao do problema. Portanto, o
numero esperado de rodadas de comunicagao é O(l).

6.2.3 Algoritmos Paralelos — Meméria Distribuida

Existem alguns trabalhos publicados para o problema da selegao em maquinas paralelas com
memoria distribuida, em sua maioria o problema é abordado do ponto de vista de estrutura de
interconexao especificas. Descrevemos brevemente a cronologia de alguns destes algoritmos:

e Em 1987 Santoro et al. [40] desenvolveram um algoritmo probabilistico que supoe uma
distribuicao aleatoria uniforme dos elementos entre os processadores. A cada rodada,
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considera-se uma amostra aleatoria, o (maior) conjunto de elementos armazenados na
memoria local de um dos processadores e escolhe-se, nesta amostra, um elemento que
com alta probabilidade, possua um rank proximo a k. Este elemento é entao propagado
aos demais processadores para a realizacao do particionamento, eliminando-se uma das
particoes e corrigindo-se o valor de k£ em relagao aos elementos restantes. Com alta
probabilidade apds O (log log k;) rodadas o valor corrigido de k sera reduzido a O (p), o que
permite que cada processador elimine todos exceto seus k menores (ou maiores) elementos.
Realiza-se entao uma nova série de rodadas de particionamento a partir de elementos
selecionados aleatoriamente, resolvendo-se o problema apds mais O(log p) rodadas. Este
algoritmo requer um total de O(log log k + log p) rodadas de comunicagao [41];

e Em 1996, Bader e JaJa [41| apresentaram um novo algoritmo deterministico para
computadores paralelos com memoria distribuida, desenvolvido a partir de algoritmos
paralelos e de memoria compartilhada anteriores. A cada rodada, realiza-se inicialmente
uma etapa de comunicacgao para redistribuir igualmente, entre os processadores, o
conjunto de elementos a serem analisados. Em seguida, cada processador calcula a
mediana dos elementos armazenados em sua memoria local, determina-se a mediana
dessas medianas, particiona-se o conjunto de elementos com base nesta mediana e
elimina-se pelo menos 1/4 destes elementos. Apos O(log(n /p?)) rodadas de comunicagao,
o ntmero de elementos ¢ reduzido de n para p? e os elementos restantes sao entao reunidos
em um tnico processador, que aplica um algoritmo sequencial para completar a resolugao
do problema;

e Em 1997, Saukas e Song [41] apresentaram um novo algoritmo deterministico e paralelo
para solucionar o problema da selecao.

6.3 A Selecao de Medianas

Inicialmente nos dedicamos ao estudo de um caso particular do problema geral de selecao:
a selecao de medianas. Para este problema, o nosso trabalho seguiu duas abordagens:

1. A primeira utiliza a teoria sobre sequéncias biténicas e splits biténicos;

2. A segunda é baseada em um trabalho recente [21], que descreve solugbes sequenciais
para o problema utilizando uma estrutura de dados especifica: arvores idénticas e
diametralmente opostas.

6.3.1 A Selecao de Mediana por Estratégia Bitonica

Nossa primeira solugao para o problema da selecao de mediana utiliza, em parte, a mesma
estratégia do algoritmo paralelo de ordenacao bitonica. Este tltimo é baseado na ideia de unir
pares de subsequéncias, com fases intermediarias envolvendo ordenagoes locais. A entrada do
algoritmo de ordenacgao bitonica é uma sequéncia de n nimeros divididos entre p processadores,
onde n e p sdo poténcias de dois e n/p > p. seguir apresentamos algumas definigdes necessérias
para o entendimento do problema:

e Uma sequéncia de numeros (aj,as, ..., a,) ¢ dita biténica, se existe um inteiro 1 <
j<mn,tal que a; <ay < --- < a; > ajy1 > ...a,. Uma sequéncia de nimeros (al,a2,
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.., Gp) também é denominada bitonica se pudermos desloca-la ciclicamente, tal que a
sequéncia resultante S seja bitonica, ou seja, existe um numero inteiro 1 < k < n, tal
que Sy < Sy < o0 < Sy = Sy = o > Swy [24]. Por exemplo, a sequéncia
(1,3,5,6,7,4,2) é bitdonica com k = 5. A sequéncia (9,6, 3,2,5,7,10) é bitonica, pois a
sequéncia (2,5,7,10,9,6,3) é bitonica com k=4;

e Seja S = (ay, as, ..., as,) uma sequéncia biténica. Podemos obter duas sequéncias
bitonicas aplicando a operacao de divisao bitonica (split bitdnico) da seguinte forma:

— Spin = (min {a1,a,41}, ..., min {a,, as,});

— Spaz = (max {ay,a,41}, ..., max {a,,as,}).

Além disso, temos que max(Sy,) < min(Sy,.), ou seja, todos os elementos de Sy,
sdo menores ou iguais aos elementos de Sy, [24]. Por exemplo, dada a sequéncia S =
(2,3,6,7,8,5,4,1), obtemos as seguintes sequéncias bitonicas: Sy, = (2,3,4,1) € Spaz =
(8,5,6,7).

Em cada rodada do algoritmo paralelo de ordenacao biténica, cada processador possui
exatamente n/p elementos da sequéncia global. A estratégia do algoritmo é baseada na
operacao de divisoes bitonicas sucessivas e ordenacgoes locais, até que toda sequéncia esteja
ordenada. E importante observar que apesar de utilizar operacoes de divisdo bitonica, a
entrada deste algoritmo nao precisa ser necessariamente uma sequéncia bitonica, pois o0 mesmo
transforma a sequéncia de entrada em uma sequéncia bitonica [24]. Descreve-se que o algoritmo
ordena corretamente n inteiros armazenados em uma maquina CGM de p processadores,
com n/p inteiros por processador, utilizando O(log p) rodadas de comunicagao e tempo de
computacao local O((n x logn)/p) [24]. O pseudocodigo deste algoritmo ¢ detalhado e muito
bem descrito [24]. A partir deste algoritmo, implementamos particularmente uma versao para
selecao de mediana em GPU. Porém, em nossa versao nao é necesséaria a ordenagao total da
sequéncia original, visto que buscamos apenas o valor da mediana. De forma geral, o nosso
algoritmo segues os passos descritos no Algoritmo 19.
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Algoritmo 19: Algoritmo BSP/CGM para a sele¢ao de mediana - estratégia Bitonica.

Entrada: (1) Um conjunto de P processadores; (2) O ntumero i que rotula cada
processador p; € P, onde 1 <i < P; (3) Uma sequéncia ) de n inteiros;

(4) trés valores inteiros: m, max_direita e mazr__esquerda.

Saida: (1) O valor m correspondente a mediana.

1:

Em paralelo aplique o algoritmo de construgao biténica [24] sobre a sequéncia @,
utilizando o conjunto de processadores P, de forma que ao final a metade esquerda
de @ (Q[1,...,n/2]) esteja em ordem crescente e a metade direita de

Q (Q[(n/2) +1,...,n]) esteja em ordem decrescente.

: Em paralelo aplique um passo de split bitonico sobre a sequéncia () [24], utilizando

o conjunto de processadores P, de forma que ao final os menores elementos de )
estejam na metade esquerda (Q[1,...,n/2]) e os maiores elementos de ) estejam
na metade direita (Q[(n/2) +1,...,n]) .

: max_esquerda < Em paralelo aplique em Q[1,...,n/2], utilizando o conjunto de
processadores P, um algoritmo de reducao para maximo.
: max__direita < Em paralelo aplique em Q[(n/2) 4+ 1,...,n], utilizando o conjunto

de processadores P, um algoritmo de redugao para minimo.

. m < max(max_esquerda,max_direita).
: Retorne m.

A Figura 6.8 ilustra os passos de nossa implementacao.
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Figura 6.8: Ordenacgao bitonica e selegao de mediana.

Implementagoes e Resultados

A Figura 6.9 e a Tabela 6.1 ilustram os resultados obtidos por nossa implementacao
em GPU, para o problema de selecado de mediana utilizando estratégia bitonica.
Comparativamente, com a melhor versao sequencial, nossa implementagao apresentou
desempenho até sete vezes melhor.

— T T T T T N - X
A o o Sequencial - Mediana das Medianas
10 8 o EREES CUDA - Selecao Bitonica
% - . % 1
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Figura 6.9: Sequencial (Mediana das Medianas) x CUDA Selegao Bitonica.
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n milhoes Sequencial CUDA - Selecéo Bitonica Speedup

1,048.576 102.7200 14.0493792 7.3113550811
2,097.152 204.25581 29.9821984 6.8125694879
4,194.304 408.78598 64.383892 6.3491964729
8,388.608 806.08101 138.6211808 5.8149916582
16,777.216 1.599.39032 294.8401366 5.4246017467
33,554.432 3.166.95723 616.9543702 5.1332114383
67,108.864 6.261.39448 1.309.2481813 4.7824351177
134,217.728 12.597.26318 2.790.826245 4.5138113498

Tabela 6.1: Tempos de Execucao (Milisegundos): Sequencial. x CUDA - Sele¢ao Biténica.

6.3.2 A Selecao de Mediana por Arvores Opostas

Nossa proxima implementacao para o problema de selecao de medianas é baseada em um
algoritmo apresentado em 2012 por Garrigues e Manzanera [21]. Trata-se de um um novo
algoritmo de granulosidade fina, que insere corretamente a mediana no indice central de um
vetor de entrada de tamanho n. O algoritmo utiliza p processadores, sendo que sua versao
aleatoria converge em um tempo médio de O((n/p) x (logn + 1)), onde 0 < p < (n/4) e p
representa o tempo para trocar um par de elementos entre dois nés de processamento. A cada
iterag@o, os nds processam apenas os seus elementos locais e se necessario for, realizam a troca
de uma parte deles com outro processador de rede. Os autores descrevem que o algoritmo
pode ser executado em ambientes manycore com resultados promissores. Foi a partir desta
constatagao, que estudamos o trabalho de Garrigues e Manzanera, movidos pela curiosidade de
mensurar o tempo do algoritmo probabilistico em uma GPU.

. .

Para a compreeensao do algoritmo é preciso apresentar notagoes e alguns algoritmos
preliminares descritos no trabalho original [21]. O trabalho apresenta trés algoritmos para
selecao de mediana em um vetor de tamanho n. Em cada iteragao, cada algoritmo faz uso de
memorias distribuidas em redes de computacao paralela, realizando troca de elementos entre
os processadores. Sao algoritmos de granulosidade fina. O vetor de entrada dos algoritmos é
mapeado para duas &vores diametralmente opostas, como ilustrado pela Figura 6.10 [21].

Figura 6.10: Mapeamento de um vetor de entrada A para as arvores. Elementos maiores acima e
menores abaixo da mediana.

Os algoritmos invocam rotinas de troca de elementos em diferentes momentos de execucao.
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S3o elas:

1. Rotina reorder(A,i,j) : reordena o i-ésimo e o j-ésimo elemento de A tal que A[i] < A[j];

2. Rotina select,in(A, i, 7, k) : realiza uma troca entre A[i] (raiz) e min(A[j], A[k]). Rotina
invocada por cada subéarvore do ramo superior;

3. Rotina select (A, 1,7, k) : realiza uma troca entre A[i] (raiz) e maz(Alj], A[k]). Rotina
invocada por cada subérvore do ramo inferior.

A Figura 6.11 ilustra um exemplo com entrada e saida para cada uma das trés rotinas.

Primitiva Entrada Saida
reorder
selectmin
Menor que
i araiz? Troca.
select gy Maior que
araiz? Troca.

Figura 6.11: As trés rotinas e as operagoes condicionais de troca de elementos.

Os Trés Algoritmos

Discutimos a seguir a estratégia de cada um dos trés algoritmos presentes no trabalho
original:

Algoritmo 1 — (Sand Clock): este algoritmo mapeia o vetor de entrada A, de modo que
existam duas subarvores. Uma subarvore a esquerda (ramo inferior) e outra & direita (ramo
superior) com a mediana no meio (raiz). O tamanho de A ¢ dado por n = 2% — 1,k > 1.
Por exemplo, para k = 5, n = 31. Cada né é rotulado com sua posi¢ao no array. Em cada
subéarvore binaria as operacoes de select,,;, e select,,.. sao executadas. A cada iteracao, o
algoritmo atualiza o vetor de entrada A utilizando as operagoes:

e select,,;, = Aplicada no ramo superior;
e select,,.. = Aplicada no ramo inferior;

e reorder = Aplicada na raiz que é o n6 do meio.
Desta forma, a cada cada iteragao uma troca do maior elemento do ramo inferior com o

menor elemento do ramo superior é realizada. O pseudocoddigo de Sand Clock ¢é ilustrado pelo
Algoritmo 20.
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Algoritmo 20: Algoritmo sequencial de sele¢ao de mediana: Sandy Clock.

Entrada: (1) Sequéncia A com n inteiros.
Saida: (1) Valor mediana na posi¢ao central.

1: middle = (n —1)/2;

2: repeat

3:  for i=((middle —1)/2) to1 do
4 select maz (A, middle—i, middle—2i, middle—2i — 1);
5 select pin (A, middle+i, middle+2i, middle+2i + 1);
6: end for

7. eff = reorder(A, middle—1, middle, middle+1);

8: until not eff

Consideragoes do Algoritmo 20:

e Baixa eficiéncia: todos os elementos que estao na metade incorreta da arvore (n/2 em
cada metade) deverao passar pelo meio (raiz) ;

e Gargalo: apenas um elemento pode viajar do ramo superior para o inferior em cada
iteracao.

O proximo algoritmo busca amenizar este gargalo.

Algoritmo 2 — Troca Entre Ramos: Este algoritmo melhora a conectividade entre os
ramos inferior e superior, fornecendo atalhos para viajar de um ramo para o outro. As instrugoes
do Algoritmo Sand Clock ainda sao mantidas, entretanto, agora, a cada iteracao um né do ramo
inferior é reordenado com o seu correspondente no ramo superior, como ilustrado pela Figura
6.12.
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Ah

Figura 6.12: Reorder: a operagao de troca entre ramos.

O pseudocodigo do algoritmo que realiza troca entre ramos é ilustrado pelo Algoritmo 21.

Algoritmo 21: Algoritmo sequencial de selegao de mediana: Troca entre Ramos

Entrada: (1) Sequéncia A com n inteiros.
Saida: (1) Valor mediana na posi¢ao central.

1: middle = (n-1)/2;
2: repeat
3:  for i =0 to middle-1 do
reorder(Ayin —i— 1)
end for
for ¢ = ((middle - 1)/2) to 1 do
select _max(A, middle—i, middle—2i, middle—2i — 1); {Operagoes no ramo inferior}
select _min(A, middle+i, middle+2i, middle+2i + 1); {Operagoes no ramo superior}
end for
10:  eff = reorder(A, middle—1, middle, middle+1); {Operagoes na raiz (n6 do meio)}
11: until not eff

Consideragoes do Algoritmo 21:

e Uma operagao de reorder(n,m) é executada entre cada né n do ramo inferior e m do ramo
superior. Esta operagao diminui o gargalo de troca de um elemento por vez;

e As demais instrugoes sao idénticas aquelas do Algoritmo 20.
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Algoritmo 3 — Probabilistico: Este algoritmo diminui ainda mais o gargalo existente.
Em média agora a solugdo é encontrada em [logy(n) iteragoes. O algoritmo realiza um
embaralhamento horizontal e continuo, que troca as raizes de cada subarvore de um ramo.
Um exemplo deste movimento de troca é ilustrado pela Figura 6.13.

AL S AL

Figura 6.13: Movimento diagonal de troca de raizes.

Garrigues e Manzanera descrevem que independente do tamanho de entrada, 10 passos de
pipeline sao suficientes para colocar 99 % dos elementos no lugar, em média [21]. Se o ntimero
retornado pela fungoes aleatorias de offset for zero, o algoritmo probabilistico é equivalente ao
algoritmo anterior (Algoritmo 20) e neste caso, o nimero de iteragdes no pior caso serd igual a
n/4. De forma geral, em média, o algoritmo probabilistico leva 2 x logs(n) passos de pipeline
para convergir. Utilizando p processadores, um passo de pipeline executa em tempo O(%).
Assim, em média, a complexidade de tempo para convergéncia é O(logn X %) [21].

Neste trabalho implementamos a versao probabilistica do algoritmo de Garrigues e
Manzanera. O pseudocddigo é representado pelo Algoritmo 22. Realizamos uma implementagao
em memoria compartilhada de uma GPU utilizando milhares de threads, contudo é possivel em
memoria distribuida atribuir n/p valores de A para cada cada processador p;.
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Algoritmo 22: Algoritmo probabilistico de selegao de mediana: Troca entre Ramos.

Entrada: (1) Um conjunto de P processadores; (2) O ntimero i que rotula cada
processador p; € P, onde 1 < i < P; (3) Uma sequéncia A de n inteiros.
Saida: (1) Valor mediana na posi¢ao central.

1: Rotule e atribua para processador p; € P o valor i correspondente da sequéncia A de n

inteiros.
2: middle = (n—1)/2;
3: repeat
4:  eff = false
5. Lsize = (n+1)/4
6: Plow = Lsize-1
7. Pupp = n-Lsize
8:  Olow son = RANDOM(Lsize)
9:  Oupp_ son = RANDOM(Lsize)
10:  repeat
11: Olow _dad = RANDOM(Lsize/2)
12: Oupp dad = RANDOM(Lsize/2)
13: for k = 0 to ((Lsize/2)-1) do
14: llowz dad = Plow + Lsize/2 - MOD(k + Olow_dad, Lsize/2)
15: lupp dad = Pupp - Lsize/2 + MOD(k + Oupp_dad, Lsize/2)
16: llow_childl = Plow - MOD(2k + Olow _son, Lsize)
17: [low_child2 = Plow - MOD(2k + 1 + Olow_son, Lsize)
18: Tupp childl = Pupp + MOD(2k + Oupp_son, Lsize)
19: Tupp child2 = Pupp + MOD(2k + 1 + Oupp_son, Lsize)
20: select e (A, p[Ilow dad], p[Ilow child1], p[Ilow child2])
21: selectmin (A, p[Tupp _dad], p[Iupp childl], p[Iupp child2])
22: eff = eff || reorder(A, p[Ilow _dad], p[Iupp dad])
23: end for
24: Plow = Plow + Lsize/2
25: Pupp = Pupp - Lsize/2
26: Olow son = Olow dad
27: Oupp _son = Oupp dad
28: Lsize = Lsize/2
29:  until Lsize == 1

30:  reorder(A, p[middle - 1], p[middle, middle + 1])
31: until not eff

Estudo Probabilistico dos Algoritmos

Discutimos a seguir as configuragoes probabilisticas para cada uma das operacao realizadas
pelos trés algoritmos. O estudo probabilistico e de convergéncia dos algoritmos podem ser
conferidos em detalhes no trabaho original [21]. Vejamos inicialmente as configuragoes para as
operagoes select .. € select,;n, aqui representadas pela Figura 6.14:
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K, K, K; K, K; K, K, K
Nivel / (0) © (il) 1
Nivel I+1 (0) | OO ©® (© @
Figura 6.14: As oito configuragbes possiveis para as operagoes select.

e /1: se todos os nos ja estiverem no ramo correto, apos select, todos continuarao no ramo
correto, com probabilidade de 0% de estarem fora do lugar, como ilustrado na Figura
6.15 (a);

e Kg: se todos os nos estiverem fora do lugar, apds select, todos continuarao no ramo
incorreto, com probabilidade de 100%, como ilustrado na Figura 6.15 (b).

A-f €

@ =Forado Lugar - No Ramo Incorreto @ =Forado Lugar - No Ramo Incorreto

O = Lugar Correto - Ramo Correto O = Lugar Correto - Ramo Correto

(a) Configuragao K;. (b) Configuragao Kg.

Figura 6.15: Configuragoes K e Kg.

e K5 e K3: Se apenas um dos filhos estiver fora do lugar, entao, apos select, o filho incorreto
troca de lugar com o pai, o que leva a configuracao de pai com probabilidade de 100%
fora do lugar (1) e dois filhos com probabilidade de 0% de estarem fora do lugar (0,0),
como ilustrado na Figura 6.16 (a);

e K,: se o pai estiver no lugar correto, com dois filhos fora do lugar, entao um dos filhos
deve subir (descer). Os filhos tém mesma probabilidade de subir 50%, entao, apos select
temos que o pai esta fora do lugar (100% de probabilidade), um dos filhos esta no lugar
e o outro fora do lugar incorreto, mas qual? Ambos tém 50% de chances (1/2), como
ilustrado na Figura 6.16 (b).
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\ ‘ Select

@ =Forado Lugar - No Ramo Incorreto @ =Forado Lugar - No Ramo Incorreto

O = Lugar Correto - Ramo Correto O = Lugar Correto - Ramo Correto

(a) Configuragdo K. K3 é similar. (b) Configuragao Ky4.

Figura 6.16: Configuragoes Ko, K3 e Kjy.

e Se o pai estiver fora do lugar, com dois filhos no lugar certo, a operacao select nao altera
a configuragao, assim temos: pai ainda fora do lugar com probabilidade de 100% (1) e
filhos com probabilidades de 0% de estarem fora do lugar, como ¢é ilustrado pela Figura
6.17.

@ =Forado Lugar - No Ramo Incorreto

O = Lugar Correto - Ramo Correto

Figura 6.17: Configuragao Ks.

e Se o0 pai estiver fora do lugar, com um dos dois filhos no lugar errado, a operagao select
nao altera a configuracao, assim temos: pai ainda fora do lugar com probabilidade de
100% (1) e um dos filhos com probabilidades de 100% (1) de estar fora do lugar. Este é
o caso das configuragoes K¢ e K5 ilustradas pela Figura 6.14.

Vejamos agora as configuragoes para a operacao reorder. Trata-se de uma operagao global
que faz troca entre ramos. Os nos fora do lugar, apdés uma operacao reorder, seguem para o
ramo certo (sobem ou descem). As configuragoes possiveis sao ilustradas pela Figura 6.18.
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L 1 L 2 L 3 L 4

Q nivel / do ramo superior

0 nivel / do ramo inferior
Figura 6.18: As quatro configuracoes para reorder.

e [: se os nos ja estiverem no lugar certo, entao reorder nao efetua troca e apos a operagao,
ambos permanecem com 0% de probabilidade de estarem fora do lugar, como é ilustrado
pela Figura 6.19 (a);

e [,: se ambos os nos estiverem em ramos incorretos, entao, apos reorder eles estarao no
lugar certo, com 0% de probabilidade de estarem fora do lugar, como é ilustrado pela
Figura 6.19 (b).

Reorder C /> Reorder C />

@ =Forado Lugar - No Ramo Incorreto @ =Forado Lugar - No Ramo Incorreto

O = Lugar Correto - Ramo Correto O = Lugar Correto - Ramo Correto

(a) Configuracao L. (b) Configuragao Ly.

Figura 6.19: Configuracao L e Ly.

e [,: se o nb superior estiver fora do lugar e o inferior no lugar, apos reorder, o n6 inferior
estaré no lugar certo, com 0% de probabilidade de estar fora do lugar. Por sua vez, o n6
superior estara fora do lugar, com probabilidade de 100%, como ¢ ilustrado pela Figura
6.20 (a);

e [3: se o nb superior estiver no lugar certo e o inferior fora do lugar, apos reorder, o nod
inferior estara fora do lugar, com 100% de probabilidade de estar fora do lugar. Por sua
vez, 0 no superior estard no lugar certo, com probabilidade de 0% de estar fora do lugar,
como ¢ ilustrado pela Figura 6.20 (b).
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Reorder Reorder
@ =Forado Lugar - No Ramo Incorreto @ = Fora do Lugar - No Ramo Incorreto
O = Lugar Correto - Ramo Correto O = Lugar Correto - Ramo Correto
(a) Configuragao Lo. (b) Configuragéo Ls.

Figura 6.20: Configuragao Lo e Ls.

Discussao de Resultados

Implementamos em GPU a versao probabilistica do algoritmo de troca entre ramos
(Algoritmo 22) do trabalho de Garrigues e Manzanera [21]. A implementacao foi realizada
para executar em memoria global seguindo os passos do Algoritmo 22. Os resultados obtidos
sao representados pela Figura 6.21 e pela Tabela 6.2. Para comparagao utilizamos o algoritmo
sequencial mediana das medianas.

—e—Sequencial - Mediana das Medianas
3,000 = CUDA - Selecao Biténica
—— CUDA - Selecao Probabilistica
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Figura 6.21: Sequencial (Mediana das Medianas) x CUDA Selegao Bitonica x CUDA Selecao

Probalilistica.
n milhoes Sequencial Selegao Biténica Selegao Probabilistica
(Algoritmo 22)
1,048.576 102.7200 14.04937 222.0550
2,097.152 204.25581 29.98219 313.1284
4,194.304 408.78598 64.38389 365.8917
8,388.608 806.08101 138.6211 370.6086
16,777.216 1.599.39032 294.8401 450.7737
33,554.432 3.166.95723 616.9543 480.9904

Tabela 6.2: Tempos de Execugao (Milisegundos): Sequencial. x CUDA - Sele¢ao Bitonica x
CUDA - Selecao Probabilistica.
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Os testes indicam que inicialmente o algoritmo probabilistico consumiu mais tempo,
entretanto para entradas maiores a curva de tempo deste algoritmo cresceu de maneira menos
acentuada que os demais. Como visto, o algoritmo probabilistico para a entrada de tamanho
33.554.432 apresentou um tempo de execucao menor do que a versao sequencial e menor do que
a versao por estratégia bitonica.

Correcoes e Complexidades

As corregoes dos algoritmos sao provenientes dos trabalhos de referéncia [24, 21, 13]. Nosso
algoritmo BSP/CGM de selegao bitonica executa metade dos passos do algoritmo BSP/CGM
de ordenagao bitonica [24] e em seguida executa ja conhecidos algoritmos BSP/CGM para
reducao [13]. A corregao do algoritmo de sele¢ao por meio de arvores opostas pode ser vista
em [21]. A complexidade da implementagao BSP/CGM do algoritmo de selegao bitdnica resulta
da anélise dos dois passos principais: 1) A ordenagao biténica é executada em tempo O((n X
logn)/ p) [24], ja nosso algoritmo executa metade dos passos, o que resulta em complexidade

O((nxlogn)/p) . - L. L.
de tempo —————%. 2) Em seguida, as redugoes para maximo e para minimo executam

utilizando p processadores e em tempo O (n / p) [13]. Por fim, a complexidade final do algoritmo

é O((M#)/p) + O(n/p). A complexidade da implementacao BSP/CGM do algoritmo de

selecao por arvores opostas é O(logn X %), como é descrito em [21].

6.4 O Algoritmo BSP/CGM para Selegao de Saukas e Song

Os algoritmos para o problema geral de selecao em sua maioria baseiam-se na aplicagao
sucessiva de uma estratégia de particionamento. Algumas estratégias de particionamento foram
discutidas:

e Uma delas (Pick) escolhe inicialmente um elemento M do conjunto A de tamanho n,
particionando este conjunto nos subconjuntos A;, A. e Ay, respectivamente, com os
elementos menores, iguais e maiores que M, conforme é ilustrado pela Figura 6.22.
Em seguida, compara-se o valor de k como os tamanhos dos trés subconjuntos. Se k
corresponde & primeira particio A; (ou seja, k <| A; | ), entdo o algoritmo de selegao
prossegue apenas com o subconjunto A; e descarta os demais elementos, reduzindo assim o
tamanho do problema. Se k corresponde a parti¢ao A, (ouseja, | A |< k <| A |+ | Ac |),
entao M é a solugao do problema. Se k corresponde a ultima partigao (ou seja k > A;+A.)
entao o algoritmo de sele¢ao prossegue com o subconjunto A, para selecionar o elemento
kE— (| A | 4+ | Ae |), novamente reduzindo o tamanho do problema;

l K I

A A, A

Figura 6.22: As parti¢oes do algoritmo Find.
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e Em outra abordagem, os elmentos sao repetidamente agrupados em blocos e utiliza-se uma
mediana, escolhida entre as medianas de cada bloco, para realizar o particionamento, de
forma a reduzir o nimero total de elementos a serem analisados em pelo menos 1/4 a
cada rodada.

Utilizando o modelo CGM, Saukas e Song apresentaram um novo algoritmo deterministico
e paralelo para solucionar o problema da selecao [41, 42|. Este novo algoritmo é baseado no
sucessivo particionamento dos dados de entrada, para reduzir o tamanho da entrada de O(n)
para O(%). Por sua vez, os elementos divididos podem ser processados sequencialmente em
tempo linear O(%) em processadores Unicos. Em cada rodada, os elementos sao divididos em
blocos e medianas de cada bloco sao obtidas.

O algoritmo destina-se a méaquinas paralelas, com memoria distribuida, de granulosidade
grossa de modelo CGM (n,p), portanto com p processadores, cada um com meméria local O (%),
interligados por uma rede arbitraria de comununicacao. A granulosidade grossa indica que o
tamanho n do problema é significativamente maior que o niimero p de processadores. Nestes
algoritmos, considera-se que o conjunto de entrada A de n elementos encontra-se inicialmente
distribuido entre p processadores, com cada processador armazenando em sua memoria local

O (% ) elementos.

O algoritmo foi desenvolvido exclusivamente a partir dos algoritmos sequenciais e
paralelos com memoria compartilhada apresentados anteriormente (principalmente com base
no algoritmo proposto por Vishkin em 1983 para o modelo PRAM). Para reduzir o ntimero de
rodadas de comunicacao necessarias, os particionamentos sucessivos sao repetidos apenas até
que o nimero total de elementos a serem analisados seja reduzido de O(n) para O(%), 0 que
é obtido apos O(log p) rodadas. Estes elementos restantes sao entao reunidos em um tnico
processador, que resolve o problema sequencialmente em tempo O(%). Deve-se ressaltar que
Q(n/p) é claramente um limite inferior para o algoritmo paralelo, uma vez que o algoritmo
sequencial requer tempo linear ©(n) [41, 42].

Para minimizar a comunicagao entre os processadores, em cada rodada de computacao, o
algoritmo assume que cada bloco é composto apenas pelo conjunto de elementos ja armazenados
em cada processador. Embora o modelo CGM enfoque apenas o numero de rodadas,
considerou-se necessario também reduzir a comunicacao entre os processadores a cada rodada
do algoritmo, pois em maquinas paralelas com memoria distribuida, o custo de operagoes de
comunicagao é geralmente bem maior do que de processamento local [41, 42].

Para garantir a eliminagao de pelo menos 1/4 dos elementos a cada rodada, o algoritmo
poderia utilizar a estratégia da mediana das medianas de cada bloco como base para o
particionamento, o que exigiria que estes blocos tivessem o mesmo tamanho em cada rodada.
Entretanto, apds a primeira rodada permanece, em geral, um ntmero diferente de elementos
restantes em cada processador, sendo que a redistribuicao destes elementos para garantir
novamente uma mesma quantidade de elementos em cada processador implicaria em um custo
muito elevado em termos de comunicacao. Para evitar a necessidade de redistribuicao, a solucao
encontrada é que a mediana escolhida para o particionamento nao seja simplesmente a mediana
das medianas, mas sim a mediana ponderada das medianas, de forma que nesta escolha sejam
considerados nao s6 os valores das medianas dos blocos, mas também o ntmero de elementos
restantes em cada bloco. Isto permite que o algoritmo trabalhe nas rodadas seguintes com um
numero diferente de elementos em cada processador e mesmo assim atinja o objetivo de garantir
a reducao em pelo menos 1/4 do nimero total de elementos restantes a cada rodada [41, 42].
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Ao evitar a redistribuigao dos elementos a cada rodada, o algoritmo obtém uma reducao
consideravel nos tempos de comunicacao, suficiente para compensar o tempo adicional gasto
com processamento local devido ao desbalanceamento de carga entre processadores.

A definigao geral de mediana ponderada é a seguinte: dados p elementos (distintos)
mi, Mg, ..., M, COM PESOs positivos wi, ws, ..., w), tals que Zle w; = 1, a mediana ponderada
¢ o elemento my, que satisfaz > w; < % (m; <mg) ed w; < % (m; > my).

Embora a definicao anterior refira-se apenas a elementos distintos, esta pode ser aplicada
sem restrigdes (a0 menos neste caso) em sequéncias que contenham elementos iguais. No caso
do algoritmo descrito, a determinagao da mediana ponderada ¢é realizada considerando-se cada
elemento m; como a mediana dos elementos restantes no processador i e com w; = n;/N, onde
n; corresponde ao nimero de elementos restantes no processador ¢ ¢ N = Y7 n; ¢ o nimero
total de elementos restantes [41, 42].

O pseudocodigo do algoritmo ¢é ilustrado pelo Algoritmo 23. Descreve-se [41, 42|, que
este algoritmo obteve-se uma economia substancial no tempo de comunicacao, que mais do que
compensou o tempo de computagao devido a um processamento local desequilibrado. Utilizando
a mediana ponderada os autores nao consideram apenas os valores das medianas em cada bloco,
mas também a quantidade de elementos restantes em cada bloco. Isto permitiu que os ciclos
subsequentes lidem com diferentes ntimeros de elementos em cada processador e, no entanto,
ainda assim garante-se a redugao de, pelo menos, 1/4 do total de nimeros de elementos restantes
em cada rodada.

Algoritmo 23: Algoritmo BSP/CGM de sele¢ao de Saukas e Song.
Entrada: Um conjunto A de n elementos distribuidos entre p processadores com cada
processador ¢ armazenado em sua memoria local n; = O(%) elementos, e um inteiro k
tal que 1 < k < n.
Saida: O k-ésimo menor elemento de A.

1: for N :=nto (n/c x p) do

Cada processador i calcula a mediana m; de seus n; elementos

Cada processador ¢ transfere m; e n; para o processador 1

O processador 1 calcula a mediana ponderada M

O processador 1 irradia M para os demais processadores

Cada processador ¢ calcula os niimeros de elementos locais menores [;, iguais e; e

maiores g; que M

Cada processador ¢ transfere [;, e; e g; para o processador 1

8: O processador 1 calcula os nimeros totais de elementos menores L = > 7 _ 1,
iguais £ =37  e; e maiores L =) "  g; que M

9:  Processador 1 irradia L, F e G para os demais processadores

=1

10:  case:

11: se L < k < L+ E: retorna solucao M e aborta a execugao do algoritmo

12: se k < L: cada processador i compacta seus elementos, mantendo em A
apenas os elementos menores que M, faz-se N := L

13: se k > L + E: cada processador i compacta seus elementos, mantendo em
A apenas os elementos maiores que M, faz-se N:.=Gek=k— (L — E)

14: end for

15: Todos os N elementos restantes sao transferidos para o processador 1
16: O processador 1 termina sequencialmente a resolucao do problema.
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6.4.1 Passos de Execucao do Algoritmo: Um Exemplo

Apresentamos a seguir um exemplo de execugao (passo a passo) do Algoritmo 23. A entrada
¢ um conjunto A de n elementos (n=100) ilustrada pela Figura 6.23. Os elementos sao divididos

entre os p processadores.

n

Neste exemplo considera-se p = 20, com 2 elementos em cada
processador, ou seja 5, como ¢é ilustrado na Figura 6.24. Além disto, cada processador também
ordena localmente seus elementos, como ¢ ilustrado pela Figura 6.25.

96

94

89

68

73

74

99

75

77

98

44

20

37

)
[

38

61

54

71

64

70

10

49

51

43

72

24

29

31

42

50

58

63

66

81

95

86

69

97

92

90

93

91

)

40

39

45

53

41

82

48

57

78

80

76

87

26

27

46

56

79

28

30

36

47

55

60

67

83

Figura 6.23: Conjunto de entrada.
96 | 95 |94 |86 |89 || 69|l 68 || 97 || 73 || 92|| 74 || 88 || 99| 84| 75| 90| 77| 93|| 98| 91|
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Figura 6.24: A divisdo de dados.
Pl s 2 jjo s o |7 |3 || 20)[44 /40 [t |18 2032 |19 ||35 || 37 | 39|
2 13| 16|14 || 8 |[10 || 26| 6 |[33 || 4 || 27|49 || 46 || 52 | 25| 51 |34 || 43 || 56| 72| 79
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Figura 6.25: A ordenagao local.

No primeiro passo (linha 2), cada processador i calcula a mediana m; de seus n;
conforme ilustrado na Figura 6.26.
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1 12 15 11 2 9 5 0 7 3 21 44 40 1 18 20 32 19 |35 37 39

2 13 16 14 8 10 26 6 33 4 27 || 49 46 52 25 51 34 43 56 72 79
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Mediana das Medianas

Figura 6.26: Calculo de medianas locais.

No proximo passo (linha 3), cada processador transfere m; e n; para o processador 1, como
¢ ilustrado pela Figura 6.27.

3 3

Processador 1

Figura 6.27: Envio de medianas ponderadas e ntimero de elementos locais.

Em seguida, o processador 1 calcula a mediana ponderada M (linha 4), como ¢ ilustrado
pela Figura 6.28.

Processador 1

31 f36\42“ 50

i 1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

55‘58‘60‘63‘ 65‘ 66167\ 81‘83‘

‘17‘ 2] 24\ 28‘29 30

Wi ’ 0,05 ’ 0,0S’ 0,05 \ 0,05 ‘ 0.05 \0,0S‘ 0,05 ’ 0,05\ 0,05 ’ 0,05 ‘ 0,05 ‘ 0,05 ‘ 0,05 ‘ 0,05‘ 0,05 ‘ 0,05 ‘ 0,05 ’0,05 \ 0,05 ‘ 0.05‘

\

(a) Soma = 0,45 (b) Soma = 0,50

Mediana Ponderada é o elemento 47 de indice k = 10

Figura 6.28: Calculo da mediana ponderada.

No préximo passo, o processador 1 irradia a mediana ponderada M para os demais
processadores (linha 5), como ¢ ilustrado pela Figura 6.29
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Processador 1
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Figura 6.29: Irradiacao da mediana ponderada.

Em seguida, cada processador ¢ calcula os numeros de elementos locais menores [;, iguais e;
e maiores g; que a mediana ponderada M (linha 6), conforme ilustrado pela Figura 6.30.
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P; Pg Py Py Py P, Pz Py Pis Pig Piy Py Ppy Py

Elementos Menores que que a Mediana Ponderada (1 = less).
Elementos Iguais a Mediana Ponderada (e = equal) .

Elementos Maiores que que a Mediana Ponderada (g = greater).

Figura 6.30: Calculos locais de elementos menores, iguais e maiores que a mediana ponderada.

No proximo passo, cada processador i transfere [;, e; e g; para o processador 1 (linha 7),
como ¢ ilustrado pela Figura 6.31.
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o
o
o

-]

Processador 1

Figura 6.31: Transferéncia de elementos para o processador 1.

Em seguida, o processador 1 calcula os elementos totais menores (L), iguais (£) e maiores
(G) que a mediana ponderada M (linha 8), como é ilustrado pela Figura 6.32.
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Processador 1

Total de Elementos Menores que M = all
Total de Elementos Iguais a M = !
Total de Elementos Maiores que M =| 52

Figura 6.32: Calculos totais.

No proximo passo, o processador 1 irradia L, E' e G para os demais processadores (linha 9),
como ¢ ilustrado pela Figura 6.33.

Processador 1

47
1
52

‘ R ‘ Pz' P}‘ P4‘ b ‘Ps ' P, IP8~ P9‘ PIO' Pu‘ PIZ‘ 1313‘ P14‘ PIS‘ P16‘ P17‘ PIS‘ P19‘ on‘

Figura 6.33: Irradiagdo de L, F e G .

Em seguida, cada processador executa o passo das linhas de 11 a 13, como ¢ ilustrado pela
Figura 6.34.

2] [13] 2ol [ [s Tl l[7]]l] 3 (aa] ([ Tao | (1] |1 o] || [2o] || [32] | 1] || (23] ||[37) ||[39
oL L4 401D IO 320 O B 7] ||o] |
13| |16 s [0 [] [2s [llle [IlI33 1] # 46 25 34| la3
i . | R W ISR S |
17| |23 28| ||L29] {| 30| 3] || [36] || L22
2| Las 41
P Py Py Ps| Pg| Pq| Pg| Po| Py Py Py Piy Pig| Pig Pig| Pig Pigl Prgl P

Processador 1

Figura 6.34: Aplicando algoritmo de parti¢oes localmente.

Nos ultimos passos todos os n elementos restantes sao transferidos para o processador 1,
que termina sequencialmente a resolu¢ao do problema, como ¢ ilustrado na Figura 6.35
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Processador 1

12 13 17 22 15 16 23 45
11 14 24 38 2 8 28 9
10 29 5 26 30 41 0 31
7 33 36 3 4 42 21 27
47 44 40 46 1 18 25 20
32 34 19 43 35 37 39

Aplicar Algoritmo Sequencial de Sele¢ao
de Mediana.

Figura 6.35: Solugao local no processador 1.

6.5 A Implementacao Multi/Manycore do Algoritmo
BSP/CGM de Saukas e Song

Em termos de implementacao para o problema da k-selecao, voltamos nossa atencao para
o algoritmo CGM de Saukas e Song (Algoritmo 23). Nossa escolha considerou a possivel
eficiéncia e o ineditismo de implementacao paralela deste algoritmo em ambiente de memoria
compartilhada e com muitos niicleos, particularmente em uma GPU utilizando CUDA. Como
vimos, o Algoritmo 23 possui muitos passos paralelos que sao sequencialmente executados.

O nosso trabalho de mapeamento e implementagao para este algoritmo consumiu um
considerével tempo, principalmente na analise e na escolha de solugoes apropriadas para a
implementagao em CUDA de cada passo. Na entrada do algoritmo, consideramos um vetor A de
inteiros de tamanho n armazenado em memoria global. Além disto, p threads sao instanciadas,
cada uma com um subvetor A; de tamanho n/p. Antes de qualquer execucao as seguintes
variaveis devem ser consideradas:

e O tamanho da entrada, ou seja, o niimero de elementos;

e A granulosidade do problema;

A quantidade de threads, que representam nossas unidades de processamento;

O numero de Blocos de threads;

O tamanho de cada bloco.

O tamanho de entrada, a granulosidade e o tamanho do bloco devem ser definidos antes da
execucao do algoritmo. As demais variaveis possuem as seguintes formulas de relacao:

Tamanho da _entrada
Granulosidade ?

e quantidade de threads =

Quantidades de threads
Tamanho de cada_bloco”

e nimero de blocos =
Uma vez definidos os valores de cada variavel, os seguintes passos sao executados:

1. Cada thread 1 determina sequencialmente a sua mediana m; e a escreve na memoria global;
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2. Através de uma ordenagao chave-valor de medianas e pesos (

qtd local de elementos
qtd_local

), seguida

de uma soma de prefixos, o id da mediana ponderada m das m; medianas recebidas é
localizado e armazenado na memoria global;

3. Cada thread i determina a quantidade de elementos em A; menores que m, a quantidade
de elementos em A; iguais a m e a quantidade de elementos em A; maiores que m. Essas
informacgoes sao armazenadas na memoria global;

4. Através de uma redugao calcula-se o valor de L, E e (G, correspondentes as somas dos
elementos menores, iguais e maiores que a mediana ponderada, respectivamente;

5. Se L < k < L+ FE, entao a resposta é encontrada. Caso contrario:

(a) se k < L, em paralelo os elementos maiores ou iguais a m sao eliminados de A;;

(b) se k > L+ E, em paralelo os elementos menores ou iguais a m sao eliminados de A;.

A nossa primeira implementacao em GPU do Algoritmo 23 possui uma série de kernels
CUDA de execugao. De modo a facilitar a compreensao, optamos por relacionar com cada
passo do algoritmo os respectivos kernels, que devem ser executados. Os relacionamentos e
as tarefas executadas por cada kernel sao ilustradas pela Tabela 6.3. Os kernels que utilizam
algoritmos da biblioteca CUDPP sao iniciados por cudpp.

Passos do Algoritmo 23

Kernels de execugdo (Versao 1)

Célculo de medianas locais m;

1) selectMedianGPU: Retorna a mediana local utilizando
o Algoritmo sequencial Find.

Calculo da mediana ponderada M

1) cudppRadixSort: Ordena o vetor de medianas. 2)
cudppScan: Realiza uma soma de prefixos baseada nos pesos
de cada mediana. 3) FindMedianOfMedians = Localiza
a mediana ponderada via operagoes atdmicas, que evitam
condigoes de corrida.

Calculo de elementos locais menores, iguais e maiores que M

1) FindNumberOfElements: algoritmo  sequencial
executado em cada particdo para contagem de elementos
menores, maiores e iguais a M.

Calculo global de elementos menores, iguais e maiores que M

1) FindLEG: Localiza os trés valores globais de elementos
menores, iguais e maiores que M. Utiliza operagoes atdmicas
para evitar condigoes de corrida.

Compactagdo de partigdes locais (Redugao de elementos).

1) CompactaMenores: algoritmo sequencial executado em
cada particdo, que desconsidera os elementos maiores que M.
2) CompactaMaiores: algoritmo sequencial executado em
cada particdo, que descondidera os elementos menore que M.

Tabela 6.3: Relagao entre os passos do Algoritmo 23 e os respectivos kernels CUDA da implementagao

em GPU.

6.6 Implementacoes e Resultados

Nesta secao apresentamos os resultados obtidos por duas versoes de implementagao do
Algoritmo CGM de Saukas e Song (Algoritmo 23).

1. A primeira versao foi implementada em MPI seguindo os passos descritos do Algoritmo
23. A codificagdo desta versao esta presente no anexo do trabalho de Saukas e Song [41];

2. A segunda versao é a nossa primeira implementacao em CUDA, que segue os mesmos
passos, mas obedecendo as particularidades descritas na Secao 6.5.
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6.6.1 Resultados — Versao MPI

Para a versao MPI realizamos testes com 32, 64, 128 e 256 processadores. A Tabela 6.4 e a
Figura 6.36 ilustram os resultados obtidos. Nota-se que o teste com 64 processadores obteve os
melhores tempos de execugao. Comparando com a versao sequencial (algoritmo mediana das
medianas), o maior valor de speedup foi até 19 vezes melhor.

n (milhdes) Tempo Seq. 32 proc. 64 proc. | 128 proc. | 256 proc. | Speedup (Seq./64 proc)
1,048.576 102.7200 297.6533 28.7024 356.7599 371.392 3.5788
2,097.152 204.25581 275.921 33.6710 295.7938 557.313 6.0662
4,194.304 408.78598 365.6411 41.9090 219.3500 397.007 9.7541
8,388.608 806.08101 385.516 59.1890 234.6198 843.475 13.6189
16,777.216 1.599.39032 454.5355 95.1613 363.5950 971.121 16.8072
33,554.432 3.166.95723 497.9685 172.0890 343.3083 956.127 18.4030
67,108.864 6.261.39448 1.015.868 322.1739 319.1359 1766.897 19.4348
134,217.728 | 12.597.26318 | 1.688.6234 640.9353 522.0278 1323.723 19.6545

Tabela 6.4: Tempos de execucao (Milisegundos): Sequencial (Mediana das Medianas) e Versoes
MPT (32, 64, 128 e 256 processadores).
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Quantidade de elementos

Figura 6.36: Sequencial x Versoes MPI.

6.6.2 Resultados em CUDA

Nosso teste para versao CUDA considerou diferentes valores para o tamanho da entrada e
para o tamanho da granulosidade do problema. Nosso objetivo era avaliar o comportamento do
algoritmo em diferentes cenérios de entrada e de granulosidade. O tamanho de entrada variou
de 2% até 227 elementos. Ja a granulosidade variou do tamanho 32 até 262144 (2° até 2'8).
Mantivemos o tamanho do bloco fixo em 256. Realizamos buscas pelos diferentes indices k de
elementos: 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 4096, 8192, 16384, 32768 e 131072. Os valores buscados
modificaram em muito pouco o tempo de execucao final. Os resultados obtidos considerando a
variagao da granulosidade, o tamanho de entrada e os tempos finais sao ilustrados pela Figura
6.37 e pela Tabela 6.5. Estes resultados expressam a busca por k = 32.
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Gran. 220 clem. 221 clem. 222 clem. 223 elem. 227 elem. 225 elem. 226 clem. 227 clem.
32 28.4292 48.6315 88.1270 165.6752 314.3291 614.2681 1214.1082 | 2429.8110
64 29.2020 52.5208 95.6606 180.5849 353.3047 689.1633 1364.1342 2717.0103
128 28.3264 54.2045 102.4754 194.0165 378.6311 752.1265 1491.7426 2971.6794
256 26.9596 52.6972 106.5208 204.8876 399.1209 789.1514 1575.1687 3139.6343
512 33.2624 70.0142 150.1040 306.0136 585.8326 1110.3882 2127.1980 4149.6968
1024 36.2817 52.4821 121.5011 274.7000 558.0660 1073.7626 2060.6533 4018.5388
2048 60.2002 65.0943 88.7058 217.6210 508.2274 1026.4238 1994.7703 3869.9915
4096 116.2277 118.4272 121.1914 161.8813 397.4619 945.3781 1937.8453 3760.5083
8192 213.4423 225.7672 224.2203 239.2212 295.1200 752.3214 1828.7002 3739.3708
16384 392.4767 410.9009 428.9262 423.5645 431.7398 556.8693 1435.0470 3523.3835
32768 792.4399 775.7010 826.6927 821.8873 828.9627 875.9778 1074.2168 2808.6895
65536 901.9362 1564.0802 1530.9674 1555.3778 1667.5636 1645.3586 1709.5624 2103.5315
131072 1350.8899 1953.0784 2996.3987 3037.1279 3126.4478 3265.0776 3360.6968 3304.5332
262144 1991.3154 2527.3818 3747.8652 6217.8584 5871.3428 6313.7725 6929.6724 7007.1094

De acordo com a Figura 6.37 e a Tabela 6.5 podemos concluir que o valor de granulosidade
fixa em 32 retorna os melhores resultados. E possivel observar que, para cada entrada, em
algum momento o valor de tempo de execucao cai, para em seguida se elevar abruptamente.
A elevacao de tempo é esperada, visto que em nosso problema, quanto maior a granulosidade,

Tabela 6.5: Tempos em GPU: Granulosidade x Numero de elementos.

menor é o nimero de threads ativas trabalhando concorrentemente.

Tratando-se de desempenho, comparamos os tempos obtidos pelo algoritmo em GPU (com

granulosidade fixa em 32) e os tempos da versdo sequencial mediana das medianas.

resultados sao ilustrados pela Figura 6.38 e pela Tabela 6.6. Como pode ser observado, o

maior valor de speedup foi de até 5 vezes melhor do que a versao sequencial.
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Figura 6.38: Sequencial x GPU.

n milhdes Gran. | N. threads | Tamanho Bloco | Tempo GPU Tempo Seq. Speedup
1,048.576 32 1024 256 28.4292 102.7200 3.6139
2,097.152 32 2048 256 48.6315 204.25581 4.2001
4,194.304 32 4096 256 88.1270 408.78598 4.6386
8,388.608 32 8192 256 165.6752 806.08101 4.8654
16,777.216 32 16384 256 314.3291 1.599.39032 5.0883
33,554.432 32 32768 256 614.2681 3.166.95723 5.1557
67,108.864 32 65536 256 1.214.1082 6.261.39448 5.1572
134,217.728 32 131072 256 2.429.8110 12.597.26318 5.1844

Tabela 6.6: Tempos de execugao (Milisegundos) com granulosidade fixa em 32: GPU x Sequencial
(Mediana das Medianas).

Alternativas de otimizagao — Versao 2

Buscando melhorar o tempo de nossa primeira implementagao em GPU do Algoritmo 23,
adotamos novas estratégias que pudessem diminuir o tempo local dos passos mais custosos.
Além disto, também realizamos algumas alteracoes do ambiente de execucao. Particularmente,
0 passo que consome maior tempo é a selecao local de medianas. Em média, acerca de 40
% do tempo total é dedicado a este passo. Neste passo, em nossa versao anterior, haviamos
utilizado o algoritmo sequencial Find, que era executado concorrentemente. Reconhecendo que
algoritmos de ordenacao também podem retornar o valor de medianas, realizamos testes com
trés deles. A estratégia de maior éxito esta sublinhada (vide Tabela 6.7) . O segundo passo para
o qual conseguimos alguma melhoria significativa, foi o calculo global de elementos menores,
iguais e maiores que a mediana ponderada. Neste passo trocamos as antigas operacoes atomicas
por trés redugoes executadas em paralelo. A Tabela 6.7 ilustra as alteracoes realizadas nesta

segunda versao em GPU do Algoritmo 23.

115



Passos do Algoritmo 23 Kernels de execugdo (Versao 2)

Calculo de medianas locais m; 1) selectMedianGPU : utilizando o algoritmo de ordenagao
SelectionSort até metade do vetor. A operagao foi
efetuada em memoria compartilhada. Resultado foi
satisfatorio comparando-se com as demais tentativas.
2) selectMedianGPU : utilizando o algoritmo de
ordenagao InsertionSort. Apesar de ser o melhor dos
algoritmos mais simples para ordernagdo, mostrou-se custoso.
Operagao efetuada em memoria compartilhada. Resultado
insatisfatorio. 3) selectMedianGPU : utilizando o
algoritmo de ordenagdo QuickSort. Parece que a recursividade
acarretou um custo extra em nosso teste. Operagao efetuada
em memoéria compartilhada. Resultado insatisfatoério.
Célculo global de elementos menores, iguais e maiores que M | 1) cudppReduce: operagoes de redugdo sdo executadas para
localizar os trés valores.

Tabela 6.7: Relagdo entre os passos do Algoritmo 23 e os respectivos Kernels CUDA da
implementagao em GPU.

Uma estratégia complementar foi a utilizacao do ambiente de memoria compartilhada para
a execucao do passo de selecao local de medianas. O objetivo era acelerar o término do passo.
Agora, as threads trazem de maneira coalescente os elementos da memoria global para memoria
compartilhada. O acesso coalescente é obtido quando cada thread acessa a posi¢ao de memoria
com o numero de seu thread id. Neste caso, a thread 1 acessa a primeira posi¢ao de memoria, a
thread 2 acessa a segunda posicao e assim por diante. Um exemplo deste processo ¢ ilustrado
pela Figura 6.39.
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Figura 6.39: Trazendo elementos de maneira coalescente para meméria compartilhada.

No exemplo (Figura 6.39), 16 elementos que formam dois blocos de com 8 elementos
sao carregados para a memoria compartilhada. Uma vez terminado o passo, os blocos sao
novamente carregados para memoria global. Apesar de veloz, um dos obstéaculos para utilizacao
da memoria compartilhada é o seu tamanho, visto que restringe o tamanho de blocos que
podem ser carregados. Utilizando elementos do tipo int, o nimero de posi¢oes de memoria

que podem ser carregadas para memoria compartilhada é dado por: tamanho do bloco x

116



Granulosidade. Considerando 256 como tamanho de bloco e 32 como granulosidade (exemplo
tipico de execugao), temos que o nimero de posi¢oes de memoria sera 8192. Este nimero ainda
deve ser multiplicado por 4 (tamanho int). O resultado alcanca 32 Kbytes, que pode ser o limite
da memoria compartilhada.

Os resultados obtidos por esta nossa segunda implementagao CUDA sao apresentados pela
Tabela 6.8. Agora, o maior valor de speedup é até nove vezes melhor do que a versao sequencial.
Esta ¢ uma melhoria de 40 % em relacao a versao 1. Entretanto, este resultado ainda é inferior
ao alcancado pela versao MPI.

n milhoes Gran. | N. threads | Tamanho Bloco | Tempo GPU Tempo Seq. Speedup
1,048.576 32 32768 256 19.3496 102.7200 5.3086
2,097.152 32 65536 256 32.5688 204.25581 6.2715
4,194.304 32 131072 256 55.0208 408.78598 7.4297
8,388.608 32 262144 256 99.6801 806.08101 8.0867
16,777.216 32 524288 256 180.2541 1.599.39032 8.8729
33,554.432 32 1048576 256 350.2770 3.166.95723 9.0413
67,108.864 32 2097152 256 658.2865 6.261.39448 9.5117
134,217.728 32 4194304 256 1.317.1656 12.597.26318 9.5639

Tabela 6.8: Tempos de execugao (Milissegundos) com granulosidade fixa em 32: GPU (Versao 2)
x Sequencial (Mediana das Medianas).

6.6.3 A comparacao com a ordenagcao CUDPP

A operacao de ordenacao de um vetor n por si ji retorna na posicao correta, cada
um dos k-ésimos menores elementos. Verificamos que a ordenagao oferecida pela biblioteca
CUDPP de CUDA é bastante eficiente. Neste contexto, realizamos comparacoes de nossa
melhor solugao para o problema da selegao (algoritmo MPI (64 proc.)), com um algoritmo de
ordenagao oferecido pela biblioteca CUDPP, no caso cudppRadizSort. Os resultados comprovam
a eficiéncia desta ordenacgao sobre a selecao, conforme ¢ ilustrado pela Tabela 6.9 e pela Figura
6.40. Entretanto, nosso algoritmo de selecao admite entradas continuamente crescentes. Este
é um dos gargalos da biblioteca CUDPP, que apesar de potencializar os melhores recursos da
GPU, possui restricao de tamanho de entrada.

No teste comparativo representado pela Tabela 6.9, o speedup entre a versao MPI de selecao e
a ordenagao CUDPP diminui progressivamente. Além disto, a ordenacao CUDPP nao conseguiu
tratar entradas a partir do tamanho 22%. J4 a versao MPI admitiu entradas cada vez maiores.
No tltimo teste as entradas tinham tamanho 23°.

117



n milhoes MPI (64 proc) | Ordenacdo CUDPP (cudppRadixSort) | Speedup (MPI / CUDPP)
(2%9) - 1,048.576 28.7024 1.9473 14.7396
(22T) - 2,097.152 33.6710 3.0699 10.9681
(222) - 4,194.304 41.9090 5.4294 7.7189
(223) - 8,388.608 59.1890 9.3832 6.3079
(22%) - 16,777.216 95.1613 22.2204 4.2826
(2%5) - 33,554.432 172.0890 43.6195 3.9452
(225) - 67,108.864 322.1739 86.8942 3.7076

(227) - 134,217.728 640.9353 175.6858 3.6481
(228) - 268,435.456 1.526.172 *(out of memory) -
(229) - 536,870.912 2.953.0633 *(out of memory) -
(239) - 1,073.741.824 5.515.2456 *(out of memory) -

Tabela 6.9: Comparacao de Tempos (Milisegundos) de execugao Selegao MPIx Ordenagao CUDA.
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Figura 6.40: MPI (64 proc.) x Ordenagao cudppRadizSort.

6.7 Sugestoes de Problemas Futuros em Selecao
Destacamos duas sugestoes de trabalhos futuros a respeito do problema da selecao:

1. Um problema relacionado com a selecao de um tinico elemento k£ consiste no problema
de determinar ¢ diferentes k-ésimos elementos ki, k,,...,k, de um mesmo conjunto
A = ay,as,...,a, Neste caso, ao invés de aplicar consecutivamente o algoritmo béasico
de selecao ¢ vezes, pode-se adaptar este algoritmo para determinar estes elementos
simultaneamente. E possivel uma adaptacdo no Algoritmo 15, que garante uma grande
economia nas fases de comunicacao, uma vez que a determinacao simultinea de ¢
elementos pode ser realizada empregando-se o mesmo ntimero de rodadas de comunicacao,
no pior caso, de uma tnica execugdo do algoritmo basico (para ¢ menor ou igual a p),
embora a quantidade total de informagao transmitida seja até ¢ vezes maior. A economia
é obtida nas fases de processamento local, pois a determinacao destes q elementos pode
ser feita assintoticamente com o mesmo tempo de processamento local nenessario para
a determinagdo de um tunico k-ésimo elemento (para q = O(p)). Um algoritmo para
este problema, acompanhado de demonstracoes e teoremas, constam em um trabalho de
Saukas e Song [41];

2. Uma outra sugestao ¢ a implementacao em GPU para o problema de selegao miltipla
utilizando agora sequéncias bitonicas. Para tal, caso a sequéncia original nao seja bitonica,
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devemos primeiramente utilizar o o método de transformagao em sequéncia bitonica. Em
seguida, considerando ¢ inteiros ky, ks, ..., k,, onde k; < ky < --- < kg, o problema da
selecao multipla deve obter ¢ nimeros que sao os k;-ésimos menores nimeros (1 < i < q)
da sequéncia dada. Vejamos possiveis etapas para este algoritmo paralelo:

e Com um split bitonico, a sequéncia de n nimeros é particionada em 2 parti¢oes de
tamanho n/2 cada, onde todos os niimeros da primeira partigdo sdo menores que 0s
numeros da segunda partigao;

e Aplicando-se um novo split bitonico a cada uma das particoes geradas, a sequéncia
de m numeros fica particionada em 4 parti¢oes de tamanho n/4 cada, em que os
numeros de cada particao sao sempre menores que os da particao seguinte;

e Assim, depois de m splits bitonicos, a sequéncia de n numeros ficard particionada
em 2" partigdes de tamanho n/2™, em que os numeros de cada partigdo sdo sempre
menores que os da particao seguinte. O ndmero m é escolhido com o seguinte
critério: o tamanho de cada partigdo (ou seja n/2™) deve ser tal, que os nimeros
sao facilmente ordenados em um SM (Streaming Multiprocessor) da GPU. Esse valor
depende das caracteristicas da GPU e sera considerado conhecido. E facil identificar,
através de um célculo simples, a qual das 2™ particoes cada um dos k; menores
elementos deve pertencer;

e Os nameros de cada uma dessas particoes sao transmitidos & memoria compartilhada
de um SM e ordenados, obtendo-se as respostas desejadas.

6.8 Consideragoes Finais do Capitulo

Neste capitulo discutimos sobre os problemas da selecao do k-ésimo menor elemento e da
selecao de medianas. Dentre as solugoes paralelas apresentadas para o primeiro problema,
optamos pelo estudo e posterior implementagao em GPU do algoritmo de Saukas e Song [41].
Alcancamos bons resultados de speedup, mas ainda inferiores aos resultados da versao MPI.
Entretanto, a amplitude de testes, que ainda podem ser realizados em cada passo ¢ grande.
Acreditamos, que o algoritmo pode ter uma melhoria significativa de desempenho e alcancar
ou superar a versao MPI, desde que o passo final queé executado apenas sequencialmente seja
implementado. Particularmente, para a solucao do problema especifico de selecao de medianas,
trabalhamos com duas abordagens: selecao bitonica e selecao por arvores diametralmente
opostas. As duas apresentaram desempenho superior & versao sequencial da k-sele¢ao, porém a
versao por arvores apresentou uma curva de desempenho mais interessante. Neste caso, mesmo
possuindo tempo inicial maior, conforme o aumento do tamanho das entradas, o tempo final
do algoritmo cresce, porém nao se eleva abruptamente como os demais, chegando ao ponto de
se tornar melhor.
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CAPITULO [

CONCLUSOES

No presente trabalho apresentamos uma extensao do modelo de computacao paralela
BSP/CGM para projetar algoritmos paralelos para arquiteturas multi/many core.
Considerando que essa arquitetura é a adotada pelos principais fabricantes de hardware, e que
a maioria dos algoritmos sequenciais nao obtém ganho de desempenho quando implementados
diretamente nessa arquitetura, é fundamental termos um modelo tedérico para o projeto de
algoritmos paralelos em arquiteturas multi/many core. Utilizando esse modelo, abordamos
problemas que possuem uma grande dependéncia entre suas subtarefas. Para esses problemas,
uma simples distribuicao das subtarefas entre os processadores nao leva a uma diminuicao do
tempo de execucgao, quando comparado a uma execugao em um Unico processador.

Um dos problemas que abordamos é o problema da subsequéncia de soma méxima. A solucao
sequencial desse problema utiliza programacao dinamica e como a complexidade do melhor
algoritmo sequencial ¢é O(n), a obtencao de um algoritmo paralelo para esse problema, cujo
tempo de execucao seja inferior que ao tempo de execucao do algoritmo sequencial é um grande
desafio. Propusemos também solugoes paralelas usando a extensdo do modelo BSP/CGM
para o problema da submatriz de soma méxima e do hiper-retangulo de soma maxima. A
solugdo desses problemas é uma generalizagdo do caso unidimensional (subsequéncia). Em
varias situagoes, a simples obtencao da soma méaxima nao é suficiente para responder perguntas
mais especificas sobre regioes que estamos procurando numa sequéncia ou num hiper-retangulo
(dimensao > 2). Em func@o disso, propusemos solugoes paralelas para a obtengao da maior
e da menor subsequéncia de soma maxima, ntumero de subsequéncias disjuntas de soma
maxima, maior e menor submatrizes de soma maxima, nimero de submatrizes de soma maxima,
k-ésima submatriz de soma maxima e a submatriz de densidade relativa maxima. Nao ¢ de
nosso conhecimento a existéncia de algoritmos paralelos para o modelo BSP/CGM para esses
problemas relacionados. Apresentamos também solugoes para o problema da selecao do k-ésimo
elemento de uma sequéncia.

Como vimos, os problemas abordados possuem uma diversidade de aplicagoes em diversas
areas da ciéncia, com destaque em biologia computacional, visao computacional, analise de
volumes rochosos e de ordem. Os resultados que obtivemos com as implementacoes desses
algoritmos indicam que a extensao do modelo BSP/CGM ¢ adequada para o projeto e analise
de algoritmos em arquiteturas multi/many core. Para confirmar a viabilidade do modelo,
implementamos todos os algoritmos utilizando uma GPGPU. Além disso, como tinhamos
a hipotese de que o desempenho dos algoritmos na GPGPU poderia ser melhor que numa
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arquitetura com memoria compartilhada, realizamos também implementagoes em MPI e
OpenMP. A seguir descrevemos com mais detalhes cada um dos resultados obtidos:

e Para o problema bésico da subsequéncia de soma méaxima formulamos um novo algoritmo
usando a extensao do modelo BSP/CGM. Para projetar esse algoritmo, nos baseamos
no algoritmo proposto por Perumalla e Deo [35] no modelo PRAM. Uma particularidade
deste novo algoritmo é o formato de sua saida. A partir dela obtivemos soluc¢ées para trés
problemas relacionados: a maior subsequéncia de soma méxima, a menor subsequéncia
de soma maxima e o nimero de subsequéncias disjuntas de soma maxima. Nao ¢ de
nosso conhecimento a existéncia de algoritmos BSP/CGM para estes trés problemas
relacionados. Nossos novos algoritmos obtiveram bom desempenho, confirmados por
resultados experimentais. Em termos de complexidade, os algoritmos utilizam p
processadores e consomem tempo paralelo de O(n/ p), com um numero constante de
rodadas de comunicacao para o problema basico da subsequéncia de soma méxima e
O(log p) rodadas de comunicacao, com O(n/ p) computacao local por rodada, para os
algoritmos dos trés problemas relacionados;

e Para o problema da submatriz de soma maxima também formulamos um novo algoritmo
BSP/CGM. O algoritmo também utiliza as ideias propostas por Perumalla e Deo [35]
no modelo PRAM, entretanto, como estamos trabalhando com um modelo realistico
de computacao paralela, tivemos que modifica-lo para equalizar a carga de trabalho e
para manter a integralidade de dados nos processadores, especificamente das submatrizes
tratadas. Procuramos assim, diminuir o ntmero de etapas de comunicagao. Além
disto, nosso novo algoritmo executa a computacao de um arranjo de saida extra, que
armazena o niamero de elementos de cada submatriz de soma méaxima. A partir destes
arranjos, conseguimos obter solugoes para uma série de problemas relacionados. Sao
cles: (a) a maior submatriz de soma maxima; (b) a menor submatriz de soma méxima;
(c) o namero de submatrizes de soma méaxima; (d) a selegdo da k-submatriz de soma
méaxima e (e) a submatriz de soma méaxima com maior densidade relativa. Nao ¢é
de nosso conhecimento a existéncia de algoritmos BSP/CGM para estes problemas.
As implementagoes desses algoritmos paralelos numa GPGPU obtiveram desempenho
competitivo quando comparadas com as implementagoes sequenciais ou com resultados
paralelos ja conhecidos. Em termos de complexidade, nossos algoritmos utilizazam p
processadores em tempo paralelo O(n3 / p) com um numero constante de rodadas de
computacao. Para o problema bidimensional apresentamos ainda uma aplicacao do
algoritmo. No caso ele foi utilizado para a deteccao de &areas mais brilhantes em
diagnostico por imagens;

e No caso do hiper-retangulo de soma méxima, propomos uma soluc¢ao para o problema
de soma maxima cuja entrada é cibica (tridimensional). N&o ¢ de nosso conhecimento
a existéncia de algoritmos BSP/CGM para este problema. Basicamente, partimos das
mesmas ideias utilizadas na versao bidimensional do problema. Assim como na versao
bidimensional, procuramos manter um correto balanceamento de carga e a integralidade
de dados nos processadores. Considerando que trata-se de uma algoritmo cuja solugao
sequencial ¢ n3, a versao em GPU do algoritmo apresentou resultados interessantes. Os
melhores speed-ups atingiram a marca de centena de vezes com relagao ao algoritmo
sequencial. Em termos de complexidade, o algoritmo utilizou p processadores em tempo
paralelo O(%)’ com O(l) rodadas de comunicacdo. E importante destacar que a solucéo
para o caso tridimensional pode ser generalizada para d > 3;
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e Para o problema da sele¢ao do k-ésimo menor elemento apresentamos versoes BSP/CGM
para trés algoritmos paralelos. Um dos desafios no projeto de algoritmos paralelos para
o problema da mediana é o fato de que a implementacao do algoritmo de ordenagao
na biblioteca CUDA cudpp é muito rapido. Como salientamos, a solucao sequencial
O(n) ¢ um resultado muito tedrico e as constantes sao muito grandes. Por outro
lado, a melhor implementacao usa a mesma ideia de pivos do Quicksort e os resultados
obtidos com a paralelizagao do Quicksort nao obtém bons speed-ups. Em funcao disso,
exploramos outras ideias. A mais promissora foi o algoritmo para o célculo de medianas
ponderadas no modelo BSP/CGM proposto por Saukas e Song [41, 42]. O algoritmo foi
implementado usando memoéria distribuida em MPI. Neste trabalho desenvolvemos uma
versao do algoritmo usando memoria compartilhada em CUDA. Os resultados obtidos
sao promissores, mas os tempos obtidos com MPI foram melhores. O balanceamento de
carga no MPI foi mais simples que na GPGPU. No caso da comparacao com a biblioteca
de ordenagao CUDPP, a nossa implementacao CUDA obteve um melhor desempenho
quando o tamanho da entrada era superior ao limite de entrada do CUDPP.

7.1 Resultados Obtidos

Neste nosso trabalho apresentamos resultados significativos para problemas e aplicagoes
utilizando a arquitetura multi/many core. Os problemas tratados possuem aplicabilidade
em diversas dreas da computagao. Descrevemos os resultados de uma aplicacao na area
médica. Usando ideias semelhantes é possivel analisar voxels [1] com a soma méxima em
hiper-retangulos de dimensao 3. Nao é do nosso conhecimento algoritmos paralelos BSP/CGM
para varios dos problemas abordados. Os problemas que foram tratados nao possuem uma
paralelizagao imediata e acreditamos que a extensao do modelo BSP/CGM para projeto de
algoritmos paralelos para a arquitetura multi/manycore seja um passo inicial importante no
estabelecimento de um modelo robusto para projeto de algoritmos paralelos nessa arquitetura.
Até o presente momento, sao estes os resultados advindos deste trabalho:

1. Publicagdo em conferéncia de um artigo internacional intitulado: Efficient BSP/CGM
algorithms for the maximum subsequence sum and related problems [32]. Este artigo é
uma compilagao dos algoritmos e resultados obtidos de nossa pesquisa sobre o problema
da subsequéncia de soma méaxima e problemas relacionados. O trabalho consta dos
anais da International Conference On Computational Science de 2015 (ICCS-2015).
Posteriormente, o artigo foi disponibilizado também pelo peridédico Procedia Computer
Science, no Volume 51, ano 2015, nas paginas 2754—-2758;

2. Publicacdo em conferéncia de um artigo internacional intitulado: Efficient BSP/CGM
Algorithms for the Maximum Subarray Sum and Related Problems [31]. Este artigo é
uma compilacao dos algoritmos e resultados obtidos, de nossa pesquisa sobre o problema
da submatriz de soma maxima e problemas relacionados. O trabalho consta dos anais
da International Conference on Computational Science and Its Applications de 2015
(ICCSA-2015).

3. Submissao de um artigo para uma revista. Atualmente este artigo esta em fase de revisao
pelos editores da revista. O trabalho é intitulado: Solving the maximum subsequence
sum and related problems using BSP/CGM model and CUDA. Trata-se de uma versao
completa do primeiro artigo publicado. Neste artigo acrescentamos a descricao formal
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dos algoritmos, novos experimentos e detalhes aF' do problema da subsequéncia de soma
méxima e dos trés problemas relacionados;

4. Além dos dois artigos internacionais ja publicados e do artigo de revista submetido,
estamos trabalhando em mais dois outros artigos, um para uma revista e outro para
um congresso internacional. Eles correspondem aos estudos e experimentos de nossos
trabalhos sobre os problemas do hiper-retangulo de soma méxima e da selecao do k-ésimo
menor elemento, respectivamente.

Para fins de consulta, os codigos fontes deste trabalho estao disponibilizados e organizados
no seguinte repositorio: https://github.com/AndersonlLima37/CodigosTese.

7.2 Trabalhos Futuros

No sentido de continuacao da pesquisa, elencamos a seguir alguns pontos a serem
investigados em trabalhos futuros:

e Ampliar o arcabougo tedrico da extensao do modelo BSP/CGM para obtermos um
modelo tedrico robusto para projetar algoritmos paralelos que envolvam tanta a memoria
compartilhada quanto a distribuida;

e Melhorar o balanceamento de carga dos SM’s no problema da sele¢ao do k-ésimo elemento
de uma sequéncia;

e Projetar um algoritmo paralelo para arquiteturas multi/manycore para o problema de
computar todas as somas maximais de uma sequéncia;

e Implementar os algoritmos num ambiente multiGPU’s.
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