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RESUMO

Neste trabalho, faz-se um estudo sobre validacGes algébricas por alunos da 3% série do
Ensino Médio no conjunto dos numeros inteiros. Nele, foi realizada, inicialmente, uma
pesquisa histérica em busca da origem e evolucdo das demonstracdes matematicas, fazendo
um recorte na evolugdo das validagdes algébricas e aritméticas ao longo dos séculos, e do
papel desempenhado pela demonstracdo e pelo método dedutivo neste percurso. Foram
estudadas as demonstracbes matematicas ao longo da histdria, até pesquisas recentes de
Educacdo Matematica no que diz respeito ao ensino e a aprendizagem de demonstracfes. A
partir da analise dessas pesquisas, desenvolveu-se um trabalho visando ndo apenas a
identificar tipos e niveis de provas produzidos por alunos, mas também a investigar
possibilidades de ampliagdo da aprendizagem, tanto no que pertence ao uso da linguagem
matematica, quanto ao de generalidade envolvidas na producdo de niveis mais elevados de
provas. Para tanto, dois foram os referenciais tedricos basicos sobre os quais apoiou-se a
conducdo deste trabalho: a Teoria das Situacdes Didaticas, proposta por Brousseau (1986), e 0
modelo de producdo de provas de Balacheff (1988). No que concerne a parte metodologica,
para coleta e analise de dados sobre provas produzidas e aprendizagens realizadas pelos
alunos, estruturou-se metodologicamente, na Engenharia Didatica, Artigue (1988). Assim
sendo, elaborou-se uma sequéncia didatica composta de cinco sessbes envolvendo os
conteldos de Paridade, Divisibilidade, Progressdo Aritmética, Progressio Geométrica e
outros tipos de sequéncias. Essa investigacdo foi desenvolvida em uma escola particular,
composta por Educacdo Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio. Os alunos que
participaram das sessbes de forma voluntaria, integravam a 32 série do Ensino Meédio e
permaneciam na escola em periodo integral. Por meio da analise de producdes desses alunos,
foram observados indicios de aprendizagem, tanto no que se refere ao dominio da linguagem,
quanto aos tipos de provas que produziam. Outro fato observado, com relacdo a
aprendizagem, foi que, diante do rico universo de conjecturas envolvendo nimeros inteiros e
durante o desenvolvimento das atividades propostas, houve um grande envolvimento dos
alunos em busca de solucgdes. Esse envolvimento pode ser caracterizado como momentos de
estudo, fundamentais para a aprendizagem matematica, por meio da utilizacdo do conjunto
dos inteiros como ferramenta de aprendizagem.

Palavras-chave: Educacao matematica. Ensino médio. Validacgdo algébrica.



ABSTRACT

In this work, it’s made a study of algebraic validation by students of the 3rd grade of high
school for set of integers . Firstly it was performed a historical research in search of the origin
and evolution of mathematical demonstrations, making a cutting in the development of
algebraic and arithmetic validations along the centuries, and the role of demonstration and
deductive method in this course. We studied the mathematical demonstrations throughout
history, even recent studies of mathematics education in regard to teaching and learning
demonstrations. Starting from the analysis of these researches, it was developed a work
designed not merely to identify types and levels of evidence produced by students, but also to
investigate possibilities of extending learning, both as pertains to the use of mathematical
language, and the generality involved in the production of higher levels of evidence. To do so,
two were the basic theoretical referenciais on which rested the conduct of this work: the
Theory of the Didactic Situations, proposed by Brousseau (1986), and the model of
production of proofs of Balacheff (1988). With regard to the methodology for collecting and
analyzing data on evidence produced and learning acquired by students, it was structured
methodology in the Didactic Engineering, Artigue (1988). Thus, a didactic sequence
composed of five sessions was elaborated involving the contents of Parity, Severability,
Arithmetic Progression, Geometric Progression and other types of sequences. That research
was conducted at a private school, composed of Childhood Education, Elementary and High
School. The students, who participated in sessions in a voluntary way, attended the 3rd grade
of high school and remained in school full time. Through the analysis of production of these
students, signs of learning could be seen, both as regards the field of mastery of language, and
the kinds of exams they produced. Another observed factor, in relation to learning, was that
before the rich universe of assumptions involving whole numbers and for the development of
proposed activities, there was a great involvement of students in search of solutions. This
involvement can be characterized as moments of study, fundamental to learning mathematics
through the use of all the set of integers as a learning tool.

Keywords: Mathematics education. High school. Algebraic validation.
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INTRODUCAO

H& vinte anos, quando optei pelo curso de Licenciatura Plena em Matematica,
considerava que, para ser professora do Ensino Fundamental e Médio, bastava,
primeiramente, possuir ‘“didatica”, ‘“saber Matematica” e “preparar bem as aulas”,
relembrando o que havia estudado sobre os conteldos matematicos escolares. Nessa época,
comecei a lecionar utilizando muito pouco os conhecimentos e saberes adquiridos em meu
curso superior. Era importante cumprir o contetdo programatico exigido pela coordenacdo
pedagogica e as minhas aulas acabavam tornando-se densas e cansativas. Muitas vezes, 0s
alunos “aprendiam” as ferramentas matematicas, porém ndo conseguiam aplica-las.

A partir de 1994, como coordenadora pedagdgica de Ensino Médio, deparei-me com
as mudancas propostas pelos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) (BRASIL, 2000) e
Programa Nacional do Livro para o Ensino Médio (PNLEM) (BRASIL, 2006) entre elas, a
importancia dada a resolucdo de problemas. Os professores de Matematica, pertencentes a
minha equipe, constatavam que os seus alunos possuiam dificuldades na resolucdo de
problemas matematicos e que tais dificuldades cresciam a medida que esses problemas
tornavam-se mais elaborados, em especial aqueles que envolviam validacGes algébricas.

Mas como fazer para que os alunos aprendessem a resolver problemas? Que
conhecimentos precisariam ser desenvolvidos para que os alunos tivessem autonomia na
resolucédo de um problema?

Ao ingressar no Mestrado em Educacdo Matematica, em 2007, buscava encontrar
respostas para essas questdes, e elas foram ao encontro de estudos que vinham sendo
realizados pelo meu orientador. Certamente, percebi que minha visdo sobre o contexto
ampliara-se e que as respostas seriam mais faceis a partir das aulas de Didatica de
Matematica, Pesquisa em Educacdo Matematica e outras disciplinas.

Por este motivo optei, entdo, por investigar os procedimentos utilizados por alunos da
3% série do Ensino Médio na validacdo algébrica de conjecturas no Conjunto dos NUmeros
Inteiros. A escolha pelo Conjunto dos NUmeros Inteiros deu-se porgue neste conjunto €
possivel formular uma diversidade de conjecturas, nas quais pretendo investigar os tipos e
niveis de procedimentos de validacdo algébrica. Acredito que, com o uso da Algebra, os
alunos podem validar conjecturas baseadas em suposicdes aritméticas, as quais foram

verificadas para numeros inteiros.
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De acordo com o Curriculo e os Padrdes de Avaliagdo do National Council of
Teachers of Mathematics (NCTM) para Matematica nas Escolas “a demonstracao da validade
I6gica de conjecturas é a esséncia do ato criativo de fazer a matematica” (NCTM, 1989, p.81).

Por essas raz@es, esta pesquisa visa ndo apenas a identificar tipos e niveis de provas
produzidos pelos alunos, mas também a investigar possibilidades de aprendizagem, tanto no
que concerne ao uso da linguagem matematica quanto a evolugdo na producdo de provas a
cada atividade desenvolvida

Assim, a organizacdo desta dissertacdo estrutura-se em quatro capitulos. No primeiro
capitulo, é feito um estudo bibliografico, fazendo um recorte na evolucdo das validacbes
algébricas e aritméticas ao longo dos séculos, no papel desempenhado pela demonstracao e
pelo método dedutivo nesse percurso.

No segundo capitulo, é apresentado 0 objeto de estudo, bem como os referenciais
teodricos basicos sobre os quais se apoia a conducdo desta pesquisa: a Teoria das Situacoes
Didaticas, proposta por Brousseau (1986), e 0 modelo de producéo de provas defendida por
Balacheff (1988). No que se refere a parte metodoldgica, para coleta e analise de dados sobre
provas produzidas e aprendizagens realizadas pelos alunos, apoiamos- nos na Engenharia
Didatica, escrita por Artigue (1988). Considera-se que esses referenciais sdo adequados para
as analises das dimensdes teorica e experimental desta pesquisa, pois além de integrarem um
mesmo programa epistemoldgico, neste caso, eles se complementam quanto as abordagens
que foram feitas.

No terceiro capitulo, sdo analisados procedimentos utilizados por alunos do Ensino
Médio durante a resolucdo de problemas que envolvem conjecturas no conjunto dos nUmeros
inteiros.

Por fim, no quarto capitulo sdo apresentadas a organizacao, analise e discussao dos
resultados obtidos, tomando como base o referencial tedrico discutido nos capitulos
anteriores.

Nas considerac@es finais, é feita uma sintese dos resultados obtidos e uma anélise a
respeito dos tipos de provas encontrados e das possibilidades de aprendizagem matematica, a
partir de problemas que envolvem validacdes algébricas de conjecturas no Conjunto dos

Numeros Inteiros por alunos do Ensino Médio.



CAPITULO 1

AS DEMONSTRACOES ALGEBRICAS E ARITMETICAS AO LONGO DOS
SECULOS

O educador deve fazer a crianga passar
novamente por onde passaram seus antepassados;
mais rapidamente, mas sem omitir etapa. Por essa
razdo, a histéria da ciéncia deve ser nosso
primeiro guia (POINCARE apud ROXO, 1930,

p.6) ..

Neste primeiro capitulo, apresentamos uma breve histéria das demonstracdes
matematicas fazendo um recorte na evolucdo das validagdes algébricas e aritméticas ao longo
dos séculos, e do papel desempenhado pela demonstracdo nesse percurso. Acreditamos que
recorrer a historia seja importante, pois segundo Miguel (2005) a partir do século XIX,

» 2 como um

tornou-se quase que pratica corrente recorrer ao chamado “principio genético
modo aparentemente sensato e natural de se justificar a participacdo da historia no processo
de ensino e aprendizagem da matematica escolar. Além disso, observarmos nesse estudo
historico alguns dos grandes progressos alcancados pela Matematica devido aos métodos de
demonstracéo.

Nossos estudos foram embasados em uma pesquisa bibliografica na qual pretendemos
estruturar 0 nosso Referencial Tedrico e Metodologico e utiliza-la efetivamente neste
trabalho. N&o temos a pretensdo de esgotar o assunto nem de aprofunda-lo demasiadamente,
mas apenas tentar seguir a linha do tempo e responder, se possivel, as seguintes perguntas: o
gue € uma prova rigorosa? Por quais caminhos iniciou sua presenca? Existem outros possiveis
meios de argumentacdo sobre a validade das afirmacdes em Matematica? Segundo Bicudo e
Garnica (2006), buscar o caminho histdrico que constitui a prova rigorosa como fundamental
ao estilo matematico passa, naturalmente, pela constituicdo da propria Matematica como
ciéncia hipotético-dedutiva. As raizes histdricas dessa constituicdo parecem iniciar-se na

Grécia, tendo Os Elementos de Euclides um papel essencial nessa trajetoria. Primeiramente,

'L educateur doit faire repasser 1’enfant par ol ont passé ses péres; plus rapidement mais sans briler d’étape. A
ce compte, 1’histoire de La science doit étre notre premier guide” (POINCARE apud ROXO, 1930, p.6).

A expressdo “principio genético” é utilizada para designar uma versio pedagodgica da “lei biogenética” de
Ernest Haeckel (1834-1919). Essa lei sugeriu que, durante o seu desenvolvimento, o embrido humano
atravessaria 0s mais importantes estagios pelos quais teriam passado seus ancestrais adultos (RONAN, 1987, v.
IV, p.79). A versdo pedagdgica dessa lei consiste que todo individuo, em sua construgdo particular do
conhecimento, passaria pelos mesmos estagios que a humanidade teria passado na construcdo desse
conhecimento.
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formas de argumentacdo sobre natureza matemética podem ser encontradas em registros
anteriores. Admitindo que todo o conhecimento € um acumular de esforcos, chegamos a
concluséo de que as manifestagdes argumentativas em torno das demonstragdes matematicas
parecem desembocar na sistematizacdo euclidiana. Essa sistematizacdo pode ser vista como
inspiracdo do formalismo moderno que, no que concerne a Geometria Euclidiana, resultara na
axiomatica de Hilbert.

Duas séo as explicagbes mais frequentes dadas a essa transformacgéo. Segundo Arsac
(1987), existem duas teses que geram, por exclusbes e complementacfes, uma terceira. A
prova rigorosa, “a externalista”, por ndo envolver diretamente a produgdo do conhecimento
matematico — naturalmente, surgiria da aplicacdo, na Matematica, das regras do debate
argumentativo, que governava a vida politica na cidade grega. Em contrapartida, “a

internalista”, fundamentada na questdo “qual o problema matematico que justificou a

demonstragao?”.

1 A DEMONSTRACAO ENTRE OS POVOS ANTIGOS

Segundo Domingues (2002), por varios milénios, a Matematica desenvolveu-se sem
utilizar o método da demonstracdo. Apesar de avancgadas, tanto a Matematica babildnica
quanto a egipcia ndo se baseavam em um processo de demonstracdo ou em qualquer estrutura
axiomatica que garantisse a validade de suas regras. Tais regras eram admitidas mediante a
simples concordancia em que se confirmavam. Provavelmente, eram atingidas através do
produto da evidéncia fisica da tentativa e erro ou até mesmo pelo método empirico.

Pitagoras de Samos (532 a.C.) e sua escola pitagorica seriam 0s responsaveis pela
criacdo da Matematica pura, a qual € movida por razdes intelectuais e no esteio de problemas
abstratos. Porém, em sua contribuicdo a ciéncia Matematica, limitou-se a estabelecer
resultados particulares tanto na Geometria como na Aritmética. Outro apontamento feito pelo
autor é que, de acordo com a filosofia da escola pitagorica, todos os fenémenos do universo
poderiam ser explicados em termos de nUmeros inteiros positivos e suas razbes. Os
pitagdricos alimentavam a crenca de que duas grandezas quaisquer da mesma espécie eram
sempre comensuraveis. Porém, no século V a.C., o pitagérico Hipaso de Metaponto
demonstrou a falsidade dessa crenca. Como, exatamente, ndo se sabe.

Ao analisarmos Boyer (1974, p.35) e Eves (1995, p.25), podemos encontrar Tales de
Mileto (600 a.C.) como o primeiro matematico preocupado com as demonstracoes. Para ele

“A quest@o primordial ndo € o que sabemos, mas como sabemos” (BOYER, 1974, p.33).
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Em Hefez (2005), verificamos que, para os pitagoricos, 0s nimeros possuiam um
poder mistico adotando a aritmética como seu sistema filoséfico. Possuiam, portanto, forte
inclinacdo para a Filosofia e a Logica, o que influenciou fortemente sua cultura e,
particularmente, a Matematica. Platdo (429 - 348 a.C.) sofreu grande influéncia dessa cultura.
Apesar de ndo ser matematico, nela via um indispensavel treinamento logico para sua
filosofia, ressaltando os processos axiomaticos e dedutivos como uma metodologia a ser
seguida em todos os campos do conhecimento. A preferéncia de Platdo pelos aspectos mais
tedricos e conceituais fazia-o estabelecer uma clara diferenciagdo entre a ciéncia dos nimeros,
a qual chamava de aritmética, e a arte de calcular, a qual chamava de logistica e que
desprezava por ser “infantil” e “vulgar”.

Segundo Boyer (1974), Platdo também esclareceu definigdes e reorganizou hipéteses.
Entretanto, seu discipulo Aristételes (384-322 a.C.) foi o primeiro filésofo a expor uma
categoria de argumentacdo nos Topicos e Retdrica. Procurando um meio caminho entre Platdo
e os Sofistas, encontrou na Retdrica uma arte que visava a descobrir 0s meios de persuasdo
possiveis para 0s varios argumentos. O seu objetivo foi o de obter uma comunica¢do mais
eficaz para o saber que € pressuposto como adquirido. A Retdrica de Aristoteles tornou-se a
arte de compor discursos que primavam pela sua organizacdo e beleza estética, sendo
reconhecida como uma das primeiras formas de demonstragdo matematica. Aristoteles é
conhecido como o criador da Légica Matematica, o iluminador do pensamento matematico.

Domingues (2002) observa que Aristoteles confirma a hipdtese do pitagdrico Hipaso
de Metaponto e ainda diz que a validacao de tal hipdtese pode ter sido por reducéo ao absurdo
e a demonstra. Por esse método, a diagonal e o lado de um quadrado sdo incomensuraveis,

demonstracdo essa que pode ter sido encontrada por Hipaso. A demonstracdo de Aristételes é

equivalente a que se da hoje para provar que /2 € irracional e que apresentamos a seguir.

Demonstragao: v/2 € irracional

Hipotese: Existem a, b € Z, tais que %: V2.
Demonstracdo:
2 2
=2 o (g) =V2Z & 2 =26 a?=2b? (1).
De (1) concluimos que a®é par e, consequentemente a também é par

(verifique!®).

*Observe a demonstracdo do teorema: a é par < a? é par na pagina 24 deste capitulo.
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Entao existe um k inteiro tal que a = 2k (2).

Substituindo (2)em (1)temos:

(2k)?=2 b? & 4k? = 2b? & b2=2k?,

e, portanto, b? é par e b também é par.

Absurdo, pois,se a e b sdo pares, a fragdo % ndo ¢ uma fragao reduzida
(podemos simplifica — la por 2).

Logo /2 é irracional.

Esse ambiente cultural dos pensadores gregos, desde os tempos de Tales e Pitagoras,
por volta de 300 a.C., proporcionou o surgimento, em Alexandria, de um tratado que se
tornaria um dos marcos mais importantes da Matematica, Os Elementos de Euclides. Dos
treze livros de Os Elementos de Euclides, dez sédo destinados ao campo geométrico e trés, ao
campo aritmético. Nos trés livros de aritmética, Livros VII, VIII e IX, assunto de nosso
interesse nesse capitulo, Euclides desenvolve a teoria dos nimeros naturais, sempre com uma
visdo geométrica (para ele os nimeros representam segmentos e 0s nimeros ao quadrado
representam areas). No Livro VII, sdo definidos os conceitos de divisibilidade, de nimero
primo, de numeros perfeitos, de maximo divisor comum e de minimo multiplo comum, entre
outros. No mesmo livro, encontramos bem posta a chamada divisdo euclidiana: divisdo de um
namero natural por outro. Com o uso de tal divisdo, Euclides estabelece o algoritmo mais
eficiente até hoje conhecido para o calculo do maximo divisor comum de dois inteiros
(Proposicoes 1 e 2 do livro VII), conhecido como Algoritmo de Euclides. No Livro VIII, sdo
estudadas propriedades de sequéncias de nimeros em progressdo geomeétrica. No Livro 1X,
Euclides mostra de forma eximia que existem infinitos nimeros primos, como também prova
que todo namero natural se escreve de modo Unico como produto de nimeros primos. Essa
propriedade é conhecida hoje como Teorema Fundamental da Aritmética.

Segundo Coutinho (2005), Diofanto de Alexandria, que viveu por volta de 250 anos
depois de Cristo, nos legou uma obra chamada Aritmética a qual foi escrita em treze volumes,
mas apenas sete nos chegaram. Trata-se do primeiro tratado de Algebra hoje conhecido, pois a
abordagem de Diofanto era totalmente algébrica, haja vista que ele iniciou a utilizacdo de
simbolos na Matematica para facilitar a escrita e o0s célculos. Esses simbolos eram,
geralmente, abreviacbes que expressavam quantidades e operagdes. Essa maneira de
representar argumentos na resolucdo de problemas foi denominada algebra sincopada. A
maioria dos problemas tratados por Diofanto, em Aritmética, visava a encontrar solucdes em

nameros inteiros, muitas vezes contentando-se em encontrar apenas uma solucdo de equagdes
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algébricas com uma ou vérias incognitas. A Aritmética de Diofanto, conforme Domingues
(2002) é uma obra em que ndo se encontram defini¢cbes, postulados e proposi¢fes (nem,
portanto, demonstracfes), mas é considerada um icone da Matematica grega, especialmente
pelo seu carater inovador, tanto pelo conteldo como pela abordagem.

2 A DEMONSTRACAO NA IDADE MEDIA

Nesse periodo, de aproximadamente mil anos, da queda de Roma em 476 a de
Constantinopla, em 1453, o0 mundo ocidental foi regido pela Igreja Catdlica. Ele é também
conhecido como periodo teocéntrico, uma época em que pensar ou escrever sobre a forma do
Sol ou da Terra era motivo para ser condenado a fogueira. Tal fato ocasionou o declinio
cultural, o adormecimento cientifico ocidental, e, por sua vez, a decadéncia do estudo da
Matematica.

Durante esse periodo, a Matematica encontrou espaco para se desenvolver no Oriente,
pois estava livre da repressdo catolica sofrida pelo Ocidente. Porém, enquanto os gregos
tinham Os Elementos de Euclides, os povos do Oriente repetiam a matematica babilénica e
egipcia ao colecionarem problemas especificos. Entretanto, por volta de 750, em Bagda, foi
criada uma casa da sabedoria, sendo chamados estudiosos a fim de colecionar e traduzir todas
as obras gregas encontradas. Os hindus criaram nosso sistema de numeracdo, o qual foi
utilizado e divulgado pelos arabes. Hindus e arabes realizaram muitos progressos na
Aritmética, na Algebra e na Trigonometria. Os &rabes tiveram o grande mérito de
conservarem os cléassicos gregos e desenvolver a élgebra e a aritmética da india, além de
levarem esses conhecimentos ao Ocidente, pela Espanha, na época das cruzadas.

Eves (1997) conta-nos, que na india, um dos lugares onde a Matematica conseguiu se
desenvolver, afirmac6es geométricas eram provadas por meio de apelo a figura. Um exemplo
classico era a prova do teorema de Pitagoras, reproduzida por Bhaskara, no século XII, a qual

consistia da Figura 1 acompanhada de um Gnico comentario: “contemple-a”.

Figura 1 — Prova do Teorema de Pitagoras.
Fonte: FREITAS (1994, p.3).
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E bem conhecida, mesmo em nivel médio, a demonstracio de Bhaskara, por
decomposicdo do teorema de Pitdgoras (muito tempo antes essa
demonstracgdo ja fora dada na China). Nessa demonstracdo decompde-se 0
qguadrado sobre a hipotenusa em quatro tridngulos, cada um deles
congruentes ao tridngulo dado como se vé na figura 1. Facilmente se
arranjam as partes de modo a obter a soma dos quadrados sobre os catetos.
Bhéaskara desenhou a figura e ndo ofereceu nenhuma explicacdo, mas tao
somente a palavra “Veja”. Com um pouco de algebra, porém, faz-se a
demonstragao; pois se ¢ é a hipotenusa e a e b sdo os catetos do triangulo,

=4 (2)+ (b-a)® = a® + b2 - (EVES, 1974, p.33).

Para Domingues (2002) a Idade Média foi um periodo de transicdo com um grande
declinio cultural verificado no Ocidente. A obra Os Elementos tornou-se uma obra com um
nivel intelectual muito acima das possibilidades da época, s6 usada restrita e superficialmente.
Nessa época, 0s estudos da Matematica ficaram praticamente restritos aos povos arabes e

hindus, mas esses povos nao priorizavam a demonstracdo como os helénicos o fizeram.
3A DEMONSTRACAO NO RENASCIMENTO

O conhecimento cientifico, no ocidente, renasceu das trevas por volta do século XV e
XVI. Ele chega a Europa por dois caminhos diferentes: uma parte conservada pelas
instituicOes religiosas e a outra, muito mais importante, proveniente da Arabia. No final do
século XV e durante o séc. XVI, a Europa ja possuia muitos cultivadores da Matematica, na
Escola Italiana, com Leonardo da Vinci (1452-1519), que encontrou a visdo estética de suas
obras na Matematica e foi buscar suas raizes na Geometria de Euclides e Platdo. Tartaglia
(1500-1557), Cardano (1501-1576) e Ferrari (1522-1565), algebristas italianos, foram os
responsaveis pela resolucao das equacdes de terceiro e quarto graus. Ferrari também chegou a
demonstracdo da equacao de terceiro grau.

Segundo Chevallard (1985), depois do séc. XVI essa explosdo de conhecimentos
marcou o progresso cientifico matematico. Uma das causas desse progresso deu-se com a
consolidacéo da algebra simbolica, que surgiu no mesmo século, na Franga, mas s6 conseguiu
impor seu estilo, em grande parte do mundo, do meio do séc. XVII em diante. Francois Viete
(1540-1603) também foi matematico notavel, apaixonado por Algebra e passou para a
Histéria como o principal responsavel pela introducdo dos simbolos no mundo da
Matematica. Foi ele que adotou vogais para as incdgnitas e consoantes para 0S nUmeros
conhecidos. Por isso, ficou conhecido como o Pai da Algebra. Viéte, que também simplifica

as relagdes trigonométricas, pode ser considerado um precursor da Geometria Analitica. No
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final do século XVII, foi publicada a obra de Viete, mais tarde ampliada, o qual admitiu que
as expressoes literais pudessem tomar valores negativos. Foi ele quem, realizando numerosas
simplificagOes na resolucdo das equagdes, abriu caminho para os trabalhos de Descartes e
Newton, entre outros. O cientista René Descartes (1596-1650), que valorizava o método
axiomatico-dedutivo, em particular o método matematico, ao escrever Geometria, sua Unica
obra matemaética, ndo utilizou nem postulados e nem demonstracdes, denegrindo assim sua
prépria epistemologia. O mesmo ocorreu com o Célculo. Basta citarmos Newton, um de seus
criadores, ao passar a limpo suas ideias, nenhuma delas foi convincente, duramente falando.

Segundo Domingues (2002), podemos finalizar o nosso breve estudo da Matematica,
no Renascimento, com o resgate da geometria euclidiana pelos matematicos do Ocidente,
gracas a sua organizacao logica e ao surto de desenvolvimento muito grande da Matematica
em varios setores, sO comparavel ao periodo aureo da Matematica grega. Porém, novas areas
da Matematica, como a Geometria Analitica e o Calculo, por exemplo, provavelmente, ndo
chegaram a satisfazer sob o ponto de vista do rigor, nem mesmo a seus criadores. A
Matematica renascentista foi rica no campo das novas descobertas, porém com poucas
demonstracgdes rigorosas, nao que faltasse capacidade aos matematicos da época. A verdade é
que os fundamentos da Matematica careciam ainda de uma estruturacdo consistente e
abrangente, a qual foi alcan¢ada somente na segunda metade do século XIX.

Para Arsac (1987), o século XVII marca uma ruptura na concepcao de demonstracéo.
Surge na Europa uma nova geracao de cientistas, muito mais preocupada com a descoberta do
funcionamento dos fenbmenos que de suas explicacdes. Apesar de admirarem 0s antigos
textos gregos, em particular os de Euclides e Arquimedes, eles formulavam sérias criticas as
suas demonstracOes, tais como: auséncia de um metodo geral, utilizacdo de demonstracGes
indiretas (raciocinio por absurdo) por toda a parte e, sobretudo o fato de que esses antigos
textos ndo apresentam nenhum método de descoberta. Observa-se que o objetivo dos gregos

era muito mais convencer que de esclarecer.

4 UM PERIODO DE TRANSICAO

Nesse periodo, segundo Hefez (2005), ocorreu o renascimento da Aritmética, na
acepcdo de Platdo, essencialmente pela obra do jurista francés Pierre de Fermat. Na época,
ndo era comum para 0S matematicos exporem as demonstracbes dos resultados que
descobriam, langando-os como desafio para outros. Os resultados de Fermat foram divulgados

através de suas correspondéncias, principalmente com o padre Marin Mersenne. Em uma de
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suas cartas, de 1640, Fermat enunciou o seu Pequeno Teorema, dizendo que néo escreveria a
sua demonstracdo por ser longa demais. Descobriu varios teoremas em Teoria dos NUmeros,
mas sua contribuicdo mais marcante foi descobrir a sua mais famosa conjectura, que ficou
conhecida como Ultimo Teorema de Fermat. Tal fato ocorreu apos ler, na Aritmética de
Diofante, uma série de observacbes e problemas relativos ao Teorema de Pitdgoras. Fermat
olhou mais atentamente para a equacdo x 2 +y? = z2, a qual tem infinitas solucbes e
modificou-a de modo a obter uma muito semelhante. Passou a considerar uma nova equacéo,
em que 0 expoente era maior do que dois, e chegou a proposicdo: x™ +y™ = z™" com

n > 2ex,y,zen inteiros positivos, ndo tem solucdes.

Afirmacédo de Fermat

E impossivel separar um cubo em dois cubos, ou um biquadrado em dois
biguadrados ou, em geral, uma poténcia qualquer, exceto um quadrado em
duas poténcias com 0 mesmo expoente: para isso eu descobri uma prova
verdadeiramente maravilhosa. Mas a margem é muito pequena para conté-la.
(Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos testatem in
duas ejusden nominis faz est dividere: cujus demonstrationem mirabilem
sane detexi. Hanc margins exiguitas non caperet) (GARBI, 2007, p. 196).

Segundo Domingues (2002), quanto ao calculo, basta citar que um de seus criadores,
Isaac Newton, fez trés tentativas para passar a limpo suas ideias, nenhuma convincente.
Evidentemente, ndo faltava capacidade a esse matematico, mas a verdade é que, segundo
Freitas (1986), esse € o0 periodo em que a Matematica € escrava da Fisica, sendo sua
caracteristica principal a falta de rigor absoluto. Os matematicos desse periodo utilizavam
mais a intuicdo que a perfeicdo logica, afastando-se cada vez mais das demonstracGes da
matematica pura. Como consequéncia, no séc. XVIII desenvolvem—se o célculo diferencial, o
calculo integral e o calculo das variacbes. Também sdo desenvolvidas as teorias analiticas e
infinitesimais de curvas e superficies, a fim de auxiliar no avanco das ciéncias da natureza,
guando o0s matematicos estavam mais preocupados com as aplicagdes. Para Domingues
(2002), ao iniciar o séc. XIX, a geometria de Euclides, com sua organizacdo logica, realmente
se diferenciava das matematicas recém-descobertas ainda a procura de seus alicerces. Mas o
que predominava era a visdo do filésofo Immanuel Kant (1724-1804), com sua enorme
influéncia cientifica de cunho euclidiano. Kant defendia o carater a priori do conhecimento
geométrico e, para isso, argumentava que uma propriedade como a de que a “a soma dos
angulos internos de um tridngulo ¢ igual a dois angulos retos”, ndo estd sujeita a alteragdes,

haja vista tratar-se de um conhecimento universal que ndo comporta exce¢do nenhuma.
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5 A VOLTA DAS DEMONSTRACOES NO SECULO XIX

No séc. XIX ocorreu a idade &urea da Matematica. Nesse século, a producédo
matematica superou tanto em quantidade como em qualidade toda a época precedente em
conjunto. Galois (1811-1832) cria a teoria dos grupos e pde fim ao problema da resolugéo das
equacdes algébricas por meio de radicais. A partir da segunda metade desse século, a Algebra
passa a tratar dos estudos das estruturas algébricas. Houve avangos no campo da Geometria,
com a resolugdo do “problema das paralelas”. Na solu¢do desse problema, nascem as
geometrias ndo euclidianas. Hilbert (1862-1943), com a obra “fundamentos da geometria”, da
um tratamento axiomatico rigoroso contrapondo-se ao método euclidiano. Ocorre também a
chamada Aritmetizacdo da Analise, com 0s matematicos Cauchy (1789-1857), Weierstrass
(1822-1901), Rieman (1826-1866), e outros. Cantor (1845-1918) e Dedekind (1831-1916)
solucionaram, quase que simultaneamente, o problema da continuidade da reta em trabalhos
independentes. A “Teoria dos Conjuntos” foi criada por Cantor para analisar os diversos tipos
de conjuntos infinitos.

Para Domingues (2002), mediante tantas criacfes postas no paragrafo anterior, as
demonstracdes foram reformuladas, pois tornou-se necessario submeter a demonstragdo a uma
analise mais profunda. Dentre os matematicos que contribuiram para essa reestruturacdo é
importante citarmos G. Frege (1848-1925). Com ele, surgiu a demonstracédo formal, a qual é
formada por uma sequéncia de proposicOes tal que: (i) a primeira proposicdo € um axioma,;
(ii) cada uma das outras ou é um axioma ou é dedutivel diretamente das que precedem na
sequéncia; (iii) a ultima preposicdo é a que se pretendia demonstrar. Apesar de um grande
avanco em relacdo aos procedimentos psicologicos precedentes, a demonstracdo formal
carregava consigo a semente de alguns contratempos futuros para o0s especialistas

matematicos.

6 O CAMINHO DAS DEMONSTRACOES NA PASSAGEM DO SEC. XX PARA O
SEC. XXI

Segundo Davis (1985), a Matematica, nas primeiras décadas do séc. XX é marcada
pela chamada “crise dos fundamentos”. As trés principais correntes que envolveram os
principios basicos dessa ciéncia sdo: logicismo, intuicionismo e formalismo. O logicismo de
Bertrand Russel (1872-1970) pretendia tornar a matematica parte da logica. A teoria dos

conjuntos de Cantor parecia, a principio, ser quase o mesmo que a légica. A relacdo de
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inclusdo da teoria dos conjuntos em que A € um subconjunto de B, pode ser sempre restrita
como a relacdo l6gica de implicagdo, “se 4, entdao B”. Assim, parecia possivel que a l6gica da
teoria dos conjuntos poderia servir de fundamento para toda a Matematica. No entanto, foi o
préprio Russel quem descobriu que a nogdo que demonstrava aparéncia de conjunto continha
armadilhas inesperadas. O paradoxo de Russel mostrou que a logica intuitiva, longe de ser
mais segura do que a matematica classica, era mais traicoeira, uma vez que poderia conduzir a
contradi¢cGes de uma maneira que nunca aconteceria na aritmetica ou na geometria.

O intuicionismo é uma doutrina nascida entre os proprios matematicos. Segundo ela,
sO possuem existéncia real aqueles objetos matematicos que podem ser construidos a partir de
certos objetos primitivos, de maneira finita. Segundo Davis (1985), os intuicionistas eram
também conhecidos por construtivistas e consideravam muitas das demonstracdes — padrdo da
matematica classica como invalidas. Em alguns casos, fornecem uma demonstracdo
construtiva, em outros mostram que tal demonstragdo € impossivel. Teoremas que sao
considerados verdadeiros na matematica classica sdo considerados falsos na matematica
construtiva. Hilbert, em particular, ficou alarmado e empreendeu-se na tarefa de criticar a
matematica intuicionista, dando uma demonstracdo da consisténcia da matematica classica e
fazendo surgir o formalismo.

O formalismo é a posicdo em que a Matematica consiste num jogo de simbolos com
regras bem definidas, ou seja, axiomas, definicdes e teoremas, sendo que, na Franca, nas
primeiras décadas do seculo passado, o Grupo Boubarki aproxima-se bastante de suas ideias.

Segundo Domingues (2002), na década de 20, Hilbert e sua escola criaram a teoria da
demonstracdo, um método que objetivava estabelecer a consisténcia de qualquer sistema
formal. Buscando evitar criticas, adotou uma ldgica que se aproximava dos principios
intuicionistas. Assim, reduziu a consisténcia da maior parte da Matematica a da teoria dos
nameros ou a da teoria dos conjuntos. Porém, Kurt Godel (1906-1978) publicou resultados
demonstrando que tal projeto era irrealizavel, ja que era impossivel estabelecer a consisténcia
de qualquer sistema matematico amplo o possivel para abarcar a aritmética dos nimeros
inteiros. No entanto, o formalismo tornou-se a corrente predominante nos textos matematicos.

Imre Lakatos (1922-1973) entrou em cena como um filésofo matematicamente
educado, apresentando uma Matematica crescendo a partir de um problema e uma conjectura,
com uma teoria adquirindo forma sob 0s nossos olhos, no calor do debate e da discordancia; a
duvida cedendo lugar a certeza, e em seguida, a novas duvidas. Proofs and Refutations, nome
da obra-prima de Lakatos, foi, durante quinze anos, uma espécie de classico proibido entre os

matematicos até ser publicado em forma de livro, em 1976, pela Editora da Universidade de
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Oxford, trés anos apds sua morte. Em sua obra, ele utiliza a historia para explicar a
Matematica. Segundo Lakatos (1978), a Matematica, como as outras ciéncias, ¢é falivel,
crescendo por meio a criticas e correcao de suas teorias ndo livres de erros.

Para Lakatos (1978), a demonstracdo, neste contexto de matematica informal, ndo
significa um processo mecénico, que transmite as verdades em uma cadeia inquebrantavel das
hipoteses as conclusées. Em vez disso, significa explicagdes, justificacdes, elaboracdes, que
tornam a conjectura mais plausivel, enquanto é testada pela producdo de contraexemplos.
Assim, Lakatos aplicou sua analise epistemoldgica ndo ao formalismo, mas a matematica
informal, do processo de crescimento a descoberta, que €, naturalmente, a Matematica
conhecida dos matematicos e dos estudantes de Matematica.

Segundo Coutinho (2005), foi a influéncia da filosofia grega que fez da Matematica
uma ciéncia. De fato, os primeiros matematicos gregos estdo entre os primeiros fildésofos,
como € o caso de Tales e Pitagoras. A nocdo de que um fato matematico pode ser
demonstrado é fruto da interacdo da Matematica e da Filosofia. Afinal, a demonstragéo € um
argumento para esclarecer como certo fato € consequéncia de algo que conhecemos. Na
Educacdo Matematica, em vez de apresentar uma formula e aplica-la, devemos entender
porque a mesma € verdadeira. Um fato matematico é frequentemente chamado de teorema. O
sentido moderno de “proposicdo a ser demonstrada’ é atestado a partir dos Elementos de
Euclides. O enunciado de um teorema é constituido de duas partes: a hipdtese e a tese. A
hipdtese descreve aquilo que estamos supondo ser verdade; a tese é a conclusdo do teorema.

Vejamos um exemplo de demonstracao:

Demonstracdo: a é par < a? é par

Podemos dividir este teorema em duas partes e demonstra-las
separadamente:

(1)-Tese: Se a é um nimero inteiro par, entdo a®também é par.

Resolucéo:

-Hipotese: a é inteiro par / Tese: a? é par.

A hipétese nos diz que a é inteiro par. Isto significa, por defini¢do, que a é
multiplo de 2. Portanto deve existir um inteiro b tal que a = 2b. Elevando ao
quadrado temos: a? = (2.b)% = 4b? = 2.(2b?). Assim a? também é
multiplo de 2; logo a? é par. Mas Isto é a tese, e, portanto o teorema esta
provado.

(2)-Tese: Se a? é um nlimero inteiro par, entdo a também ¢é par.

Resolucéo:

Na verdade o que vai ser provado é a contrapositiva desta afirmacao, que é :
se a ndo é par entdo a® ndo é par.

Mas se um namero inteiro ndo é par, entdo tem que ser impar.
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Um nGmero impar é sempre da forma ‘par + 1°. Logo se a é impar, tem
que existir um inteiro b tal que a = 2b + 1. Elevando a ao quadrado
obtemos

a?= (2b+1)?= 4b% + 4b +1=2(2b% + 2b) + 1, que é um nimero
impar. Portanto a contrapositiva da afirmacdo que queremos provar é
verdadeira. Como contrapositiva e afirmacdo original sdo equivalentes,
provamos que se a?é um nimero inteiro par, entdo a também ¢é par.

Por (1) e (2) temos que se a é par < a? é par.

Para Braun (2007), a Matematica apresenta as demonstragBes cléssicas, como as do
exemplo anterior, e também as demonstracdes por absurdo®, com base no Principio do
Terceiro Excluido, o qual afirma que uma sentenca é verdadeira ou falsa. Se couber uma
terceira opcdo, adotamos como hip6tese exatamente o contrario daquilo que queremos provar.
Desse modo, ao encontrarmos uma contradigdo durante a demonstracdo, se esta logicamente
encadeada, é porque essa contradicdo deve-se exatamente as hipoOteses do problema e,
portanto, essas hipoteses sdo falsas e sua negacdo € verdadeira.

De acordo com Bicudo e Garnica (2006), buscar o caminho histérico que constitui a
prova rigorosa como fundamental ao estilo matematico, passa, naturalmente, pela constituicéo
da propria Matematica como ciéncia hipotético-dedutiva. As raizes historicas dessa
constituicdo parecem iniciar-se na Grécia, mas, certamente, formas de argumentacdo sobre
proposicdes de natureza matematica podem ser encontradas em registros bem anteriores,
posto que todo conhecimento € um acumular de esforcos, indo da sistematizacdo proposta por
Euclides até a formalizacdo axiomatica de Hilbert. E ainda relatam-nos, que a Educacéo
Matematica € o campo propicio para o estabelecimento de uma postura critica em relacéo a
Matematica, contrapondo-se a esfera de producdo cientifica da Matematica, campo de uma
postura técnica com tendéncias conservadoras quanto ao ensino e a aprendizagem. Enaltece o
destino critico da Educacdo Matematica pela aceitacdo de metodologias alternativas, pelo
vinculo de sua prética de pesquisa com a pratica pedagdgica, pela tendéncia em valorizar o

processo em detrimento do produto.

7 AS DEMONSTRACOES E AS NOVAS TENDENCIAS

Tendéncias atuais em Educacdo Matematica apontam para a necessidade de ir além do

dominio da técnica, ou seja, ndo basta tomar uma formula e aplica-la, é igualmente importante

*Para verificar a Demonstracdo de Aristoteles para a constatacéo de que a diagonal e o lado de um quadrado s&o
incomensuraveis, por reducéo ao absurdo, recomendamos a leitura da Revista Carta na Escola, S&o Paulo, SP:
Editora Confianca, 14. ed. mar. 2007.
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entender sua origem e por que a mesma é verdadeira. Em nosso levantamento historico,
percebemos por que a construcao de provas pelos alunos € um assunto que causa angustia em
alguns pesquisadores brasileiros. No Guia do PNLEM, encontramos a seguinte citagdo com
relacdo a orientacdo quanto ao trabalho com as demonstragdes nos livros didaticos do Ensino

Médio no Brasil:

O livro-texto deve valorizar os varios recursos do pensamento matematico,
como a imaginagao, a intui¢do, o raciocinio indutivo e o raciocinio légico-
dedutivo, a distingcdo entre validacdo matematica e validacdo empirica e
favorecer a construcdo progressiva do método dedutivo em Matematica. A
respeito do método dedutivo, convém advertir para desvios freqiientes a
serem afastados. O primeiro deles é o de formular uma generalizagcdo como
fato provado, com base na verificacdo de exemplos — muitas vezes um ou
dois apenas. Outros sdo apresentar provas muito complicadas de alguns
teoremas, que podem ser deixadas para estudos posteriores, ou expor
demonstragdes dificeis para fatos intuitivamente evidentes. Muitas vezes,
tais demonstracGes podem ser dispensadas sem prejuizo da compreensao.
(BRASIL, 20086, p.75).

Além da citacdo anterior, temos ainda as pesquisas que envolvem a trajetoria da
evolucdo do raciocinio matematico. Destacamos Pietropaolo (2009), que apresenta em sua
tese a existéncia de muitas pesquisas, ndo brasileiras, envolvendo provas na Educacao Basica.
Esse pesquisador identificou o senso comum entre o0s professores de Matematica
entrevistados. A prova é vista por estes professores como “conteido” e como recurso
pedagdgico bastante rico em sala de aula, mas desde que se admita um sentido maior para
essa palavra e ndo a simples reproducéo — pelo aluno e professor — das provas presentes nos
livros, mas sim o “fazer matematica” em sala de aula, envolvendo assim experimentacdes,
conjecturas e argumentacoes.

Encontramos também, na dissertacdo de Leandro (2006), o estudo diagndstico das
validac6es realizadas por alunos do Ensino Médio de uma escola localizada em S&o Paulo, no
qual ele se apoiou na Tipologia de Provas de Ballacheff (1988), que é resultado de sua tese de
doutorado. O pesquisador aponta as dificuldades dos alunos ao construirem e elaborarem
provas matematicas, desde as mais empiricas até as mais formais. Em seu trabalho, ao analisar
uma classe particular de problemas, ele identifica a existéncia de diferentes tipos e niveis de
prova em Matematica.

Hanna e Jahnke (1996, p. 47) procuram sintetizar a funcdo da prova na Matematica e
na Educagdo Matematica: “[...] enquanto na pratica matematica a fungdo da prova é a
justificacdo e a verificacdo, a sua funcdo principal na educacdo matematica € seguramente a

da explicagao”.
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E ainda sugere em seu trabalho que o ensino da demonstracdo no contexto da
matematica escolar serve para esclarecer ideias que vale a pena tornar conhecidas dos alunos.
Estas ideias de negociacdo e aceitacdo também sdo apresentadas na tese de Garnica (1996), a
sequir:

O programa de rigor sistematizado por Euclides, dizem, ndo é, nem nunca
foi, seguido rigidamente na producdo em matematica [...] donde a aceitagéo
de um resultado, entre 0s que produzem matematica, ser mais um processo
social de negociacéo de significados dentro do grupo de especialistas ao qual

0 resultado em questdo se relaciona, do que 0 mero seguir cego das regras
impostas pela proposta formal. (GARNICA, 1996, p.37).

Healy e Hoyles (2000) realizaram um estudo sobre concep¢do de provas matematicas
produzidas por alunos ingleses com idades entre 14 e 15 anos. Constataram que 0 empirismo
é muito forte e que os alunos possuem muitas dificuldades na elaboracdo de provas mais
formais. Como resultado, chegou-se a conclusdo de que tais dificuldades ndo se devem
somente a competéncia dos alunos, mas também a fatores curriculares, pois as demonstracées
matematicas sdo pouco trabalhadas em sala de aula. Os questionarios elaborados por esses
pesquisadores ja foram adaptados e utilizados em varios paises.

Ha varios estudos dedicados & passagem da Aritmética para a Algebra. Essa passagem
tem se mostrado fonte de dificuldades para um grande nimero de alunos, dentre elas aquelas
ligadas a introducdo do formalismo algebrico (CHEVALLARD, 1985, 1989; GALLARDO,;
ROJANO, 1988; VERGNAUD, 1988). No entanto, trabalhos sobre o aprendizado da
demonstracdo sdo frequentes para conteudos de Geometria, mas poucos sdo 0s estudos
especificos sobre processos de prova na resolucdo de problemas de “Aritmética-Algebra”.

Como o estudo que aqui apresentamos estd centrado em conjecturas e provas no
Conjunto dos Inteiros e em problemas na passagem da Aritmética para a Algebra, priorizamos
a analise de trabalhos de alguns autores, cujos objetos de estudo estdo mais proximos dessa
temaética.

No trabalho realizado por Freitas (1993), relativamente ao campo da Aritmética-
Algebra, foram identificados dois tipos de provas intelectuais: a prova por enunciados e a
prova algébrica. Essa distincdo foi feita levando-se em conta de um lado, a linguagem
empregada (linguagem natural versus linguagem algébrica); de outro, o funcionamento mental
inerente. Segundo Freitas (2007), a atividade de validacdo dos alunos depende tanto do

dominio da linguagem gquanto do conteudo:
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Nas duas categorias de provas, “pragmaticas” e “intelectuais”, produzidas
pelos alunos observamos tanto tratamentos de registros, quanto conversdes
entre trés tipos de registros de representagdo: linguagem natural, numérica e
algébrica. Observamos que a atividade de validacdo € indissociavel do
registro utilizado, ou seja, que a provas produzidas pelo aluno dependem
tanto do seu dominio sobre registro de representacdo quanto do nivel de
conhecimento sobre o contetdo representado (FREITAS, 2007, p.123, grifo
do autor).

No tipo “prova por enunciados”, a formulagdo da sequéncia dedutiva das afirmagdes ¢
apresentada em linguagem natural, enquanto que no tipo “prova algébrica” a sequéncia de
afirmacOes prioriza o emprego de cddigos simbélicos da linguagem algébrica para atingir
relagBes gerais. Nesse trabalho, identificou-se que muitos alunos, de inicio do Ensino Médio,
diante de certos problemas que exigem um nivel mais elevado de abstracdo ou de
generalizacdo, insistiam em verificar exemplos aritméticos particulares, permanecendo no
nivel empirico de validagdo sem atingir o nivel adequado.

Ainda no que concerne ao aprendizado da Algebra, em nivel dos anos finais do Ensino
Fundamental e Meédio, constata-se que um dos principais objetivos € desenvolver a
capacidade de utilizacdo de simbolos, que inclui tanto o célculo algébrico quanto a
modelagem e o0 estudo de variacdo. Segundo Ponte (2000), o pensamento algébrico deve
igualmente incluir a capacidade de lidar com estruturas matematicas e usa-las na interpretacao
e resolucdo de problemas matematicos ou de outros dominios e, em particular, na validagédo
algébrica de conjecturas.

Ponte, Brocardo e Oliveira (2003) desenvolvem atividades de investigacdo com alunos
de faixa etéria entre 12 e 14 anos, para uma variedade de problemas envolvendo a producéo e
validacdo de conjecturas, alguns bastante proximos daqueles por nos trabalhados. Dentre suas
conclusdes, ele identifica a “partilha de conhecimentos” como um aspecto importante desse

trabalho:

Os alunos podem po6r em confronto as suas estratégias, conjecturas e
justificacOes, cabendo ao professor desempenhar o papel de moderador. O
professor deve garantir que sejam comunicados os resultados e 0s processos
mais significativos da investigacdo realizada e estimular os alunos a
guestionarem-se mutuamente. Essa fase deve permitir também uma
sistematizacdo das principais idéias e uma reflexdo sobre o trabalho
realizado. (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2003, p. 41).

Ponte, Brocardo e Oliveira (2003) afirmam que em um ambiente de Investigacao
Matematica pode ser comparado aquele vivenciado pelos matematicos quando estdo em

processo de producdo do conhecimento matematico. Esse ambiente pode ser caracterizado
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como exploratério e de formulacdo de conjecturas ou hipdteses, as quais sdo testadas
empiricamente ou racionalmente, verificando sua validade ou ndo. Ou seja, 0 que mais
fortemente as caracteriza é este estilo de conjectura — teste — demonstragdo: um ambiente
especial de formulacgéo e resolucéo de problemas.

Por outro lado, Pietropaulo (2005) argumenta que 0s motivos pelos quais as provas,
rigorosas ou nao, deveriam estar presentes nos curriculos da Matematica em qualquer nivel
escolar ndo se resumem apenas ao fato da demonstracdo € o — ou estd no — “coragdo da
Matematica” e ¢ fundamental olhar a relagdo prova - Educacdo Matematica, no que diz
respeito as demonstracdes, sob outras perspectivas ndo exclusivas, tais como cognicdo e
praticas argumentativas.

Devemos salientar, contudo, que ha estudos sobre provas com estas perspectivas —
sobre os quais falaremos mais adiante, no préximo capitulo, aqueles que usam as
investigacOes, a partir de validacbes de conjecturas, utilizando meios que permitam a

mobilizacdo de conhecimentos prévios de cada sujeito.



CAPITULO 2

CONSTRUCAO DO OBJETO DE PESQUISA

Neste segundo capitulo, realizamos uma breve discussdo sobre Educacdo Matematica
e Didatica da Matematica, problemas matematicos, conjecturas, mais especificamente, um
estudo referente a producdo de provas por meio de validaces aritméticas e algébricas na
Matematica, bem como relativo a aspectos da aprendizagem. Pesquisamos tanto

demonstracdes matematicas, quanto outras formas de validacao.

1 EDUCACAO MATEMATICA E DIDATICA DA MATEMATICA

A area de Educacdo Matematica vem se consolidando ha cerca de trés décadas,
tornando-se campo de pesquisa na Alemanha, Estados Unidos, Franca, Holanda, Inglaterra e
em outros paises. No Brasil, a partir do inicio da década de 1990, surgem propostas
inovadoras as quais valorizam o trabalho com campos de significado tais como:
contextualizacdo, interdisciplinaridade, articulacdo entre os contetdos, uso das novas
tecnologias e formacao continuada dos professores, entre outras.

A Educacdo Matematica, segundo Pais (2005), é um grande campo de pesquisa
educacional, cujo objeto de estudo é a compreensdo, interpretacao e descricdo dos fenémenos
referente ao ensino e a aprendizagem da Matematica nos diversos niveis de escolaridade, quer
seja em sua dimensdo tedrica ou pratica.

Encontramos a seguinte citacdo a respeito de como poderiam ser trabalhadas essas

novas tendéncias dentro da Matematica no Brasil:

Apesar dessas tendéncias permearem a Lei de Diretrizes e Bases da
Educacdo (LDB), os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN), o Projeto
Nacional de Livros Didaticos (PNLD) e, em parte, o Exame Nacional do
Ensino Médio (ENEM), elas continuam ainda distantes das praticas
pedagdgicas da maioria dos professores que estdo atuando em sala de aula. E
necesséria a participagcdo dos docentes na elaboragdo dessas politicas e,
sobretudo, é imprescindivel investir na formagdo continuada do professor
(BITTAR; FREITAS, 2005, p.22).

A partir da leitura de textos e artigos da area de Educacdo Matematica, é possivel
perceber que a Matematica por ela proposta é aquela que funciona como um motor de

progresso social, de liberdade individual e politica. E um instrumento capaz de manejar
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situacOes novas e reais a partir da modelagem e formulagéo de problemas que, de modo geral,
ndo estdo presentes nos antigos curriculos. E, sobretudo, é um fator de formacéo do cidadao,
pois fornece subsidios para analisar e interpretar dados, preparando-o politicamente para a
leitura do mundo globalizado.

Para D’ Ambrosio (2005), a Educagdo Matematica tem sido central no pensamento dos
filosofos desde a Antiguidade. Somente no inicio do século XX, com a importancia da
Matematica no intenso desenvolvimento cientifico e tecnoldgico da época, e apoiado nas
novas teorias da aprendizagem, a Educacdo Matematica comeca a tornar-se autbnoma. A
fundacdo, em 1908, da Comissdo Internacional de Instru¢cdo Matemaética, o ICMI, tendo o
ilustre matematico Félix Klein, como seu primeiro presidente, foi o icone do reconhecimento
dessa autonomia.

Somente a partir do final da década de 60, comega a se definir a Didatica da
Matematica como uma das disciplinas centrais da Educacdo Matematica, a qual pesquisa 0S
fatores que influenciam o ensino-aprendizagem da Matematica e o estudo das condicfes que
favorecem a sua aquisicéo pelos alunos.

Segundo Pais (2005), a Didatica da Matematica tem como objeto de estudo a
elaboracdo de conceitos e teorias compativeis com a especificidade educacional do saber
escolar matematico, procurando manter fortes vinculos com a formacdo de conceitos
matematicos, tanto em termos experimentais da préatica pedagdgica, como no territorio tedrico
da pesquisa académica. Encontramos, no Programa Epistemoldgico de ensino e aprendizagem
matematica, que vem sendo desenvolvido por tedricos franceses uma representacdo do que
estamos aqui considerando como Didéatica da Matematica.

Dentre as teorias da Didatica da Matematica, apoiamo-nos mais especificamente na
Teoria das Situacbes Didaticas, de Brousseau, e no modelo de Tipologia de Provas de
Balacheff. A primeira teoria nos fornece meios de investigar possibilidades de aprendizagem,
tanto no que concerne ao uso da linguagem matematica quanto ao de generalidade envolvida
na producdo de tipos e niveis mais elevados de provas, enquanto que a segunda possibilita

diagnosticar e categorizar tipos de validacdes algébricas produzidas por alunos.
2 REFERENCIAL TEORICO E METODOLOGICO
Dois foram os referenciais tedricos basicos sobre 0s quais nos apoiamos na conducao

deste trabalho: a Teoria das Situa¢Oes Didéticas, proposta por Brousseau (1986), e 0 modelo

de producéo de provas de Balacheff (1988).
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Através da Tipologia de Provas de Balacheff (1988), podemos identificar os tipos de
provas produzidos pelos alunos, bem como, ao lado da Teoria das Situa¢bes Didaticas de
Brousseau (1986), avaliar a ocorréncia de aprendizagem.

No que concerne a parte metodoldgica, para coleta e anélise de dados sobre provas
produzidas e aprendizagens realizadas pelos alunos, apoiamo-nos metodologicamente na
Engenharia Didatica. Artigue (1988) caracteriza a Engenharia Didatica como sendo um
método que da importéncia tanto a dimensdo tedrica quanto ao experimental da pesquisa,

possibilitando meios que permitam investigar a aprendizagem de conceitos matematicos.

3 ATIPOLOGIA DE PROVAS

No modelo teodrico de Ballacheff (1988), séo identificados varios tipos de provas
classificadas em dois niveis: a prova pragmatica e a prova conceitual.”

S&o consideradas pragmaticas as provas que se apoiam em manipulacdes empiricas.
Ao contrario disso, as provas conceituais apoiam-se em formulacdes de propriedades e de
possiveis relacdes entre elas. Nesse sentido, as demonstracdes sdo caracterizadas como um
tipo de prova conceitual. Balacheff admite que 0 movimento das provas pragmaticas para as
provas conceituais repousa inicialmente em tomar conhecimento da qualidade genérica das
situacbes consideradas. Tal movimento exige um nivel elevado de descontextualizacéo,
despersonalizacéo e destemporalizacéo do objeto em questéo.

Balacheff (1988) considera que as palavras explicacdo, prova e demonstracéo
aparecem frequentemente como sindnimos nos enunciados de problemas em Matematica, mas
em seu modelo tedrico elas possuem significados diferentes. Para esse pesquisador,
explicacdo € um discurso que visa a tornar inteligivel o carater de verdade de uma proposicédo
ou de um resultado que o individuo que o faz acredita em sua validade. Prova é uma
explicacdo aceita por certa comunidade, num dado momento e contexto particular.
Demonstracdo € uma prova particular, aceita pela comunidade matematica e constituida a
partir de uma sequéncia de afirmacGes organizadas com regras aceitas por essa comunidade.
Segundo Balacheff, a demonstracdo é, em Matematica, um tipo privilegiado de prova

envolvendo uma pratica que permite comunicacao dentro da academia.

*Balacheff usa o termo intelectual, mas estamos chamando de conceitual, por considerarmos mais adequado ao
contexto da nossa lingua e porque ela é caracterizada por tratar de conceitos e propriedades.
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Em sua Tipologia de Provas, Ballacheff (1988) prop6e uma categorizacdo em tipos e
niveis de provas, sendo que tal categorizacdo depende do alcance da generalidade e do
conceito que estdo postos em uma prova especifica. Os tipos de provas sdo por ele
categorizados como:

a) empirismo ingénuo: Afirma-se a verdade de uma proposicéo apés a verificacao de
alguns casos particulares. E considerado o primeiro passo no processo de
generalizacéo;

b) experimento crucial: Afirma-se a verdade de uma proposi¢do apos a verificacdo de
casos particulares, seguido da verificacdo de um caso especial, geralmente nao
familiar. A diferenca principal com relacdo ao empirismo ingénuo é que o
individuo, apos verificar a validade da proposicdo para alguns casos particulares
ainda ndo se da por satisfeito e sente a necessidade de testar mais um caso
“especial” para tirar a davida,

c) exemplo genérico: Afirma-se a verdade de uma proposi¢do apos a manipulagéo de
um caso particular, mas de modo a considera-la com uma caracteristica que
representa uma classe de objetos;

d) experimento mental: Afirma-se a verdade de uma proposicdo, de forma genérica,
apos conceber internamente as acOes realizadas sobre as proposicdes em questao.
Neste caso, 0 texto da prova indica generalidade e advém de uma tentativa de
revelar propriedades de uma classe de objetos.

Segundo Balacheff (1988), sdo consideradas pragmaticas as provas apresentadas no
nivel do empirismo ingénuo e do experimento crucial. As provas apresentadas ao nivel do
exemplo genérico representam um momento de passagem entre as provas pragmaticas e as
conceituais. O experimento mental j& representa, nesse contexto, uma prova conceitual.

Além dos tipos acima identificados na Tipologia de Provas de Ballacheff (1988),
Freitas (1993), em seu trabalho de doutorado, com alunos variando de idade entre 13 e 16
anos, estudando problemas situados da passagem da aritmética para a algebra, identificou
outros tipos de prova, os quais podem ser classificados em nivel de experimento mental de
Balacheff. Esses tipos de prova ndo foram analisados por Balacheff, mas podem aparecer
quando se exploram problemas fora do contetido de Geometria Combinatoria.

No campo de problemas envolvendo aritmética e algebra, foi observado que, diante de
algumas situac6es, para certos alunos, o empirismo ingénuo e a experiéncia crucial tém valor
de prova (e somente nestes casos nds falamos de provas pragmaticas), enquanto que para

outros esse tipo de procedimento constitui somente um meio de descoberta da conjectura. Ha
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casos em que, ap6s uma fase de tentativas empiricas (ensaios numericos sucessivos), 0S

alunos elaboram uma prova “por enunciados”.

As provas por enunciados: No6s designamos assim as provas de nivel
intelectual que consistem em organizar diversas proposi¢des em linguagem
natural, cada uma dessas proposicdes elementares sendo consideradas como
verdadeiras pelo sujeito. S8o construgdes intelectuais fundamentadas em
teorias, em geral ndo formalizadas e ndo completamente explicitadas. Na
operacdo que consiste em organizar enunciados em linguagem natural, o
raciocinio do aluno apoia-se em proposi¢Ges que podem ter status e valores
epistémicos diferentes. (FREITAS, 2007, p. 119, grifo do autor).

Quando a “prova por enunciados” explicitar todos os enunciados das propriedades
utilizadas, ela sera chamada de prova por enunciados completa. Caso haja propriedades
implicitas, chaméa-la-emos de prova por enunciados incompleta. A seguir, exemplificamos

tipos de provas por enunciados para o problema:
- A soma de trés numeros consecutivos é sempre um numero mualtiplo de trés?

(1) Na soma de trés nimeros consecutivos sempre podemos retirar uma unidade do
maior e acrescenta-la ao menor. Ao fazermos isso, observamos que a soma equivale ao triplo
do ndmero médio, portanto a soma de trés ndmeros consecutivos é sempre um ndmero
multiplo de trés.

Por exemplo,

4+5+6=0@+1)+5+ (6-1)= 35;
6+7+8=(6+1)+7+(8— 1)e57+58+59=(57+1)+58+(59—-1) = 3.58.

Esse € um caso de prova por enunciados completa, pois o aluno apresenta 0s
enunciados de todas as propriedades. Nesse caso, 0s exemplos numéricos sdo desnecessarios,

eles foram apresentados apenas com o objetivo de ilustrar as propriedades.

(ii) A soma de trés numeros consecutivos é sempre um namero multiplo de trés, pois
sempre que somarmos trés nimeros consecutivos obteremos um resultado que é trés vezes o

nimero médio.
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Nesta producdo, temos um exemplo de prova por enunciados incompleta, pois o aluno
observa o resultado final, porém ndo apresenta com detalhes os enunciados das propriedades
envolvidas. Neste caso, o aluno deixou de enunciar que “dados trés nimeros consecutivos, se
retirarmos uma unidade do maior e acrescenta-la ao menor, obtemos trés nimeros iguais cuja
soma nao foi alterada”.

H& casos em que o aluno, apos a realizacdo de tentativas, ou mesmo da producao de
uma prova por enunciados, ndo se da por satisfeito e usa o célculo literal e suas propriedades,
atribuindo frequentemente a letra um estatuto de nivel de abstracdo mais elevado, aquele de
nimero indeterminado® ou de variavel’, o que caracterizamos como uma “prova algébrica”.

Quando todos os calculos algébricos envolvidos na prova sdo explicitados, nés a
consideramos como uma prova algébrica completa. Caso nem todos os calculos aparecam,
chamaremos de prova algébrica incompleta. A seguir, exemplificamos tipos de provas

algébricas para o problema:

- A soma de trés niUmeros pares é sempre par?

(1) Todo namero par é multiplo de dois, logo a soma de trés nimeros é 2n, onde n € a

soma dos quocientes de cada numero por dois. Por exemplo, 2n; + 2n, + 2n; = 2n.

Esse € um caso de prova algébrica incompleta, pois 0 aluno ndo apresenta todos 0s
calculos algébricos. Neste caso, observa-se que o aluno apresentou diretamente o resultado
2n, omitindo a passagem intermediaria: 2n; + 2n, +2n3 = 2(ny + Ny + ng) = 2n, onde n = n; +

n, + Nz € um ndmero inteiro, pois ny, N, € Nz S&0 NUMeros inteiros.

(ii) Sejam 2n,2me 2p, trés numeros pares, com n,m e p inteiros. Efetuando a soma
entre eles teremos: 2n + 2m + 2p = 2(n + m + p), fazendon + m + p = k, temos

que 2n + 2m + 2p = 2k, par.

Entdo a soma de trés numeros pares € sempre par. Nesse exemplo, temos uma “prova

algébrica completa“, pois todos os calculos algébricos envolvidos na prova sao explicitados.

®Dizemos que a letra tem estatuto de nimero indeterminado quando ela pode representar varios nimeros, ou
seja, a partir do momento em que a expressdo € escrita, a letra adquire autonomia com relagdo ao enunciado,
podendo ser efetuados calculos algébricos como se ela representasse um ndmero qualquer.

’A letra tem estatuto de variavel quando assume valores num conjunto especifico e estabelece uma relacéo entre
elementos de dois conjuntos numéricos. Nesse caso, ela é usada para representar uma funcéo.
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Consideramos as provas por enunciados e as provas algébricas como provas do tipo

conceituais, porque se baseiam em formulagdes de propriedades e de relagOes entre elas.
4 A TEORIA DAS SITUAC;OES DIDATICAS

Para a analise da evolugdo das aprendizagens dos alunos, apoiamo-nos no modelo da
Teoria das Situacdes Didaticas (BROUSSEAU, 1988). Segundo ele, para que ocorra
aprendizagem, é necessario que haja interacdo do aluno com um meio, fonte de desequilibrios
e contradicdes, ao qual ele deve buscar adaptar-se. E nesse processo de adaptacio, de busca
de novas respostas para os desafios encontrados que ele produz novos conhecimentos que

confirmam o seu aprendizado:

[...] o aluno aprende adaptando-se a um meio que é fator de contradicdes,
dificuldades, desequilibrios (...) este saber, fruto da adaptacdo do aluno,
manifesta-se através de novas respostas, que Sdo por sua vez provas da
aprendizagem (BROUSSEAU, 1986, p. 42).

De maneira sucinta, segundo essa teoria, o professor deve procurar efetuar a devolugéo

de bons problemas aos alunos:

A devolucdo era um ato pelo qual o rei - de direito divino - desistia-se do
poder para entregar a uma cdmara. A “devolugdo" significa: ndo é mais por
mim que quero, € vocés que devem querer, mas dou-vos este direito porque
vocés ndo podem toma-lo todo seu (BROUSSEAU, 1987 apud
MARGOLINAS, 1993, p.37).

Esses problemas devem ser adequados para a aprendizagem de conceitos e contetdos
desejaveis. O professor deve criar condicbes para que ocorra a devolucdo da situacdo-
problema e, consequentemente, o aparecimento de situacdes adidaticas de formulacdo® que
possibilitem ao aluno entrar no jogo, ou seja, aceitar o problema como seu e mergulhar em
momentos ou fases adidéticas. A medida que o aluno consegue agir, falar ou pensar e efetuar

descobertas, ele estard construindo ou reconstruindo conhecimentos. Sobre esse papel do

8Quando o aluno, que se encontra ativamente empenhado na busca de solucdo de um problema, realiza
determinadas acdes mais imediatas, que resultam na producdo de um conhecimento de natureza mais
operacional. Muitas vezes, essas a¢des podem estar fundamentadas em modelos tedricos que o aluno pode tentar
ou ndo explicitar. Entretanto, o essencial dessa situacdo ndo é a explicitacdo de nenhum argumento de natureza
tedrica. E o caso em que o aluno fornece uma solugdo, mas muitas vezes ndo argumenta ou explicita os
mecanismos utilizados na sua elaboracdo. A explicitacdo dos modelos tedricos dos argumentos, das
justificativas para as acOes realizadas ndo é necessariamente feita pelo aluno. Na estruturagdo de uma dessas
situacBes, o professor escolhe alguns dados convenientes para que o aluno tenha condigdes de agir e, assim,
buscar a solugdo de um determinado problema. (FREITAS, 2008, p. 95).
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professor na transferéncia ao aluno da responsabilidade pela busca da solugéo do problema,

Brousseau afirma que:

A concepcdo moderna de ensino vai, portanto, requerer que o professor
provoque no aluno as adaptacGes desejadas, por meio de uma escolha
cuidadosa dos problemas, de modo que o aluno possa aceita-los, agir, falar,
refletir, evoluir por si préprio. Entre 0 momento que o aluno aceita o
problema como seu e aquele em que produz sua resposta, o professor se
recusa a intervir, como alguém que propde os conhecimentos que deseja ver
surgir. O aluno sabe que o problema foi escolhido para que ele possa
adquirir um novo conhecimento, mas também deve saber que esse
conhecimento € justificado pela Idgica interna da situacdo e que ele pode
construi-lo sem apelar a razdes didaticas. (BROUSSEAU, 1986, p.49).

As situacOes adidaticas de acdo consistem entdo nos momentos ou fases em que o
aluno, diante de situagdes-problema, cuja solucdo tem um carater mais experimental, busca
encontrar alguma solugéo. Este é o caso, por exemplo, quando num problema de construcéo
geométrica, o aluno contenta-se com uma solucdo apresentada, exclusivamente, através de um
desenho utilizando régua e compasso, um tipo de demonstracéo aceita pelos renascentistas®,
ndo se preocupando com a explicitacdo de um resultado tedrico que valide a solugéo.

Na situacdo adidatica de formulacdo, o aluno utiliza, na solucdo do problema
estudado, alguns modelos teoricos explicitos além de mostrar um trabalho com informacgdes

tedricas mais elaboradas:

Nessas situacBes de formulacdo, o saber ndo tem uma funcgdo de justificacdo
e de controle das acGes. O aluno pode tentar explicitar suas justificativas,
mais isso ndo seria essencial para caracterizar esse tipo de situacdo. Trata-se
do caso em que o aluno faz determinadas afirmacGes relativas a sua
interacdo com o problema, mas sem a intencdo de julgamento sobre a
validade, embora contenham implicitamente intencBes de validacéo.
(FREITAS, 2008, p. 97).

Quando o aluno, numa situacdo adidatica de acdo, comeca a buscar justificativas sobre
a validade das afirmacGes formuladas, ele estara huma condicdo limite, adentrando por um
novo tipo de situacdo didatica.

Nas situacdes adidaticas de validacdo, o aluno ja utiliza os mecanismos de prova e
onde o saber é usado com essa finalidade. O trabalho do aluno ndo se refere somente as

informacGes em torno do conhecimento, mas a certas afirmacées, elaborac6es, declaracdes a

*Demonstracio apresentada no Capitulo 1, pagina 18, deste texto.
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proposito desse conhecimento. Nessas situaces, é preciso elaborar algum tipo de prova
daquilo que ja se afirmou, de outra forma, pela acéo.

No trabalho realizado por Margolinas (1993), uma caracteristica da troca didatica é a
comunicagdo entre qualquer um que possui um saber (0 mestre) e o outro que deve adquiri-lo
(o aluno). O mestre tem, por conseguinte, a responsabilidade do ponto de vista do saber, que
circula na sua classe; e o aluno outra, do aprender, e deve ter ocasido de mostrar o que
aprendeu. Isso implica que uma parte do trabalho do aluno é necessariamente autbnoma.

Durante todas as situac@es, nas quais o aluno deve fornecer um trabalho pessoal, existe
0 que chamamos de uma fase de conclusdo, durante a qual o aluno recebe uma informacéo
sobre a validade do seu trabalho. Essa informacéo deve ser relevante do ponto de vista do
saber interessado. Na fase de concluséo, essa responsabilidade ndo implica emitir diretamente
um julgamento sobre a atividade do aluno, e sim um necessario olhar do mestre sobre a fase
de concluséo.

As possibilidades que se oferecem ao mestre, para exercer a sua responsabilidade nas
fases de conclusdo, sdo de uma importancia crucial, tanto pratica como teorica, pois 0 mestre
é o0 responsavel pela verdade em sua classe e o exercicio dessa responsabilidade pode fazer-se
de duas maneiras radicalmente diferentes:

a) a fase de conclusdo pode ser uma fase de avaliagdo: diremos que a fase de
conclus@o é uma fase de avaliacdo quando a validade do trabalho do aluno é
avaliada pelo mestre sob a forma de julgamento, ou seja, 0 aluno ndo é chamado
a reflexdo sobre seu procedimento de validacdo — tem apenas a resposta, se
acertou ou nao;

b) a fase de conclusdo pode ser uma fase de validacdo: diremos que a fase de
conclusdo é uma fase de validacéo se o aluno é autbnomo quanto a validade do seu
trabalho. Para que isso ocorra, ha necessidade da interacdo com o meio. O mestre,
quando escolhe esta possibilidade, “deixa de querer” ser o juiz da situagdo e
apenas permanece como responsavel. Neste caso, 0 meio deve ser organizado de
tal forma que permita as fases de validacdo ou devolucdo de uma situacdo
adidatica. O aluno é entdo responsavel pela totalidade das suas a¢des.

Para Margolinas (1993), essas duas modalidades de fases de conclusdo sdo as mais

importantes. Ndo podemos dizer que elas se excluam totalmente, porque existe fase de
conclusdo na qual o mestre intervém, no entanto sem avaliar diretamente. Este € o caso

quando se apresenta um contraexemplo ao aluno, que deve entdo se render a evidéncia. Tal
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fase ndo é uma fase de validagdo, porque o aluno ndo valida sozinho seu trabalho, ele é
ajudado em uma parte crucial dele.

Se a situacdo de aprendizagem for organizada de forma a permitir a validacdo, entdo
as conclustes provém da interacdo dos alunos com o meio e o erro deve ser explorado como
fator de retomada da aprendizagem nas fases de conclusao.

O aluno deve ter a ocasido de reconhecer a verdade ou a falsidade do seu resultado e
ndo deve poder enganar-se e permanecer no erro, 0 que é precisamente um momento crucial.
A garantia da conclusdo bem sucedida pode vir apenas do meio, organizado pelo mestre, mas
é necessario também ter uma teoria que permita esta confianca para deixar a situacdo
desenrolar-se.

A assimetria professor-aluno deve restabelecer-se, porque “[...] ao professor ¢ suposto
criar condi¢des suficientes para apropriagdo dos conhecimentos, € deve ‘reconhecer’ esta
apropriacdo quando produz-se” (BROUSSEAU, 1986, p.51).

O professor é a autoridade académica representante das instituicdes do saber
socialmente identificavel. E assim, é tipicamente nas situagOes de institucionalizagdo que ele

retoma abertamente a sua posi¢do em relacdo ao saber matematico.

Nas situacOes de institucionalizacdo, o saber tem uma funcdo de referéncia
cultural a qual extrapola o contexto pessoal e localizado. Portanto, o
conhecimento deverd ter para o aluno e a sociedade, um estatuto mais
universal do que aquela limitacdo imposta pela particularidade do problema
estudado. Esse conhecimento deve ser aceito pelo meio social. (FREITAS,
2008, p.101).

5 POR QUE ESTUDAR PROBLEMAS QUE ENVOLVAM VALIDACOES
ALGEBRICAS DENTRO DO CONJUNTO DOS NUMEROS INTEIROS?

Trabalhando com Matematica nos diferentes segmentos da Educacdo Bésica, pudemos
identificar dificuldades dos alunos na resolucdo de problemas matematicos e observar que
elas cresciam a medida que esses problemas se tornavam mais elaborados, em especial
aqueles que envolviam validacdes algébricas.

Diante de estudos realizados como professora e coordenadora, tais como pesquisa e
planejamento, foi possivel perceber a valorizacdo dada ao estudo de problemas pelo PCN
(BRASIL, 1998, p. 254):

As finalidades do ensino de Matematica, no nivel médio, indicam como
objetivo levar o aluno a:
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- desenvolver as capacidades de raciocinio e resolucdo de problemas, de
comunicacdo, bem como o espirito critico e criativo;

- utilizar, com confianga, procedimentos de resolucdo de problemas para
desenvolver a compreensdo dos conceitos matematicos.

O matematico inglés lan Stewart (1995) indica que os problemas tém desempenhado
um papel destacado, ndo s6 como motor do desenvolvimento da Matemética, enquanto corpo
de conhecimentos, mas igualmente como motivador da atividade dos matematicos,
constituindo uma expressdo dessa atividade. Ele ainda define-os como a for¢ca motriz da
Matematica.

Em nosso levantamento bibliografico, exposto no capitulo 1, percebemos que as
pesquisas apontam que a prova10 ¢ vista como “conteudo” e como recurso pedagdgico,
bastante rico em sala de aula, porém pouco usado. Outros estudos constataram que 0
empirismo é muito forte e que os alunos encontram muita dificuldade na elaboragéo de provas
mais formais.

Os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) apoiam-se numa discussao
sobre 0 conhecimento matematico, que é apresentado como resultado de uma construgéo
humana, em interagdo com os contextos natural, social e cultural. O documento sublinha a
importancia de processos heuristicos, da criatividade e do sentido estético na criacdo do
conhecimento matematico. Pondo em paralelo o carater indutivo e dedutivo da Matematica,
indica que as conjecturas e teorias matematicas sdo formuladas a partir da observacdo de
casos particulares.

Desse modo, escolhemos trabalhar com o Conjunto dos Numeros Inteiros, pois ele

permite a exploracdo de problemas envolvendo uma diversidade de conjecturas. Por exemplo:
- A soma de trés nimeros pares é sempre par?

Além disso, possibilita a generalizacdo de propriedades numéricas por meio de
expressoes algébricas. Neste caso ha a elaboracéo de um tipo de prova pelos alunos. Como no
seguinte exemplo:

“A soma de trés nimeros pares ¢ sempre par’: Sejam 2n,2m e 2p, trés nUmeros pares,

com n, m e p inteiros. Efetuando a soma entre eles teremos: 2n + 2m + 2p = 2 (n +

1Neste caso a prova se refere a um procedimento de validacio do aluno e ndo pode ser confundida como um
instrumento de avaliagdo elaborado pelo professor.
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m + p), logo 2n + 2m + 2p = 2k, que é par, comn + m + p = k. Entdo a soma de
trés nimeros pares € sempre par.

Assim sendo, colocamos as seguintes questdes:

- Quais sdo os principais tipos de problemas que apresentam conjecturas no conjunto
dos nimeros inteiros em livros didaticos? Qual é o desempenho dos alunos na resolucdo de
problemas que envolvam conjecturas dentro do conjunto dos nimeros inteiros?

Mediante tais fatos, encontramos alguns problemas que requerem solugdes e decisdes.
Alguns desses problemas possuem fatos matematicos relativamente simples, envolvendo
conceitos de Matematica elementar; porém outros, “simulados” em uma determinada questao,
necessitam de uma investigacdo mais apurada das variaveis envolvidas, que devem culminar
na producdo de alguma prova, como é o caso da conjectura exposta no Ultimo paragrafo da
pagina anterior.

Para realizar as provas algébricas em conjecturas matematicas, recorreremos ao
processo que obtém o denominado ‘“Modelagem Algébrica”. Estamos considerando como o
processo que procura traduzir, de alguma forma, um fendmeno em questdo ou situagdo -
problema real, por meio de um conjunto de simbolos e relagdes matematicas criando uma
formulacdo matematica adequada.

A elaboracdo de um modelo depende do conhecimento matematico que se tem. Se o
conhecimento restringe-se a uma matematica elementar, como Aritmética, 0 modelo pode
ficar limitado a esses conceitos. Quanto maior o conhecimento matematico e de modelagem
algébrica, melhores serdo as possibilidades de resolver questdes que exijam uma Matematica
de nivel mais elevado.

Assim sendo, analisamos problemas algébricos mais simples, como outros de
diferentes niveis de dificuldade. Foi diante desse universo que nos dedicamos a busca de uma
coletdnea de atividades que acreditamos permitir investigar possibilidades de validacdes

algébricas das conjecturas nelas envolvidas.

6 CARACTERIZACAO DO OBJETO E OBJETIVO DE ESTUDO

Segundo Ponte e Santos (1996), a aula de Matematica, para muitos professores,
comporta um momento de explicacdo mais tedrico e uma parte pratica, que consiste na
resolucdo de exercicios. Eles assinalam ainda que a explicacdo tedrica, em alguns casos,

limita-se a reproducéo do que é apresentado no livro didatico.
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Eles apontam ainda para o uso do livro didatico pelos professores, o qual, na maioria
das vezes, se constitui como “a principal fonte de organizagao das aulas e chega a assumir o
papel de indicador oficial das expectativas relativamente aos conhecimentos prévios dos
alunos” (PONTES; SANTOS, 1996, p.3).

Para Mansutti (1993), o livro didatico, que é visto, muitas vezes, como instrumento de
trabalho para o professor ou como material de estudo para os alunos, tem muito mais a nos
mostrar historicamente, pois esteve presente em varios momentos importantes para o ensino,
com todas as mudancas e adaptacdes, sejam essas mudancas pelo interesse de grupos, seja por
modismos ou fatores politicos. Sendo fundamental no processo de ensino-aprendizagem de
Matematica, o livro didatico pode se constituir na mais forte referéncia para a pratica docente.

Desse modo, investigamos inicialmente alguns tipos de problemas que apresentavam
conjecturas no Conjunto dos Numeros Inteiros. Buscamos nos livros didaticos problemas que
proporcionavam conjecturas e faziam parte do curriculo escolar. Esses dados coletados
serviram de base para a estruturacdo da sequéncia didatica.

Para encontrar respostas para algumas das questbes que formulamos no percurso,

realizamos um trabalho de pesquisa cujos objetivos sdo apresentados a seguir.

6.1 Objetivo geral

Estudar os procedimentos utilizados por alunos da 3% série do Ensino Médio na

validacao algébrica de conjecturas no Conjunto dos Numeros Inteiros.

6.2 Objetivos especificos

Investigar nos livros didaticos de Matematica para o Ensino Médio problemas
matematicos que levem o aluno a formular de conjecturas.

Elaborar uma sequéncia didatica com o fim de investigar identificar tipos de provas
produzidos pelos alunos.

Verificar indicios de aprendizagem da prova matematica pelos alunos, através de uma

possivel evolucgdo entre os tipos de provas, caracterizadas segundo nosso referencial teorico.

7 CONSTRUCAO E APLICACAO DA SEQUENCIA DIDATICA
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Escolhemos o tema “estudo de conjecturas e provas no Campo da Algebra”, o qual
convergiu para 0 nosso objeto que € um estudo sobre validagdes algébricas em Conjecturas no
Conjunto dos Inteiros por alunos da 3° série do Ensino Médio em Campo Grande, MS, local
onde essa pesquisa foi desenvolvida. No que concerne a parte metodoldgica, para coleta e
analise de dados sobre provas produzidas e aprendizagens realizadas pelos alunos, nos
apoiamos na Engenharia Didéatica proposta por Artigue (1988).

Segundo Artigue (1988), a Engenharia Didatica pode ser considerada “[...] como um
esquema experimental baseado sobre ‘realizagdes didaticas’ em sala de aula, isto €, sobre a
concepeao, a realizagdo, a observagdo e a analise de sequéncias de ensino” (ARTIGUE, 1988
apud MACHADO, 2008, p.235). A metodologia da Engenharia Didatica é composta das
seguintes fases - andlises prévias; andlise a priori; experimentacdo e a andlise a
posteriori/avaliagéo.

Na Engenharia Didatica, analisa-se um contetdo do sistema de ensino cujo
funcionamento parece, por algum motivo, pouco satisfatorio, e faz-se uma analise dele com a
intencdo de propor mudangas para um possivel funcionamento mais satisfatorio.

Ela diferencia-se de outros métodos pelo tipo de registro das agdes e pela validacéo,
pois, em geral, outras metodologias realizam uma validacdo externa, muitas vezes atraves da
confrontagdo e comparagdo entre grupos experimentais e grupos testemunhas. Na
metodologia da Engenharia Didatica, faz-se uma validacdo interna que consiste na
confrontacdo entre a anélise a priori e a analise a posteriori.

No primeiro momento da Engenharia, referente as analises prévias, realizamos a
revisdo de literatura. A qual forneceu subsidios a elaboracdo das atividades e ao
desenvolvimento da analise a priori, e investigamos, em livros didaticos, tipos de problemas
que apresentavam conjecturas no conjunto dos nimeros inteiros.

Bueno (1986) define conjectura como uma suposicdo que se faz acerca de uma coisa
possivel ou ndo e de que se tira uma consequéncia matematica. Imenes e Lellis (1998)
definem conjectura como: “Quando se suspeita de que uma certa propriedade ¢ valida, mas
ndo se tem certeza disso, diz-se que se trata de uma conjectura”.

Em nosso trabalho consideramos uma conjectura a afirmacéo, a qual ndo foi provada
ser verdadeira ou falsa, pelo aluno ou para o aluno. Estamos assim considerando como
conjecturas aqueles enunciados de propriedades, que surgem diante do aluno, mas que ele
ainda ndo sabe dizer se sdo verdadeiras ou falsas. E claro que, do ponto de vista da
Matematica ou ainda do professor que conhece justificativa matematica, pode nao se tratar de

uma conjectura, mas de um enunciado que ele sabe mostrar se é verdadeiro ou falso. Nesse
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caso, as conjecturas podem servir para o aluno descobrir e construir "novos" conhecimentos
matematicos, ligando o que esta tentando aprender a conhecimentos anteriores. Desse modo,
nesta pesquisa as conjecturas foram geradas a partir das atividades por nos selecionadas,
dentro do Conjunto dos NUmeros Inteiros.

Para Machado (2008), a partir das analises preliminares o pesquisador escolhe o
namero de variaveis relacionadas ao sistema sobre o qual o sistema pode agir. Essas variaveis

sd0 denominadas variaveis de comando®!:

[...] essas variaveis podem ser tanto de ordem geral como especifica, i.é.,
depender do contetido didatico a ser ensinado. Por exemplo, caso a variavel
seja do tipo microdidatico, tem-se as variaveis intrinsecas ao problema, que
sdo de ordem geral e as variaveis que dependem da situacdo, ligadas a
organizacao e a gestdo do meio, que sao especificas. (MACHADO, 2008, p.

)-

Assim sendo, delimitamos as variaveis de comando, no nosso caso do tipo
microdidatico, concernentes a organizacao local da engenharia. Elas foram utilizadas durante
a aplicacdo da sequéncia didatica, a fim de explorar o conteddo em questdo por meio da
sequéncia proposta, desenvolvendo a apreensdo dos conceitos. No nosso caso, as validacoes
algébricas no conjunto dos nimeros inteiros.

Ao finalizarmos as analises preliminares elaboramos a priori com base no modelo de
Tipologia de Provas de Ballacheff (1988), portanto a nossa sequéncia didatica visava
diagnosticar tipos de provas que cada aluno poderia ser capaz de produzir, bem como verificar
a aprendizagem dos mesmos através da evolucdo de um tipo de prova para outro. A
justificativa e a descricdo das escolhas integraram essa andlise de tal forma que possibilitaram
a previsao de respostas dos alunos, falsas ou verdadeiras, proporcionando-nos meios de
organizar e estruturar a sequéncia didatica mediante a previsdo do comportamento do aluno de
tal forma que possibilitasse a ocorréncia de algum tipo de aprendizagem.

As conjecturas foram elaboradas mediante os assuntos por nds selecionados dentro
desse conjunto. Os contetdos escolhidos foram Paridade, Divisibilidade, Progresséo
Aritmética, Progressdo Geométrica e outros tipos de sequéncias. Tal recorte se fez necessario
devido a auséncia de nosso objeto de estudo nos demais contetdos apresentados nos livros
didaticos pesquisados, e ao apontamento de pesquisas indicando a importancia de tais

assuntos, como, por exemplo, a de Leandro (2006).

“Artigue (1988) caracteriza as variaveis de comando como varidveis macrodidaticas, concernentes a
organizacdo global da engenharia e as varidveis microdidaticas, concernentes a organizacdo local da engenharia,
ou de uma sesséo ou de uma fase.
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Na fase da experimentacdo, aplicamos a sequéncia didatica elaborada, composta de
atividades diversificadas, acompanhadas da avaliagdo dos dados obtidos. Durante a aplicacéo
da sequéncia, verificamos possibilidades de proporcionar aos alunos condi¢6es para melhor
compreensdo da validagdo algébrica de conjecturas. Nas sessbes finais da sequéncia,
aplicamos atividades visando a identificar indicios de alguma possivel aprendizagem das
“provas” matematicas pelos alunos.

Com base na metodologia da Engenharia Didatica, a analise a posteriori das
atividades foi desenvolvida a partir dos resultados obtidos em cada sesséo, confrontando-os
com os da analise a priori. Esta avaliacdo interna possibilitou-nos a reformulacdo da sesséo
seguinte. E 0 que apresentamos no proximo capitulo, com a descricdo da construcdo e a

aplicacdo de nossa sequéncia didatica.



CAPITULO 3

O DESENVOLVIMENTO EXPERIMENTAL

Neste capitulo, analisamos procedimentos utilizados por alunos do Ensino Médio,
durante a resolucdo de problemas que envolvem conjecturas no conjunto dos ndmeros
inteiros. Nele sdo estudadas formulacGes e validagGes, bem como tipos e niveis de provas que
os alunos produzem, durante as atividades a eles apresentadas.

Desde o inicio, nossa intencdo era realizar essa pesquisa na escola'? em que
trabalhavamos, pois possuiamos um “historico” dos alunos que participariam desse trabalho,
ou seja, tinhamos um conhecimento preliminar dos contetdos que esses alunos provavelmente
adquiriram ao longo das duas primeiras séries do Ensino Médio. Esse conhecimento
preliminar foi levado em consideracdo no preparo das atividades da sequéncia didatica, nas
escolhas dos contetidos matematicos a serem utilizados na nossa investigagao.

Deste modo, entramos em contato com a dire¢do da escola, que prontamente apoiou-
nos para a realizacao deste trabalho. Conversamos também com os alunos das terceiras séries,
explicando os, objetivos e a importancia de suas participacfes na pesquisa. Apds os alunos
concordarem em participar da pesquisa de forma voluntaria, entramos em contato com seus
pais ou responsaveis, solicitando a autorizagdo dos mesmos, garantindo que manteriamos o
anonimato dos alunos ao descrever os resultados da pesquisa.

Assim sendo, essa pesquisa teve a participacdo de sete alunos, de faixa etaria entre 16
e 17 anos, da 32 série do Ensino Médio e um de 15 anos, da 22 série do Ensino Médio, 0s quais
permaneciam na escola em periodo integral. No periodo matutino, de segunda a sexta-feira e
no periodo vespertino, as tercas e quintas feiras eles tinham aulas normais; cursinho nas
segundas, quartas e sextas-feiras. O cursinho era subdividido em Humanas, Biologicas e
Exatas, e tinha por objetivo principal um aprofundamento na area de interesse do aluno e um
preparo direcionado para o vestibular.

Apresentamos a seguir um breve perfil dos alunos®® que participaram da pesquisa:

'2Colégio particular, composto por Educacio Infantil, Ensino Fundamental e Médio em Campo Grande, MS.
3Atualmente, BR cursa Engenharia Mecénica na Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP); AE é aluno
de Engenharia Civil na Universidade Federal de Mato Grosso do Sul (UFMS); CB foi aprovado em Ciéncias da
Computacgdo na Universidade Estadual de Maring4 (UEM), em Engenharia Ambiental na UFMS, 1° lugar entre
0s aprovados; também passou no vestibular da Universidade Estadual Paulista "Jalio de Mesquita Filho" (UNESP)
e de Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC), escolhendo esta Ultima como sua universidade; KK cursa
Engenharia Civil na Universidade para o Desenvolvimento do Estado e da Regido do Pantanal (UNIDERP); LN foi
aprovado na Engenharia Civil da UFMS; MF cursa Engenharia Mecatronica na UNIDERP, tendo sido aprovado em 2°
lugar; e RT cursa Engenharia Civil na UFMS.
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AE estudou na escola desde a 12 série do Ensino Fundamental. Sempre teve uma
conduta exemplar, ocupando um local de destaque nas turmas pelas quais passou.
Possui um embasamento satisfatério em todas as disciplinas, mas ndo participa das
olimpiadas;

BR estudou desde a antiga 52 série, atual 6° ano do Ensino Fundamental, na escola
em que realizamos este trabalho. E uma pessoa muito educada e querida,
inicialmente timida, mas de um grande senso de humor. Possui uma base curricular
de Matematica mais consistente, demonstrada em simulados e olimpiadas, além do
grande interesse na amplia¢do dos seus conhecimentos em Matematica;

CB estudou em uma escola autodenominada construtivista ateé a 8 serie, atual 9°
ano do Ensino Fundamental. Na 12 série do Ensino Médio ingressou na escola.
Muito estudioso desde entdo, a partir da 22 série do Ensino Médio, comegou a
ocupar as primeiras colocacGes nas provas e simulados. A partir da 3% série,
destacou-se ocupando sempre o 1° lugar entre todos os alunos das trés salas de
terceiro ano. Muito cortés e um pouco introvertido, mas com uma caracteristica

primordial: a dedicacdo aos estudos;

d) LN comecou a estudar na escola na 22 série do Ensino Meédio e pudemos perceber,

neste curto periodo, sua inclinacdo para a area da Matematica. Muito pertinente em
suas intervencdes, porém pouco empenhado no aprofundamento dos conteudos e
nos momentos de estudo;

MF estudou na escola desde a 5% série do Ensino Fundamental, atual 6° ano.
Possuia uma habilidade de raciocinar impressionante, porém nao tinha o habito de
se dedicar aos estudos. Quando participava das olimpiadas no Ensino Fundamental,
saia-se muito bem. Ja no Ensino Médio, ndo possuia 0 mesmo rendimento;

KK estudou na escola desde a 12 série do Ensino Fundamental. Possuia uma
conduta disciplinada em sala de aula. Sempre apresentou dificuldades na
aprendizagem dos contetdos escolares, mas sempre mostrou interesse na area da
Matematica. Ficamos muito felizes com seu interesse voluntario na participacdo de
nossa pesquisa, pois ndo esperavamos por esta adesdo, ja que KK sempre foi muito

timida;

g) RT estudou em Séo Paulo até a oitava série, atual nono do Ensino Fundamental

quando ingressou na escola na 12 série do Ensino Médio. Comportamento

exemplar, extrovertido e com grande lideranca perante seus colegas. Possui um
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bom embasamento em todas as disciplinas, porém ndo tem preferéncia por uma
matéria especifica;

h) TR estudou desde a antiga 42 serie, atual 5° ano do Ensino Fundamental, na escola
em que realizamos este trabalho. Por manifestar um grande interesse pela area da
Matematica, foi convidado, no 2° ano do Ensino Médio, a participar desta pesquisa.

Depois de formado o grupo de voluntarios, passamos para a aplicacdo da sequéncia

didatica (Apéndice A a Apéndice E). Elaboramos e aplicamos dez sessdes, porém analisamos
neste trabalho apenas as cinco primeiras, pois as mesmas nos forneceram dados suficientes
para responder aos nossos questionamentos. Para facilitar a observacéo dos alunos, as atividades
foram previstas para serem realizadas em duplas ou individualmente, possibilitando a gravacéo das
conversas e comentarios sobre as questdes e a melhor percepgéo do raciocinio utilizado nas solucdes
encontradas.

Apos a realizacio de cada SESSAO, foi feita a descrigdo dos resultados e a analise a

posteriori local, confrontando-a com a analise a priori, sendo apresentada a concluséo parcial.

As atividades e os desafios das sessdes foram aplicados com o auxilio de Iapis e papel.

Cada SESSAO da experimentacdo teve duracdo de aproximadamente duas horas, pois
previmos ser esse 0 tempo suficiente para se aplicar as atividades. Foi realizada uma vez por
semana, fora do periodo normal de aulas, caracterizando-se como atividade extraclasse. Em
cada SESSAO, ao término de cada atividade, num tempo variavel de 5 a 10 minutos,
realizamos, com a turma, uma breve discussdo sobre suas producbes e dificuldades
encontradas e, em seguida, promovemos uma fase de institucionalizacdo dos principais
conceitos matematicos relativos a cada SESSAQ.

Esperamos que, a partir da primeira atividade, seja possivel identificar algumas

validacGes realizadas pelos alunos sobre as conjecturas propostas, segundo a Tipologia de

Provas que apresentamos no capitulo 2.

1 VARIAVEIS DIDATICAS

Para a elaboracdo e analise a priori das atividades da sequéncia didatica da pesquisa,
levamos em consideracdo o estudo das variaveis didaticas, articulando-as com possiveis
estratégias de solucdo, possibilitando assim controlar o grau de dificuldade de cada questéo.

Na fase da concepcdo e da analise a priori da sequéncia didatica, orientada pelas
andalises preliminares, pudemos delimitar um conjunto de variaveis pertinentes, considerando

a escolha do instrumento de coleta de dados da pesquisa, buscando atividades que
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apresentassem diferentes niveis de dificuldade, de modo a motivar e estimular o aluno a
encontrar uma solugdo, bem como as estratégias de resolugdo previstas.

Segundo Artigue (1990), uma variavel didatica ou variavel de comando pode
influenciar, pela sua escolha, uma situacdo de aprendizagem. Essas variaveis podem ser
fixadas pelo pesquisador e podem ser independentes ou dependentes do contetdo didatico
enfocado. Assim sendo, delimitamos no Capitulo Il as nossas varidveis de comando, no
nosso caso do tipo microdidatico, concernentes a organizacgdo local da engenharia. Elas foram
utilizadas durante a aplicacdo da sequéncia didatica, a fim de explorar o conteddo em questédo
por meio da sequéncia proposta, desenvolvendo a apreenséo dos conceitos. No nosso caso, as
validacgdes algébricas no conjunto dos nimeros inteiros.

A seguir, exemplificamos tipos de varidveis didaticas que podem aparecer em nossas
sessoes:

a) variavel 1 - A presenca de letras representando nimeros desconhecidos nos
enunciados das atividades contendo conjecturas: A presenca de letras
representando nimeros desconhecidos podera ou ndo aparecer no enunciado da
atividade. A sua auséncia nos enunciados podera favorecer o aparecimento de
provas do tipo empirismo ingénuo; e a presenca de incognitas nos enunciados
podera favorecer a producdo de provas algébricas pelos alunos;

b) variavel 2 - Quantidade de numeros: Pode influenciar nos tipos de provas
desenvolvidas pelos alunos, podendo favorecer o aparecimento de provas
conceituais;

c) variavel 3 - Carater tipico e carater atipico da questdo: Esta variavel refere-se a
origem da questdo. As questdes tipicas podem ser encontradas facilmente em
livros didaticos. Ja as questfes atipicas sdo aquelas pouco usuais ou até mesmo
adaptadas para fazer aparecer determinado conhecimento, como os desafios

propostos para cada final de SESSAO.
2 SESSAO 1
2.1 Andlise a priori
Vejamos, primeiro, 0s aspectos especificamente matematicos. Ao analisar

possibilidades de uso das novas tecnologias para o ensino e aprendizagem desta disciplina, os

PCN (1998) indicam que estas possibilitam “o desenvolvimento, nos alunos, de um crescente
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interesse pela realizacdo de projetos e atividades de investigacdo e exploracdo como parte
fundamental de sua aprendizagem”. Apresentam, ainda, um exemplo concreto de uma
situacdo exploratdria e de investigacdo — a divisdo sucessiva de um nimero por 2.

Podemos dizer que, no curriculo brasileiro, as atividades de investigacdo e exploracao
merecem um grande destaque, tanto no estudo dos contelidos matematicos respeitantes ao
estudo dos nimeros e de suas propriedades, bem como na sua utilizagdo em contextos da vida
real, em estreita associacdo com a Estatistica e a Analise de dados.

Assim sendo, elaboramos as atividades e os desafios desta SESSAO com problemas
caracterizados por conjecturas, permitindo ao aluno utilizar os conceitos de niumeros pares,
impares e divisibilidade, bem como suas propriedades. A partir desses conhecimentos,
pretendemos que o aluno valide as conjecturas propostas. Esperamos que grande parte dos
alunos apresente solugdes do tipo empirismo ingénuo, pelo fato de que a representacéo geral
de um numero par qualquer na forma 2k, keZ e de um nimero impar na forma, 2k + 1,
k e Z ndo ter sido muito trabalhada em sala de aula. Uma das justificativas para isso € o fato
de os alunos serem pouco estimulados, pelos professores e pela escola, a produzirem
justificativas matematicas formais, uma vez que as mesmas quase ndo sao cobradas nos
exames vestibulares.

Provavelmente, outro motivo para o aparecimento de provas do tipo empirismo
ingénuo é a presenca da variavel didatica 1'* na atividade 1, no que diz respeito a falta de
incdgnitas conjecturas.

Apresentamos a seguir nossas analises da 1*@ SESSAO das atividades da sequéncia

didatica aplicada.

2.2 Atividade 1

ALUNO:
SESSAO 1

Atividade 1. Observe as afirmagdes abaixo. Verifique se sdo verdadeiras e apresente justificativas

matematicas para cada uma das respostas.
1. A soma de dois nUmeros inteiros pares é sempre par.
2. A soma de trés nimeros inteiros pares é sempre par.

3. A soma de n nimeros inteiros pares é sempre um nimero par.

Y\ erificar a definicdo de variavel didatica 1 na pagina 47 deste capitulo.
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e Forma de conducéo da atividade 1: Entregamos a folha contendo a atividade 1 e
explicamos que a mesma é composta por problemas formados por conjecturas, as quais
podem ser verdadeiras ou falsas. Os alunos, individualmente, devem averiguar a veracidade
ou a falsidade de cada uma delas através de provas matematicas. Apds a producdo dos alunos,
realizamos uma breve institucionalizag&o.

Nesse desenvolvimento experimental, dentre outros elementos, analisamos as

possiveis validacdes™ a serem realizadas pelos alunos'®:
a) A soma de dois niUmeros pares é sempre par.
E possivel que encontremos as seguintes respostas construidas pelos alunos:

(1) A soma de dois nameros paresé par,pois2 + 2 = 4 e2 + 4 = 6
Esta prova é do tipo empirismo ingénuo, pois a certeza provem da realizacdo sobre

poucos casos particulares.

(i) A soma de dois nimeros € sempre par, pois ao somarmos dois numeros terminados
em par o resultado serd sempre par, por exemplo: 12 + 14 = 26; 16 + 18 = 34;
12 +26 = 38.

De acordo com Freitas (1993), apesar de o aluno ter efetuado calculos sobre alguns
nameros particulares, esse tipo de prova pode ser considerado como prova por enunciados
incompleta, pois ele explicita 0 uso de uma propriedade e observa o resultado final, porém
ndo apresenta com detalhes os enunciados das propriedades envolvidas. Nessa prova, ele nao
enuncia que “um namero é par quando seu Ultimo algarismo é par” e nem tampouco que neste
caso é possivel facilmente verificar que para todos 0s casos possiveis o resultado da soma tem

0 Ultimo algarismo par.

(iii) A soma de dois numeros pares é par, pois2 + 2 = 4;2 + 4 = 6;4 + 6 =
10; 4 + 8 = 12; 5432 + 9998 = 15430.

Todas as provas produzidas pelos alunos serdo categorizadas segundo o nosso referencial terico.
'®Consideramos os seguintes tipos de validagBes tomando como base a pré-experimentacéo apresentada na
dissertacdo de Leandro (2006), bem como no texto apresentado por Freitas (2007).
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Apos verificar numericamente para alguns nimeros particulares, o aluno ainda duvida
da conjectura proposta, se perguntando: - Mas sera que a soma de dois nimeros pares é
sempre par?

Para eliminar a duvida ele efetua a soma para nimeros bem maiores e fica satisfeito.

Nesse caso, consideramos que essa prova € do tipo experimento crucial.

(iv) Sejam 2n e 2m, dois numeros pares, com n e m inteiros, efetuando a soma entre
eles teremos: 2n + 2m = 2 (n + m), fazendon + m = k, temos que 2n + 2m = 2k,
que é par, com k inteiro. Logo a soma de dois nimeros pares é sempre par.

A prova desenvolvida pelo aluno é categorizada como prova algébrica completa, pois

o0 aluno generaliza e usa a linguagem algébrica corretamente.

b) A soma de trés nimeros pares é sempre par.

Para esta atividade esperamos encontrar respostas construidas pelos alunos, como as

seguintes:

i) A soma de trés niUmeros pareseé par,pois2 + 2 + 2 =8;2 + 4 + 6 =
12; 4 + 6 + 8 = 18.
Categorizamos essa prova como empirismo ingénuo, conforme o modelo de Balacheff.

(ii) A soma de trés numeros pares € sempre par, pois ao somarmos trés nimeros
terminados em par o resultado seréd sempre par: 12 + 12 + 12 = 36; 12 +14 +16 =
42;14 + 16 + 18 = 48.

Nesta prova foi utilizado o mesmo raciocinio que ja analisamos para o caso da soma
de dois numeros pares, portanto esse tipo de prova pode ser considerado como prova por

enunciados incompleta.

(iii) A soma de trés nameros pares é par,pois2 + 2 + 2 = 8,2 + 4 + 6 = 12;
4 + 6 + 8 = 18;5432 + 9998 + 15430 = 30860.

Apo6s manipular numericamente, o aluno ainda pode duvidar da conjectura proposta,
se questionando: - Mas sera que a soma de trés nameros pares é sempre par? Testa entdo
para um caso envolvendo nimeros grandes e satisfaz. Nesse caso a prova é categorizada como

experimento crucial.
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(iv) Sejam 2n, 2m e 2p, trés nimeros pares, com n, m e p inteiros. Efetuando a soma
entre eles teremos: 2n + 2m + 2p = 2(n + m + p),fazendo:n + m + p = k, temos
que 2n + 2m + 2p = 2k, par. Entdo a soma de trés nimeros pares € sempre par.

A prova desenvolvida pelo aluno € categorizada como prova algébrica completa,

conforme foi descrita anteriormente.

¢) A soma de n nimeros pares é sempre par.

E provavel que encontremos as seguintes respostas dadas pelos alunos:

(i) Sen =2,temos2 +2 =4;2+ 4 =6¢ 4+ 6 = 10, a soma é par; se
n = 3,temos2 + 2 + 2 = 8; asomatambém e par, entdo a soma de n nimeros pares € par.

Categorizamos a prova acima como empirismo ingénuo.

(i) A soma de n nUmeros pares € sempre par, pois ao somarmos n numeros
terminados em par o resultado sera sempre par, pois sen = 2,temos2 + 2 = 4; 2 +
4 =6e4+ 6 =10, asoma é par; sen = 3, temos 4 + 6 + 8 = 18, que é um
nUmero par.

Caracterizamos a prova acima como uma prova por enunciados incompleta, pois foi
omitido o enunciado de que se o ultimo algarismo € par entdo o numero é par. Observa-se que
0s casos particulares apresentados indicam apenas que eles serviram para a descoberta da

propriedade geral.

(iii) O aluno pode chegar ao seguinte raciocinio:

e sen =2,temos2 +2 =42+ 4 =6e4 + 6 = 10,asomaé par;

e sen = 3,temos2+ 2+ 2 = 6; asoma é par;

o sen=6temos2+4+6 +8+10+12=42;logo a soma de n numeros
pares € par, seja para uma quantidade par ou para uma quantidade impar de
numeros somados.

Acreditamos que, nesta prova, apds realizar as manipulagdes numéricas, o aluno ainda

pode ter ficado em duvida se a soma de n nimeros pares € sempre par, pelo fato de ter
efetuado calculos com uma quantidade relativamente grande de numeros. Logo podemos

categorizar essa prova como experimento crucial.
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(iv) Seja S a soma dos n nimeros pares, tomemos my, ..., my, -...,my, NUMEeros

p
inteirosondem; = 2ky-, my, = 2k, em, = 2k, comky,..., k..., k, nimeros
inteiros. Logo S = m+...+ my, +...+ my,entdo: S = 2k +...+ 2k, +...+ 2 ky,

segue que S = 2(k1 +o..tky+. 4 kn), Fazendos = k; +...+ k,+...+ k, , temos
que S = 2s. Logo a soma de n nUmeros pares € sempre par.

Observa-se, na prova desenvolvida pelo aluno, o uso adequado de letras para
representar numeros desconhecidos, por isso ela é categorizada como prova algébrica

completa.

2.3 Atividade 2

ALUNO:
SESSAO 1

Atividade 2. Resolva os problemas abaixo e apresente justificativa matematica para cada uma de

suas respostas.
1. A soma de trés nimeros inteiros consecutivos é sempre um maltiplo de trés?
2. A soma de quatro nimeros inteiros consecutivos é sempre um multiplo de quatro?

3. A soma de cinco nimeros inteiros consecutivos é sempre um multiplo de cinco?

e Forma de conducdo da atividade 2: Entregamos a folha contendo a atividade 2 e 0s
alunos, individualmente, deverdo verificar a veracidade ou a falsidade de cada uma delas
através de provas matematicas. ApOs a producdo dos alunos, realizamos uma breve
institucionalizacao.

e Possiveis validacdes a serem realizadas pelos alunos:

a) A soma de trés numeros consecutivos € sempre multiplo de trés?

E possivel que encontremos respostas apresentadas pelos alunos como as seguintes:

(i) A soma de 3 nimeros consecutivos € maltiplo de trés, pois1 + 2 + 3 = 6;2 +
3+4=9e3+4+5 =12
Categorizamos a prova acima como empirismo ingénuo, conforme ja foi descrito

anteriormente.
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(ii) A soma de 3 numeros consecutivos é mdaltiplo de trés, pois 1 + 2 + 3 = 6;

34+ 4+5 = 12e241+ 242+ 243 =726.
Os célculos mostram que, mesmo tendo realizado varias tentativas, o aluno ainda
duvida que a soma de 3 nimeros consecutivos é sempre multiplo de trés e realiza um célculo
com numeros bem maiores para se convencer. Por esse motivo, categorizamos esse tipo de

prova como experimento crucial.

(iii) Sejam m,m + 1em + 2, trés numeros consecutivos, com m inteiro. Efetuando a
soma entre eles teremos: m + m+ 1+ m+ 2 =3m + 3 = 3(m + 1), fazendo
m + 1 = k, com k inteiro. Temos que 3(m + 1) = 3k, que é multiplo de 3, logo a soma
de 3 nimeros consecutivos é sempre multiplo de trés.

A prova é categorizada como prova algébrica completa, conforme descricdo ja

apresentada.

b) A soma de quatro nimeros consecutivos é sempre multiplo de quatro?

(1) A soma de 4 nimeros consecutivos ndo € multiplo de quatro, pois basta um contra
exemplo para provar que a conjecturaéfalsa: 1 + 2 + 3 + 4 = 10.

A prova acima ndo pode ser classificada segundo o nosso referencial teorico, pois ha
apenas apresentacdo de um contraexemplo. No entanto, essa € uma maneira muito utilizada

para se provar a falsidade de uma conjectura.

(i) Sejam quatro numeros inteiros e consecutivos: n,n+1,n+2,n+ 3; a0
somarmos esses numeros teremos n+n+1+ n+2+ n+3=4n+6 # 4k,comk €
Z, logo a soma de quatro nimeros consecutivos ndo é sempre maltiplo de quatro.

Conforme o que ja observamos anteriormente, esse tipo de prova pode ser considerado

como prova algébrica completa.

c¢) A soma de cinco nUmeros consecutivos é sempre mualtiplo de cinco?

E possivel que encontremos as seguintes respostas construidas pelos alunos:
(i) A soma de 5 numeros consecutivos é multiplo de cinco, pois 1 + 2 + 3 + 4 +
5=152+4+3+4+54+6=203+4+5+6+ 7 = 25.
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Essa prova é do tipo empirismo ingénuo, pois apos a verificacdo sobre apenas trés

casos ele se deu por satisfeito.

(i) A soma de 5 numeros consecutivos € maltiplo de 5, pois 1 + 2 + 3 + 4 +
5=152+4+3+4+54+46=203+4+5+6+7 =25 2001 + 2002 +
2003 + 2004 + 2005 = 2015.

Neste caso, apos algumas tentativas pode ainda ter ficado com a duvida: - Mas sera
que a soma de 5 nimeros consecutivos é sempre multiplo de 5?

Os célculos mostram que, mesmo tendo realizado varias tentativas, o aluno ainda
duvida que a soma de 5 numeros consecutivos € multiplo de 5 e realiza um calculo com
ndmeros bem maiores para se convencer, por esse motivo categorizamos esse tipo de prova

como experimento crucial.

(iii) Sejam m,m +1,m + 2, m + 3 em + 4 cinco nimeros consecutivos, com m
inteiro. Efetuando a soma entre eles teremos: m + m+1 4+ m+ 2 + m+ 3 + m +
4 =5m + 10 = 5(m + 2),fazendo m + 2 = k, com k inteiro.

Temos que 5(m + 2) = 5k, que € multiplo de5 logo a soma de 5 nUmeros
consecutivos é sempre multiplo de cinco.

A prova acima é categorizada como prova algébrica completa.

2.4 Desafios

ALUNO:
SESSAO 1

DESAFIOS: Verifique se cada uma das afirmacfes abaixo é verdadeira ou falsa e apresente uma

justificativa matematica para cada resposta.
1) A soma de uma guantidade impar de nimeros impares é sempre um niimero impar.
2) A soma de n nimeros inteiros consecutivos € sempre um multiplo de n, se n é par.

3) A soma de n nimeros inteiros consecutivos € sempre um multiplo de n, se n é impar.

e Forma de conducéo dos desafios: Entregamos a folha com os desafios aos alunos
que, individualmente, verificar a veracidade ou a falsidade de cada uma delas através de

provas matematicas. Apés o trabalho dos alunos, realizamos a institucionalizag&o.
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e Possiveis validacOes a serem realizadas pelos alunos:
a) A soma de uma quantidade impar de nimeros impares € sempre um nimero impar.

Apresentamos a seguir as seguintes respostas que possivelmente seriam construidas

pelos alunos:

(i) A soma de uma quantidade impar de nimeros impares € um nimero impar, pois
1+34+5=9;, 1+34+54+74+9=25e14+3+54+74+9+11+ 13 =49.

Categorizamos essa prova como empirismo ingénuo.

(i) A soma de uma quantidade impar de nimeros impares € um nimero impar, pois

1434+5=9,14+34+54+474+9=2514+34+54+74+9+114+13=49 ¢

1+3+4+5+74+9+11+13+ 154+ 19 = 211.

Ap6s manipular os nimeros, o aluno ainda pode duvidar da conjectura sobre o fato de
a soma de uma quantidade impar de nimeros impares ser um numero impar, por isso ele
testou para uma quantidade maior de numeros impares. Identificamos nesse caso uma prova

do tipo experimento crucial.

(iii) Sejam 2a; + 1,...,2a, + 1,...,2a, + 1, (com n = 2k +1, K€ Z), n nimeros
impares existentes no Conjunto dos NUOmeros Inteiros. Somando 2a; + 1,...,2a, +
1,..,2a,+ 1 teremos: 2a;+ 14+ 2a,+ 1+-+2a,+1=[2(a,++a, +
an)] + [n.1] = 2t + n et inteiro,como n é impar,n = 2k + 1,logo 2t +n =2t +
2k +1=2(t+k)+ 1= 2m+1,comminteiro, logo a soma de uma quantidade impar
de niUmeros impares é sempre um namero impar.

Essa prova é categorizada prova algébrica completa, pois ha o uso de letras, inclusive

com a generalidade adequada, onde t varia no conjunto Z.
b) A soma de n nimeros inteiros consecutivos é sempre um multiplo de n, se n €
par.

E provavel que encontremos as seguintes respostas dadas pelos alunos:

() Sen =2,temos2 + 3 = 5; e 5nao é multiplo de 2;
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sen =4,temos 2+ 3+ 4 +5=14; e 14 ndo é multiplo de 4; logo a soma de n
nameros inteiros consecutivos ndo € um maltiplo de n, se n é par.
N&o podemos categorizar a prova anterior segundo o nosso referencial tedrico, como

observamos anteriormente.

(if) Sejam n nUmeros inteiros consecutivos. Ao somarmos esses nimeros teremos:

n+n+l+n+2+n+3+-+n+(n—-1)=nn+(14+2+3+4+--+n-1)=

n2+(1+2$1) (n—1)= 2n2+% (n — 1), que ndo é multiplo de n, pois s6 sera mdltiplo de n
se n-1 for par, ou seja, quando n for impar. Como n é par, n — 1 € impar, logo a soma de n

nameros inteiros consecutivos nao é um maltiplo de n, se n for par.

Esse tipo de prova pode ser considerado como prova algebrica completa.

¢) A soma de n numeros inteiros consecutivos é sempre um multiplo de n, se n é
impar.

E possivel que encontremos as seguintes respostas construidas pelos alunos:

() A soma de n nimeros inteiros consecutivos € sempre um multiplo de n, se n é
impar, pois ao tomarmos trés nimeros consecutivos teremos 1+ 24 3 = 6,6 é multiplo
de 3, a0 tomarmos cinco numeros consecutivos teremos1+2+3+4+4+4+5= 15, 15 ¢
multiplo de 5 e ao tomarmos sete nimeros consecutivos teremos1+2+3+4+54+6 +
7 = 28,28 é multiplo de 7.

A prova apresentada acima é do tipo empirismo ingénuo.

(i) A soma de n numeros inteiros consecutivos é sempre um multiplo de n, se n é impar,
pois ao tomarmos trés nimeros consecutivos teremos 142+ 3 = 6,6 & mdltiplo de3; ao
tomarmos cinco numeros consecutivos teremos 1 + 2 +34+4 4+ 5 = 15, 15 é multiplode 5 e ao
tomarmos onze numeros consecutivos teremos 10014 1002+ 1003 4+ 1004 + 1005 +
1006 + 1007 + 1008+ 1009 + 1010 + 1011 = 1066, 1066 é multiplo de 11.

Apos realizar diversas tentativas numeéricas, o aluno ainda pode duvidar da conjectura
proposta se colocando a questdo: - mas serd que a soma de n nimeros inteiros consecutivos é
sempre um multiplo de n, se n é impar?

Por isso, esse tipo de prova é categorizado como experimento crucial.
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(iii) — Sejam n numeros inteiros consecutivos. Ao somarmos esses nimeros teremos:

n+n+l+n+2+n+3+-+n+(m-1)= nmn+(1+2+3+4+--+n-1)=

1+n-1 . S les - ;s ~ ,
n2+(2—”) (n—1)= 2n2+? (n — 1), que é maltiplo de n, poisn é impar, entdon — 1 é
par. Logo a soma de n numeros inteiros consecutivos é um multiplo de n, se n for impar.

Classificamos esse tipo de prova pode ser considerada como prova algébrica

completa.
2.5 Descricdo e anélise a posteriori

Inicialmente, aplicamos a atividade 1 explicando apenas que se tratava de problemas
compostos por conjecturas matematicas as quais deveriam ser validadas. Propusemos aos
alunos que tentassem verificar a veracidade das mesmas, com a descricdo do raciocinio no
papel. Apos a resolucédo individual, recolnemos a producéo e fizemos uma institucionalizacdo
dos principais conceitos e propriedades envolvidos na atividade. Nessa institucionalizacéo,
definimos ndmeros pares, numeros impares, como sendo aqueles que podem ser expressos na
forma 2k e 2k + 1 respectivamente e apresentamos a idéia do que é uma demonstragdo
matematica. Pudemos identificar neste momento que o empirismo ingénuo foi o tipo de prova
gue mais apareceu nas primeiras validacdes, um dos motivos foi o fato dos alunos serem
pouco estimulados, pelos professores e pela escola, a produzirem justificativas matematicas
formais, ao lado da presenca da variavel didatica 1.

Apenas dois alunos utilizaram letras, na tentativa de produzirem provas usando
notacdes simbdlicas. Além disso, a letra utilizada no discurso matematico do aluno TR néo
pode ser caracterizada, como aquela possui o nivel de generalidade adequado, mas como uma
vontade de representar por meio da escrita simbolica da matematica. Como ilustracdo,
apresentamos, na Figura 2, a solucéo produzida®’ por TR para o item 2 da atividade 1.

BR foi o Unico aluno que produziu uma prova algébrica completa, usando a letra com
alto nivel de generalidade. Como ilustracdo, apresentamos, na Figura 3, a solucdo produzida
por BR para 0 mesmo item 2 da atividade 1.

O aluno BR teve o cuidado de usar indices diferentes, mostrando que percebeu que o0s

nimeros pares podem ser distintos. Nas demais atividades da SESSAO, ele manteve 0 mesmo

0 aluno TR explicou oralmente que n = x +y + z, com X, y, z € Z, ou seja, verificou que n é a soma de trés
nameros inteiros quaisquer e verificou que a palavra quociente havia sido utilizada erroneamente.
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padrdo de respostas, mostrando que possui maior nivel de conhecimento matematico sobre

esse tipo de contetdo.

2. Asoma de trés numeros payesesempre par. \/,, [A (/[v?’)/o
//C‘C’[C N0 (LCJU )4 ) Y )’ koyc/ 2 Aeml OZ/ %14

)

TW'W/’W x/ >— n M n s '0 40me JCW ?/W‘Lé DC?X)/J
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Figura 2 — Producéo de TR na Sesséo 1.

2. A soma de trés nimeros pares é sempre par.

Figura 3 — Producdo de BR na Sessdo 1.

Para esta atividade 1 a maioria dos alunos apresentou respostas do tipo sim ou nao
seguidas de exemplos, apresentando tipos de provas categorizadas como empirismo ingénuo,

conforme excerto de producao apresentado na Figura 4.

2. A soma de trés nimeros pares é sempre par.

NOLND WL s DS

Figura 4 — Producédo de KK na Sessdo 1 — atividade 1.
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Neste caso, 0 aluno apresentou apenas um exemplo, e enunciou outros exemplos
oralmente. H& outros casos em que, apesar de apresentarem apenas trés exemplos, é possivel
interpretar que o aluno ndo permaneceu no tipo empirismo ingénuo, mas que chegou ao tipo
experimento crucial.

E 0 caso do aluno LN, no item 1 da atividade 1 que apresentamos na Figura 5.

Neste exemplo, podemos observar que ele fez dois calculos com a soma de dois
nameros relativamente pequenos e, em seguida, fez o célculo com dois nimeros muito
maiores. 1sso pode ser interpretado como sua ddvida - se a propriedade seria sempre valida -
resolveu entdo fazer mais um teste para a soma dos numeros 4.044 + 8.316. Essa adicao

pode ser caracterizada como uma “experimento crucial”’, segundo Ballacheff (1988).

Atividade 1. Observe as conjecturas abaixo. Verifique se sdo verdadeiras e

justifique suas respostas através de provas matematicas.

1. A soma de dois nimeros pares é sempre par.

Figura 5 — Producéo de LN na Sessdo 1 — atividade 1.

Como dissemos anteriormente, ao final da atividade 1 desta SESSAO 1, foram
recolhidas as folhas com as producbes de cada aluno e, em seguida, realizadas discussdes
sobre as solugdes por eles apresentadas. Ao final, houve um pegueno momento de
institucionalizacao, incluindo a analise das solucGes produzidas por BR, as quais observamos
que foram as mais valorizadas por todos. Esse momento foi de grande importancia, pois, para
Brousseau (1986), a situacdo de institucionalizacdo visa a estabelecer a objetividade e a
universalidade do conhecimento, cabendo ao professor organizar uma sintese do trabalho
matematico, procurando eleva-lo a um estatuto do saber que ndo dependa dos aspectos
subjetivos e particulares, a fim de que o aluno se aproprie dessa valoracdo a ser incorporada
como patrimdnio cultural.

Em seguida, distribuimos outra folha a cada aluno, a qual continha a atividade 2.
Observamos que, para esta atividade 2, a quantidade de alunos a qual buscou solucgdes

algébricas aumentou significativamente. Desde o inicio, quase todos procuraram encontrar a
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solucdo por meio do uso de registros algebricos. Como as atividades apresentavam baixo
nivel de dificuldade e, como ja tinham participado da institucionalizacdo das solugcdes dos
problemas da atividade 1, todos os alunos acertaram os itens desta atividade. Outro fato
ocorrido foi que, mesmo para o item 2, que trazia a seguinte pergunta: “A soma de quatro
numeros consecutivos ¢ sempre multiplo de 4?”, a metade dos alunos respondeu usando
calculos algébricos, em vez de apresentar um simples contraexemplo. Ao institucionalizarmos
0 contraexemplo, os alunos mostraram interesse, porém observamos que eles passaram a
valorizar muito mais as solucbes que utilizavam simbolos algébricos. Como ilustracéo,

apresentamos na Figura 6 a resposta do aluno LN.

2. A soma de quatro numeros consecutivos é sempre miiltiplo de quatro?

Ly

- ¥4

Figura 6 — Producéo de LN na Sessdo 1 — atividade 2.

As respostas dos outros quatro alunos que produziram solucdes algébricas também
foram parecidas a do aluno LN.

Com relagdo a Gltima parte da SESSAO, a qual contém alguns desafios num nivel
mais elevado de generalidade, observamos que eles se envolveram na busca de solu¢fes, mas
a maioria teve dificuldade em atingir o nivel de generalidade dos problemas propostos. Dessa
forma, a institucionalizacdo dos desafios foi realizada com a participacdo dos alunos,
permitindo que falassem a respeito da veracidade de cada conjectura e de como haviam
chegado a “prova” no papel.

A partir dessa discussdo, observamos que muitos tiveram dificuldade em atingir o
nivel de generalidade dos problemas propostos. Esperdvamos que, pelo menos uma parte dos
alunos apresentasse solugbes de nivel elevado por meio do uso de simbologia algébrica
adequada, pelo fato deles ja terem participado da institucionalizacdo das solucBGes dos
problemas da atividade 1 e da atividade 2.

Muitos buscaram solucdes algébricas para o item 1 dos desafios, porém ndo

conseguiram realizar a demonstragdo. Apenas o0 aluno BR produziu uma prova algébrica,
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usando a letra com alto nivel de generalidade. Como ilustracéo, apresentamos na Figura 7 a

solucdo produzida®™® por BR para o item 1 dos desafios.

SESSAQ 1.

DESAFIOS: Verifique se cada uma das afirmages abaixo é verdadeira ou falsa e

mi

apresente uma justificativa matematica para cada resposta. ) nar=7 1

\

* A soma de uma quantidade impar de nimeros-impares € sempre um numero impar. Vrdoee

Iy Ny . AT e 60N 4 [ f
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Figura 7 — Producéo de BR na Sessdo 1 — Desafios (item 1).

Para desafio 2, que trazia a seguinte pergunta: “A soma de m nameros inteiros
consecutivos € sempre um multiplo de n, se né par”. Esperdvamos que 0s alunos
respondessem usando um simples contraexemplo, pois ja haviamos institucionalizado o item
2 da atividade 2 que se tratava de uma conjectura falsa. A previsdo confirmou-se.
Apresentamos, na Figura 8, a solucdo produzida'® por RT para o mesmo item 2 da atividade
2.

* A soma de n nimeros inteiros consecutivos € sempre um mdttiplo de n, se n é par.

L ) ; b 1. A= : g L
%JM,{M & Combon-ormpd 1+ I+ 04 PO WWM

Figura 8 — Producéo de RT na Sesséo 1 — Desafios (item 2).

¥producéo prevista na analise a priori.
YApesar do contraexemplo ndo ter sido bem detalhado, percebemos que o aluno compreendeu a falsidade da
conjectura ao discutir a validade da afirmacdo em voz alta testando outros exemplos numéricos.
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Com rela¢do ao item 3 dos desafios “A soma de n ndmeros inteiros consecutivos é

sempre um multiplo de n, se n é impar”, observamos que eles se envolveram na busca de

solugdes. A seguir, exemplificamos as producdes dos alunos para o item 3 dos desafios:

uca : uno inici \% , cm igu
a) Producdo de LN: O aluno inicia a “prova” corretamente, porém iguala a soma

2n+1]+[2n+1)+1]+[(2n+ 1)+ 2]ar(2n + 2), erraa validagdo (Figura 9).

= A soma de n numeros inteiros consecutivos € sempre um multiplo de n, se n é impar

brdacling, Covcho D +1,EQM44) 4 P

b 'C(quf;cz

Figura 9 — Producéo de LN na Sessdo 1 — Desafios (item 3).

b) Producédo de RT: O aluno produz um tipo de prova denominado empirismo ingénuo,
apesar de ja ter produzido prova algébrica anteriormente (Figura 10).

= A soma de n numeros inteiros consecutivos € sempre um multiplo de n, se n é impar
| 2
/L%/O\m O, NH Nt 3\\ CAYN ) xmfum&

&WWO{L\/MWYW&» )+ ““*\':q"”\")ﬁ

Wf/y"f\w o roUU e

Figura 10 — Producdo de RT na Sessdo 1 — Desafios (item 3).

Ao institucionalizarmos este Gltimo problema, pudemos observar que nenhum aluno
atingiu a generalizacdo devido ao alto nivel de dificuldade que o problema exigia, pois além

do uso de letras, com a generalidade adequada, n varia no conjunto Z.
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3 SESSAO 2
3.1 Analise a priori

A atividade desta SESSAO é composta por problemas com conjecturas envolvendo os
Numeros Figurados. As conjecturas foram elaboradas de forma que os alunos utilizem
conhecimentos adquiridos nas atividades 1, 2 e 3 da 12 SESSAO. Pelo tipo de dificuldade que
esta atividade apresenta, ndo esperamos que os alunos produzam provas por enunciados e nem
tampouco provas algébricas incompletas apesar de se tratar da SESSAO 2. Nesta SESSAO ha
a presenca da variavel didatica 3%°, deste modo, os alunos devem envolver-se na busca de

solucBes, podendo gerar fases adidaticas.

3.2 Atividade 1

ALUNO:
SESSAO 2
Atividade 1. (PUC — SP — ADAPTADA) Os numeros 3, 6,10, 15, ... chamam-se nimeros

triangulares, pois podem ser representados pelas figuras:

A soma de dois termos consecutivos da sequéncia formada pelos nimeros triangulares resulta sempre

em um quadrado perfeito?

e Forma de conduco da atividade 1: A atividade desta SESSAO sera conduzida da
mesma forma que conduzimos as atividades da SESSAO 1. Nesse desenvolvimento
experimental, dentre outros elementos, analisamos as possiveis validacGes a serem realizadas

pelos alunos:

a) A soma de dois termos consecutivos da sequéncia formada pelos nimeros

triangulares representa sempre um quadrado perfeito?

Dy/erificar a definicdo de variavel didatica 3 na pagina 48 deste capitulo.
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E possivel que encontremos as seguintes respostas construidas pelos alunos:

(i) Sim, a soma de dois termos consecutivos da sequéncia formada pelos nimeros
triangulares representa um quadrado perfeito, pois T, + T, = 1+ 3 = 4= 42, T, +
T, =3+6=9=3%eT;+T, =6+ 10 = 16 = 42

A prova acima é categorizada como empirismo ingénuo.

(if) Sabemos que a soma de dois termos consecutivos da sequéncia formada pelos
nameros triangulares representa sempre um quadrado perfeito, pois, T; + T, = 1+ 3 =
4=4%2 T+ T, =6+ 10 = 16 = 42 e Ty, + T,y = 253 +231 = 222,  Apobs
calcular com niimeros maiores, consideramos que ele duvidou sobre a propriedade a soma de
dois termos consecutivos da sequéncia formada pelos niumeros triangulares representa sempre
um quadrado perfeito. Nesse caso, a categorizamos como uma prova do tipo experimento

crucial.

(iif) Tomemos os seguintes numeros triangulares:

e Para k = 1, podemos representar T; pelo nimero 1;
e Para k = 2, podemos representar T, pelo nimero 3;
e Para k = 3, podemos representar T5 pelo nUmero 6;

e Parak = 4, podemos representar T, pelo nimero 10;

e Para k termos, temos podemos representar T, = 1 + 2 + 3 + 4+...+ (k +
1). Entdo teremos T, = 1+ 2+...+k + (k+1) e T, = (k+ 1) +

k +...+2 + 1. Somando as duas igualdades teremos:

2T, = (k+1+ D)+ (k+2)+...+k + 2)(k+1+1),

(k + 1) vezes

Assim sendo, 2T, = (k + 1) (k +2), logo T, = (k+1)2(k+2)’ entio Ty_, = k(k2+1) .

_ O (e42) | ke (erD) (kD) (a2+d)
2 2 2

somando os consecutivos teremos: Ty + Ty—_q

(k+1) (k+1) = (k + 1) 2+, portanto a soma de dois termos consecutivos da sequéncia formada
pelos nimeros triangulares representa sempre um quadrado perfeito.

A prova desenvolvida pelo aluno é categorizada como prova algébrica completa.
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3.3 Descricdo e analise a posteriori

Propusemos aos alunos a atividade 1 da SESSAQO 2. Inicialmente, observamos que o
envolvimento dos alunos com o problema seria intenso por ter como proposta o trabalho com
nimeros figurados e tratar de uma questdo adaptada de vestibular. A medida que o tempo
passava 0 envolvimento também aumentava e percebemos que a maioria dos alunos nédo
possuia familiaridade com os nimeros figurados.

O aluno MJ indagou se a solucdo do problema consistia apenas na elaboracdo de uma
“formula”. Pedimos-lhe que lesse e interpretasse o problema novamente, quando entdo
concluiu a veracidade da conjectura, somente com a verificagdo para alguns nameros,
permanecendo, portanto no empirismo ingénuo. Os outros alunos também comecaram a testar
com 0s numeros, entdo pedimos a eles que passassem a relatar, no papel, a forma como
estavam raciocinando.

De acordo com nossa analise a priori, ndo acreditdvamos que os alunos, produziriam a
prova algébrica. Esse fato ocorreu, pois para esta atividade 1 da SESSAO 2, de modo geral, os
alunos ndo apresentaram respostas. Apenas o aluno RT verificou a validade da conjectura
atraveés do empirismo ingénuo, conforme exemplificamos na Figura 11.

Analisamos a solucdo dessa atividade com a participacdo dos alunos, permitindo que
falassem a respeito da conjectura proposta. A partir dessa discussao, observamos que muitos
deles tiveram dificuldade em provar, mesmo que empiricamente, a veracidade da afirmacéo.
O grupo, em geral, ndo conhecia 0s nimeros triangulares e mostrou grande interesse durante a

discussao.

e (PUC - SP - ADAPTADA) Os numeros 3, 6, 10, 15, chamam-se numeros

triangulares pois podem ser representados pelas figuras

A soma de dois termos consecutivos da seqliéncia formada pelos nimeros triangulares

resulta sempre um quadrado perfeito?
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Figura 11 — Producéo de RT na Sesséo 2 — atividade 1.

Apos a atividade 1 da SESSAO 2, conforme previmos, verificamos que, para esse
problema envolvendo os numeros figurados, motivou os alunos a buscarem solucgdes
empiricas ou até mesmo algébricas. Como o aluno BR acabou produzindo uma prova
algébrica, usando a letra com alto nivel de generalidade, concluimos que os demais também
poderiam atingir nivel de producéo semelhante. Como ilustracdo, apresentamos, na Figura 12,
a solucdo produzida por BR para esta atividade 1 da SESSAO 2.

Ao explicar, oralmente, pudemos verificar que o aluno BR utilizou, no protocolo
(Figura 12), aseguinte formula recursiva:

T, =1

T,=3->T, +2=1+2=3
T, =6 >T,+3=1+2+3=6
T, =10 >T; +4=1+2+3 + 4 = 10

Th,s1 =T, + (n+1), e finalizou a demonstra¢cdo como previmos no

item (iii) ** da analise a priori desta SESSAO.
Na producdo de BR podemos observar que ele obteve tanto a expresséo do termo geral
T, -, como adasomade T, comT,.,; apds a realizacdo de calculos numéricos com casos
particulares, os quais se evidenciaram fundamentais para a generalizacdo e producdo da prova

algébrica.

?!Na pagina 66 verifique a previsdo do item (iii) da analise a priori da Atividade 1 — SESSAO 2,



4 SESSAO 3

4.1 Anélise a priori

No Guia do PCN+* (BRASIL, 2002, p.121) encontramos a seguinte referéncia a

e (PUC — SP — ADAPTADA) Os nameros 3, 6, 10, 15, chamam-se numeros

triangulares pois podem ser representados pelas figuras:

A soma de dois termos consecutivos da seq(éncia formada pelos nameros triangulares

resulta sempre um quadrado perfeito?

Y

Figura 12 — Producdo de BR na Sesséo 2 — atividade 1.

orientacdo ao trabalho pedagdgico com as sequéncias numericas:

Assim sendo, estruturamos esta SESSAO com duas atividades. Sendo que a atividade

1 é composta por um problema com conjectura envolvendo o contelido de Paridade®® e Soma

67

Com relacdo as sequéncias, é preciso garantir uma abordagem conectada a
idéia de funcdo, na qual as relacdes com diferentes funcbes possam ser
analisadas. [...] Essas idéias foram e sdo essenciais para o desenvolvimento

da ciéncia, especialmente porque permitem explorar regularidades.

dos Termos da PA, enquanto que a segunda, por considerarmos um pouco mais dificil, como

um desafio.

Para a atividade 1, que traz a seguinte pergunta: - A soma dos k primeiros numeros

naturais impares (1, 3, 5,..., 2k - 1) é sempre igual a k*? Esperamos que pelo menos a metade

dos alunos apresentem solucdes algébricas, pois esse contetido ja foi explorado na SESSAO

22PCN* Ensino Médio: OrientacBes Educacionais complementares aos Parametros Curriculares Nacionais.
**Na Sessdo 1 descrevemos a importancia do trabalho com o contetido de Paridade.
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1. Provavelmente, outro motivo para o aparecimento de provas do tipo algébricas é a presencga
da variavel didatica 1%*, no que diz respeito a presenca de incégnitas conjecturas.

Com relagdo a Atividade 2, que propde o seguinte desafio “Galileu, matematico do

. 1 1+3 1+3+5 1+3+5+7 . P
renascimento, observou quel -=——-= = =... Continuando essa sequencia,
3 5+7 7+9+11 9+11+13+15

~ . . a s . 1., . ., -
as fragdes seguintes continuardo iguais a -?”, contatamos o aparecimento variavel diddtica

3%, acreditamos assim, que os alunos se envolvam na busca de solugdes.

Para resolver este problema, o aluno devera usar a propriedade de que a soma dos k
primeiros nimeros impares é k?, utilizada na atividade 1. A estratégia é somar e subtrair a
soma que aparece no denominador as parcelas que estdo no denominador. Desse modo o
denominador transformar-se-a, podendo ser escrito como a diferenca entre a soma dos 2k
primeiros impares e 0s k primeiros impares.

Por se tratar de um problema de elevado nivel de dificuldade que, além de exigir a
percepcdo da conveniéncia de somar e subtrair ao denominador, a soma que aparece no
numerador exige que se analise a soma dos termos de uma sequéncia infinita. Por isso,
acreditamos que provavelmente a maioria dos alunos permanecera no empirismo ingénuo ou
experimento crucial, mas espera-se que algum aluno perceba a regularidade e produza uma

solucéo algébrica.

4.2 Atividade 1

ALUNO:
SESSAO 3

Atividade 1. A soma dos k primeiros niimeros naturais impares (1, 3, 5...., 2k - 1) é sempre igual a k*?

e Forma de conduco da atividade 1: Conduziremos a atividades desta SESSAO da
mesma forma que conduzimos a atividades da SESSAO 1.

e Possiveis validacGes a serem realizadas pelos alunos:

a) A soma dos k primeiros nimeros naturais impares (1, 3, 5,..., 2k - 1) é sempre igual

a k®?

#\erificar a definicdo de variavel didatica 1 na pagina 48 deste capitulo.
SVerificar a definicdo de variavel didatica 3 na pagina 48 deste capitulo.
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Esperamos encontrar os seguintes tipos de solucdes construidas pelos alunos:

(i) Sim, a soma dos k primeiros nimeros naturais impares (1,3,5,...,2k — 1) é igual
a k2, pois, para k = 2, temos 1+ 3 = 4 = 2% para k = 3, temos 1+3+5=9 =
3%, parak =4,temos1+3+5+7 =16 = 42,

Esse tipo de prova pode ser categorizado como empirismo ingénuo.

(ii) Sabemos que para k = 2, temos 1 + 3 = 4 = 2%; para k = 3, temos
1+3+5=3%2¢ para k =4, temos 1 + 3 + 5 + 7 = 4%epara k = 10, temos
1+34+5+74+9+11+13+15+17+19 =100= 102

Mesmo efetuando os célculos com alguns nimeros, o aluno ainda duvida que a soma
dos k primeiros nimeros naturais impares (1, 3,5,...,2k — 1) é sempre igual a k? e calcula o
valor da soma para mais um caso especial, k = 10. A verificacdo de mais esse caso foi crucial
para a aceitacdo da validade pelo aluno.

A prova desenvolvida pelo aluno pode ser categorizada como experimento crucial,
conforme tipo ja descrito anteriormente.

(iii) Tomemos a seguinte soma S, = 1 + 3 +...4+ (2k-3) + (2k- 1), a soma
dos k primeiros ndmeros impares em ordem crescente e S, =
(2k-1) + (2k-3)+...+3 + 1, a soma dos numeros impares em ordem decrescente.
Somando as duas igualdades, teremos:

28k = 2k + 2k +...+ 2k + 2k.

N
k vezes

2k.k o . . , ., ,
Sk ==, — entdo S - k?, portanto a soma dos k primeiros niimeros naturais impares é

sempre igual a k2.
O aluno desenvolveu acima uma prova que pode ser considerada como prova algébrica

completa.

(iv) A sequéncia formada pelos k primeiros nimeros naturais impares (1, 3, 5,..., 2K -
1) formam uma PA de razdo 2 e primeiro termo a, = 1, cujo termo geral desta PA é dado

poria, = a;+ (n—1)reentdoa, = 1+ (k—1)2,logo a, = 2k — 1.

Como a soma do termo geral de uma PA é dada por S,, = M, temos que:
— 2
Sy = w -85, - (2';)" -85, = % — S, =k?, logo a soma dos k primeiros

nGmeros naturais impares (1, 3, 5,..., 2k - 1) é sempre igual a k.
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Esta prova é do mesmo tipo da prova (iii), embora tenham sido utilizados contetdos e
propriedades diferentes para a producdo desta solucdo. Em ambas, foram utilizadas

propriedades matematicas verdadeiras e o emprego da linguagem algébrica.

4.3 Atividade 2

ALUNO:
SESSAO 3
Atividade 2 - DESAFIO: Galileu, matematico do Renascimento, observou que:

1 _ 143 _ 14345 _ 1434547
3 5+7 7+9+11  9+11+13+15

. n . ~ . . ~ - - 1
Continuando essa sequéncia, as fragdes seguintes continuarao iguais a --?

e« Forma de conduco da atividade 2: Conduziremos as atividades desta SESSAO da
mesma forma que conduzimos as atividades da SESSAO 1.

e Possiveis validagGes a serem realizadas pelos alunos:

E possivel que encontremos as seguintes respostas construidas pelos alunos:
+3 _ 4 _ 1 14345 —i—le
3

. . ~ . . ~ = . 1 .
(i) Sim, as fragdes seguintes continuardo iguais a -, pois , =
3 5+7 12 3 °~ 74+9+11 27

1434547 _ 16 _ 1

9+11+13+15 48 3
Podemos observar que a prova desenvolvida acima é do tipo empirismo ingénuo.

1+3+5+7+9+11+13  _ 49 _ 1
15417+19+21423425+27 147 3 '

4 _1 143+5 _ 9 _ 1
_g_'e

.. 1+3
(ii) Sabemos que, —=—=-", =
5+7 12 3 ° 7+49+11 27
Como o aluno realiza célculo com nimeros maiores, no caso a analise da fracao
1+3+5+7+9+11+13 . . ,
, para obter certeza da veracidade da conjectura, concluimos que essa

15+17+19+21+23+25+27
prova, acima desenvolvida, pode ser classificada como experimento crucial.

(iii) Podemos escrever essa sequéncia de fracdes da seguinte forma:
143+5+7+9  _ 1

1+3 _ 1+3+5 _  1+3+5+7
1

547  7+9+11 9+11+13+15 11+13+15+17+19

Em (I) temosque S, = 1+3+5+4+7+49 + ... essa soma é formada pelos primeiros

nameros impares, que formam a seguinte PA (1, 3, 5, 7, 9,...), sendo a; = 1 e r = 2. Como

vimos anteriormente, a soma dos n primeiros termos de uma PA é dada pela férmula:

2
[Zn]n_)Sn: 2%_)571:

wﬁgn:w65n= .

a;t+a
(as nmn S
n 2

2

Sn
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n2. Na expressdo (ii), correspondente ao denominador das fracdes, somamos e subtraimos
dela a expressao (i), soma dos n primeiros naturais. Assim, observamos que a expresséo (ii)

corresponde a soma S, calculada abaixo:

S = SZn _ Sn — [1+1+(2n—-1)2]2n _ [1+1+(n—1)2]n — [244n-2]2n _ [2+2n-2]n —

2 2 2 2

4n? — 4n? = 3n?, que ¢ a diferenca entre a soma dos 2n primeiros impares e 0s n primeiros
. ~ 1 2 1 ~ . . - . .1
impares, entdo - = % =, portanto as fracGes seguintes continuardo sempre iguais a 2.

O tipo de prova apresentado pelo aluno em (iii) pode ser categorizado como prova

algébrica completa.
4.4 Descricdo e analise a posteriori

Para a atividade 1, que trazia a seguinte pergunta: - A soma dos k primeiros numeros
naturais impares (1, 3, 5,..., 2k - 1) é sempre igual a k*? A previsdo confirmou-se: a maioria
dos alunos utilizou as provas algébricas para provar a veracidade da conjectura. Um dos
motivos deve-se a presenca da variavel didatica 1.

Ao compararmos as provas produzidas nesta SESSAO com as producdes dos mesmos
alunos nas atividades da SESSAO 1, pudemos observar que suas producdes evoluiram do
empirismo ingénuo para provas conceituais do tipo algébrico, indicando sinais de
aprendizagem conforme previsto na analise a priori.

Comparamos, a seguir, algumas producdes de alunos que apresentaram evoluc¢do nos
tipos de producdo de provas das atividades da SESSAO 1, para a producdo de provas da
Atividade 1 da SESSAO 3.

e MF produziu na SESSAO 1 — Atividade 2 uma prova conceitual incompleta e
passou para uma prova algebrica completa nesta atividade, conforme podemos observar nas
Figuras 13 e 14.

- Prova conceitual incompleta

2. A soma de trés nimeros pares é sempre par.

Y -

El . o R,

Figura 13 — Producdo de MF na Sesséo 1 — atividade 1.



- Prova algébrica completa

SESSAO 3.
Atividade 1

- A soma dos k primeiros nameros naturais impares (1, 3, 5

a k??

..... 2k - 1) & sempre igual

Figura 14 — Producéo de MF na Sesséo 3 — atividade 1.

e KK produziu na SESSAO 1 — Atividade 1 uma prova conceitual incompleta e

passou para uma prova algébrica completa nesta atividade, conforme podemos observar nas

Figuras 15 e 16.

- Prova conceitual incompleta

2. A soma de trés niumeros pares é sempre par.
* QY OIS i
02 { C
+

Figura 15 — Producédo de KK na Sessdo 1 — atividade 1.

- Prova algébrica completa

SESSAO 3
Atividade 1.

e A soma dos k primeiros niumeros naturais impares (1, 3, 5

a k??
Y

Q

..... 2k - 1) é sempre igual

Figura 16 — Producédo de KK na Sesséo 3 — atividade 1.
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Com relacdo a Atividade 2, que propunha o seguinte desafio “Galileu, matematico do

- 1 1+3 1+3+5 1+3+5+7 .
Renascimento, observou que: = = — = = ==... Continuando essa
3 5+7 7+9+11 9+11+13+15

N ~ . . . 1 ., -
sequéncia, as frages seguintes continuardo iguais a —-?” A previsio se confirmou

parcialmente. Observamos que eles se envolveram na busca de solugbes, mas nenhum aluno
conseguiu atingir o nivel de generalidade do problema proposto.

Entdo propusemos aos alunos uma reflexdo desse desafio, analisando o nivel de
dificuldade que o problema exigia. Nessa analise apresentamos a solugdo por meio de
didlogos e questionamentos, que culminaram na apresentacdo da solugdo em linguagem
algébrica, caracterizando-se ndo propriamente como uma institucionalizacdo no sentido de
Brousseau (1986), mas algo proximo do discurso institucional. Os alunos compreenderam e
gostaram da forma como a solucéo foi apresentada.

A presenca de questdes atipicas, ou as pouco usuais, acenderam um maior
envolvimento dos alunos, provocando discussdes e debates entre os mesmos, gerando fases

adidaticas.
5 SESSAO 4
5.1 Andlise a priori

Esta SESSAO é composta de duas atividades, a primeira constituida de trés perguntas
sobre relacBes entre nimeros inteiros e a segunda apresenta duas questdes, cujo nivel de
complexidade consideramos um pouco mais elevado e, por esse motivo, caracterizamo-las
como desafios. As atividades sdo compostas por problemas com conjecturas envolvendo os
conteidos®® estudados nas sessdes anteriores, tais como paridade e divisdo entre nimeros
inteiros. As atividades foram elaboradas de tal forma que os alunos ndo s6 pudessem utilizar
seus conhecimentos anteriores na validacdo das conjecturas propostas, como também aqueles
adquiridos até o momento.

Para a atividade 1, que traz a seguinte pergunta: - E possivel encontrar trés nimeros
inteiros consecutivos de tal modo que o quadrado do médio seja igual ao produto dos outros
dois? Esperamos que a maioria dos alunos apresentem solugdes algébricas, pois esse contetido
ja foi explorado na SESSAO 1 e na SESSAO 3.

%Nas sessBes anteriores descrevemos a importancia do trabalho com o contetido de Paridade e Divisdo entre
Nameros Inteiros.
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No problema 2 da Atividade 1 que apresenta a seguinte conjectura: Um nimero impar
elevado ao quadrado, subtraido de uma unidade é sempre multiplo de quatro? E de oito?
Justifique sua resposta. Esperamos que a maioria dos alunos valide a primeira parte da
conjectura, pois ja trabalhamos com o conteldo de divisibilidade na SESSAO 1 e eles
mostraram razoavel dominio sobre o tema. Quanto a segunda parte da conjectura, acreditamos
que, pelo menos, os alunos BR e CB consigam valida-la, ja que tiveram contato com questfes
da OBM?’ as quais envolvem o algoritmo da divisdo dos n(imeros inteiros.

Quanto ao primeiro desafio da Atividade 2: a) Se a representa o produto do segundo
namero pelo terceiro e P representa 0 produto dos quatro nimeros consecutivos é possivel
exprimir P em fungdo de a? Esperamos que o grupo ndo encontre dificuldade para resolver o
primeiro desafio, pois este tipo de problema foi trabalhado na 12 série do Ensino Médio, bem
como neste ano, na 3?2 série do Ensino Medio, na revisdo para o vestibular. Sendo assim,
esperamos que os alunos reinvistam esse conhecimento, como ocorreu nas provas e simulados
nos quais esse contetdo foi abordado.

O outro item desta atividade, que contém o segundo desafio: b) O produto de quatro
nameros inteiros consecutivos, aumentado de uma unidade € sempre igual ao quadrado de um
namero inteiro? Acreditamos que os alunos néo terdo dificuldades de valida-lo pelos mesmos

motivos do item anterior.

5.2 Atividade 1

ALUNO:

SESSAO 4

Atividade 1

01. E possivel encontrar trés nimeros inteiros consecutivos de tal modo que o quadrado do médio

seja igual ao produto dos outros dois?
02. Um ndmero impar elevado ao quadrado, subtraido de uma unidade é sempre multiplo de
quatro? E de oito? Justifique sua resposta.

03. Considere gquatro nimeros inteiros consecutivos. Nesse caso, 0 produto do segundo nimero

pelo terceiro é sempre igual ao produto do primeiro pelo Ultimo acrescentado de duas unidades?

eForma de conduco da atividade 1. Conduzimos as atividades desta SESSAO da

mesma forma que conduzimos as atividades da SESSAO 1. Nesse desenvolvimento

2’OBM — Olimpiada Brasileira de Matematica.
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experimental, dentre outros elementos, analisamos as possiveis validacdes?®® a serem

realizadas pelos alunos:

a) E possivel encontrar trés nimeros inteiros consecutivos de tal modo que o

guadrado do médio seja igual ao produto dos outros dois?
E possivel que encontremos as seguintes respostas construidas pelos alunos:

(i) Sejam trés nimeros inteiros consecutivos 1, 2 e 3 temos que 22 # 1.3, 2,3 e 4 temos
que 3% # 2.4 ¢ 3,4 ¢ 5 temos que 4% # 3.5, logo ndo é possivel encontrar trés nimeros
inteiros consecutivos de tal modo que o quadrado do médio seja igual ao produto dos outros
dois.

Podemos categorizar a prova acima como empirismo ingénuo, pois com apenas trés

exemplos, o aluno deu-se por satisfeito da impossibilidade da conjectura.

(if) Sejam m,m + 1e m + 2, trés numeros consecutivos, com m inteiro. Elevando
(m+1)2= m?+ 2m+ 1, multiplicando m por (m + 2) temos m? + 2m. Observa-se
entdo que o quadrado termo médio supera de uma unidade o produto dos outros dois. Logo,
ndo é possivel encontrar trés numeros inteiros consecutivos de tal modo que o quadrado do
médio seja igual ao produto dos outros dois.

Encontramos na prova desenvolvida pelo aluno, o uso adequado de letras para
representar numeros desconhecidos, por isso ela é identificada como prova algébrica
completa. Além do mais, a observacéo feita apos os calculos mostra que o aluno tem dominio

e compreende bem a generalidade das expressdes obtidas.

b) Um ndmero impar elevado ao quadrado, subtraido de uma unidade é sempre

multiplo de quatro? E de oito? Justifique sua resposta.

E possivel que encontremos as seguintes respostas construidas pelos alunos:

(1) Sim, um namero impar elevado ao quadrado, subtraido de uma unidade é sempre
multiplode 4 ede 8, pois (3)2-1=8=4.2.e8=8.1e(5)?-1=24=4.60u24=8.3.

%As provas produzidas pelos alunos serdo categorizadas segundo o nosso referencial tedrico.
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A prova acima é um exemplo de empirismo ingénuo, conforme descrevemos

anteriormente.

(if) Sim, um nimero impar elevado ao quadrado, subtraido de uma unidade é sempre
multiplo de quatro, pois (5)2 —-1=24=4.6 0u24=8.3,(7)2—1=48=4.12 ou48 =

4173848

= 2173848 _ 1043462 ou = =

8.6, (9)>-1= 80 = 4.20 ou 80 = 8.10...(1083)% - 1

521731.

Apo6s efetuar numericamente e observar a validade para alguns casos particulares, o
aluno ainda duvida da propriedade do resultado final ser sempre multiplo de 4 ou maltiplo de
8, caso contrario ele, provavelmente, ndo verificaria através daquele nimero grande, ou seja, a
prova desenvolvida é caracterizada como experimento crucial, pois a aceitacdo vem somente

apos testar para um numero particular especial, no caso 1083.

(iii) Sim, um numero impar elevado ao quadrado, subtraido de uma unidade € sempre
multiplo de quatro, pois (2n+1)2 — 1 = 4n?+ 2n+1— 1= 4n(n+ 1), logo um dos
fatores n ou n+1 sempre vai ser par, ou seja, vai conter o fator 2. Logo essa expressao
contéem, além do fator 4, também o fator 2 e, portanto, o resultado é sempre multiplo de 8.

A prova apresentada acima é uma prova algébrica completa.

Outra prova, menos sucinta, dessa conjectura é a que esta apresentada abaixo.

Vamos verificar se um nimero impar elevado ao quadrado, subtraido de uma unidade
é sempre multiplo de oito:

Todo namero inteiro quando dividido por oito deixa resto 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7.
Podemos escrever como n é impar, temos que n = 8k+1loun= 8k +3 oun=8k +
S5oun=8k+7.

Assim:

Paran =8k + 1, temos que (8k+1)? -1=64k* +16 k*+ 1—1=8(8k*)+
8(2k?)= 8(8k?*+2k?) = 8t,comt € Z.

Paran = 8k+ 3,temos que (8k +3)2—-1=64k* +48k+ 9—1=8= 8 (8k*+6
k+1)= 8t,comt € Z.

Para n = 8k + 5, temos que (8k+5)2 — 1 = 64k? + 80k + 25—1 = 8 (8k? +
10k + 3) = 8t,comt € Z.
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Paran =8k + 7, temos que (8k+7)2? —1=64k*+112k+ 49—-1= 8(8k? +
14k + 6) = 8t,comt € Z. Logo um nimero impar elevado ao quadrado, subtraido de uma
unidade é sempre maltiplo de oito.

Esse tipo de prova pode ser classificado como prova algébrica completa, mostrando

bom dominio de célculos algébricos como ferramenta.

c) Considere quatro nimeros inteiros consecutivos. Nesse caso, 0 produto do segundo
namero pelo terceiro é sempre igual ao produto do primeiro pelo Gltimo acrescentado de duas

unidades?

(i) Sim, pois considerando quatro nimeros consecutivos 1, 2, 3 e 4 temos que 2.3 =1.4
+ 2 = 6 e considerando outros quatro nimeros consecutivos 2, 3, 4 e 5 temos que 3.4 = 2.5 +
2, logo para quaisquer quatro numeros inteiros consecutivos temos que o produto do segundo
numero pelo terceiro é sempre igual ao produto do primeiro pelo Gltimo acrescentado de duas
unidades.

A prova acima € do tipo empirismo ingénuo, uma vez que o aluno conclui com apenas
dois exemplos.

(i) Considerando quatro numeros inteiros consecutivos temos que o produto do
segundo numero pelo terceiro é sempre igual ao produto do primeiro pelo ultimo acrescentado
de duas unidades, pois para os consecutivos 1, 2, 3 e 4 temos que 2.3 = 1.4 + 2, para 0S
consecutivos 2, 3, 4 e 5 temos que 3.4 = 2.5 + 2 e para 0s consecutivos 78 953, 78 954, 78955
e 78 956 temos que 78 954.78 955 = 78953.78956 + 2 = 6 233 813 070.

Vamos admitir que o aluno tenha recorrido a calculadora para realizar esses ultimos
calculos com numeros grandes. Nesse caso, podemos supor que, apos realizar algumas
tentativas numeéricas, o aluno ainda permanece com a dlvida se para quaisquer “quatro
nlmeros inteiros consecutivos, teremos o produto do segundo numero pelo terceiro sempre
igual ao produto do primeiro pelo ultimo acrescentado de duas unidades?” Por isso € que ele
testou, com auxilio da calculadora, para quatro numeros consecutivos suficientemente grandes
antes de se dar por satisfeito.

Conforme descricBes anteriores, a prova acima desenvolvida pelo aluno é do tipo

experimento crucial.

(iii) Sejam quatro nameros inteiros consecutivos n,n+1,n+2en+ 3, comn € Z,

temosque (n+1) (n+2)=n?+ 2n+n+2=n?>+3n+2=n(n+3)+ 2, logo ao
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considerarmos quatro nimeros inteiros consecutivos teremos o produto do segundo nimero
pelo terceiro sempre igual ao produto do primeiro pelo ultimo acrescentado de duas unidades.
Esse tipo de prova pode ser classificado como prova algébrica completa.

5.3 Atividade 2

SESSAO 4

ATIVIDADE 2

DESAFIO: Dados quatro nimeros inteiros consecutivos, pergunta-se:

a) Se a representa o produto do segundo numero pelo terceiro e P representa o produto dos quatro
ndmeros consecutivos é possivel exprimir P em funcgdo de a?

b) O produto de quatro nimeros inteiros consecutivos, aumentado de uma unidade é sempre igual

ao quadrado de um namero inteiro?

e Forma de conducéo da atividade 2%°.

e Possiveis validacOes a serem realizadas pelos alunos:

a) Se a representa o produto do segundo numero pelo terceiro e P representa o

produto dos quatro nimeros consecutivos é possivel exprimir P em funcédo de a?
E possivel que encontremos as seguintes respostas construidas pelos alunos:

(1) Tomemos 1, 2, 3 e 4, quatro nimeros inteiros e consecutivos, entdo a = 2.3 =
6eP = 1234 = 24, entdo P = 4a e tomemos 2, 3, 4 e 5, quatro nimeros inteiros e
consecutivos, entdo a = 3.4 = 12eP = 2.3.4.5 = 120, entdioP = 10a, logo ¢€
possivel exprimir P em funcéo de a.

Podemos caracterizar o tipo de prova acima como empirismo ingénuo, pois a certeza
do aluno na veracidade da conjectura foi obtida a partir da verificacdo com apenas dois

exemplos.

(i) Tomemos 1, 2, 3 e 4, quatro nameros inteiros e consecutivos, entdo a = 2.3 =

6eP = 1.2.3.4 = 24, entdo P = 4a e tomemos 2, 3, 4 e 5, quatro nimeros inteiros e

#Conduzimos a atividade 2 — SESSAO 4 da mesma forma que regemos a atividade 1 da mesma sesséo.
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consecutivos, entdo a = 3.4 = 12eP = 2.3.4.5 = 120, entdo P = 10a, tomemos
2002, 2003, 2004 e 2005, quatro nimeros inteiros e consecutivos, entdo a = 2002.2003 =
4010006 e P = 2002.2003.2004.2005 = 16096204184060, ao  dividirmos

16096204184060

1609620418406 por 4010006, teremos
4010006

= 4014010,segue que= =

4014010,entdo P = 4014010a.

Observa-se que, apds realizar vérias tentativas numéricas, o aluno ainda duvida, ou
seja, ele certamente sentiu necessidade de verificar em determinado caso especial, a fim de ter
certeza. Concluimos que esse tipo de prova pode ser categorizado como experimento crucial.
Nesse caso podemos admitir que o aluno tenha feito uso da calculadora para efetuar os

céalculos com nimeros grandes.

(iii) Sejam quatro numeros inteiros consecutivosn, n + 1, n+2en+ 3, comn €
Zentdloa=(n+ 1)n+2)=n’+ n+ 2n+2=n%?+ 3n+2,

P =n(n+ 1)(n+2)(n+3).Logo P=a[n(n+3)] = a(a—2)ouP =a?— 2a,
portanto é possivel exprimir P em funcéo de a.

A utilizacdo adequada de calculos algebricos permite-nos afirmar que a prova

desenvolvida acima pode ser categorizada como prova algébrica completa.

b) O produto de quatro nimeros inteiros consecutivos, aumentado de uma unidade é

sempre igual ao quadrado de um numero inteiro?
E possivel que encontremos as seguintes respostas construidas pelos alunos:

(i) Tomemos 1, 2, 3 e 4, quatro nimeros inteiros e consecutivos, entdo 1.2.3.4+1 =
25=5%2 =25 2345+ 1 =120 +1 = 112 logo o produto de quatro nimeros inteiros
consecutivos, aumentado de uma unidade é sempre igual ao quadrado de um nimero inteiro.

O tipo de prova desenvolvido acima pode ser considerado como empirismo ingénuo.

(if) Tomemos 1, 2, 3 e 4, quatro nimeros inteiros e consecutivos, entdo 1.2.3.4+1 =
25=52=252345+1=121 =112 3.45.6 + 1 =361 =192, mas serd que o produto de
quatro nameros inteiros consecutivos, aumentado de uma unidade é sempre igual ao quadrado
de um namero inteiro?

Podemos considerar que o ultimo célculo tenha sido realizado para tirar a divida se o

produto de quatro nimeros inteiros consecutivos, aumentado de uma unidade, é sempre igual
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ao quadrado de um ndmero inteiro. Sendo assim, podemos identificar esta prova como

experimento crucial.

(iii) Sejam quatro numeros inteiros consecutivosn, n + 1, n+2en+ 3, comn €
Z, chamaremos de P = n(n + 1)(n+2)(n+3) ea=(n + 1)(n+ 2), exprimindo P
em fungdo de a, temos que P= an(n+3) = a(a—2) ou P= a? — 2a, entdo n(n +
D(n+2)(n+3)+ 1= a%?— 2a+1= (a—1)2 Logo o produto de quatro nimeros
inteiros consecutivos, aumentado de uma unidade é sempre igual ao quadrado de um nimero
inteiro.

Como vimos, esse tipo de prova pode ser identificado como prova algébrica completa.

(iv) Sejam quatro nimeros inteiros consecutivosn, n + 1, n+2en+ 3, comn €
Z, chamaremos de P=n(n+ 1)( n+2)(n+3),segue que que P= (n?+
3n)(n2 + 3n+2) ea=(n + 1)(n+2) =n?+ 3n, exprimindo P em funcdo de a,
temosque P = (a) (a+2),entdlo P+ 1= a? — 2a+ 1= (a—1)2-. Logo o produto de
quatro nameros inteiros consecutivos, aumentado de uma unidade é sempre igual ao quadrado
de um ndmero inteiro.

Esta prova pode ser classificada como a prova (iii), embora tenha solucdo diferente.
Em ambas, foram utilizadas propriedades matematicas verdadeiras e foi usada linguagem

algébrica.

5.4 Descricao e analise a posteriori

Para a atividade 1, que trazia a seguinte pergunta: é possivel encontrar trés nUmeros
inteiros consecutivos de tal modo que o quadrado do médio seja igual ao produto dos outros
dois? A previsdo ocorreu, pois a maioria dos alunos utilizou célculos algébricos para resolver
0 problema, possivelmente por termos enfatizado com maior frequéncia as validagcdes
algébricas.

A seguir seguem algumas das producdes realizadas nesta SESSAO (Figuras 17 a 19).

a) Producdo de BR
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SESSAO 4
Atividade 1

01. E possivel encontrar trés nameros inteiros consecutivos de tal modo que o
quadrado do médio seja lgual ao produto dos outros dois’ 4

jom e af NUmeros Nej ves AN S U IV

Figura 17 — Producdo de BR na Sesséo 4 — atividade 1.

b) Producéo de RT

\

SESSAO 4

Atividade 1

01. E possivel encontrar trés nameros inteiros consecutivos de tal modo que o

quadrado do médio seja igual aoprodutodosoutrosdois?
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Figura 18 — Producéo de RT na Sessdo 4 — atividade 1.
c) Producéo de GB

SESSAO 4

Atividade 1

01. E possivel encontrar trés nameros inteiros consecutivos de tal modo que o
quadrado do médio seja igual ac produto dos outros do{s?
Y\—‘c;-l} n—A ) R
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Figura 19 — Producao de GB na Sessdo 4 — atividade 1.

No problema 2 da Atividade 1 que apresentava a seguinte conjectura: Um numero

impar elevado ao quadrado, subtraido de uma unidade é sempre multiplo de quatro? E de
oito? Justifique sua resposta.
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A maioria dos alunos conseguiu validar a primeira parte da conjectura. A previsao
confirmou-se.

J& para a segunda parte da conjectura, a previsdo ndo foi confirmada, pois nem os
alunos BR e CB, que j& haviam resolvido questdes nas provas da OBM, conseguiram validar
a conjectura algebricamente, mostrando que eles ndo se apropriaram suficientemente desse
conteddo.

Em seguida, foi feita uma institucionalizagdo enfatizando propriedades da fatoracéo,
do resto da divisdo e de divisibilidade. Ap6s o término da discussdo, foi distribuida outra
folha a cada aluno, a qual continha a Atividade 2 com o primeiro desafio: a) Se a representa
0 produto do segundo numero pelo terceiro e P representa o produto dos quatro nimeros
consecutivos é possivel exprimir P em funcédo de a?

Neste caso ocorreu 0 que era esperado, ou seja, praticamente todos os alunos
resolveram com certa facilidade o problema.

Apresentamos a seguir dois excertos para ilustrar a producéo de alunos nessa atividade
(Figuras 20 e 21).

A previsdo também foi confirmada para o outro item desta atividade, que continha o
segundo desafio: b) O produto de quatro niumeros inteiros consecutivos, aumentado de uma
unidade é sempre igual ao quadrado de um numero inteiro?

Desde o inicio, quase todos procuraram encontrar a solucdo por meio do uso de
registros algébricos, porém o aluno BR errou a resolugdo do problema, afirmando que a
conjectura era falsa. Ele indagou se estava raciocinando corretamente, n6s o0 questionamos se
ja havia testado a conjectura atraves de exemplos e ele afirmou que sim: “/...] fiz de

cabecal”.

a) Producdo de CB
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SESSAO 4

DESAFIO: Dados quatro nimeros inteiros consecutivos, pergunta-se:

a) Se a representa o produto do segundo nimero pelo terceiro e P representa
o produto dos quatro nimeros consecutivos é possivel exprimir P em fungéo de
a?

Figura 20 — Producéo de CB na Sessdo 4 — atividade 2.

b) Producédo de RT

DESAFIO: Dados quatro nimeros inteiros consecutivos, pergunta-se:

K, K+I‘MLQ'K¥3
a) Se a representa o produto do segundo nimero pelo terceiro e P representa
o produto dos quatro niimeros consecutivos é possivel gxprimir P em funcéo de

a? -
0. (K2) = KFerk+2

o Tr3Kt2
T
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) /
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Figura 21 — Producédo de RT na Sesséo 4 — atividade 2.

No excerto apresentado a seguir podemos observar que ele inicia a “prova” por meio

do uso de notagbes adequadas: sejam n, n + 1, n+ 2 en+ 3 quatro nimeros inteiros

consecutivos, e P o produto dos quatro nimeros: P = n(n + 1)( n+ 2)(n + 3), aplica a

propriedade distributiva, tendo que P = n*+ 6n3 + 11n? + 6n, porém ndo considera o
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produto dos trés numeros consecutivos aumentado de uma unidade e comete uma sucessao de
deslizes: aplica raiz quadrada no 1° membro e comete o erro de aplicar raiz quadrada em cada
termo do segundo membro separadamente. Além disso, completa erroneamente que n+v/11
tem que ser inteiro, entdo n = 11, e ainda afirma que se n = 11, logo 6n = 66, entdo V66
ndo pertence a Z, concluindo que P nunca é um quadrado perfeito.

Pedimos-lhe que analisasse sua producgéo escrita (Figura 22).

b) O produto de quatro numeros inteiros consecutivos, aumentado de uma

unidade é sempre igual ao quadrado de um nimero inteiro?

Figura 22 — Producéo de BR na Sessdo 4 — atividade 2.

Em seguida, ele aponta o seu erro em voz alta: “[..]. mas ¢ claro que estou errado, eu
ndo estava somando um ao produto: um vezes dois vezes trés vezes quatro mais um € vinte e
cinco, um quadrado perfeito!”.

Assim, ap0Os observar o equivoco, ele constroi uma validacdo algébrica correta,
produzindo uma prova com elevado indice de generalidade.

Na producdo que apresentamos na Figura 23, observa-se que o aluno prova a

veracidade da conjectura com producéo algébrica semelhante a (iv) da analise a priori.
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Figura 23 — Producéo correta de BR na Sesséo 4 — atividade 2.

Quase todos os demais alunos acertaram essa questdo desta Atividade 2 com prova
algebrica semelhante a da analise a priori.

Apresentamos nas Figuras 24 e 25, dois outros exemplos dessa prova.

a) Com producéo algébrica semelhante a (iii) da analise a priori.

b) O produto de quatro numeros inteiros consecutivos, aumentado de uma

unidade é sempre igual ao quadrado de um niimero inteiro?

Figura 24 — Producao de CB na Sesséo 4 — atividade 2.
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b) Com producéo algébrica semelhante a (iii) da analise a priori.

b) O pfoduto de quatro nimeros inteiros consecutivos, aumentado de uma

unidade é sempre igual ao quadrado de um nimero inteiro?

'® S / < Q
p:— u -,7.,‘1).7 £\ & J Bl ‘L(;}v\ {> <2 X

Figura 25 — Producéo de RT na Sesséo 4 — atividade 2.

Ao finalizarmos a SESSAO 4, realizamos a institucionalizacdo, evidenciando as

provas algebricas produzidas pelos alunos.

6 SESSAO 5

6.1 Anélise a priori

Elaboramos as atividades e os desafios desta SESSAO com problemas caracterizados
por conjecturas, permitindo ao aluno utilizar os conceitos de Produtos Notaveis, Fatoracao,
Progressdes Aritmeticas, Geométricas e regularidades em sequéncias. As novas conjecturas
buscam o envolvimento dos alunos de tal forma que eles utilizem seus conhecimentos
matematicos anteriores, em particular aqueles adquiridos nas primeiras sessdes e reinvistam
na validacdo das conjecturas propostas, como também adquiram novos conhecimentos.

Para a atividade 1- 12 folha, que traz a seguinte pergunta: [...] Quantos palitos séo
necessarios para fazer 6 quadrados? E para fazer n quadrados?

Esperamos que a maioria dos alunos resolva o problema, pois ja trabalhamos com
problema semelhante na SESSAO 2.

No problema 2 da atividade 1- 1?2 folha que apresenta a seguinte questdo: Qual a
guantidade dos menores triangulos da figura 4? Qual a quantidade dos menores triangulos
da figuran? Aguardamos que a maioria dos alunos consiga encontrar a resposta da 12 parte
do problema. Quanto a generalizacdo pedida na segunda parte, acreditamos que nem todos 0s
alunos obtenham a generalizacdo solicitada. Apesar de ja havermos trabalhado com
sequéncias e progressdes nas atividades anteriores, nesta atividade o nivel de dificuldade é

bem maior, pois envolve a relagéo entre uma progressao geométrica de uma grandeza linear e
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o célculo de area de um tipo de figura ndo muito comum. Em seguida, pretendemos fazer uma
breve institucionalizagdo, enfatizando o contelldo — Progressdes Geométricas.

Acreditamos que, pelo menos a metade dos alunos, encontre a solu¢gdo numérica do
desafio 3 da atividade 1- 22 folha, pois ja trabalhamos com o assunto Progressdes
Geométricas. Outro item desta atividade que contém o desafio 4 da atividade 1- 22 folha,
acreditamos que nem todos os alunos possam resolvé-lo pelos mesmos motivos da 22 parte do
problema 2. Pretendemos institucionalizar os conceitos matematicos presentes nos desafios
assim que os alunos terminarem a produco, ja que se trata da Gltima SESSAO.

Apresentamos a seguir nossas analises da Gltima SESSAO de atividades da sequéncia
didatica aplicada.

6.2 Atividade 1 — 12 folha

ALUNO:

SESSAO 5

Atividades

1) Uma crianca esta brincando de fazer quadrados com palitos de fésforos como mostra o
desenho a seguir. Quantos palitos sdo necessarios para fazer 6 quadrados?

L1111

E para fazer n quadrados?

2) (BACEN) Observe a sequéncia de figuras abaixo (figura 1, figura 2, figura 3, e assim por
diante).

figura 1 figura 2 figura 3

Qual a quantidade dos menores triangulos da figura 4? Qual a quantidade dos menores
triangulos da figura n?

e Forma de conducédo da atividade 1 — 12 Folha: Entregamos a 12 folha contendo a
atividade 1 e explicamos que a mesma é composta por problemas formados por conjecturas,
as quais podem ser verdadeiras ou falsas. Os alunos, individualmente, devem averiguar a
veracidade ou a falsidade de cada uma delas através de provas matematicas. Apos a producao

dos alunos, realizamos uma breve institucionalizagéo.
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Nesse desenvolvimento experimental, dentre outros elementos, analisamos as possiveis

validacOes a serem realizadas pelos alunos:

1) Uma crianca esta brincando de fazer quadrados com palitos de fosforos como
mostra o desenho a seguir®.

Quantos palitos sdo necessarios para fazer 6 quadrados? E para fazer n
guadrados?

E possivel que encontremos as seguintes respostas construidas pelos alunos:

(i) Para fazer um quadrado serdo necessarios quatro palitos; para fazer dois quadrados
serdo necessarios sete palitos; para fazer trés quadrados serdo necessarios dez palitos; para
fazer quatro quadrados serdo necessarios treze palitos; para fazer cinco quadrados serdo
necessarios dezesseis palitos; entdo, para fazer seis quadrados, serdo necessarios dezenove
palitos.

Neste caso, 0 aluno solucionard apenas a primeira parte do problema, por meio de

calculos empiricos, analisando caso a caso.

(i) O aluno pode desenvolver o seguinte raciocinio:
e 1 Quadrado - 4;

2 Quadrados — 4 + 3.1;

3 Quadrados — 4 + 3.2;

4 Quadrados — 4 + 3.3;

e n Quadrados = 4 + 3(n —1);

Esse € um caso de prova algebrica incompleta, pois o aluno ndo apresenta todos 0s
calculos algébricos para chegar a generalizacdo. Neste caso, apesar de o aluno ter identificado
a regularidade e expressado o nimero de palitos em funcdo do nimero de lados, ele nédo
justifica os passos dados para chegar a expressao geral, embora apresente uma sequéncia de

calculos que permitem identificar os passos realizados para chegar até a lei de formacao.

®\/erificar ilustracdo do enunciado 1 da SESSAO 5, na pagina 90.
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(iii) Para fazer um quadrado serdo necessarios quatro palitos; para fazer dois
quadrados serdo necessarios sete palitos; para fazer trés quadrados serdo necessarios dez
palitos;

Entdo teremos a seguinte PA (4, 7,...), com a; = 4 (primeiro termo) e r = 3 (razdo),
utilizando a férmula do termo geral (a,,) daPA a, = a; + (n— 1)r, sendo n 0 nimero de
termos da mesma, encontraremos a,, = 4 + (n — 1)3 =3n+ 1, entéo para fazer n quadrados
necessitaremos de (3n + 1) palitos.

O aluno utiliza as letras com alto nivel de generalidade e, portanto, este tipo de prova é
identificado como prova algébrica completa.

2) (BACEN) Observe a sequéncia de figuras abaixo (figura 1, figura 2, figura 3, e
assim por diante) *".
Qual a quantidade dos menores triangulos da figura 4? Qual a quantidade dos

menores triangulos da figura n?

E possivel que encontremos as seguintes respostas construidas pelos alunos:

(i) Para a figura, teremos um tridngulo; (4~ = 49), para a figura 2, teremos quatro
triangulos; (421 = 41), para a figura 3, teremos dezesseis triangulos (4371 = 42) e para a
figura 4 teremos sessenta e quatro triangulos.

Acreditamos que nesse momento, o aluno esteja analisando casos particulares,
buscando identificar a regularidade da sequéncia e enunciar a conjectura correspondente a ela.

Neste caso, o0 aluno solucionara apenas a primeira parte do problema, através de

calculos empiricos, analisando caso a caso.

(ii) Para a figura 1 teremos um triangulo; (4*~1 = 49), para a figura 2 teremos quatro
triangulos; (42~ = 41), para a figura 3 teremos dezesseis tridngulos (4371 = 42?) e para a
figura 4 teremos sessenta e quatro triangulos.

Apos realizar essas tentativas numéricas, o aluno enuncia a conjectura: - Entdo o
namero de tridngulos da figura dada sera sempre igual a poténcia de base quatro com
expoente igual ao nimero da mesma menos um. A partir do momento que o aluno identifica a
conjectura faz sentido pensar em prova, ele passa da situacdo de formulacdo para a de

validacdo, pois a partir dai ele esta consciente do enunciado a ser provado. Neste caso, trata-se

\/erificar ilustracdo do enunciado 2 da SESSAO 5 na péagina 90.
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da conjectura de que o nimero de tridngulos da figura de ordem n é 4™, E essa conjectura que
o aluno identifica e parte em busca de algum tipo de prova. A prova que o aluno desenvolve é
caracterizada como empirismo ingénuo, pois 0 aluno descobre a conjectura que representa a
regularidade da sequéncia e, em seguida, conclui a sua validade com a observagao de apenas

quatro casos particulares.

(iii) O aluno pode chegar ao seguinte raciocinio, construindo a tabela a seguir:

Figura (n) N° de N° de triangulos
triangulos sob forma de
poténcia
1°=n=1 1 4171 = 40
20-n=2 4 4271 = 41
3%°—=n=3 16 4371 = 42
4o-n=4 64 4471 = 43
na-n ? 4n-1

Para a figura 1, teremos um triangulo; para a figura 2, teremos quatro tridngulos; para
a figura 3, teremos dezesseis triangulos, para a figura 4, teremos sessenta e quatro tridngulos;
0 numero de triangulos por figura forma a seguinte sequéncia (1, 4, 16, 64,...), ou seja,
(4°,41,42,43, ...,4" 1), Podemos observar que esta sequéncia & uma Progressdo

Geométrica, a qual possui a seguinte lei de formacdo: o quociente do termo posterior pelo

. , . . .4l g2 43 4
anterior é sempre uma constante g denominada razao, ou Seja, w =T 3=3=
4 4 4 4

4_11—1

=4 = q. O primeiro termo € chamado de a; = 1 e a razdo € igual a g, sendo a formula

4n-2
do termo geral (a,) da PG infinita igual a, = a;.q™ !, temos que a, = 1.4"" 1. Logo, o
namero de tridngulos da figura dada serd sempre igual a poténcia de base quatro com
expoente igual ao nUmero da mesma menos um.

Neste caso, a expressdo geral da conjectura foi construida e provada algebricamente ao
mesmo tempo, assim sendo podemos categorizar a prova acima como prova algébrica.

(iv) O aluno utiliza a propriedade de que a razdo entre as areas de figuras semelhantes

é igual ao quadrado da razdo linear. Neste caso, como a razdo linear (entre os lados de dois
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triangulos consecutivos da figura) é igual a 2 entdo a razdo entre as areas é 4 (2%). Logo a
razdo da PG é 4 e conclui que o numero de tridngulos para a figura n é
4n-1,

6.3 Desafios

ALUNO:

SESSAO 5

3. Uma sequéncia de mosaicos quadrados € construida com azulejos quadrados pretos e
brancos, todos do mesmo tamanho, como se segue: o primeiro é formado por um azulejo
branco cercado por azulejos pretos, o segundo de quatro azulejos brancos cercados por
azulejos pretos, e assim sucessivamente, como indica a figura. Nos dois primeiros
elementos da sequéncia apresentam 20 azulejos pretos e 5 azulejos brancos. Se numa
sequéncia de mosaicos formados de acordo com esta regra forem usados 80 azulejos
pretos, quantos serdo os azulejos brancos utilizados?

4. Usando pastilhas de ceramica preta na forma de quadradinhos foi composta uma
decoracdo numa parede, mostrada parcialmente abaixo:

Quantas pastilhas foram empregadas em toda a decoracdo considerando-se que na ultima
peca montada foram utilizadas 40 pastilhas? Na sequéncia acima é apresentada uma
sequéncia até ordem 3. Se essa sequéncia fosse até a ordem n quantas pastilhas seriam
utilizadas?

eForma de conducdo da atividade 1 — 2% Folha: Conduziremos os desafios da
mesma forma que conduzimos a atividade 1 desta SESSAO. Nesse desenvolvimento
experimental, dentre outros elementos, analisamos as possiveis validacGes a serem realizadas

pelos alunos:

3) Uma sequéncia de mosaicos quadrados € construida com azulejos quadrados

pretos e brancos, todos do mesmo tamanho, como se segue: o primeiro é formado por
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um azulejo branco cercado por azulejos pretos; o segundo de quatro azulejos brancos
cercados por azulejos pretos; e assim sucessivamente como indica a figura. Para
construir os dois primeiros elementos da sequéncia foram usados 20 azulejos pretos e 5
azulejos brancos. Se numa sequéncia de mosaicos formada de acordo com esta regra

forem usados 80 azulejos pretos, quantos serdo os azulejos brancos utilizados*??

(i) O aluno pode chegar ao seguinte raciocinio, construindo a tabela abaixo:

Ordem do N° de Soma de N° de Soma de
quadrado azulejos azulejos azulejos azulejos
(n) brancos brancos pretos pretos
1°-n=1 11-1 1 8 8
20->n=2 22 -4 5 (8 +4) =12 20
3%-n=3 3359 14 (12 +4) =16 36
4°>n=4 44 - 16 30 (16 +4) =20 56
50-n=5 5.5 =25 55 (20 +4) =24 80

- No quinto quadrado encontramos 25 azulejos brancos e 24 azulejos pretos; entéo,
se forem usados 80 azulejos pretos, serdo usados 55 brancos.
Neste caso, 0 aluno solucionara apenas a primeira parte do problema, através de

calculos empiricos, particularizando cada caso.

(i) O aluno pode chegar ao seguinte raciocinio, construindo a tabela abaixo:

Ordem do N° de Soma de Numero de Soma de
quadrado(n) azulejos azulejos azulejos pretos azulejos
brancos brancos pretos
1°>n=1 11-1 1 8 8
2°-n=2 22 -4 5 (8 +4) =12 20
3%-n=3 339 14 (12 +4) =16 36
4°>n=4 44 - 16 30 (16 +4) =20 56
50—n=5 5.5 =25 55 (20 +4) =24 80

Entdo a sequéncia de azulejos pretos forma a seguinte PA (8,12,16, 20, 24...), com

a, = 8 (primeiro termo) e r = 4 (razdo), pois a cada termo o numero de quadrados

#2\/erificar ilustracdo do enunciado 3 da SESSAOQ 5 na pégina 94.
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acrescentados corresponde a quantidade de vértices do quadrado, ou seja, 4. Utilizando a
formula do termo geral a,, = a; + (n — 1)r, sendo n 0 nimero de ordem da sequéncia e a, a
quantidade de azulejos pretos correspondente. Encontraremos assim, a, = 8 + (n — 1)4,

logo a, =8+4n—4, a, =4+ 4n. Logo, 0 numero de azulejos pretos para fazer n

(a1 +an)n.

mosaicos quadrados é dado pela soma dos termos da PA finita dada por S =

onde S,, é a soma dos termos da PA finita, sendo a, é o primeiro termo e a,, é o termo geral da

_ (8+4+4n)n _12n+4n?

PA, entdo S,,— .

= 6n + 2n2e a sequéncia de azulejos brancos é dada por

(n,%,n,2%,n32,...) entdo o nimero de azulejos brancos para fazer n mosaicos quadrados é
dado pela soma S, n,? + ny%2+ nj2...

Podemos categorizar a prova acima como prova algébrica, na qual o aluno constroi a
expressdo geral da conjectura e a prova algebricamente. Apresentamos a seguir a ultima

atividade desenvolvida nesta 52 SESSAQ, cujo enunciado é o seguinte:

4. Usando pastilhas de ceramica preta na forma de quadradinhos foi composta

uma decoragdo numa parede, mostrada parcialmente abaixo.

Quantas pastilhas foram empregadas em toda a decoracdo, considerando-se que
na ultima peca montada foram utilizadas 40 pastilhas?
Na sequéncia acima € apresentada uma sequéncia até ordem 3. Se essa sequéncia

fosse até a ordem n, quantas pastilhas seriam utilizadas?
E possivel que encontremos as seguintes respostas construidas pelos alunos:

(1) O azulejo de ordem 2 é formado por 8 pastilhas pretas; o azulejo ordem de 3 é
formado por 16 pastilhas pretas; o de ordem 4 € formado por 24 pastilhas pretas; azulejo de
ordem 5 é formado por 32 pastilhas pretas; o0 azulejo de ordem 6 é formado por 40 pastilhas
pretas; somando as pastilhas pretas dispostas na sequéncia: 1 + 8 + 16 + 24 + 32 + 40 = 121.

Desse modo, o aluno solucionard apenas a primeira parte do problema, através de

calculos empiricos, analisando caso a caso.

(ii) Inicialmente, o aluno resolve a primeira parte do problema de maneira semelhante
a proposicdo (i) em seguida observa: - A sequéncia formada pelo nimero de pastilhas a partir
dos azulejos de ordem 2 é (8, 16, 24, 32, 40,...).

#\erificar ilustracdo do enunciado 4 da SESSAO 5 na pagina 94.
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Ordem N° de pastilhas Soma das pastilhas da sequéncia Soma das
por azulejo menos o azulejo de ordem 1 pastilhas da
sequéncia
2°-n=2 |8.(2—1) -8 8.(2—-1)=8 8+ 1=9
3-n=3 | 8.(3—-1) > 16 8.(2—-1)+8.(3—-1) =24 24+ 1=25
4-n=4 |8.(4—1)—> 24 | 8.2—-1)+ ..+ 8.(4—1) =48 | 48+ 1=149
5-n=5|8.(5—-1) - 32 8.2-1+ ..+ 8(5-1)=80 80+ 1 =81
6°-n=6 | 8.(6—1)—>40 | 8.(2—1)+..+8.(6—1)=120 | 120+ 1= 121
na-n 8.(n—1) - 8[1+2+ 3+ ..+4(n—-1]= | 4n>—-4n+ 1
8n—8 8(Sp) =
(a1 +apn_o(1+ n-1)(n-1)_
8 2 =8 2 -
3 (m)(n-1)
2
=4n? —4n

Generalizando os dados da 22 coluna, encontramos o numero de pastilhas para o

azulejo de ordem n — 8n — 8, fazendo 0 mesmo na 32 coluna, encontramos a soma das
pastilhas dos azulejos de ordem 2 até os azulejos de ordem n menos o azulejo de ordem
1- 4n? — 4n. Assim, verificamos, na tltima coluna, que a soma das pastilhas dos azulejos
da sequéncia é 4n? —4n + 1.

Podemos considerar a prova construida pelo aluno como prova algébrica completa
sendo que a expressao geral da conjectura foi construida e provada algebricamente ao mesmo

tempo.

6.4 Descricdo e analise a posteriori

Para a atividade 1, que trazia a seguinte pergunta: [...] Quantos palitos sdo necessarios
para fazer 6 quadrados? E para fazer n quadrados?

Esperavamos que a maioria dos alunos conseguisse resolver o problema, pois
haviamos trabalhado com problema semelhante na SESSAO 2. A previsdo se confirmou, a

maioria dos alunos utilizou calculos algébricos para resolver o problema (Figuras 26 a 28).
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a)
SESSAQ 5
Atividades
1) Uma crianga esta brincando de fazer quadrados com palitos de fbsforos como , |
mostraodesenhoasegulr (((~4 P Y"1,
r\ -V 7 "7 ",\J )
l I 11 I : ::j
;..
Quantos palitos sdo necessarios para fazer 6 quadrados’gV E para fazer n
quadrados7 | » ; la | ,
D co ledor Y @ﬁ Quades Soo NeceSsarios ' pali®s %”‘ /
\ ‘\()/; \ P .,/ | -( o ) o !
e 1 '“{Uk-\ ( | Da
Figura 26 — Producéo de BR na Sessdo 5 — atividade 1.
b)
SESSAO 5 |
Atividades

1) Uma crianga esta brincando de fazer quadrados com palitos de fosforos como ;
mostra o desenho a seguir.

(11113

Quantos palitos sdo necessarios para fazer 6 quadrados? E para fazer n
quadrados?

= ;‘ G "“ DAL ('/' c pa % g ~ A :
& TR g v | ‘; =1 9—7 73 r 1 ey
A =F.z S / g - /&
s & D Yumng |
P = Zm 349 = X '/\ = Zm +7

Figura 27 — Producao de CB na Sessdo 5 — atividade 1.
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SESSAO 5

Atividades

1) Uma crianga esta brincando de fazer quadrados com palitos de fosforos como
mostira o desenho a seguir.

Quantos palitos sdo necessarios para fazer 6 quadrados? E para fazer n
quadrados? \\ §—
) Nn=4+30->

fww\ﬁow bwﬁml/\% (lvl
WMW(“‘T%@M »(U Rl

(BACTAN A T o) Y\=5(44ﬂ7’0*1=9ﬂ:3“+

Figura 28 — Producéo de RT na Sessdo 5 — atividade 1.

O aluno GB produziu uma prova algébrica incompleta, pois, embora encontrando a

resposta, ndo apresentou todos os calculos algébricos necessarios para chegar até ela, como

mostramos na Figura 29.

SESSAO 5

Atividades

Uma crianca esta brincando de fazer quadrados com palitos de fésforos como
mostra o desenho a seguir.

Ao e (S qpodnda)
(11111

Quantos palitos sdo necessarios para fazer 6 quadrados? E para fazer n
quadrados? _

ES i, A0 i oUF) 1o {Z\p};;\ b UJ\AUQP"

K 8 ~Swond voevsus  de T/\Qﬁ?, o Qf!‘}r\ n (?m)nm)m' K=2n¥1.

1)

Sonds

Figura 29 — Producéo de GB na Sessdo 5 — atividade 1.

No problema 2 da atividade 1, que apresentava a seguinte pergunta: Qual a
quantidade dos menores triangulos da figura 4? Qual a quantidade dos menores triangulos

da figura n? A previsdo foi confirmada, pois a maioria dos alunos conseguiu encontrar a
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resposta da 12 parte do problema, ja que neste caso, 0 aluno solucionou o problema através de
calculos empiricos analisando caso a caso.

Apenas metade dos alunos solucionou a 22 parte do problema encontrando a
generalizacdo. Os alunos encontraram muita dificuldade e um exemplo disso foi a producéo
da aluna KK que, apesar de evoluir das provas pragmaéticas para as provas conceituais na
SESSAO 4, permaneceu no empirismo ingénuo para o problema 2 (Figura 30).

2) (BACEN) Observe a seqiiéncia de figuras abaixo (figura 1, figura 2, figura 3, e assim

por diante).
figura 1 ] figura 2 ?\_ : &

]
q 1.9 4 < 16 4 55
) " 1.4 16 4= %L
Qual a quantidade dos menores triangulos da figura 4? . =
N fuoune. 4, k. 69 didrguley  peguenes A =t
Qual a quantidade dos menores tridngulos da figura n? $
P / .~ e @
@ yrercemes qum}x Los M. VoL Aoc B wsudtads omMouot

Mudtic b cods Poc <.

Figura 30 — Producédo de KK na Sessdo 5 — atividade 1.

O mesmo ocorreu com o aluno LN, que desenvolveu uma prova por enunciados
incompleta (Figura 31).

2) (BACEN) Observe a seqiiéncia de figuras abaixo (figura 1, figura 2, figura 3, e assim
por diante).

ey s

ﬁguram:-x —\

-
figura 1 ——————\ figura 2

Qual a quantidade dos menores triangulos da figura 47 ((; %

Qual a quantidade dos menores triangulos da figura n?

rol [ & Qo Licharlhs oo L. R
( 3 - lon-e il s a L ’ Al
O pehurcs, K o m e > p 7 : ¢ = oD, o me & U
< - [lebel, Lnels-
m - i
k=Y =2

/

Figura 31 — Producao de LN na Sessdo 5 — atividade 1.
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Em seguida, foi feita uma breve institucionalizacdo enfatizando o contetdo -
Progressdes Geomeétricas. Apds o término da discussdo, foi distribuida a 22 folha a cada aluno,
a qual continha mais dois desafios. Acreditivamos que, pelo menos a metade dos alunos
encontraria, pelo menos, a solugdo numérica do desafio 3, pois ja haviamos trabalhado com o
assunto Progressdes Geométricas, fato esse que ndo ocorreu ja que apenas dois alunos GB e

BR encontraram a resposta correta(Figuras 32 e 33).

a)

Figura 32 — Producéo de GB na Sessdo 5 — Desafios.

3. Uma seqiiéncia de mosaicos quadrados € construida com azulejos quadrados
pretos e brancos, todos do mesmo tamanho, como se segue: o primeiro &€ formado
por um azulejo branco cercado por azulejos pretas, o segundo de quatro azulejos
brancos cercados por azulejos pretos, e assim sucessivamente, como indica a
figura. Nos dois primeiros elementos da seqiiéncia apresentam 20 azulejos pretos
e 5 azulejos brancos. Se numa segiiéncia de mosaicos formados de acordo com
esta regra forem usados 80 ?zulejos pretos, quantos serao os azulejos brancos

ili ? \ s / x ,
2 Ut\l!l\zadOS \woraks & B U +%: f?l.‘i/l/‘ PO (m+d]

b) 4 13 a2 pk“v LA A 2 = L {> K s . 2 P P

Figura 33 — Producédo de BR na Sesséo 5 — Desafios.

O outro item desta atividade, que continha o desafio 4, ndo foi resolvido por nenhum
aluno. Ao institucionalizarmos esta atividade, pudemos perceber que os alunos ndo tém o
habito de construir tabelas para perceber a regularidade de uma sequéncia, provavelmente, por

nunca terem visto problema semelhante em sala de aula.
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Assim que a tabela foi elaborada, muito deles conseguiram modelar o padrdo da
sequéncia proposta, sobretudo, pudemos verificar mais uma vez a importancia da discusséo

entre os pares durante a aplicacdo de cada SESSAQ.

7 AVALIACAO FINAL DA SEQUENCIA DIDATICA

Para discutirmos as provaveis evolugdes dos alunos nos niveis de prova, escolhemos
BR, RT e KK. Como vimos, anteriormente, na SESSAO 1, BR possui uma base curricular de
Matematica mais consistente e grande interesse na ampliacdo dos seus conhecimentos; RT
tem um bom embasamento em todas as disciplinas; KK sempre apresentou dificuldades na
aprendizagem dos contetdos escolares, mas mostrava interesse na area de Matematica.

Escolhemos esses alunos, a partir da avaliacdo interna de cada SESSAO, e
percebermos que eles apresentaram diferentes tipos de provas, bem como evolucao entre as
mesmas, desse modo acreditamos que eles podem representar o grupo de alunos pesquisado.

Podemos verificar, nos graficos a seguir, a evolugdo dos alunos nas sessdes de nossa
sequéncia didatica, considerando a seguinte equivaléncia®.

e 0 - Auséncia de prova;

e ]0,1] - Empirismo Ingénuo;

e 2 — Experimento Crucial,

e 3 - Prova Conceitual Incompleta;

e 4 - Prova Conceitual Completa;

e 5 —Prova Algébrica Incompleta;

e 6 — Prova Algébrica Completa.

7.1 Analise da sessdo 1

Na avaliacio interna da SESSAO 1, observamos que, para as trés atividades, BR
permaneceu na prova algébrica completa (Figuras 34). Para a atividade 1, o aluno RT
produziu uma prova algébrica incompleta (Figuras 35) e a aluna KK produziu uma prova do
tipo empirismo ingénuo (Figuras 36).

Ja na atividade 2, ambos evoluiram quanto ao tipo de prova, pois construiram uma

prova algébrica completa. No entanto, na atividade 3, a aluna KK ndo produziu nenhum tipo

**Essa escala foi criada por nés, para facilitar a visualizacdo da evolucdo desses alunos.
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de prova, enquanto que o aluno RT voltou a produzir uma prova do tipo empirismo ingénuo.
Nossa interpretacdo € que provavelmente esse fato ocorreu porque a atividade 2 era muito
parecida com a atividade 1, mas a atividade 3 possuia um nivel de dificuldade mais elevado.

BR

HBR

ATIVIDADE 1 ATIVIDADE 2 ATIVIDADE 3

Figura 34 - “Provas de BR na Sessdo 1.

B RT

ATIVIDADE 1 ATIVIDADE 2 ATIVIDADE 3

Figura 35 - “Provas de RT na Sessdo 1”.
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KK

ATIVIDADE 1 ATIVIDADE 2 ATIVIDADE 3

Figura 36 - “Provas de KK na Sessédo 1.

7.2 Analise da sessdo 2

A conjectura a ser validada na SESSAO 2 causou muita discussdo, pois a maioria dos
alunos ndo conhecia 0s nimeros triangulares. Apenas o aluno BR construiu uma prova
algébrica completa (Figura 37); o aluno RT manteve a prova do tipo empirismo ingénuo
(Figura 38); a aluna KK néo desenvolveu nenhum tipo de prova (Figura 39).

6 .

0 .
ATIVIDADE 1 ATIVIDADE 2 ATIVIDADE 3

Figura 37 - “Provas de BR na Sessdo 2”.
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HRT

. o L

ATIVIDADE 1 ATIVIDADE 2 ATIVIDADE 3

Figura 38 - “Provas de RT na Sessdo 2”.

RT

ATIVIDADE 1 ATIVIDADE 2 ATIVIDADE 3

Figura 39 - “Provas de KK na Sesséo 2”.

7.3 Analise da sessdo 3

Essa primeira atividade foi preparada para verificarmos se haviam indicios de que 0s
alunos haviam se apropriado do conhecimento adquirido na SESSAO 1. Possivelmente, esse
fato ocorreu, pois KK produziu uma prova algébrica completa (Figura 40). Assim, ela

evoluiu, pois na SESSAO 2 ela ndo havia desenvolvido nenhum tipo de prova.
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RT evoluiu de uma prova do tipo empirismo ingénuo da SESSAO 2 para uma prova
algebrica completa (Figura 41) e BR, mais uma vez, permaneceu na prova conceitual (Figura
42).

Para a atividade 2, os trés alunos desenvolveram uma prova do tipo empirismo

ingénuo, provavelmente devido ao nivel de dificuldade exigida pelo desafio proposto.

KK

m KK

I

ATIVIDADE 1 ATIVIDADE 2

Figura 40 - “Provas de KK na Sessdo 3.

RT

B RT

____ I

ATIVIDADE 1 ATIVIDADE 2

Figura 41 - “Provas de RT na Sessdo 3”.
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BR

HBR

I

ATIVIDADE 1 ATIVIDADE 2

Figura 42 - “Provas de BR na Sesséo 3.

7.4 Analise da sessdo 4

Ao analisarmos os graficos desta SESSAO, percebemos que os trés alunos evoluiram
do empirismo ingénuo para a prova algébrica completa.

Neste caso, avaliamos que, provavelmente, houve reinvestimento do conhecimento
adquirido por BR, RT e KK (Figuras 43, 44 e 45, respectivamente) em relacdo ao conteudo
matematico explorado nas sessdes 1 e 3.

N BR

1

ATIVIDADE 1 ATIVIDADE 2

Figura 43 - “Provas de BR na Sesséo 4”.
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.

ATIVIDADE 1

ATIVIDADE 2

Figura 44- “Provas de RT na Sessdo 4”.

.

ATIVIDADE 1

ATIVIDADE 2

Figura 45 - “Provas de KK na Sessdo 4”.
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7.5 Analise da sessdo 5

Na atividade 1, observamos que os alunos, exceto KK , reinvestiram o conhecimento
adquirido da SESSAQ 2, uma vez que os alunos BR (Figura 46) e RT (Figura 47) produziram
uma prova do tipo algébrica completa, porém KK ndo produziu nenhuma prova. Para a
atividade 2, vimos que novamente o nivel de dificuldade havia aumentado, assim ndo houve

producéo de prova.

N BR

ATIVIDADE 1 ATIVIDADE 2

Figura 46 - “Provas de BR na Sessdo 5”.

RT

B RT

ATIVIDADE 1 ATIVIDADE 2

Figura 47 - “Provas de RT na Sessdo 5”.
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8 CONSIDERACOES SOBRE A EVOLUCAO DOS ALUNOS APOS A
APLICACAO DA SEQUENCIA DIDATICA

Ao analisarmos o desempenho dos alunos nessas sessfes, consideramos que houve
alguma evolugéo entre os tipos de provas categorizados por Balacheff (1988), assim como as
provas categorizadas por Freitas (1993). Muitas vezes, no decorrer de suas atividades, 0s
alunos evoluiam na elaboracdo de uma prova, mas ndo chegavam a atingir um nivel mais
elevado. No entanto, para Balacheff (1988), esta produgdo mostra indicios de uma
demonstracdo matematica.

Em relacdo a aprendizagem, para Brousseau (1988), € necessario que haja interacdo do
aluno com o meio, fonte de desequilibrios e contradi¢des, ao qual ele deve buscar adaptar-se.
E nesse processo de adaptacdo, de busca de novas respostas para os desafios encontrados, que
ele produz novos conhecimentos que confirmam o seu aprendizado.

Essas ideias foram confirmadas a partir de nossa sequéncia didatica, logo na 12
SESSAO. Durante a aplicacdo das atividades, observamos que os alunos mostraram-se muito
mais interessados do que nas aulas habituais. Eles ficavam ansiosos para descobrir quais eram
os problemas da proxima SESSAO, como também n&o se limitavam ao tempo de aplicacio
das atividades. Eramos questionados nos corredores do colégio a respeito dos desafios e das
novas conjecturas que eles elaboravam.

Ao institucionalizarmos os conteudos das sessdes, apresentdvamos a solugdo por meio
de didlogos e questionamentos, os quais culminavam na apresentacdo da solugdo em
linguagem algébrica e, a partir das novas sessdes, observavamos que os alunos reinvestiam

esses conhecimentos nas novas atividades por nos elaboradas.



CONSIDERACOES FINAIS

Uma parte desta pesquisa consistiu na realizacdo de um breve estudo da historia das
demonstra¢des matematicas, fazendo um recorte na evolugdo das validagbes algébricas e
aritméticas ao longo dos séculos, e do papel desempenhado pela demonstracdo e pelo método
dedutivo nesse percurso, chegando as pesquisas recentes em Educacdo Matematica. Nesse
estudo, percebemos que o enfrentamento de situagfes-problema envolvendo conjecturas e
provas permeou o desenvolvimento da Matematica desde tempos remotos até nossos dias.

A anédlise de pesquisas recentes de Educacdo Matematica no que diz respeito as
demonstracdes, como a realizada por Pietropaulo (2009), mostra que a prova pode ser vista
como “conteudo” e também como recurso pedagdgico bastante rico para o trabalho em sala de
aula. No entanto, para isso é preciso que se admita um sentido maior para essa palavra e ndo a
simples reproducdo — pelo aluno e professor — das provas presentes nos livros. Pietropaulo
(2009) propoe “fazer matematica” em sala de aula, envolvendo experimentacdes, conjecturas
e argumentacdes. Ele sugere ainda que a demonstracdo ndo sO valide um teorema, mas
também explique as etapas envolvidas no processo - se 0 processo de demonstracdo valida o
teorema, € 0 processo de explicacdo que esclarece para os alunos o porqué desse fato. Nesse
sentido, ha pesquisadores, como Ballacheff (1998), que consideram a demonstragdo um
instrumento de negociacdo da verdade em sala de aula, um instrumento de validacéo social
apoiado nos resultados experimentais dos alunos, resultados esses que lhes sdo devolvidos
para que apresentem a sua validacdo. Healy e Hoyles (2000) também realizaram estudos
sobre o tema concluindo que o empirismo é muito forte e que os alunos possuem muitas
dificuldades na elaboracéo de provas mais formais. Um resultado importante que encontraram
foi o de que tais dificuldades ndo se devem somente a competéncia dos alunos, mas também a
fatores curriculares, pois as demonstraces matematicas sdo pouco trabalhadas em sala de
aula.

A partir da andlise dos trabalhos anteriormente mencionados, desenvolvemos esta
pesquisa que buscou identificar tipos e niveis de provas produzidos, bem como investigar
possibilidades de ampliacdo da aprendizagem, tanto no que concerne ao uso da linguagem
matematica, quanto ao nivel de generalidade envolvido na producéo de provas.

Ela foi estruturada metodologicamente na Engenharia Didatica (ARTIGUE, 1988).
Escolheu-se esse referencial devido ao fato de se tratar de um método que da importancia

tanto a dimensdo tedrica quanto ao experimental da pesquisa, possibilitando meios que
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conduzam & aprendizagem. Nossa escolha metodoldgica revelou-se adequada também pelo
fato de proporcionar ao pesquisador possibilidades de ampliar ou reduzir as atividades
previstas na sequéncia didatica apds confrontar os dados obtidos aos previstos na analise a
priori. Desse modo, diferentemente de outras metodologias de pesquisa, essa validacéo
interna permitiu que algumas retomadas fossem feitas.

No primeiro momento da Engenharia, referente as analises prévias, aléem dos estudos
mencionados acima, realizamos uma investigacdo em livros didaticos de tipos de problemas
que apresentam conjecturas no Conjunto dos Numeros Inteiros. Observamos que esses
problemas aparecem nos conteldos de Paridade, Divisibilidade, Progressdo Aritmética,
Progressdo Geométrica e outros tipos de regularidades em sequéncias numéricas. O objetivo
dessas andlises foi fornecer subsidios para a elaboracdo da nossa sequéncia didatica. Tal
sequéncia foi construida a fim de verificar como os alunos interpretam as conjecturas
apresentadas em forma de problemas, no Conjunto dos Numeros Inteiros, e propor a
aprendizagem das provas matematicas. As atividades envolvendo conjecturas foram
elaboradas a partir dos assuntos por nés selecionados neste conjunto e do desenvolvimento da
analise a priori. Tal anélise a priori foi elaborada com base no modelo de Tipologia de
Provas de Ballacheff (1988) e dos resultados da pesquisa realizada por Freitas (1993), ja que
nossa sequéncia didatica visou a diagnosticar niveis de provas que os alunos poderiam
produzir, bem como verificar a ocorréncia de alguma aprendizagem dos mesmos, por meio da
evolucao de um nivel de prova para outro.

Freitas (2007) observou que, de modo geral, diante de problemas semelhantes aos
desta nossa pesquisa, 0s alunos iniciam a resolucdo operando com registros numéricos. Apés
alguma descoberta, tentam prova-la por meio de uma validacdo mais elaborada, seja em
linguagem natural ou usando simbologia algébrica. E o que constatamos no inicio da
aplicacdo da sequéncia, na avaliacdo da 1* SESSAO, na qual pudemos identificar que o
empirismo ingénuo foi o tipo de prova que mais apareceu nas primeiras validaces produzidas
pelos alunos. Verificamos ainda que a auséncia de incognitas nos enunciados favoreceu o
aparecimento de provas do tipo empirismo ingénuo, enquanto que enunciados contendo letras
para representar nimeros desconhecidos induziu os alunos a produzirem maior quantidade de
provas algébricas. Observamos também que a quantidade de nameros influencia nos tipos de
provas desenvolvidos pelos alunos, favorecendo a producdo de provas conceituais. No
entanto, a quantidade de variaveis, pode inferir no aparecimento de provas algébricas. Na 32
SESSAO, constatou-se que a presenca de letras nos enunciados, para representar nimeros

induz a producéo de provas algébricas pelos alunos.
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Observamos que questdes atipicas, ou as pouco usuais, podem provocar 0
envolvimento dos alunos, gerando fases adidaticas. Um exemplo disso foi o problema
apresentado na 22 SESSAQ, assim como o desafio da 3 SESSAO, que teve como proposta o
trabalho com nGmeros triangulares em que a maioria dos alunos ndo apresentou familiaridade
com esses numeros, ocasionando trocas de conhecimento entre os pares e desencadeando a
aprendizagem do conhecimento previsto. Além de verificarmos também que os trabalhos em
grupo permitiram a expressdo da oralidade e da escrita, troca de informacdes, discussao sobre
os procedimentos e escolhas de estratégias, levantando conjecturas e hipéteses estimulando a
elaboracdo de validacOes até se obter uma concluséo.

Portanto, nas investigacdes matematicas ha possibilidade da construcdo de uma nova
dindmica e atitude de alunos e professores em sala de aula. Sobretudo, a utilizacdo de tarefas
exploratorio-investigativas no ensino de algebra contribui de forma expressiva no
desenvolvimento do pensamento algebrico e da linguagem algébrica dos alunos. Essa
proposta busca mobilizar o aluno para a construgcdo de conjecturas, bem como para testa-las e
valida-las (ou refuta-las, se necessario). Essas ideias vdo ao encontro da proposta de Lakatos.

Ja em nosso trabalho nas 22, 3? 42 e 52 sessfes, pudemos observar que a exploracéo de
sequéncias com numeros figurados é uma excelente atividade de investigacdo matematica,
portanto, com o estudo dos numeros figurados podemos ter o aparecimento da generalizacdo,
da formalizacdo, da abstracdo, da comunicacdo de ideias matematicas, da modelagem e da
demonstracdo, as quais necessitam ser evidenciadas para que o aluno se conscientize de sua
aprendizagem. Deste modo, acreditamos que a exploracdo dos numeros figurados pode ser
levada para a sala de aula desde as series iniciais do ensino fundamental.

Quanto aos tipos de prova produzidos pelos alunos, foi possivel identificar alguns da
tipologia de provas proposta por Balacheff (1988), bem como outros, encontradas no trabalho
de Freitas (1993), como os que fazem uso da linguagem algébrica ou que utilizam outros tipos
de registros. No entanto, apds as primeiras institucionalizacdes feitas, ao perceberem a
potencialidade do uso adequado de registros algébricos para modelarem problemas dessa
natureza, os alunos puderam restringir a utilizacdo de registros numéricos. Acreditamos que
essa ocorréncia pode se caracterizar como um fator positivo para o aprendizado de técnicas de
modelagem algébrica. Entretanto, é necessario que o professor insista em que a utilizacdo de
contraexemplos é um importante instrumento na producdo de provas. Ndo o fazendo, os
alunos poderdo abandonar quase por completo esse tipo de recurso.

Ainda com relagdo a aprendizagem, presenciamos, durante o desenvolvimento das

atividades propostas, grande envolvimento dos alunos na busca de solugdes em relacdo as
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situacBes adidaticas que, com certeza, colaboram para a construcdo de conhecimentos
relativos ao objeto de pesquisa deste trabalho. Com isso, pudemos observar a eficiéncia da
producdo de sequéncia didatica visando a aprendizagem de demonstragdes matematicas a
partir de conjecturas.

Acreditamos na importancia das atividades didaticas com numeros para a ampliacéo
da Ciéncia Matematica e podemos observar que as conjecturas contribuem, com certeza, para
a formagdo do pensamento matemético do aluno. Assim, como confirmamos em nossa
pesquisa, a exploracdo de conjecturas pode ser um recurso didatico importante, tanto no
Ensino Fundamental como no Ensino Médio, pois as mesmas se mostraram eficientes para
aumentar o interesse e a compreensao dos alunos sobre contetidos algébricos de elevado nivel
de abstracao.

Portanto, parece importante para o desenvolvimento de um curriculo escolar que se
tenha isso como meta, como objetivo. As sequéncias didaticas organizadas para tanto sao
fundamentais e, sobretudo, a investigacdo numerica contribui para o desenvolvimento de
diversas capacidades matematicas, dentre elas a formulagéo e teste de conjecturas e a procura
de generalizacbes. Contudo, percebemos a necessidade de dar mais énfase as atividades que
enfoquem a exploracéo de sequéncias numeéricas, pois o descobrimento de relagdes numéricas
também pode auxiliar no desenvolvimento da nocéao de variavel.

Os estudos tedricos e as experimentacOes realizadas indicam que a devolucdo de
situacOes-problema contendo conjecturas, no Conjunto dos NUmeros Inteiros, pode ser
facilmente realizada com alunos do Ensino Médio ndo s6 da rede de escolas particulares,
como também na rede das escolas publicas.

Assim, o envolvimento dos alunos na busca de solugdes para conjecturas desse tipo
pode ser caracterizado como momentos de estudo fundamentais para a aprendizagem
matematica, ao lado da utilizacdo do Conjunto dos Numeros Inteiros como ferramenta de

aprendizagem.
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APENDICE A

ALUNO:

SESSAO 1.

Atividade 1. Observe as afirmacdes abaixo. Verifique se sdo verdadeiras e apresente justificativas

matematicas para cada uma das respostas.

1. A soma de dois nimeros inteiros pares € sempre par.

2. A soma de trés nimeros inteiros pares é sempre par.

3. Asoma de n nimeros inteiros pares é sempre um numero par.
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ALUNO:

SESSAO 1.

Atividade 2. Resolva os problemas abaixo e apresente justificativa matematica para cada uma de
suas respostas.

1. A soma de trés nimeros inteiros consecutivos € sempre um multiplo de trés?

2. A soma de quatro nimeros inteiros consecutivos € sempre um multiplo de quatro?

3. Asoma de cinco numeros inteiros consecutivos € sempre um multiplo de cinco?
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ALUNO:

SESSAO 1.

DESAFIOS: Verifique se cada uma das afirmacGes abaixo é verdadeira ou falsa e apresente uma
justificativa matematica para cada resposta.

= A soma de uma quantidade impar de nimeros impares € sempre um ndmero impar.

= A soma de n niUmeros inteiros consecutivos € sempre um multiplo de n, se n é par.

= A soma de n nUmeros inteiros consecutivos é sempre um multiplo de n, se n é impar.
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APENDICE B

ALUNO:

SESSAO 2.

Atividade 1.
= (PUC — SP — ADAPTADA) Os numeros 3, 6, 10, 15, ... chamam-se nimeros triangulares pois

podem ser representados pelas figuras:

A soma de dois termos consecutivos da seqiiéncia formada pelos ndmeros triangulares resulta

sempre um quadrado perfeito?
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APENDICE C

ALUNO:

SESSAO 4
Atividade 1

01. E possivel encontrar trés nimeros inteiros consecutivos de tal modo que o quadrado do
médio seja igual ao produto dos outros dois?

02. Um ndmero impar elevado ao quadrado, subtraido de uma unidade é sempre multiplo de quatro?

E de oito? Justifique sua resposta.

03. Considere quatro numeros inteiros consecutivos. Nesse caso, o produto do segundo namero pelo

terceiro € sempre igual ao produto do primeiro pelo Gltimo acrescentado de duas unidades?
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DESAFIO: Dados quatro nimeros inteiros consecutivos, pergunta-se:

a) Se a representa o produto do segundo nimero pelo terceiro e P representa o produto dos

quatro numeros consecutivos é possivel exprimir P em funcéo de a ?

b) O produto de quatro nimeros inteiros consecutivos, aumentado de uma unidade é sempre

igual ao quadrado de um namero inteiro?
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APENDICE D - Titulo.

ALUNO:

SESSAO 4
Atividade 1

01. E possivel encontrar trés nimeros inteiros consecutivos de tal modo que o quadrado do médio

seja igual ao produto dos outros dois?

02. Um numero impar elevado ao quadrado, subtraido de uma unidade € sempre maltiplo de

quatro? E de oito? Justifique sua resposta.

03. Considere quatro numeros inteiros consecutivos. Nesse caso, 0 produto do segundo nimero

pelo terceiro é sempre igual ao produto do primeiro pelo Ultimo acrescentado de duas unidades?
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APENDICE E - Titulo.

ALUNO:

SESSAO 5
Atividades

1) Uma crianca esta brincando de fazer quadrados com palitos de fosforos como mostra o desenho

Il susns

Quantos palitos sdo necessarios para fazer 6 quadrados? E para fazer n quadrados?

2) (BACEN) Observe a sequéncia de figuras abaixo (figura 1, figura 2, figura 3, e assim por
diante).

figura 1 figura =2 figura 3

Qual a quantidade dos menores triangulos da figura 4?

Qual a quantidade dos menores triangulos da figura n?

ALUNO :

SESSAO 5
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3. Uma seqiiéncia de mosaicos quadrados é construida com azulejos quadrados pretos e brancos,
todos do mesmo tamanho, como se segue: o primeiro € formado por um azulejo branco
cercado por azulejos pretos, o segundo de quatro azulejos brancos cercados por azulejos
pretos, e assim sucessivamente, como indica a figura. Nos dois primeiros elementos da
sequéncia apresentam 20 azulejos pretos e 5 azulejos brancos. Se numa seqiiéncia de
mosaicos formados de acordo com esta regra forem usados 80 azulejos pretos, quantos serdo
0s azulejos brancos utilizados?

4.  Usando pastilhas de ceramica preta na forma de quadradinhos foi composta uma decoragéo
numa parede, mostrada parcialmente abaixo:

Quantas pastilhas foram empregadas em toda a decoragéo considerando-se que na ultima peca
montada foram utilizadas 40 pastilhas?

Na sequéncia apresentada acima € apresentada uma sequéncia até ordem 3. Se essa seqiiéncia
fosse até a ordem n quantas pastilhas seriam utilizadas?



