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RESUMO

Esta pesquisa tem como objetivo analisar a mobilizacdo de registros numérico, algébrico e
geométrico, por alunos do 9° ano do Ensino Fundamental, ao resolver equagdes do segundo
grau na forma completa por meio de fatoracdo. Para atingir tal objetivo, utilizamos como
referencial tedrico a Teoria das Situa¢des Didaticas, desenvolvida na Franca por Guy
Brousseau (1986), particularmente as situagdes adidaticas com énfase na de validagdo e a
situacdo de institucionalizacéo e também a Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica
concebida por Raymond Duval (1995), tendo como foco os aspectos relacionados ao
tratamento e a conversao de registros. Utilizamos alguns erros em algebra proposto por Booth
(1995), Alonso et al (1993) e Nguyen (2006). O referencial metodolégico no qual nos
apoiamos foi a Engenharia Didética, conforme descri¢do de Artigue, para elaborar, aplicar e
interpretar nossa sequéncia de atividades. Para sua concretizacdo, seguimos as quatro fases
denominadas de analise preliminar, concepcdo e anlise a priori, experimentacdo e analise a
posteriori e validacdo. Na fase da analise preliminar realizamos um estudo bibliogréfico sobre
a epistemologia e abordagens das equagBes do 2° grau. Na fase da concepgdo e analise a
priori elaboramos uma sequéncia didatica, composta por trés blocos de atividades, bem como
a descricdo e previsdo de possiveis ocorréncias durante sua aplicacdo. Na fase da
experimentacdo coletamos os dados por meio de producdes escritas e gravacGes em audio das
discussbes dos alunos acerca das atividades aplicadas, para as quais realizamos
posteriormente a analise a posteriori e a validagdo. A investigacao experimental foi realizada
em uma escola puablica de Campo Grande — MS, com um grupo de alunos voluntarios, no
contra turno do horério de suas aulas regulares. As analises mostraram que os alunos resolvem
equages do 2° grau por meio da fatoragdo, tanto utilizando registros algébricos como
geométricos. Os resultados da pesquisa sinalizaram que, na resolucdo das equagdes do
segundo grau completas, os alunos encontraram maior dificuldade no uso do registro de
representacdo geométrica do que com o de representacdo algébrica. Constatamos que no
tratamento algébrico houve erros provenientes da manipulacdo algébrica e, dificuldade, com a
conversdo do registro algébrico para o registro geométrico. A utilizagdo numa mesma
atividade dos registros algébrico e geométrico contribuiu para verificar a validade do outro
registro, como também, para a busca dos erros e de resolucdo satisfatdria, favorecendo o
desenvolvimento de situacGes adidaticas de validacdo.

Palavras-chave: Fatoragdo. Registros de Representacio Semidtica. Equacdo do 2° grau.
Ensino Fundamental. Educaco Matematica.



ABSTRACT

This research aims to analyze the mobilization of records arithmetic, algebraic and geometric
for students in 9th grade of elementary school to solve quadratic equations in complete form
by factoring. To achieve this goal, we use as theoretical background the Theory of Didactic
Situations, specifically the a-didactic situation of validation and the didactic situation of
institutionalization developed in France by Guy Brousseau (1986) and the Theory of Semiotic
Representation Registers designed by Raymond Duval (1995), emphasizing aspects related to
the processing and conversion. We also use the errors in algebra proposed by Booth (1995),
Alonso et al (1993) and Nguyen (2006). The methodological framework in which we stand
was the Didactical Engineering, as described by Artigue to develop, apply and interpret our
sequence of activities. For its realization, we called the four phases of preliminary analysis;
design and a priori analysis; experimentation and a posteriori analysis; and validation. In the
preliminary stage of the analysis we conducted a bibliographic study on epistemology and
approaches of the equations of the second degree. At the stage of design and a priori analysis
we created a didactic sequence composed of three blocks of activities, which led to the
description and prediction of phenomena. At the stage of trial data was collected through
productions written and audio recordings of discussions about the activities of students, for
which we performed further analysis and subsequent validation. The experimental
investigation was conducted in a public school in Campo Grande - MS, with a group of
student volunteers outside their regular classes. The analysis showed that students solve
equations of the second degree by factoring, using both algebraic and geometric records. The
survey results signaled that, in solving complete quadratic equations, students found greater
difficulty in using the geometrical representation of the record than the algebraic
representation.

Keywords: Factoring. Semiotic Representation Register. Quadratic equation. Elementary
School. Mathematics Education.
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INTRODUCAO

Durante meus estudos no Ensino Fundamental lembro-me que todos os alunos diziam
que a sétima série, hoje oitavo ano, era a série mais dificil, devido a Matematica. Assim, como
muitos de meus colegas da escola, também tive dificuldades. Hoje, como professora, vejo que
pouca coisa mudou no ensino das primeiras nocoes algébricas desta série e, aquela dificuldade
sentida por mim e meus colegas, continua perpetuando-se. Ao ministrar aulas por anos
consecutivos em turmas do Gltimo ano do Ensino Fundamental, observamos comportamentos
semelhantes entre os alunos com relacdo a resolucdo das equagBes do 2° grau. Percebemos
que dada uma equagdo do 2° grau completa e organizada de acordo com a sua forma geral, o
aluno que memorizou a férmula de resolucdo conseguiu resolver uma equacdo como x>
6x+9=0. No entanto, dada uma equagdo do tipo (x+2)? = 0 ou X (X-2) = - 4, em que o aluno
precisava mobilizar alguns conhecimentos algébricos para resolvé-la, havia uma tendéncia a
erros, 0s quais, para nds, indicam que o conhecimento algébrico dele era insuficiente para a
realizagdo dessas tarefas.

Diante dessa constatagdo, decidimos investigar a abordagem alternativa para o ensino
das equacdes do 2° grau, a resolucdo pela fatoragdo, em particular pelo completamento do
quadrado, a fim de analisar a mobilizagdo do conhecimento algébrico ja estudado por alunos
do 9° ano do Ensino Fundamental.

Analisamos como o livro didatico (DANTE, 2009), adotado pela escola onde
ministravamos aulas, tratou o tema fatoracdo e completamento do quadrado no volume do
oitavo ano, para termos nog¢do de como 0 ensino vinha sendo proposto. Assim, notamos a
énfase no uso das técnicas de fatoracdo e a introducdo da resolucdo geométrica para o
quadrado da soma e da diferenca de dois termos.

Recorremos ainda ao professor desse ano e o interrogamos a respeito de como ensinou
a fatoracdo, em particular o completamento do quadrado. O professor esclareceu que havia
trabalhado com todos os casos de fatoracéo trazidos pelo livro e os produtos notaveis (o livro
adotado (DANTE, 2009) ndo traz a fatoracdo por meio do completamento do quadrado no
oitavo ano). Observou que trabalhou todo o contetdo utilizando as técnicas la descritas e que
ndo havia utilizado recursos geométricos, material concreto ou manipuldvel para o ensino.

Com isso, percebemos que tanto o livro didatico como o professor vém abordando de
forma similar as primeiras no¢des algébricas do contelido em questdo, trabalhando somente

com técnicas e memorizagdo de nogdes abstratas; pode-se, assim, justificar as dificuldades



apresentadas pelos alunos diante da resolucdo, por exemplo, de um quadrado da soma de dois
termos ou da fatoragdo de um trindbmio quadrado perfeito.

Por meio da andlise de pesquisas e leituras de textos sobre o tema iniciamos o0 estudo
sobre a resolugdo das equagBes do segundo grau. Delimitamos como nosso objeto de
pesquisa a resolugdo das equagdes do segundo grau completas e incompletas, por meio da
fatoracéo.

Preparamos’ uma sequéncia de atividades, com base na Teoria das Situacdes Didaticas
como referencial tedrico e na Engenharia Didatica como referencial metodoldgico.
Desenvolvemos a sequéncia de atividades no periodo de agosto a dezembro de 2011, em uma
escola publica da rede municipal de ensino de Campo Grande — MS, em duas turmas de nonos
anos em que eu ministrava aulas.

Nossa sequéncia comecava com as equacdes incompletas dos tipos: ax? = 0, ax? + bx =
0 e ax’ + ¢ = 0 e seguia com as equacdes completas. Primeiro procuramos buscar no aluno
formas conhecidas por eles, que resolvessem de forma satisfatéria a equacdo, pois assim eles
poderiam perceber que com algum conhecimento matematico era possivel encontrar a
solucédo. Percebemos que a estratégia mais usada pelos alunos foi a de tentativa e erro.

Fomos aumentando o nivel de dificuldade das atividades a fim de que os alunos
pudessem buscar outros conhecimentos matematicos ja estudados e 0s reinvestissem na
resolucdo das equacdes. Observamos que quando a equagdo apresentava somente uma
resposta, ocorreu a resolucdo e possivelmente a compreensao (ex: x> = 0, 3x* = 0); quando as
equacBes possuiam duas respostas, eles continuavam a apresentar somente uma solugéo.

Alguns entraves foram seguidamente aparecendo. Inicialmente, muitos alunos
demonstravam dificuldades em relacdo as operagBes inversas, propriedade distributiva em
relacdo a adicdo e subtracdo, poténcia de nUmeros negativos, operacfes com inteiros,
operagdes com mondmios e polindmios, equagdo do 1° grau, valor numérico de uma
expressao algébrica, multiplicacdo de bindbmio por bindmio. Depois quanto a fatoracdo: fator
comum em evidéncia, reconhecimento de um trinbmio quadrado perfeito e sua forma
fatorada, quadrado da soma e sua identidade, quadrado da diferenca e sua identidade. Nesse
trabalho, em todas as sessdes tinhamos que retomar conteidos, assim, apresentavamos aos
alunos por meio de atividades ou exemplos para discussdo. Para auxiliar na compreensdo da
fatoracdo, utilizamos como recurso didatico, figuras e ilustragdes com exemplos numéricos e

0 material dourado.

! Usaremos primeira pessoa do plural, pois se trata de um trabalho conjunto entre orientador e orientanda.
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Posteriormente, outra dificuldade foi termos alunos em sala de aula com niveis muito
diferentes de conhecimentos e de motivacdo para os estudos; alguns deles com lacunas de
aprendizagem, que ndo permitiam sequer compreenderem os objetivos propostos. Durante
esse trabalho percebemos que alunos do 9° ano apresentam dificuldades relativas a conceitos
basicos, dentre eles, reconhecer a diferenca entre quadrado e retangulo tanto visualmente
como por meio da definicdo e também a soma e multiplicagdo de monémios como X.X,
conhecimentos que acreditavamos que eles possuiam. Essas dificuldades e a apresentacédo de
resisténcias exigiriam um trabalho de longo prazo, que extrapolava as condi¢Ges oferecidas
pela escola pesquisada.

Para a aprendizagem da resolucdo de equagdes do 2° grau por meio de fatoragdo ha um
campo de contetidos envolvendo operagcdes com nameros inteiros, calculo literal, fatoracao,
resolucdo de equacdes do 1° grau, entre outros, dos quais 0s alunos necessitam possuir um
nivel minimo de conhecimento. Nossa proposta de atividade exigia dos alunos uma postura
ativa que envolvia estudos individuais e em grupo.

Enfim, no més de dezembro, apds andlise desses dados coletados, percebendo as
dificuldades apresentadas pelos alunos na realizacdo das atividades, e pelo fato de eles nédo
conseguirem realizar as atividades de completar o quadrado numa equagédo ax?+bx+c=0,
para obter a formula de resolucdo, concluimos que, completar o quadrado na forma algébrica
seria um grande desafio para eles, e como ndo havia tempo suficiente para superé-lo,
decidimos entdo, pela aplicacdo de uma nova sequéncia de atividades, com alunos que
tivessem maior conhecimento do conteldo de fatoragdo. As limitagfes oferecidas pela escola
publica, as dificuldades de compreensdo dos alunos e os prazos a serem cumpridos no
desenvolvimento de uma pesquisa de mestrado, foram fatores que definiram esta nossa opcao.

Ressaltamos que esta primeira experiéncia com o desenvolvimento de uma sequéncia
de atividades foi bastante enriquecedora para nossa pratica docente e, ajudou-nos a repensar a
sequéncia de atividades apresentada aos alunos, a redefinir nosso objeto de pesquisa e
preparar um novo trabalho, que viabilizasse o atendimento dos objetivos de nossa pesquisa.

Com a expectativa de obter novas respostas referentes aos objetivos da pesquisa,
delimitamos o trabalho para a “resoluciio de equagdes do 2° grau completas por fatoragio” e,
optamos, por realizar uma segunda sequéncia de atividades mais focada na mobilizacdo de
alguns registros de representacio semi6tica, no processo de resolugio de equagdes do 2° grau
completas, por meio da fatoracdo. Para esta nova sequéncia de atividades buscamos um
alunado de outra escola, que tivesse maior conhecimento do campo conceitual requerido para

a realizac8o da experimentacéo, em que procuramos analisar os registros mobilizados.
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Para a analise tedrica das producdes dos alunos, durante o desenvolvimento da
sequéncia, utilizamos, além da Teoria de Registro de Representagdo Semidtica (TRRS),
elementos da Teoria das SituacBes Didaticas (TSD), que nos auxiliaram no exame das
situacBes adidaticas, particularmente as de validacéo, nas quais procuramos sempre instigar o
aluno a verificar a validade de sua resolugdo, culminando na situagdo de institucionalizagéo,
que “visa estabelecer o carater de objetividade e universalidade do conhecimento” (FREITAS,
2010, p. 101).

A Teoria de Registros de Representagdo Semiotica serviu de guia na elaboragdo das
atividades e, como base para a analise da mobilizacdo de registros numérico, algébrico e
geométrico do contetido em estudo, privilegiando o estudo de dificuldades na converséo e nos
tratamentos dos mesmos. Concordamos com Duval (2010), que enfatiza que as representagdes
semidticas tém um papel relevante na compreensdo em matematica e que para tal, é necessaria
a coordenacdo de no minimo dois registros. Assim, acreditamos que a mobilizacdo dos
registros propostos em nosso trabalho pdde favorecer a construcdo do conhecimento pelo
aluno.

Como metodologia de pesquisa nos apoiamos na Engenharia Didatica para elaborar,
realizar e interpretar nossa sequéncia de atividades. Para sua realizacdo, fez-se necessaria a
andlise preliminar do contetido em estudo, a descricdo e previsdo das concepces e analise a
priori das atividades, a experimentacgdo e, por fim, a analise a posteriori e validacdo, que foi
realizada pelo confronto entre a andlise a priori e a analise a posteriori, validando ou
refutando as hipdteses levantadas.

A presente pesquisa teve como questdo central “Como a mobilizacdo de diversos
registros de representacdo, por alunos do 9° ano do Ensino Fundamental, pode se manifestar
na apreensdo da resolugdo de equagdes do 2° grau completas, por meio da fatoragio?” Desse
modo, definimos como objetivo geral: “analisar a mobilizacdo de registros numérico,
algébrico e geométrico, por alunos do 9° ano do Ensino Fundamental, para resolver equacées
do segundo grau na forma completa, utilizando o método do completamento do quadrado”.

Visando alcancar o objetivo geral proposto em nossa pesquisa, elencamos 0s seguintes
objetivos especificos:
e Investigar e analisar a mobilizacdo de registros numérico, algébrico e geométrico na
fatoracéo por alunos do 9° ano do Ensino Fundamental,
o Investigar e analisar dificuldades dos alunos quanto ao tratamento e conversdo nos

registros utilizados na resolugéo de equac6es do 2° grau.
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e Estudar dificuldades dos alunos em passar de casos particulares a formula geral de
resolucdo da equacdo do segundo grau, por meio da fatorag&o.

Nosso trabalho é composto de quatro capitulos. No primeiro apresentamos um
levantamento historico que procurou revelar o porqué da “férmula geral de resolugdo da
equacdo do 2° grau” ser denominada de “formula de Bhaskara”, uma discussdo sobre a
contribuicdo e finalidades do ensino da &lgebra, algumas pesquisas sobre o0 tema e 0 processo
do completamento do quadrado para a resolugdo da equacéo do 2° grau nas formas algébrica e
geométrica; no segundo, apresentamos uma anélise da abordagem das equacdes do 2° grau
nos documentos oficiais, livros didaticos e em documento da escola pesquisada; no terceiro,
apresentamos os aportes tedricos que deram suporte para a realizagdo desta pesquisa.

No quarto capitulo, expusemos a escolha das variaveis didaticas e os procedimentos
para a realizacdo da pesquisa. Descrevemos a sequéncia de atividades, as andlises a priori de
cada atividade destacando as principais estratégias de resolucdo e as analises a posteriori das
mesmas, confrontando os dados coletados com as estratégias previstas nas analises a priori.

Por fim, tecemos consideracOes acerca desse estudo, onde apresentamos 0s principais

resultados, dificuldades encontradas e algumas sugestdes para novas pesquisas.



1 ESTUDOS PRELIMINARES

Este capitulo contribui para cumprirmos uma etapa da Engenharia Didatica,
denominada de analises preliminares, em que somos chamados a realizar uma andlise do
conteido em estudo e do ensino atual e seus efeitos, dentre outras. Para isso, optamos por
iniciar com uma analise da origem da denominagdo de “Férmula de Bhaskara”, no Brasil,
para a formula de resolucdo da equacdo do 2° grau e as razbes para tal. Em seguida,
apresentamos opinides de diversos autores sobre o ensino de algebra, bem como trazemos a
tona um pouco da problematica em que esta inserido, atualmente, o ensino desse tema, como
ocorre esse ensino na visdo dos autores e 0s problemas gerados por ele. Com isso, procuramos
suscitar uma reflexdo sobre o ensino de algebra em vigor e a sua viabilidade, ou talvez, a
necessidade da implementacdo de mudangas neste ensino, colocando nosso trabalho como
uma contribuicdo a mais. Além disso, destacamos algumas pesquisas que mostram os erros e
dificuldades mais comuns apresentados pelos alunos, na resolucdo de equacdes e equacdes do
2° grau.

Evidenciamos, também, o processo do completamento do quadrado para a resolugao
da equacdo do 2° grau, nas formas algébrica e geométrica dos quadrados da soma e da
diferenca de dois termos, proposto em livros didaticos do ensino fundamental, haja vista que
sdo representacBes semioticas utilizadas como proposta de ensino neste trabalho.

Lembramos que a nossa proposta é analisar a mobilizacdo dos varios registros de
representacdo semiotica, por meio da fatoracéo, na apreensdo da resolucéo de equagdes do 2°
grau completas. Ao utilizar a fatoragdo para resolver equagBes do 2° grau, acreditamos que
damos sentido a fatoracdo, usando-a como ferramenta e, a0 mesmo tempo, retomando e

reinvestindo esse conhecimento na solucéo das equagoes.
1.1 A Férmula de Bhaskara
Na década de 1930, a legislacdo escolar brasileira manifesta a preocupacdo de

introduzir elementos histéricos na matemética escolar. No livro Elementos da Algebra de

André Perez y Marin, de 1928, o autor propds informar ao leitor a origem de expressdes
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utilizadas em matematica. E neste livro que encontramos, pela primeira vez, referéncia a
atribuicdo do nome Bhaskara® & formula geral para resolucéo da equago do 2° grau.

Neste livro, no item Resolucdo da Equacdo Completa do 2° grau, ao obter a formula
geral de resolucdo de tais equagdes por meio de um método algébrico, iniciado pela
multiplicacdo de todos os membros da equacdo por 4a, depois somando b? a ambos os
membros da equagdo, chegou-se a formula geral de resolucdo da equacdo do 2° grau.
(MIGUEL; MIORIM, 2005). O autor colocou uma nota de rodapé, na qual afirmou que “este
método de resolugdo, notavel pela sua simplicidade, € devido a Bhaskara”, (PEREZ; MARIN,
1928, p. 216 apud MIGUEL; MIORIM, 2005, p. 30).

Fomos buscar fontes que nos garantissem que realmente Bhaskara descreveu este

método; assim, encontramos a traducdo da Bija Ganita, escrito por Bhaskara.

“ And, after equating, if the two sides are not squares, the method of making
 them squares is this, Assume the number 4, and multiply it by the number of
 the square of the first side, aud multiply both sides by the product. And in the

* Fram thia place to the end of the rule M, Bomow's copy 15 ab follows: * And il in the side which Ias the
¥ wiikiriwn there s o number greater than the uokoown, §f the pumber & afinnative make it aegative, and if
" uegative, twe pumsbers will be found in the eondition required, and the way to find the seswimed number by
# which the bwe sides should be multiplied, and the number 1o be pdded, 1 extremely easy ; for multiply the
# multiplicand of tse number of (e square of the wnkoown by 4, 2nd let the square of the sumbers of te une
* known, of the side in wivich there i the sqoare of the voknown, be the aunber added,®

{2 OF EQUATIONS,

“ place of number increase both sides by the square of the thing of the unknown,
0 which is on that stde: both sides will be squares.  Take the roots of both and
“ prpuate them, awd the quactity of the unkiown will be found,

Figura 1: Método de obtencdo da férmula resolutiva da equagéo do 2° grau, descrito por Bhaskara
Fonte: Bija Ganita or the Algebra of the Hindus, Strachey, 1819, p. 61-62

De acordo com o texto acima podemos nos certificar que Bhaskara descreveu este
método para determinar a formula de resolugdo da equagdo do 2° grau, que encontramos em
livros didaticos atuais brasileiros.

Contudo, ao que tudo indica, foi devido a nota de rodapé presente na obra de André
Perez y Marin, descrita acima, que o nome de Bhaskara ficou atrelado a resolugdo da equagdo

2 Adotaremos esta grafia em acordo com Merzbach; Boyer (2011).
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do 2° grau no Brasil®, porém tratamos como férmula geral de resolucdo da equagdo do
segundo grau ou férmula quadrética, indicado na nomenclatura mais geral.

Em nosso trabalho ndo nos aprofundamos no estudo da férmula quadratica, mas
mostramos, por meio das analises dos livros didaticos, que aplicando o método do
completamento do quadrado na forma geral da equacdo do segundo grau, obtemos tal
férmula. Propusemos aos alunos, em nossa sequéncia de atividades, a obtencéo da férmula de
resolucdo da equagdo do 2° por meio do completamento do quadrado na forma geral. A ideia

2
- ) ) - b
central que utilizamos é a mesma proposta por Bhaskara, porém realizamos somando 22
a

nos dois membros da equacgdo para obter um trindmio quadrado perfeito.
1.2 Consideragdes sobre a Algebra e as Equagdes

A resolucdo de equagBes era o tema principal da obra Hisob al-jabr wa’l mugabalah
(ciéncia da transposicéo e do cancelamento) de Al-Khwarizmi*, escrita entre 813 e 833, e
representa 0 ponto inicial de nossa algebra. O conhecimento da &lgebra disseminou-se na
Europa por meio de um texto dessa obra que se preservou e foi traduzido para o latim no
século XII, séculos das tradugdes; assim, “a palavra al-jabr ou algebra tornou-se sinénimo de
ciéncia das equacfes” (EVES, 2004, p. 266). O al-jabr é bem mais préximo da algebra

elementar atual e sua linguagem é simples e pratica.

Especialistas em histéria da matematica sdo unanimes em admitir que foi com este
pequeno tratado que se deu o nascimento oficial da algebra como disciplina e com tudo o
que Ihe é adjacente: nome, objetos, algoritmos, demonstracdes, aplicacbes etc.
(DJEBAR, 1995, p. 7 apud ANDRADE, 2000, p. 46)

Assim, “a preservagio da Algebra de Al-Khowarizmi pode ser tomada como um
indicio de que era um dos melhores textos tipicos da lgebra da época. Foi para a algebra o
que Os elementos de Euclides foi para a geometria”. (BOYER, 1974, p. 170)

Depois de passados quase mil anos temos alguns indicios de que as equacdes do 2°
grau passaram a ser ensinadas no Brasil, a partir de 1779 na Academia Real da Marinha no
Rio de Janeiro. Segundo Valente (2007, p. 91), o ensino era “composto pelos principios da

® Essa regra néo foi descoberta por Bhaskara, ao que tudo indica ela era do conhecimento do matematico Sridara,
que viveu ha mais de 100 anos antes de Bhaskara Acharya.

* Adotaremos esta grafia em acordo com Merzbach; Boyer (2011).
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algebra até as equacdes do 2° grau, e suas aplicac@es na aritmética e geometria”. A partir de
entdo a algebra foi tomando lugar no ensino e hoje é conteido presente nas escolas brasileiras,
iniciando oficialmente no sétimo ano do Ensino Fundamental. Porém, hd muita discussdo
sobre a contribuigdo da algebra e as finalidades do seu ensino. Com o fim de entendermos
alguns pontos de vista com relacdo ao ensino da algebra, destacamos alguns autores que
achamos pertinentes para essa discussao.

Com relagdo a finalidade, Usiskin (1995), descreveu que a principal questdo que
envolve o ensino da algebra hoje é a exigéncia da capacidade do aluno de tratar diversas
técnicas manipulatorias e, em razdo disso, as primeiras no¢des de algebra tém sido dominadas
pela pratica do uso exagerado de simbolos. Para ele, a 4lgebra “¢ a chave para a
caracterizagao e a compreensdo das estruturas matematicas” (p. 21), pois prové meios para se
desenvolver e analisar relagdes. Observa-se uma controvérsia no ensino desta, pois todos
almejam que os alunos tenham facilidade com a manipulacdo do simbolismo algébrico para
poderem lidar abstratamente com as técnicas adequadas; no entanto, para que isso ocorra é
necessario dar sentido ao ensino de tais técnicas.

Para Post; Behr; Lesh (1995, p. 102), “os alunos devem perceber as conexodes entre as
equagdes abstratas da algebra e o mundo real da aritmética”. A introdugdo a algebra deve
levar em consideragdo que as variaveis podem ser manuseadas se assemelhando a aspectos do
mundo real, partindo dos conhecimentos numeéricos, por exemplo. Por isso a algebra é de
suma importancia e tem o carater abstrato. Booth (1995), em sua pesquisa, elencou
dificuldades dos alunos na compreensdo da dlgebra devido a uma ma compreensdo no campo
numeérico, que podem ser geradas por essa falta de conexao citada pelos autores Post, Behr e
Lesh.

Com relacdo a contribuicdo do ensino da algebra, Castro (2003) destacou que o
processo de utilizacdo de simbolismos na algebra propiciou tantas facilidades em seu ensino
gue pouco a pouco a algebra deixou de ser para poucos individuos, para se tornar uma
disciplina que ¢é considerada requisito para a formacgdo do cidaddo comum. Hoje é ensinada
formalmente em escolas de todo o Brasil, principalmente nas séries finais do Ensino
Fundamental. Porém, segundo a mesma autora, 0 ensino da algebra vem apresentando tantos
fracassos que passou a ser um elemento de exclusdo, uma vez que 0s alunos ndo conseguem
compreendé-la e acabam realizando as atividades mecanicamente sem entender seu
significado, transformando a &lgebra num compéndio de sinais, simbolos e regras e,

concomitantemente, num pesadelo.
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Os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) destacam que “a énfase que o0s
professores ddo a esse ensino ndo garante o sucesso dos alunos” (BRASIL, 1998, p. 115).
Recomendam que é necessario ter clareza de seu papel no curriculo, além do conhecimento de
como os alunos constroem o conhecimento matematico, devendo considerar a variedade de
representacdes, deixando implicita a importancia da teoria proposta por Duval (1995). Com
relagdo ao ensino das equagdes do 2° grau, os PCN (BRASIL, 1998) recomendam que sejam
resolvidas pela fatoragdo, por meio de resolucdo de situagdes de aprendizagem a fim de se
discutir o significado das raizes. De acordo com alguns livros didaticos por nés analisados,
observamos que o contetdo referente a fatoragdo é geralmente trabalhado em um ano escolar
enquanto as equagBes do 2° grau em outro. A fatoragdo é ensinada como uma técnica,
enquanto a equacdo do 2° grau é por meio de uma férmula resolutiva. Dessa forma, esses
contelidos sdo vistos em anos distintos e o aluno encontra dificuldade em reconhecer a forma
fatorada na representacdo de uma equacdo do segundo grau. Duval (2010) alerta que o aluno
deve reconhecer um objeto matematico em pelo menos duas representacbes para melhor
compreendé-lo e acrescenta que a capacidade de compreensdo em matematica esta ligada a
capacidade de mudar de registro.

Contudo, baseando-se na proposta de ensino do Brasil, evidenciado pelos PCN
(BRASIL, 1998) e livros didaticos, vemos que um ensino com énfase na resolucdo da equacédo
do 2° grau por meio da férmula resolutiva é limitante, pois foca a aprendizagem de técnicas
em detrimento de uma compreensdo mais ampla; portanto, trata-se de uma abordagem
questionavel. E provavel que muitas dificuldades que percebemos nos alunos com relagéo a
aprendizagem desses conceitos algébricos sejam resultado de um ensino apenas por regras e
procedimentos, ndo provocando a compreensdo dos conceitos e nem das suas diferentes
representacgdes. Eisenberg e Dreyfus (1995) dizem que a definigdo da raiz da equagdo do 2°
grau indica o conhecimento minimo que um aluno necessita para dar inicio a um estudo
significativo da resolugdo de equagBes, no entanto, a maioria dos alunos ndo sabe achar as
raizes de uma equacdo, pois para eles achar as raizes de uma equacdo significa por nimeros
em uma férmula. Na visdo desses autores a perspectiva com relagcdo a aprendizagem de
alunos com esse perfil de ensino pode ser muito restrita, tendendo em sua vida escolar a
repetir procedimentos mais do que entender o seu sentido, além do que traz em si o perigo do
individuo passar a enxergar a matematica como um aglomerado de algoritmos inGteis e ficar
com sua aprendizagem limitada, bem como dificultar a realizag8o de tarefas de generalizar ou

mesmo de reinvestir conhecimentos.
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Para esses autores, a solucdo para o problema ocorrera por meio da valorizacdo do
ensino dos polindmios, pois segundo eles, é possivel com o seu ensino realizar a fatoracéo,
determinar raizes racionais, soma e produtos de raizes, tracar graficos e fungbes racionais; o
raciocinio empregado na resolucdo de equagdes polinomiais pode ser empregado em muitas
outras situacdes. Nos parece plausivel as ideias dos autores, Eisenberg e Dreyfus, pois
teriamos uma abordagem matematica ampla, dotada de sentido e importante na formacéao
matematica dessas pessoas. Assim, as atividades algébricas em nosso trabalho e o uso da
fatoracdo na resolucio de equacdes do 2° grau, “devem possibilitar que os alunos construam
seu conhecimento a partir de situacdes de aprendizagem que confiram significados a
linguagem, aos conceitos e procedimentos referentes a esse tema.” (BRASIL, 1998).

No que concerne as pesquisas relacionadas ao tema, Lins e Gimenez (1997, p. 137),
observam que “A atividade algébrica consiste no processo de produgdo de significados para a
algebra”. E nesse sentido que se entende o estudo algébrico como efetiva construgio de
conhecimento, capaz de produzir significado. No entanto, diversas pesquisas em Educagdo
Matematica revelam que o ensino e a aprendizagem de algebra tém corroborado para que
“nossos alunos permanegam impedidos de compreender um aspecto chave de nossa cultura:
pensar 0 mundo em ndmeros” (p. 163).

Dentre essas pesquisas, destacamos Nguyen (2006), Burigato (2007), Melo (2010),
Rosa (2009) e Dias (2009), que identificaram em suas andlises dificuldades de alunos em
conceitos algébricos, que por sua vez impedem o aluno de ascender em outros conteldos
importantes para o seu desenvolvimento.

Com base na Teoria Antropoldgica do Didatico, Nguyen (2006) fez um estudo do
tratamento dado a resolucdo das equacdes do segundo grau no ensino secundario do Vietnd e
da Franca, verificando o que cada programa exigia do aluno e o impacto das diferentes opc¢des
de conteldo visado. Ele observou que, tanto num pais como no outro, a algebra desempenha
papel importante na escola de Ensino Médio, porém ha uma grande diferenca em suas
abordagens. Seu estudo tem como base a analise de livros didaticos dos paises envolvidos.

Para o ensino de resolugdes de equacfes quadraticas no Vietnd, as técnicas utilizadas
foram baseadas em propriedades de fatoracdo no conjunto dos polindmios; ja na Franca, a
solugdo da equacdo algébrica foi organizada em torno da fatoracdo da equacgdo e a técnica
grafica desempenhou papel importante. Nguyen (2006) fez uma sintese dos erros na resolucao
das equacBes do 2° grau, que sio:

1. ndo tem dominio de conhecimentos indispensaveis (manipulacdo algébrica) para

resolucéo;
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2. falha de prioridade de uma operagdo em relacdo a outra ou das identidades notaveis;

3. erros diversos de fatoragdo, exemplo: ab+acd = a(b+c+d);

4. uso de técnicas validas, mas ndo adequadas para o objeto em estudo, por exemplo
realizagdo de uma determinada técnica de fatoracéo para obter uma equagio do 1° grau®;

5. extracdo da raiz quadrada de um quadrado, Ja_Z =a por exemplo, sem verificar a condicao

de existéncia da raiz, exemplo: /_5)(; ! , X< %;

6. uso abusivo de técnicas que sdo validas para resolver uma equagéo do 1° grau.

Burigato (2007) fez um estudo das dificuldades na aprendizagem da fatoragdo, com o
objetivo de identificar teoremas em agdo utilizados pelos alunos na resolugdo de equacdes.
Nesse estudo utilizou a teoria dos campos conceituais, Vergnaud (1990) e como metodologia
de pesquisa a analise tedrica proposta por Henry (2006).

Burigato (2007) constatou que as principais dificuldades levantadas nas analises
desses teoremas dizem respeito aos conhecimentos envolvidos na formagdo do Campo
Conceitual da fatoracdo, destacando a divisdo e a multiplicacdo de expressdes algébricas,
redugdo de termos semelhantes e raiz quadrada. Também observou que muitos alunos ndo
relacionavam a fatoracdo a um produto de fatores. Revelou que a fatoragéo foi apresentada de
forma compartimentada e que néo foi aplicada em vérias situacbes que seria pertinente, como
na fatoracdo de trindmios quadrados perfeitos para completar quadrados e no estudo da
equacao da circunferéncia.

Melo (2010), em seu trabalho, teve como objetivo estudar procedimentos de
verificacdo de igualdades de expressdes algébricas ao realizar calculo algébrico utilizando os
quadros numérico, algébrico e geométrico, com base na Teoria das Situagdes Didéticas,
Brousseau (1986) e Jogo de Quadros, Douady (1986); fez uso da metodologia de Engenharia
Didética descrita por Artigue (1996). Ele enfatizou que foi possivel observar que parte dos
alunos apresentaram dificuldades em atividades que exigiam compreensdo de calculos
algébricos, bem como ndo apresentaram conhecimento minimo satisfatério sobre perimetro,
area e operacOes com expressdes algébricas. Em varios momentos, alguns alunos quiseram
realizar soma de termos algébricos ndo semelhantes; o pesquisador observou certa confusdo
ao realizar operagGes com termos semelhantes e dificuldade para realizar a verificagdo com
expressdes algébricas.

® Os erros destacados por Nguyen (2006), elencados como 4, 5 e 6 ndo foram identificados em nosso trabalho,
talvez devido as escolhas didaticas realizadas nestes dois paises.
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Destacando as dificuldades dos alunos referentes ao tema equagdo do segundo grau,
Rosa (2009), de acordo com a Teoria do Ensino Desenvolvimental formulada por V.V.
Davydov, realizou uma pesquisa qualitativa que consistiu num experimento didatico-
formativo de acordo com os pressupostos de Davydov (1988). Sua coleta dos dados se deu
por meio de observacOes, entrevistas semiestruturadas e instrumentos de avaliagdo da
aprendizagem. Entre outras conclusdes, Rosa (2009, p.19) apontou que “o conhecimento
numeérico dos alunos ndo era suficiente para que resolvessem as questdes e avangassem no
conhecimento algébrico”.

Dias (2009) teve como objetivo analisar a possibilidade de compreensdo das solucfes
de uma equacéo do 2° grau utilizando processos geométricos da Histdria da Matematica. Dias
teve como base a elaboragéo e aplicagdo de um conjunto de atividades de ensino baseada na
teoria construtivista formulada por Piaget. A pesquisa fez abordagem metodoldgica quali-
quantitativa, por envolver aspectos qualitativos e quantitativos, enfatizando aspectos
qualitativos, uma pesquisa caracterizada de pesquisa-a¢cdo. Em sua concluséo, Dias apontou
erro como falta de pré-requisitos necessarios ao trabalho com o enfoque geométrico dado em
sua pesquisa: calculo de areas de retangulos, resolucio de equagdes do 1° e 2° graus.

Com relagdo aos erros em algebra, em particular na resolucdo de equacdes do 1° e 2°
graus, destacamos as principais dificuldades enfrentadas por alunos durante o processo de
resolucdo. Entendemos que a aprendizagem da equacdo do 2° grau ndo é isolada, pois ela
necessita de conhecimentos prévios da algebra e equac@es, como por exemplo, ao resolver a
equacdo x*+4x+4=0 pela fatoracdo, temos (x+2)?=0, que o aluno podera utilizar o
conhecimento sobre as equagfes do 1° grau para encontrar a raiz. Portanto, a nosso ver, nio
faria sentido nos restringirmos apenas aos erros nas equacgfes do 2° grau.

N&o encontramos na literatura trabalhos que se dedicassem especificamente aos erros
e dificuldades dos alunos na resolugdo de equagBes do 2° grau; assim, tendo em vista que
utilizamos a fatoracdo e o completamento do quadrado como formas de determinar as raizes
reais de uma equacdo do 2° grau, optamos por analisar erros da algebra elementar que podem
interferir nesse processo.

Para melhor compreender os erros dos alunos, sobretudo nos contetidos do campo
algébrico, levamos em consideracéo os estudos de Booth (1995); para os erros em equagdes,
Alonso et al (1993).

Booth (1995), por meio de um projeto de pesquisa realizada no Reino Unido de 1980

a 1983 com alunos da oitava a décima série (13 a 17 anos) tentou identificar os tipos de erros
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mais comuns dos alunos e as razBes desses erros. Tais alunos ja haviam trabalhado com
simplificacdo de expressfes algébricas, fatoragdo, equacdes do 2° grau, entre outros.

A partir deste estudo, Booth (1995) verificou erros semelhantes em todas as séries,
indicando que os erros dos alunos tinham origem nas ideias que eles tinham especialmente

sobre alguns aspectos, descritos a seguir:

a) O foco da atividade algébrica e a natureza das “respostas”

Na éalgebra, o foco da atividade é, segundo Booth (1995, p. 24), “estabelecer
procedimentos e relagBes e expressd-las numa forma simplificada geral”, diferentemente da
aritmética que busca respostas numéricas particulares. Em geral, o aluno ndo percebia esta
diferenca e continuava se apoiando na aritmética, emitindo respostas numéricas. A pesquisa
realizada evidenciou que os alunos ndo aceitavam respostas como 11xy; diante dessa situagéo
uma aluna justificou: “pensei que fosse para dar uma resposta” (BOOTH, 1995, p. 25 apud
BOOTH 1984, p. 35-36), demonstrando claramente a ndo aceitacdo de uma resposta ndo
numeérica. Outros alunos pareceram aceitar respostas algébricas, porém com um Unico termo.

Um aluno, ao realizar a soma x+y, indicou como resposta z. Este problema observa
Collins (1975, apud BOOTH, 1995, p. 27), “pode ocorrer porque os alunos tém dificuldade
cognitiva em aceitar a auséncia de fechamento”, ou seja, 0 aluno aceita respostas apenas com
um Unico termo. Para Davis (1975, apud BOOTH, 1995), este problema também pode derivar
do dilema nome-processo, pois as expressdes algébricas ndo fechadas ndo sdo apenas
respostas, como podem também representar uma expressao de instrucdo ou procedimento.

O exemplo citado por Booth (1995) é n+3, que pode ser uma expressdo de instrugdo
ou procedimento, que afirma que se deve somar 3 a variavel n: some 3 a n, e também uma
resposta, que da o resultado de ter efetuado uma adicdo: nimero que excede n em trés
unidades.

Embora erros desse tipo sejam mais raros na resolucdo de equagdes do 2° grau, eles
podem ocorrer durante a resolugdo, na fase de simplificagdo. De fato, durante a resolucdo das
atividades, constatamos que o aluno encontra dificuldade devido a resposta ser uma raiz
guadrada de um nimero negativo, por exemplo; ele ndo compreende a solucdo, até mesmo,

acredita que tal solucéo esteja errada, por crer que a resposta deve ser um nimero real.
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b) Notagdes e convengdes em algebra

Segundo Booth (1995), as dificuldades que os alunos tém para simplificar expressdes
sdo decorrentes da sua interpretacdo do simbolo, uma vez que na aritmética, por exemplo, (+)
significa realizar a operagdo e (=) significa determinar uma resposta. A ideia de que o
simbolo de adicdo possa indicar tanto o resultado de uma adi¢do como a acdo e a igualdade
possa ser vista como indicador de uma relagdo de equivaléncia em vez de “escreva a
resposta”, podem ndo ser percebidas pelo aluno, causando dificuldades na compreensio
algébrica. O aluno pode criar esse tipo de convencdo, devido a falta de compreensdo dos
objetos matematicos, como por exemplo: a area é entendida apenas como lado vezes lado. Em
uma equagdo do 2° grau a area pode ser expressa pelo termo independente ¢, ou seja, ax*+bx=
C.

Em exemplos como a+b, o aluno tende a juntar os termos resultando em ab, ou 5y,

com y =4, o aluno representa como 54, para 'y = 23, 0 aluno escreve 523, ou 28, 5 + 23. Isso
S ~ . 1 1 -
aparece em aritmética, frages mistas, por exemplo: 25: 2+E' quanto ao valor posicional,

por exemplo: 43 representa 4 dezenas e 3 unidades, pode levar o aluno a resolver de maneira

semelhante em &lgebra, (BOOTH, 1995). Para tentar amenizar essas dificuldades o autor

sugere:

e deixar claro aos alunos que uma soma (2+3) ndo representa apenas uma instrug¢do (somar
2 com 3), mas também o resultado da adi¢do, lendo a expressdo como: 2 mais 3, some 2
com 3 ou 0 himero que é 3 mais que 2.

o trabalhar com o valor bidirecional do simbolo de igualdade tanto exigindo a leitura correta
do simbolo de igual, suprimindo a expressdo “da”, como proporcionando experiéncias
com expressdes como 6 = 4+2, 3+5 = 6+2.

o escrever por exemplo 5n na forma extensa (5 x n) para evitar a tendéncia de ver isso como
soma em vez de um produto.

o por fim, ndo fazer uso de exemplos do tipo 3b + 2m (3 bananas + 2 macas) a fim de evitar
erros que fornecem uma viséo errada das letras e pode ser usado pelo aluno para justificar

a simplificacdo 5bm (3 bananas + 2 magas é igual a 5 bananas e macas).
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¢) Os tipos de relacGes e métodos utilizados em aritmética

As dificuldades descritas nos itens anteriores provinham das diferengas entre
aritmética e algebra, mas segundo Booth (1995, p. 33):

a algebra ndo ¢ isolada da aritmética; na verdade é, em muitos aspectos, a “aritmética
generalizada”. Nisso esta a fonte das dificuldades. Para compreender a generalizacdo das
relacBes e procedimentos numéricos é preciso primeiro que tais relagdes e procedimentos
sejam apreendidos dentro do contexto numérico. Se ndo forem reconhecidos, ou se o0s
alunos tiverem concepgdes erradas a respeito deles, seu desempenho em algebra pode ser
afetado. Nesse caso, as dificuldades que o aluno tem em éalgebra néo séo tanto de algebra
propriamente dita, mas de problemas em aritmética que ndo foram corrigidos.

O autor constatou que das convences aritméticas mal compreendidas, uma delas é o
uso dos parénteses, porque muitos alunos acham que a sequéncia das operagdes deve seguir a
mesma ordem da escrita € muitos vdo mais além ainda, achando que mesmo mudando a
ordem dos calculos de uma expresséao, o resultado ¢ o mesmo. Outro fator causador de erros,
segundo Booth, é a utilizacdo de outros métodos (métodos informais ou método aritmético)
para resolver problemas. Num estudo realizado por Ekenstam e Nilsson (1979) em uma escola

sueca, com cerca de 200 alunos com 16 anos de idade, constataram que dos alunos que tinham

resolvido a equac&o: 0 _ 6, 0 indice de acerto foi de 82%, no entanto, para a equacéo
X

4 .
estruturalmente semelhante: — =3, apenas 48% dos alunos tiveram sucesso, mostrando que
X

eles utilizavam métodos aritméticos para a resolucdo de equacBes. “No primeiro caso os
alunos foram capazes de resolver a equacdo por verificagdo, um procedimento que ndo
poderia ser aplicado de maneira tdo imediata no segundo exemplo” (BOOTH, 1995, p.34).
Com relacéo a resolugdo das equagdes, analisamos o trabalho descrito por Alonso et al
(1993), o qual realizou um estudo com alunos de 14 a 16 anos, em que analisou erros que
aparecem frequentemente quando os alunos utilizam métodos formais de resolucdo de

equacdes.
a) Dificuldade na mudanca do conceito do simbolo igual
O simbolo de igual das equagdes perdeu seu carater unidirecional, haja vista que até

entdo o sinal de igual era percebido como “determinar uma resposta”, também destacado por

Booth (1995); representa agora equilibrio, que s se mantém para determinado valor da letra.
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Isso pAde ser observado na resolugdo escrita para a equacdo 4x+3=2x+6 de uma aluna

de 13 anos:

Ix+3+(-3)=2x+6+ (-3) =4x=2x+3

4+ (-2x) =2x+ 3+ (-2x) =2x =3

Mistura o igual operacional, proprio da aritmética, com o igual como equilibrio
especifico da equacéo, proprio da algebra. (ALONSO et al, 1993, p. 91, tradugdo
nossa)

b) Dificuldade com os nimeros racionais

De acordo com o trabalho de Alonso et al (1993), as fragBes e nimeros racionais, sdo
fontes continuas de erros. Foram observados erros com relagéo a resolugdo de uma equacéo
com denominador. Em um dos casos o aluno resolveu como se ndo existisse denominador; em

7x 3% L.
outros casos, como no exemplo: 8+? = > = 8+14x =9x, 0s alunos resolveram 0 minimo

multiplo comum somente para os denominadores préximos do sinal de igual.
Diante das dificuldades aqui evidenciadas na resolucéo de equagdes fracionarias, em

nosso trabalho optamos por apresentar aos alunos equagfes somente com ndmeros inteiros.
1.3 Completamento do Quadrado

Apresentaremos a resolugdo de uma equacéo polinomial do 2° grau completa na forma
ax?+bx+c=0 e identificaremos uma equacdo polinomial do 2° grau como um trindmio do
segundo grau. Caso o primeiro membro da equagao represente um trindmio quadrado perfeito,
com todos os coeficientes ndo nulos, sua resolugdo se dard pela fatoragcdo e pelo
completamento do quadrado, quando o primeiro membro da equagdo ndo representar um
trindbmio quadrado perfeito. Faremos a resolucdo de uma mesma equacao na forma algébrica e
geométrica e dos casos de fatoracdo do quadrado da soma de dois termos e do quadrado da
diferenca de dois termos. Mesmo quando fazemos referéncia a autores antigos, estaremos

escrevendo em notacdo moderna para o melhor entendimento do leitor.
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1.3.1.Caso 1: Resolucéo algébrica e geométrica de equagdes do tipo ax? + bx + ¢ =0, b >0

e coeficientes ndo nulos.

1.3.1.1 Resolucao algébrica da equacdo do tipo a® + 2ab + b? = 0, a>0, b>0, cujo primeiro

membro representa um trinémio quadrado perfeito.

Dada a equaco a + 2ab + b% = 0, vamos determinar sua solugéo.

Para encontrar os termos do bindmio, o procedimento € o seguinte:
Extrai-se a raiz quadrada dos termos extremos: va® = a; ¥b® = b e verifica-se se 0
termo médio ¢é dado por meio da multiplicacdo dos dois termos extremos por 2.

Escreve-se a expressdo do primeiro membro na forma fatorada: (a + b)> = 0
Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros obtém-se: (a +b) =0

Isolando o termo a, tem-se a solucdo da equagdo: a=-b

1.3.1.2 Resolucdo geométrica da equagéo do tipo a>+2ab+ b® = 0 a>0, b>0, cujo primeiro

membro representa um trinémio quadrado perfeito.

Com base na interpretacdo geométrica dada pelos gregos ao quadrado da soma dos
segmentos a e b e usando a notagcdo moderna, temos: (GIOVANNI JR; CASTRUCCI, 2009,
p.106).

a +b
a a ab
bl ab b?

De acordo com a figura, temos que: (a+h)? = a’+2ab+b?, a interpretacéo geométrica é:
a’ representa a area do quadrado cujo lado mede a;
2ab representa a area de dois retangulos cujos lados medem a e b;
b? representa a 4rea do quadrado cujo lado mede b.
Com base nessa interpretacdo geométrica faremos o estudo da resolucdo geométrica de

equagdes do 2° grau completa.
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1.3.1.3 Resolug&o algébrica da equagdo x* + 6x — 7 =0

Temos que:
x? representa o quadrado de x
6X representa 2.3.x
— 7 deveria representar o quadrado de 3. Como isso ndo ocorre, a expressio x*+6x—7 nao
representa um trindbmio quadrado perfeito. Para resolvé-la, faremos do seguinte modo:

Isolamos o termo independente XX +6x=7

Para obter um trinémio quadrado perfeito deve ser somado 9 | x* +6x +9=7 +9
(quadrado de 3) a x* + 6x, pelo principio de equivaléncia

das equacgBes deve-se somar 9 aos dois membros da

igualdade;

Fatorando o primeiro membro tem-se: (x +3)°=16
Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros, tem-se: [x +3|= 16
Encontramos as raizes: x+3=4logox=1

X+3=-4logox=-7

1.3.1.4 Resolugdo geométrica da equagéo x> + 6x — 7 =0

Considerando a expressdo x* + 6x, (GIOVANNI JR; CASTRUCCI, 2009, p. 106)
podemos interpretar: x* + 6x = x* + 2(3x), onde temos que:
x? representa a area de um quadrado cujo lado mede x;

3X representa a area de um retangulo cujos lados medem 3 e x.

X 3 X 3

X %2 3x [: X %2 3x

para completar o
quadrado, =
3, 3Ix acrescentamoso 3 3x 3
quadrado de lado 3

Observamos que é necessario acrescentar um quadrado cujo lado mede 3, ou seja, area
9, com o fim de completar a figura para obter um quadrado. Assim obtivemos:
x? + 6x + 3% representa a expresséo algébrica correspondente & area do quadrado formado;

x? + 6x + 9 representa o trinémio quadrado perfeito;
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(x + 3)? representa a forma fatorada do trindmio.

Para a resolucéo da equagdo x> + 6x — 7 = 0, fazemos x* + 6x = 7.

Temos que a area do quadrado de lado x e os dois retangulos de lado 3 e x tém area
total 7, somado com a &rea do quadrado de area 9, temos area total 7 + 9 = 16. Assim um
quadrado de 16 u.a. possui lados de 4 u.c. Como os lados do quadrado medem x+3, temos
que x pode ter valor 1, pois 1 + 3 = 4.

Temos como solucdo, x=1, caso a resolucdo desta equacdo fosse dada por meio do
registro algébrico, também seria solucdo a raiz -7.

1.3.2. Caso 2: Resolugdo algébrica e geométrica de Equagcdes do tipo ax? - bx + ¢ = 0, b>0
e coeficientes n&o nulos.

1.3.2.1 Resolucao algébrica da equacdo do tipo a* — 2ab + b? = 0, a>0, b>0, cujo primeiro

membro é um trinémio quadrado perfeito.

Dada a equacdo a” - 2ab + b® = 0, vamos determinar sua solug&o.

Para encontrar os termos do bindmio, o procedimento € o seguinte:

Extrai-se a raiz quadrada dos termos extremos \/¥ =3 \/b72 = b e verifica-se se 0
termo médio é dado por meio da multiplicacdo dos dois termos extremos por 2.

Escreve-se a expressdo do primeiro membro na forma fatorada: (a - b)* = 0
Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros obtém-se: (a-b) =0

Isolando o termo a, tem-se a solucdo da equagdo: a=b

1.3.2.2 Resolucao geométrica equagéo do tipo a? - 2ab + b? = 0 cujo primeiro membro é

um trinémio quadrado perfeito.

a b b b

Geometricamente, equivale a calcular a area de uma regido quadrada de lado (a —b).
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Para obtermos a area da regido quadrada amarela de lados a-b, determinamos a area
total da figura (a%) e dela subtraimos as 4reas dos dois retangulos (2ab), acrescentando a &rea
do quadrado de lado b (b?). Assim temos: (a — b)® = a> — 2ab + b?

Escreve-se a expressao do primeiro membro na forma fatorada: (a - b)®> = 0

Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros obtém-se: (a-b) =0

Isolando o termo a, tem-se a raiz da equagdo: a=b

1.3.2.3 Resolucéo algébrica da equagéo x* — 10x - 11 =0

Temos que:
x? representa o quadrado de x
10x representa 2.5.x
-11 deveria representar o quadrado de 5. Como isso ndo ocorre, a expressdo x> — 10x -11 néo
representa um trindmio quadrado perfeito. Para resolvé-la, procedemos de maneira analoga ao

caso 1.3.1.3, observando somente 0s sinais:

Isolamos o termo independente x?-10x = 11

Para obter um trindmio quadrado perfeito deve-se somar 25 | x* -10x + 25 = 11 + 25
(quadrado de 5) a x? -10x, pelo principio de equivaléncia das

equacdes deve-se somar 25 aos dois membros da igualdade;

Fatorando o primeiro membro da equacéo, tem-se: (x - 5)°=36
Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros, tem-se: [x -5|]= 36
Encontramos as raizes: x-5=6,logo x =11

Xx-5=-6,logox=-1

1.3.2.4 Resolug&o geométrica da equagéo x> — 10x - 11=0

Considerando a expressdo x’~10x, podemos interpretar: x*-10x = x* — 2(5x), em que
temos:
x? representa a area de um quadrado cujo lado mede x;

5x representa a &rea de um retdngulo cujos lados medem 5 e x.
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A figura ao lado representa um quadrado de lado x e dois

& 5
X retangulos de lados 5 e x.
X X
b4
A partir do quadrado de lado x retiramos dois
. ‘x 5. retangulos de lados 5 e X, em que 0 excesso de
x-5 -
. . . um dos retangulos também é retirado, conforme
x- x- x-

préxima figura.

A area que sobra (azul escura) acrescida do

5
x-5 I 5 . quadrado azul claro representa um quadrado de
lado x-5, a parte azul escura tem éarea 11, o
x-5 x-5

quadrado azul claro area 25. Somando as

dreas 11 e 25 obtemos um quadrado de

rea 36, em que seus lados tem medida 6. Como a medida dos lados é representada por x — 5,

temos x é iqual a 11.
Obtemos por meio da solugdo geométrica raiz 11, caso a resolucdo fosse obtida por

meio algébrico, -1 também seria solucdo da equagéo.

Ao finalizar esse capitulo, destacamos as principais ideias que serdo utilizadas nesta
pesquisa e que contribuiram para o estudo do tema e preparacdo de uma sequéncia de
atividades: o completamento do quadrado na forma geral da equagdo do 2° grau, inicialmente
proposto por Bhaskara, a énfase dos PCN (BRASIL, 1998) em relagdo ao ensino das equacdes
do 2° grau por meio da fatoragao, os erros e dificuldades na resolugdo de equacdes e equacgdes
do 2° grau destacados por Nguyen (2006), Booth (1995) e Alonso et al (1993) e a resolugdo
algébrica e geométrica da equago do 2° grau.



2 EQUACOES DO 2° GRAU EM DOCUMENTOS OFICIAIS E LIVROS DIDATICOS

A fim de apresentar uma analise das recomendac6es acerca do ensino da Matematica,
do ensino de algebra e, mais especificamente, do ensino de equacdes do 2° grau no Ensino
Fundamental, utilizamos os PCN (BRASIL, 1998), livros didaticos e o programa de ensino de
Matematica da escola pesquisada. Nesse contexto, procuramos evidenciar as competéncias
algébricas descritas pelos PCN (BRASIL, 1998), a apresentacdo do tema proposto nos livros
didaticos e a recomendacdo do ensino desse tema na escola pesquisada.

2.1 Parametros Curriculares Nacionais (PCN)

Os Parametros Curriculares Nacionais foram elaborados visando “construir referéncias
nacionais comuns ao processo educativo em todas as regides brasileiras” (BRASIL, 1998, p.
5). Nesse sentido constata-se que 0s PCN (BRASIL, 1998) constituem um elemento norteador
do ensino e da aprendizagem da Matemética, bem como orienta a elaboragéo de documentos e
de livros didaticos; sdo determinantes na elaboracdo de projetos pedagdgicos e,
consequentemente, na escolha dos contetdos a serem ensinados em sala de aula.

O curriculo de ensino da Matematica no Ensino Fundamental é bastante amplo e, de
acordo com os PCN (BRASIL, 1998), vai desde a formacéo intelectual e moral até a formacéo
para a convivéncia social; pode contribuir, também, para o estimulo de certas caracteristicas
de comportamento e tracos de personalidade, como: sociabilidade, autoestima, persisténcia e
motivacdo, reafirmando sua importancia como disciplina escolar e de formagéo do cidadéo.

Para melhor organizar o ensino da Matematica, os PCN constituiram quatro grandes
eixos estruturadores dos curriculos de Matemética para o Ensino Fundamental, os quais
contemplam o estudo dos nimeros e das operac¢des, do espaco e das formas, das grandezas e
das medidas e o tratamento da informagédo. O documento acrescenta que “O desafio que se
apresenta é o de identificar, dentro de cada um desses vastos campos que conceitos,
procedimentos e atitudes sdo socialmente relevantes” (BRASIL, 1998, p.49).

No tocante aos nimeros e operacdes, 0s PCN (BRASIL, 1998) observam que durante
0s anos iniciais do Ensino Fundamental ha alguns elementos algébricos, porém seu ensino
deve se concentrar nos anos finais, quando o aluno tem mais maturidade para sua
aprendizagem. Orienta que o ensino de &lgebra deve ocorrer por meio da resolucdo de

situacOes de aprendizagem, pois considera o estudo da algebra como “um espago bastante
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significativo para que o aluno desenvolva e exercite sua capacidade de abstracdo e
generalizacdo, além de Ihe possibilitar a aquisicdo de uma poderosa ferramenta para resolver
problemas.” (BRASIL, 1998, p.81)

De acordo com os Pardmetros, a capacidade de traduzir simbolicamente problemas
encontrados no dia a dia ou provenientes de outras areas do conhecimento deve ser
gradativamente desenvolvida para se chegar ao uso pleno da linguagem e das técnicas da
algebra. O uso da linguagem algébrica, para expressar generalizacdes que se constituam em
propriedades de outros campos da Matematica, é outra fungdo da algebra que deve ser, pouco
a pouco, introduzida. Chamam a atencéo, ainda, para a forma como a algebra vem sendo
executada nas salas de aula, pois geralmente ndo estimula o aluno; assim, o professor deve
explorar a construcdo das ideias algébricas a partir de novas situaces. Explicita que, na
maioria das vezes, apenas é reproduzido o conhecimento de forma mecénica, sem produzir
significado ao aluno. Diante de uma expressdo algébrica ou equacédo, por exemplo, é possivel
simplifica-la usando as noc¢des de fatoragdo, encontrar suas raizes, podendo facilitar dessa
forma a compreenséo pelo aluno.

O documento sugere que, no oitavo e nono anos, os alunos sejam desafiados a resolver
problemas na forma algébrica, que aritmeticamente seriam dificeis, fazendo uso de equacoes,
inequacoes, diferenciando uma varidvel de uma incognita e compreendendo as regras para
resolugdo algébrica (sintaxe), pois 0 ensino de Matematica deve visar ao desenvolvimento do
pensamento algébrico, explorando situacGes de aprendizagem, com o intuito de que o aluno
possa “produzir e interpretar diferentes escritas algébricas, expressdes, igualdades e
desigualdades, identificando as equagdes, inequagdes e sistemas” (BRASIL, 1998, p.81).

Os PCN recomendam, no estudo da equacéo do 2° grau, a utilizacio da “resolucdo de
situacBes-problema que podem ser resolvidas por uma equacdo do segundo grau cujas raizes
sejam obtidas pela fatoracdo, discutindo o significado dessas raizes em confronto com a
situagdo proposta” (BRASIL, 1998, p.88). Essa recomendacdo vem ao encontro do nosso
objeto de estudo. Ressaltamos que, ao resolver a equacéo do 2° grau pela fatoragdo usando o
método do completamento do quadrado, ndo estamos inovando, mas provocando uma préatica
que ha mais de uma década é enfatizada por este documento oficial e, como pudemos
observar em alguns livros didaticos, essa técnica vem sendo apresentada, porém ainda sem
muita énfase, perpetuando quase que exclusivamente o ensino por meio da formula geral de
resolugdo, valorizando uma abordagem tecnicista com énfase na memorizacdo da férmula,
ndo ressignificando os conhecimentos prévios de fatoracdo e manipulacdo de expressdes

algébricas.
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Acreditamos que, ao fatorar, coloca-se em pratica a discussdo do significado das
raizes, oportunizando reflexdes, conexdes e significados em torno dos conceitos matematicos

empregados.

2.2 Apresentacdo da equacdo do 2° grau e completamento do quadrado nos livros
didéaticos do Ensino Fundamental

Para Schubring (2003, p. 3) “O saber matematico é transmitido por dois caminhos
privilegiados: pela comunicagdo pessoal e oral e por textos escritos”. Observa-se que a
transmissdo desse saber matematico ocorre fundamentalmente por meio dos livros didaticos
presentes nas escolas publicas em nosso pais, avaliados pelo Programa Nacional do Livro
Didatico (PNLD), cujos contetdos sdo apresentados de forma oral e escrita pelos professores
em sala de aula.

Historicamente observamos um avango nos Gltimos anos com relacdo as politicas
publicas que envolvem os livros didaticos, estes tém sido avaliados e distribuidos amplamente
em todas as escolas, e vem exercendo um papel fundamental na apresentacdo dos contetdos
aos alunos, pelos professores de Matematica. Para um professor com pouco tempo disponivel
para estudos, com formacédo inadequada e devido a grande quantidade de aulas que ministra, o
livro didatico proporciona um grande auxilio e torna-se um recurso didatico quase
imprescindivel, pois além do contetdo matematico, também apresenta textos informativos,
histéricos, curiosidades, desafios, bem como exercicios e atividades. Desse modo, o livro
didatico torna-se elemento norteador da aula, ou seja, ele exerce o papel de guia para alunos e
professores (DANTE, 1996), bem como fonte de estudos e pesquisa para ambos.

De acordo com Dante (1996, p.83) ‘“Na auséncia de materiais instrucionais em
quantidade e qualidade suficientes que orientassem o trabalho do professor na sala de aula [...]
o livro didatico passou a ser o principal e, em muitos casos, 0 Unico instrumento de apoio ao
trabalho docente.” Schubring, em um estudo mais recente, reforcou essa ideia dizendo que
“praticamente todos os estudos sobre o ensino da matematica, a realidade desse ensino mostra
que os livros didaticos constituem para 0s professores a base principal” (SCHUBRING, 2003,
p. 157). Assim, observamos que a atuacdo de alguns professores esta condicionada ao livro
didatico: os contelidos que eles vdo trabalhar em uma série, a sequéncia de contetdos, a forma
como vai aborda-los e as atividades propostas; todos esses itens, geralmente, ndo diferem

muito da forma apresentada pelo livro didatico adotado.
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A visdo de Matthias® da relagdo entre professor e livro didatico ¢ de que “manuais [...]
pretendem apresentar o assunto a ser ensinado aos alunos de maneira fechada e completa, em
vez de capacita-los a descobrir por si proprios - sob a orientagdo do professor -”
(SCHUBRING, 2003, p. 138). Esta visao se opde a que observamos atualmente em nosso
ensino, que seria a falta de autonomia do professor, o nivel de conhecimento matematico dos
conteidos, a didatica para a apresentacdo do conteldo e o processo de atualizagdo do
professor, isso pode exigir a dependéncia do livro didatico.

O Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) dada a importancia do livro didatico

no dia a dia escolar, pontua como objetivos:

I — melhoria do processo de ensino e aprendizagem nas escolas publicas, com a
consequente melhoria da qualidade da educacéo;

Il — garantia de padrdo de qualidade do material de apoio a pratica educativa utilizado
nas escolas publicas;

111 — democratizagdo do acesso as fontes de informacéo e cultura;

IV— fomento a leitura e o estimulo a atitude investigativa dos alunos;

V-apoio & atualizagéo e ao desenvolvimento profissional do professor. (BRASIL, 2011,

p.8):

Contudo, queremos ressaltar que mesmo o livro didatico sendo considerado por
muitos, como o principal instrumento didatico disponivel ao professor e aluno em sala de
aula, alguns profissionais vao atuar sem conhecer o0 seu instrumento de trabalho.

Tecemos uma critica a formacdo inicial e continuada que nem sempre prepara 0
professor de maneira adequada para o0 bom uso deste material, corroborando para que haja um
subaproveitamento desse recurso didatico, que é extremamente rico. Acreditamos que durante
a formacdo inicial e continuada o livro didatico deveria ser esmiucado, analisado, estudado,
discutido, repensado, considerando uma determinada turma ou ano escolar, investigando a
pertinéncia e a forma da apresentagcdo de um contetido num dado ano. Isso contribuiria para
aprimorar o conhecimento matematico, o senso critico e dar mais autonomia ao professor para
que pudesse fazer escolhas que favorecessem a aprendizagem de seu educando. No momento
em que a formag&o inicial ou continuada ndo tem essa preocupacdo, perde-se a chance de
preparar o professor para fazer um bom uso de um 6timo material.

De acordo com o Guia do PNLD/2011 “quando o material didatico auxiliar é bem
utilizado favorece a construgdo de conceito e procedimentos matematicos fundamentais”.

O guia do livro didatico de 2008 destaca a funcdo do livro didatico, ressaltando que

esse instrumento “contribui para o processo de ensino-aprendizagem como um interlocutor

® Johann Andreas Matthias (1761-1837) publicou e reeditou desde 1813 uma obra que pode ser considerada
como a primeira Didatica e Metodologia alemd para a instrugdo matematica (manual do professor).
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que dialoga com o professor e com o aluno. Nesse didlogo, tal texto é portador de uma
perspectiva sobre o saber a ser estudado e sobre 0 modo de se conseguir aprendé-lo mais
eficazmente”. (BRASIL, 2008, p. 11)

Com relacdo a escolha dos livros didaticos, optamos por dois livros aprovados no
Gltimo PNLD/2011 e muito adotados pelas escolas da rede publica municipal de Campo
Grande - MS, e outro livro aprovado pelo PNLD/2008, devido ao trabalho inédito proposto no
9° ano do Ensino Fundamental, o de propor o estudo da fatoracdo em um capitulo e em
seguida apresentar o capitulo de equagOes do 2° grau, estabelecendo uma conex&o entre os
dois contetidos. Procuramos destacar de seus textos os itens que consideramos relevantes para
nossa pesquisa, restringindo-nos as paginas sobre o contelido de equacgbes do 2° grau.
Limitamo-nos a analisar a introdugdo do conceito de equacdo do 2° grau, por acreditarmos
que essa apresentacdo pode influenciar o interesse do aluno na busca pela aprendizagem;
analisamos também, as paginas dedicadas ao completamento do quadrado como forma de
resolucéo da equacéo.

Nos livros didéaticos escolhidos procuramos analisar o contetido de equages do 2°
grau, utilizando as lentes do referencial tedrico proposto por Duval: Teoria de Registro de
Representagdo Semiotica e também a andlise critica presente no PNLD/2011 que, sem dlvida,
¢ o alicerce na construcdo de livros mais ricos.

Os livros selecionados compdem as colegdes:

Tudo é Matematica, de Luiz Roberto Dante (2009), aprovado no PNLD/2011;

A Conquista da Matemadtica, de José Ruy Giovanni Jr. e Benedito Castrucci (2009), livro
adotado na instituicdo onde desenvolvemos a pesquisa, aprovado no PNLD/2011;

Matematica hoje é feita assim, de Antbnio José Lopes Bigode (2000), aprovado no
PNLD/2008.

2.2.1 Apresentacgdo das Colecdes

2.2.1.1 Livro 1 - Tudo é Matematica

Com o titulo de “Equagdes e Sistemas de equacdes do 2° grau”, o autor desse livro
introduziu o assunto, explorando diagonais em um poligono convexo e, mostrou Varios
poligonos com seus respectivos totais de diagonais. Na sequéncia, generalizou para a formula
de resolucdo do nimero de diagonais até mostrar que em um octégono convexo, a equacao de

resolugdo do nimero de diagonais é uma equagdo de expoente 2, ou seja, uma equacio do 2°
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grau. O Guia do PNLD (2011, p. 83) salienta que na obra “na apresentacdo dos conceitos,
definicBes e procedimentos nem sempre a iniciativa do aluno é favorecida”. Isto pode se
tornar um elemento neutralizador da curiosidade, assim como pouco favorecer a vontade pela
descoberta, ndo estimulando a aprendizagem.

Para a resolucdo de equacdes do 2° grau completas, o livro apresenta uma equacgio
cujo primeiro membro é um quadrado perfeito, procede a resolugdo na forma algébrica,
primeiro fatorando o trindbmio quadrado perfeito e em seguida determinando a raiz, sem
qualquer explicacdo ou lembrete do que seja um quadrado perfeito; em seguida, apresenta
exercicios resolvidos e, na sequéncia, uma lista com atividades que priorizam a resolucéo
algébrica.

Com um subitem denominado “Método de Completar Quadrados”, o autor explica
quando deve ser usado o completamento do quadrado e o faz, primeiramente, de forma
algébrica e, em seguida, geometricamente; termina resolvendo o exemplo algebricamente e
obtendo duas raizes reais.

Veja o que podemos fazer na equagao x* = bx—7=0:
Wabx—T=0==xl+bx=2T=x2+bx+F=047+9
i L quadraduded
quadrada de x

%2 4 6y — T nao é trindmio quadrado perfeito. 2
Para sbter um ‘rindmio quadrada perfeito foi somado 7 a x* 4 6.
Para manter a igualdade foi somado 2 lamkém a +7

Observe a interpretagao geométrica desse “completamente de quadradoe”:
x2 + bx W+ bx+9=[x+3F

i e
[ Observe que

falta algo para
_J comgletar ¢
- I quad-ada.

y = T -
[ completamos o quadrada juntands 9 regides ouadradas |
| dedreal e encontramas um quadrade perfeito.

|
d

Com a "completaments de quadrado” podemos resolver a equacfo inicial. Veja o
procedimento todo:

x+bx=-7=0
e+ bn="7 .

Corhid = TG "0 valor de % + 3 na interpretagdo
s geamétrica deve ser positivo, mas @
x+3l=16 s partir dela devemos também considerar -
x+3=2Vv16 i_o valor negative =
x+3=2th

x+3=4 ou X+#3=-4
x=4-3 x=-4-3

x=1 x==7

Logo, as raizes da equacac Wabx-7=0s30x =-Tex" =1

Figura 1: Completamento do quadrado
Fonte: Tudo é Matematica, Dante, 2009, p. 58



40

Observamos a presenca de diferentes registros de representacdo na figura 1, além do
registro da lingua natural, o registro algébrico e geométrico concomitantemente. Segundo o
guia do PNLD (2011, p. 86): “no estudo das equagdes, sdo apresentadas diferentes
representagdes e estratégias de resolugdo, o que € positivo”. No entanto, o autor ndo enfatiza a
conversao, apenas apresenta a interpretacdo geométrica com o intuito de melhor esclarecer o
processo do completamento do quadrado. Obtém a solucdo algebricamente e chama a atencao
para o0 uso da solucdo negativa na interpretacdo geométrica. Para encontrar as raizes da
equacdo com base na interpretacdo geométrica faltaram elementos necessarios para que o
aluno utilizasse o raciocinio mental.

No manual pedagdgico do professor a obra elenca como um dos objetivos gerais, 0
aprender fazendo e como um dos objetivos especificos, a comunicacdo das ideias matematicas
de diferentes formas: oral, escrita, por tabelas, diagramas, graficos, etc. Percebemos a
preocupacdo do autor em apresentar o contetdo por diversas representacdes, comungando
com as ideias de utilizar diferentes registros de representagéo, segundo Duval.

O autor reforga a resolugdo com mais um exemplo, sendo um quadrado da soma, ainda
procedendo a resolucdo na forma algébrica e interpretacdo geométrica. Em seguida, ele
acrescenta outros dois exemplos (quadrado da diferenca), que resolve somente
algebricamente. O livro ndo traz qualquer observacdo sobre a auséncia da interpretagédo
geométrica para a expressao (a-b)?, o que ocorre, também, no manual do professor.

Na sequéncia, 0 autor apresenta duas atividades para resolucdo algébrica a fim de
determinar as raizes da equacdo e duas em lingua materna, para realizar a escrita algébrica
seguida da resolucdo, totalizando um ndmero de 20 equacbes. No manual do professor
encontra-se a orientacdo de que s6 apos resolver grande quantidade de equacGes por fatoracdo
e completamento do quadrado é que sera apresentada a formula de Bhaskara.

Cumprindo com o objetivo proposto de exercitar a resolugdo de equagdes por
fatoragdo e completamento do quadrado, o livro apresenta esse completamento na forma geral
da equacio do 2° grau, a fim de obter a formula de resolucdo de uma equacio do 2° grau
(férmula de Bhaskara). E assim inicia a abordagem por meio da resolugdo com a utilizacéo da
formula.

De modo geral, com linguagem acessivel, a articulagdo entre os registros algébrico,
geométrico e algébrico é utilizada na tentativa de favorecer a compreensdo desses
conhecimentos matematicos, mais do que no efetivo uso dos diferentes registros para a

resolucdo das equacdes do 2° grau.
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2.2.1.2 Livro 2 — A Conquista da Matemética

De acordo com o PNLD (2011, p. 41) “Na introdugdo e no desenvolvimento dos
conceitos e procedimentos, a obra recorre a diversos textos de historia da Matemética e de
outras areas do saber”. De fato, notamos a importancia dada pelos autores a fatos historicos,
pois, a pagina de introducéo as equacdes do 2° grau, apresenta fragmentos de histéria e fotos
de locais importantes no mundo antigo, como a Biblioteca de Alexandria e a Casa da
Sabedoria. Na secdo denominada “Explorando”, que contém atividades de preparagdo para o
conteldo a ser estudado, o livro apresenta uma situacdo-problema sobre area, que necessita de
conhecimentos da equagéo do 2° grau para a sua solugéo e assim introduz o tema.

O texto possui conceitos e defini¢des, que vém sempre destacados:

Denomina-se equacéo do 2° grau na incognita x toda equacao da
formaaxt + bx +c=0,emquea be ¢ 5o numeros reais e a # 0.

Figura 2: Definigdo de Equagdo do 2° grau
Fonte: A conquista da Matematica, 2009, p. 96

Fazendo uso da secio “Explorando”, para resolver uma equacio completa do 2° grau
com uma incdognita, os autores utilizam um problema sobre o recorte de uma cartolina em um
quadrado e quatro retdngulos. O aluno, com as cinco pecas, deve construir um novo quadrado
e entdo responder a alguns questionamentos. A critica que tecemos é que a atividade néo
deixa espaco para que o aluno reflita, tente e descubra, ela é mecénica. A partir disso, os
autores apresentam o processo do completamento que aborda a resolucdo geométrica da

expressio (a+b)? dada por Al-Khwarizmi.
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Inicialmente, vamos cbservar a figura que e a repre
sentagac geometrica da expressao (a + by

a i b
- o i ——— |
' -
£ |
=
t
i a a’ Gk a
]
vl :
i-- !
b ak b b
¢ 2 ;
= = ————— \.

Matematics e astrBnomo Grabe,

Fela figura, vemaos que: - ‘ml-Khoweorizmi viveu enire 780 & 850, Ele

(a + by =a® + 2ab + b* escrevey uri fratado de Algebra & um
; = z |nro sobre os numerais hindus.
A interpretacao geométrica é: Essos obras emerceran enorme influénas

e o) + B fio Eurnpra da seculo X1
A% ‘__a_tb B
= &rea co quadrado de lado b
—p. Area de um dos retangulos de ladosa e b
—— &rea do quadrado de lado a

Utilizando essa interpretagao, vamos acompanhar os exermplos a seguir, gque mostn
como al-Khowarizmi desenvolveu seus estudos.

Figura 3: Representagio geométrica de (a + b)?
Fonte: A conquista da Matematica, 2009, p. 106

Esse recorte traz, de forma detalhada, a representacio geométrica da expresséo (a+b)?
e complementa fazendo a interpretacdo geométrica, a fim de que fique compreensivel; no
entanto, os autores cometem erro de revisdo ao escrever que a interpretacdo geométrica é a*
+2ab+b? sendo que essa é a interpretacdo algébrica. Apresentam mais dois exemplos
minuciosamente explicados para o completamento do quadrado geometricamente e atividades
para que o aluno repita o procedimento, reforcando que, se for necesséario, o aluno deve fazer
a interpretacdo geométrica.

Num novo subitem, os autores apresentam como topico “Resolvendo uma equagdo do
2° grau pelo processo de Al-Khwarizmi (completando quadrados)”; explicam que, apos
aprender a completar quadrados, o estudante devera fazer o completamento do quadrado para
resolver equagdes do 2° grau. Como exemplo, utilizam a equagdo x? + 6x + 8 = 0; primeiro
fazem a interpretagdo geométrica dizendo que x* + 6x = x* + 2(3x), onde x* é a area de um
quadrado de lado x e 2(3x) area de um retdngulo cujos lados medem 3 e x. Apresentam a
representacdo na forma geométrica e em seguida utilizam o principio aditivo e de
equivaléncia das equacBes para proceder a resolucdo algébrica e encontrar as raizes da
equacdo. Ressaltamos que Al-Khwarizmi ndo conhecia essa linguagem algébrica e que os

autores do livro escreveram em notacdo moderna, para melhor entendimento do leitor.
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1 Resolver a equagéo 6x + 8 = 0.
Considerando a expressdo x* + 6x, podemos interpretar:
X2 + Bx = x* + 2(3x)

area de um retangulo cujos lados medem 3 e x

4rea de um quadrado cujo lado mede x

% 3
8
X x? 3x Pela figura, observamos que é necessario
acrescentar o nimero (3)?, ou seja, 9, & express
s&do x? + 6x, para obter um quadrado.
3 3 @ |

Descoberto geometricamente o valor que devemos acrescentar & expresséo x° + 6x
voltamos a equagéo dada:

¥ +6x+8=0

X2+ 6x = —8 principio aditivo
X*+6x+9=-8+9 ™ principio de equivaléncia das equagoes
quadrado
perfeito

Note que, ao acrescentarmos 9 & expressdo x° + 6x do 12 membro da equagao,
acrescentamos 9 também ao 2° membro para obter uma equacgdo equivalente &

anterior.

Fatorando o trinémio quadrado perfeito obtido no 12 membro, temos a equagéo:
(x+3°2=1

Dai:

X+3=+1 ou x+3)=—1

X+3=1 X+3=-—1

Xe=51e—'3 Xe=t=ill=:8

xX= -2 X=—4

Logo, os numeros reais —4 e —2 s30 as raizes da equagdo dada.

Figura 4: Resolugéo da equagdo do 2° grau pelo completamento do quadrado
Fonte: A conquista da Matematica, 2009, p. 108

As raizes obtidas algebricamente para a equagédo acima sao -2 e -4 e, geometricamente,
ndo ha solugdo. Contudo, cremos que 0s autores tiveram apenas o0 intuito de evidenciar o
completamento do quadrado na forma geométrica e ndo proceder a resolugdo da equacdo
geometricamente. Caso eles tivessem a preocupacéo de resolver a referida equacdo usando as
representacOes algébrica e geométrica, considerariamos o exemplo inapropriado, pois as
raizes obtidas séo negativas; desse modo, sem justificativa geométrica.

Para resolver a equacgdo proposta os autores fizeram a conversao do registro algébrico
para 0 geométrico e retornaram ao registro algébrico para determinar as raizes da equagdo.

Porém, s fizeram para equacgdes cuja fatoracdo é um quadrado da soma de dois termos.
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Em seguida, eles apresentaram um subitem “o processo algébrico de Bhaskara” no
qual retomaram os exemplos anteriores do completamento do quadrado explicando que o
coeficiente ¢ corresponde a metade do coeficiente b elevado ao quadrado e, acrescentaram
que “esse fato foi constatado por Bhaskara ao estudar o processo de Al-khwarizmi. Bhaskara
apresentou, entdo, um processo algébrico que ndo mais necessitava da interpretacdo
geométrica para a resolugdo de equagles do 2° grau com uma incégnita” (GIOVANNI JR;
CASTRUCCI, 2009, p. 113). Para ilustrar esse modo de resolucdo apresentaram um exemplo

dado pela equacéo x* — 2x — 8 =0.

Resolver a equacdo X’ — 2x — 8 = 0, sendo U = IR.
X —2x—8=0
X2 —2x =8
-2+ 12=8+1° — » adicionamos em ambos os membros da
)(" 2)( + 1 - 8 4 1 qul?l(;:lf)dBXDH’!SSSG [7;7‘] | ‘,) = 1
x—1F=9
X—1= f\,@
Xx—1==3
Dai, temos:
x—1=3 ou x—1=-8
x=3+1=4 x=-3+1=-2
Logo, 0s nimeros reais —2 e 4 s80 as raizes da equagéo dada.

Figura 5: Processo algébrico realizado por Bhaskara
Fonte: A conquista da Matematica, 2009, p. 115

O manual do professor traz um fragmento histérico que aborda o método geométrico -
Método de Al-Khwarizmi, com exemplos e explicacdo detalhada, que orienta o professor a
fazer a critica deste processo aos alunos, frisando que este ndo serve para equaches
incompletas, equacgdes cujas raizes sdo negativas (pois se trata de area) e para equagdes cujo
coeficiente b seja negativo; para isto, Al-Khwarizmi utiliza outro método, muito mais
complicado.

Por meio de um quadro comparativo entre uma equacdo na forma numérica e na forma
geral, os autores propdem trabalhar as mesmas operacdes a fim de completar o quadrado e

obter a formula resolutiva da equagéo do 2° grau.
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Processo algébrico de Bhaskara Dedugao da formula resolutiva

+ 4x 12 0 X bx [ 0O (@a+0)

Figura 6: Deducéo da férmula resolutiva da equagéo do 2° grau
Fonte: A conquista da Matematica, 2009, p. 115

Apresentam, de maneira rapida, o completamento do quadrado na forma geral da
equacdo, ndo dando suporte para a compreensdo neste nivel. A conversdo da representacéo
numeérica para a algébrica é uma passagem delicada para alunos; portanto, o completamento
do quadrado na representagdo algébrica deve ser mais enfatizado, a fim de que o aluno tenha
condigdes de deduzir a férmula resolutiva da equagdo do 2° grau. Feita a deducdo, tem-se
inicio a resolucdo da equacdo pela férmula. Com relagdo a linguagem algébrica, o guia do
PNLD (2011, p.44) destaca que “a transi¢do do raciocinio numérico para o algébrico é feita de
maneira mais répida que o desejavel, e o estudo das equagdes e dos sistemas de equagdes
baseiam-se nos principios da equivaléncia”.

O manual do professor enfatiza o objetivo de resolver uma equacéo do segundo grau
completa usando a fatoracéo e levar o aluno a perceber a dificuldade de se resolver esse tipo
de equagBes por tentativas, abrindo caminho para mostrar 0s processos geométricos e
algébricos de resolucéo.

Percebemos a articulacdo entre os registros da lingua natural, geométrico e algébrico
no texto, na tentativa de favorecer principalmente a compreensdo do completamento do
quadrado nas representacBes geométrica e algébrica, mais do que no efetivo uso dos
diferentes registros para a resolugdo das equagdes do 2° grau.
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2.2.1.3 Livro 3 — Matemética hoje é feita assim

O autor inicia o capitulo sobre equacdes do 2° grau fazendo um paralelo entre a
questdo: Qual é a cor do cavalo branco de Napoledo e Qual é o nimero que, elevado ao
quadrado, d& 322 As perguntas parecem bastante simples e, a0 mesmo tempo, estimulantes. A
resposta para cada uma parece Obvia e contida na pergunta, no entanto, elas ndo sdo nada
simples. Mas se a segunda questdo fosse: Qual é o nimero que, elevado ao quadrado da 9? A
questdo teria duas respostas: 3 e -3.

A igualdade x°=9 é uma equacéo do 2° grau simples. Segundo o autor, é objetivo do
capitulo discutir, dos casos mais simples aos mais complexos. Em seguida ele apresenta dois
exemplos cotidianos, expde 0 enunciado e escreve a equagio: X° —14x+24 = 0 e 7n-n>-2 = 0.
Para a resolucéo de tais equages, primeiro tenta isolar o termo x°, depois tenta isolar os
termos com Xx; em seguida, tenta colocar o fator comum em evidéncia, ou seja, tenta resolver
de varias maneiras e, como ndo consegue, diz para deixar o problema “pendurado”, pois se
trata de uma equacéo do 2° grau, recomendando ao aluno primeiramente realizar um estudo
sobre as mesmas.

A partir disso faz a apresentagdo formal da equacdo do 2° grau: forma geral,
coeficientes e incompletas. Acrescenta que a “solugiio ou raiz de uma equacio do 2° grau é
um valor atribuido & variavel, que faz com que o valor numérico da expressdo ax’+ bx +c seja
nulo”.

Para a resolucdo da equacdo do 2° grau na forma completa, na secio “Voltando ao

assunto” retoma a fatoragdo de um trindmio quadrado perfeito, usando a forma algébrica.



A - L s
ALOTE VAMOS VEE, Passdl a Pass0, d resolucao de x 10x + 25 = 49,

VoM + 25 = 49 = Faloranda o 1 momibio,
Voce jé deve ter
B 5P = 4D e Quenlimero elevado ao gquadiaco da 457 Pe—rczbmo que, dada uma
equagso mals ou Menns
complexa..
X=5=7 )
ou b ey EIAGOS €O 12 BB

oL b3y HiZES A eeACAG OrIgInal,

.. efetuamos transformagdes de modo a
fecair e Uma equagio mais sitples,

Figura 7: Resolugéo algébrica de uma equagdo do 2° grau
Fonte: Matematica Hoje é Feita Assim, 2000, p. 108
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Ainda nessa sec¢do, apresenta um exemplo onde a equacdo ndo representa um trinémio

quadrado perfeito, procedendo a explicacdo algébrica de sua resolugdo.
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Voltando 20 assunto...

Considere a equagao x* + 6x + 8 = 0.

Humm... Se fosse um trindmio quadrado
perfeito, eu saberia como fazer.

\2 + 6x + 8 ndo ¢ um trindmio quadrado perfeito. I >orém, se adicionar-

A expressao
um trinémio quadrado perteito.

mos 1 a expressao, obtemos uma nova exy nessao que €
P+ 6Xx+8 +1=x>+6x+9=(X+3)

trindmio quadrado

perfeito

Esse fato vai ser importante para resolver certas equagoes do 22 grau.

vamos voltar & equagao x> + 6x + 8 = 0.

Somando 1 aos dois membros, obtemos:

2 T
x*+6x+8+1=0+1 Agora jé& seil

Recaimos no caso

X*+6x+9=1 g
4 anterior.

x+3°=1

X+3=1 X=-2 ou X+3=-1 X =4

Confira, substituindo as raizes —2 € —4 na equagao x? + 6X + 8 = 0.

Figura 8: Resolucéo algébrica de uma equagéo do 2° grau, completando o quadrado
Fonte: Matematica Hoje é Feita Assim, 2000, p. 110

Em seguida, opera algebricamente a forma geral da equacéo ax? + bx+ ¢ = 0 para obter
sua formula de resolugo. Salienta que “depois de explorar tantos casos particulares, deve

estar em condigBes de acompanhar a resolucdo de uma equagio do 2° grau qualquer e decidir

se existem ou ndo solugdes reais”.
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Considere a equagao ax® + bx + ¢ = 0, onde a # 0.

Nessa forma, ndo podemos garantir que o 12 membro ¢ um TQP. Vamos fazer
assim:
1. Multiplicar os dois membros por a:

arax*+a-b+a-c=a-0

a’x®* + abx + ac = 0

2. Para garantir que seja um TQP, o termo do meio deve ser divisivel por 2.
Multiplicando tudo por 4, o 19 termo continua sendo um quadrado perfeito:
4-a°%*+4-abx+4-ac=4-0
4a°x® + 4abx + 4ac = 0
(2ax®* + 2 - (2ax) - b + 4ac = 0

[ Para que esse 1° membro seja um
| TQP, qual deveria ser o 3° termo?
\ =

Veja: (2ax)® + 2 - (2ax) - b + b?
Essa expressao fatorada resulta: (2ax + b)?




[ £l Mas 0 3°termo & | . = -

4acenzob? | Matei a charadal Basta adicionar b’ e ‘\‘
= 7 subtrair 4ac dos dois membros da equagao. |

3. Adicionando b® e subtraindo 4ac dos dois membros da equagao, temos:
42 + 4abx + 44C + b* — 4dC = 0 + b?

£ podé ser
T fatorado.

| Agora sb'utnro
1% membro ¢ um TQP.

Dai:
4a’x? + 4abx + b? = b* — 4ac
(2ax + by* = b® — 4ac
4. Supondo que b* — 4ac = 0 e extraindo a raiz quadrada dos dois membros, recai-
mos em duas equagoes do 12 grau:

2ax + b = +/b? - 4ac

e
2ax + b = —Jb? — 4ac

ou, de forma abreviada, 2ax + b = #/b” — 4ac

U1

. Subtraimos b dos dois membros:

2ax + 4 — = b +./b? - 2ac
2ax = —b +4b? — 4ac

6. Dividimos os dois membros por 2a:

—b 6" — 4ac
g = N
2a

Esta expressao ¢ conhecida como férmula de Bhaskara para a solugao de equa-
¢oes do 2° grau.

Figura 9: Dedugdo da formula resolutiva da equag&o do 2° grau
Fonte: Matematica Hoje é Feita Assim, 2000, p. 112-113
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Para deduzir a formula de resolugio da equacéo do 2° grau, o autor utiliza 0 método
descrito por Bhaskara’. Utiliza a técnica de primeiro isolar o termo independente, multiplicar
por 4a ambos 0s membros da equacdo e em seguida somar b®> a ambos os membros da
equacdo, com o objetivo de obter no primeiro membro da equagdo um trinbmio quadrado
perfeito; a partir disso segue com manipulacfes algébricas até obter a férmula geral de
resolugdo. Consideramos este método de obtencdo da férmula resolutiva mais simples que o
apresentado no livro anterior, no entanto, ndo o utilizamos em nossas atividades.

Apo6s deduzir a formula de resolucdo da equagdo do 2° grau, ele retoma o problema
que havia deixado “pendurado” quando introduziu a nogio de equacio do 2° grau, para s
agora resolvé-la, deixando algumas reflexdes ao leitor: se realmente fez uso da fatoragdo e do
completamento do quadrado com intuito de que o aluno atribuisse significado a fatoracdo ao
encontrar as raizes da equacéo do 2° grau, ou se, como suporte para exploracdo da equacéo na
forma geral, a fim de obter a formula para resolucao.

E apresentado um capitulo sobre fatoragdo, produtos notaveis e calculo algébrico, que
antecede ao de equacdes do 2° grau e, segundo o autor, a fim de “desenferrujar”, ou seja, fazer
uma retomada desses conteddos com o aluno, preparando-o para utilizar esse conhecimento
posteriormente. Ainda neste capitulo ele tem a preocupacéo de apresentar 0 completamento
do quadrado na forma geométrica, no entanto, sé apresenta 0 completamento do quadrado
para uma expressdo a>+2ab+b?, cujos coeficientes sio positivos. Salienta que na série anterior
o tema foi abordado no livro, porém deixa explicita a necessidade da retomada, por considerar
que o aluno ndo esta apto a usar esse contelido como ferramenta, na solugdo de problemas
mais complexos. Orienta ainda o professor que, antes de apresentar exercicios de fatoracdo
algébrica, deve explorar a fatoracdo numérica.

Quanto a resolucdo de uma equagdo completa, quando se trata de um trindmio
quadrado perfeito o autor recomenda a utilizagdo da fatoragdo, pois se trata de uma
abordagem extremamente rica e permite aos alunos exercitarem suas habilidades.

Observamos, a apresentacdo da resolucdo da equacdo do 2° grau, utilizando o
tratamento dentro do registro algébrico, indo na diregdo contréria da indicada por Duval,
quando este enfatiza que é importante criar condi¢cdes para que 0 aluno reconhega um mesmo
objeto matematico em varias representagdes, promovendo uma apreensdo mais significativa

dos conceitos matematicos. Enfim, podemos dizer que o texto analisado demonstra a

"Veja em STRACHEY, Edward. Bija Ganita or the Algebra of the Hindus. Londres: W. Glendinning, 1819.
138 p.
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preocupagdo em explicitar a resolugdo da equacdo pela fatoragdo, ndo em apresentar
diferentes registros de representacao.

2.3 Programa de Matemética da escola pesquisada: conhecendo a escola e o conteido em

questéo

Nossa pesquisa foi desenvolvida numa escola pablica de Campo Grande - MS. Nessa
escola ha, no periodo matutino das 7 as 12 horas, seis aulas de 50 minutos cada. No periodo
vespertino, a partir das 14 horas, ha outras atividades como as aulas de educacédo fisica,
recuperacdo e apoio pedagogico. As salas de aula sdo bem iluminadas e ventiladas, possuem
quadro branco, computador, datashow, lousa interativa e equipamento de som para o uso do
professor.

Os professores sdo concursados e tém regime de dedicacdo exclusiva. A maioria
possui titulagdo de Mestre.

Os alunos demonstram um bom nivel de conhecimento matematico, até mesmo
aqueles que apresentam alguma dificuldade de aprendizagem. A escola oferece condicdes, por
meio das aulas de apoio pedagdgico, para que estes tenham oportunidades de rever contetidos
prévios importantes ou mesmo contetidos vigentes em sala de aula em que apresenta pouca
compreensao.

A disciplina de Matematica é dividida em duas frentes: Geometria e Algebra, com
professores distintos. A escola possui um documento no qual sdo descritos 0s assuntos a
serem abordados, objetivos e nlimero de sessoes.

No programa de algebra relativo ao nono ano do Ensino Fundamental consta que, a
Unidade Didatica “Equagdes Redutiveis as EquacBes Polinomiais do 2° Grau”, devera ter
carga horaria de 28 aulas, e os assuntos a serem ministrados sdo assim descritos:

1- Conceito e resolucio da equagio polinomial do 2° grau;
2- Relac0es entre os coeficientes e as raizes;
3- Equacdes da forma ax®" + bx" + ¢ = 0;
4- Equagdes irracionais;
5- Equacdes fracionarias;
6- Sistemas de equacdes;
7- Problemas do 2° grau.
Os dois primeiros itens sdo relacionados a nossa pesquisa, para estes, sdo destinadas

treze aulas e dentre seus objetivos, destacamos, o de identificar a forma fatorada da equacéo
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ax? + bx + ¢ = 0 (a # 0) com duas raizes reais e obter, se possivel, a fatoracéo de um trindmio
do 2° grau.

Acreditamos que, para uma compreensdo maior desses contelidos, seria importante
que a escola revisse a apresentacdo destes, privilegiando primeiro a resolugdo da equacédo por
meio da forma fatorada, exercitando as habilidades dos alunos e depois o ensino pela formula
resolutiva.

Quanto ao estudo das equacdes do 2° grau, a escola estd atendendo a recomendagéo
dos PCN (BRASIL, 1998) inserindo tal conteldo no programa; também notamos a
preocupacéo curricular da escola com a apresentacgdo deste contetido, equagdo do 2° grau, na
forma fatorada, atendendo ao que os PCN preconizam.

As principais nocles, extraidas desse capitulo, que compdem nosso trabalho sdo: as
recomendacdes sobre o ensino das equagBes do 2° grau propostas pelos PCN (BRASIL,
1998), a apresentacdo por diferentes livros didaticos da fatoracdo para a resolucdo de
equacBes do 2°grau, que posteriormente sera utilizado em sala de aula pelo professor e a
proposta de ensino da escola pesquisada, que propdem trabalhar com a forma fatorada das
equacBes do 2° grau.



3 APORTES TEORICOS

Apresentamos como referenciais tedricos de nossa pesquisa a Teoria das Situacdes
Didaticas (TSD) proposta por Brousseau (1986), a Teoria dos Registros de Representagdo
Semiética (TRRS) de Duval (1995), visando atender nosso objetivo geral e os especificos,
assim como para dar suporte na elaboracdo, apresentacdo e andlise das atividades propostas
aos alunos durante o desenvolvimento desta pesquisa. Vale ressaltar que as principais ideias
que norteiam nossa pesquisa sdo: a nocao de situacdo de validacédo e de institucionalizagdo, as
conversdes e o0s tratamentos envolvendo registros de representacdo semidtica, que
contribuiram para a elaboracéo, desenvolvimento e analise da sequéncia de atividades.

A TSD serve de base para encontrar caminhos para uma postura de professor
investigativo, que coloca o aluno para refletir, orientando-o0 na construcdo de um saber.
Acreditamos que essa teoria possibilita uma reflexdo sobre o modelo de aula classico
executado ao longo dos anos; mostra também como pode ocorrer a apropriacdo de um
conhecimento pelo aluno. J& a TRRS nos mostra a importancia de diferentes representacdes
para um mesmo objeto matematico, oferecendo, desse modo, alternativas que podem
favorecer a aprendizagem. Lembramos que, ndo utilizamos por completo essas teorias citadas,
mas apenas alguns de seus elementos, sdo eles: da TSD as situagdes adidaticas de acdo,
formulacdo e validacdo e a situacdo didatica de institucionalizacdo; da TRRS, tratamentos e
conversoes.

O referencial metodolégico no qual nos apoiamos foi a Engenharia Didatica, utilizada
para elaborar, aplicar e interpretar uma sequéncia de atividades, ou seja, organizar nossos
procedimentos metodologicos, buscando favorecer a mobilizacdo de diversos registros de
representacdo pelos alunos, em torno da resolucdo da equacéo do 2° grau pela fatoracéo, de

forma a contribuir para a apreensdo desse objeto matematico.

3.1 Teoria das Situacdes Didaticas e Teoria de Registro de Representacdo Semidtica

Da TSD utilizamos o conceito de situagdo adidatica, em particular a de validagéo, em
que temos como objetivo verificar a realizacdo das atividades propostas bem como observar
como o aluno procede para validd-las. Além disso, utilizamos também a situacdo de

institucionalizacdo.
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A Teoria das Situagdes Didaticas é um modelo teérico desenvolvido na Franga por
Guy Brousseau (1986), que teve inicio a partir de estudos criticos sobre a teoria da
epistemologia genética de Piaget.

Brousseau desenvolveu um tratamento cientifico do trabalho didatico tendo como base a
problematizagdo matematica e a hip6tese de que se aprende por adaptagdo a um meio que
produz contradicOes e desequilibrios. Observa-se que sua teoria se apresenta como uma
contraposicdo a forma didatica classica, centrada no ensino com énfase na divulgacdo de
conteddos sistematizados, incluindo a forma axiomatica. (FREITAS, 2010, p. 78)

Essa teoria tem embasamento no tripé: professor, aluno e saber matematico,
valorizando igualmente todas as partes envolvidas; atribui ao professor o papel de criar
situacOes que despertem o interesse pela aprendizagem e permita ao aluno construir seu saber
e se apropriar de um determinado contelido matematico.

Para Brousseau (2008, p. 21) “Uma situagdo ¢ um modelo de interacdo de um sujeito
com um meio determinado”. O meio é onde ocorrem as mudangas, equilibrio e desequilibrio
diante de situacOGes propostas e a possibilidade de ocorrer a aprendizagem de um novo
conceito ou rever conceitos equivocados, (FREITAS, 2010).

Sabe-se que a forma como um contelido matematico é apresentado podera determinar
sua aprendizagem ou ndo. Segundo Freitas (2010), cabe ao professor estruturar as atividades
de forma que haja o envolvimento ativo dos alunos e que permita momentos de investigacao e
reflexdo acerca do objeto matematico, desse modo, contribuindo para a aprendizagem.

Segundo Freitas, (2010, p. 80) “Existira uma situagdo didatica sempre que ficar
caracterizada uma intencdo, do professor, de possibilitar ao aluno a aprendizagem de um

determinado conteudo”.

Uma situagdo didatica ¢ um conjunto de relagdes estabelecidas explicitamente e/ou
implicitamente entre um aluno ou um grupo de alunos, num certo meio, compreendendo
eventualmente instrumentos e objetos, e um sistema educativo (o professor) com a
finalidade de possibilitar a esses alunos um saber constituido ou em vias de constitui¢@o.
(BROUSSEAU, 1986, p.8)

De acordo com a nogdo de situacdo didatica o professor ndo transmite o contetido, mas
transfere ao aluno a responsabilidade da aprendizagem, ou seja, sua intengdo de ensinar ndo é
revelada. Segundo Freitas (2010), o professor prepara, organiza a situagdo e tem o controle
sobre o andamento dela e ndo sobre o saber; os alunos devem vivencia-la como se fossem

pesquisadores que buscam a solugdo sem a ajuda do mestre.
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Uma situacdo didatica se caracteriza essencialmente pelo fato de representar
determinados momentos do processo de aprendizagem nos quais o aluno trabalha de
maneira independente, ndo sofrendo nenhum tipo de controle direto do professor
relativamente ao contelldo matematico em jogo. (FREITAS, 2010, p. 84).

As situacGes didaticas sdo momentos impares a aprendizagem, pois 0 sucesso nelas
significa que o aluno tomou o problema para si, refletiu, supds formas de resolucéo a partir da
sua compreensdo matematica, independentemente do professor. Essas situacdes exprimem a
autonomia do aluno frente a uma situacdo de aprendizagem, possivelmente garantindo
sucesso no disciplina.

Uma situacdo didatica pode ser de acdo, formulacdo e de validacdo. Ressaltamos que
essas etapas ndo estéo separadas de forma clara, nem acontecem seguindo a mesma ordem de
apresentacao.

Caracterizamos como situagdo de acdo quando o aluno apresenta uma resolugdo para
um determinado problema, sem se preocupar com uma explicagdo tedrica. Para Freitas (2010,
p.95).

[...] ocorre uma situacdo de acdo quando o aluno, que se encontra ativamente
empenhado na busca de solugdo de um problema, realiza determinadas acfes mais
imediatas, que resultam na producdo de um conhecimento de natureza mais
operacional.

Caracterizamos uma situacdo de formulacdo quando o aluno utiliza um conhecimento

tedrico para proceder a resolugdo em uma linguagem matematica mais formal.

Numa situagdo de formulacéo, o aluno ja utiliza, na solucdo do problema estudado,

alguns modelos ou esquemas tedricos explicitos, além de mostrar um evidente
trabalho com informagdes teéricas de uma forma bem mais elaborada. (FREITAS,
2010, p. 96)

Uma situacdo de validacdo se caracteriza quando o aluno é capaz de verificar a
validade de sua resolugdo. Para Freitas (2010, p. 98) “sdo aquelas em que o aluno ja utiliza
mecanismos de prova e em que o saber é usado com essa finalidade”. E acrescenta que “um
processo de validacdo se caracteriza, principalmente, como uma atividade que tem por
finalidade assegurar a validade de uma dada proposicdo matematica, podendo ainda consistir
na produgdo de uma explicagdo tedrica” (p. 98). Contudo, utilizamos a situagdo adidatica de
validaco, procurando analisar como se d& o processo de validacdo da atividade proposta ao

aluno, bem como, instigando-o a realiza-la.
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Na resolucdo de uma equacdo, se o aluno substitui as raizes encontradas na equagéo
para verificar se ela satisfaz a equacdo, ele estara realizando uma validacdo, bem como
fazendo uso de um segundo registro, no caso o registro numérico.

Concordamos com Pais (2002, p. 73) quando afirma que “A explicagdo da validade de
uma proposicdo estd condicionada ao plano estrito da compreensdo individual”. Ao
compartilhar sua validagdo o aluno podera produzir reflexdo, questionamento e contestacéo,
podendo contribuir para a evolugdo na aprendizagem.

Brousseau (2008, p. 31) enfatiza que “no passado acreditava que ao considerar as
situacdes de agdo, formulagdo e validagdo dispunha de todos os tipos de situagdo”, porém
percebeu a necessidade dos professores ao término de um conteddo, revisar 0s pontos mais
importantes deste, reforgando as ideias que deveriam ser fixadas pelos alunos, sinalizando a

necessidade de institucionalizar o saber.

As situagBes de institucionalizagdo visam estabelecer o carater de objetividade e de
universalidade do conhecimento. O saber tem, assim, uma fungdo de referéncia cultural
que extrapola o contexto pessoal e localizado. Portanto, o conhecimento devera ter, para
o0 aluno e para a sociedade, um estatuto mais universal do que aquela limitacdo imposta
pela particularidade do problema estudado. (FREITAS, 2010, p. 101)

O momento de validacdo ocorre de forma independente do professor, no entanto, no
momento da institucionalizacdo a responsabilidade pelo saber matematico é do professor,
embora deva ser realizado com a participa¢do dos alunos, de modo que dialoguem sobre o0s
conhecimentos construidos ao longo da atividade.

Além da TSD, para concepcdo das atividades e analise dos dados coletados na
pesquisa, utilizamos também a Teoria dos Registros de Representagcdo Semidtica, concebida
por Raymond Duval. Com o auxilio da TRRS é possivel analisarmos se o aluno mobiliza os
diversos registros propostos nas atividades e realiza conversdo, mudanga de um registro a
outro e tratamento, transformagdo dentro de um mesmo registro e as dificuldades que eles
encontram.

Raymond Duval, filésofo e psicélogo de formacdo, trabalhou no Instituto de Pesquisa
de Educacdo Matemética (Irem) de Estrasburgo, na Franca, de 1970 a 1995, onde
desenvolveu estudos sobre Psicologia Cognitiva. Seus trabalhos tratam principalmente do
funcionamento cognitivo dos estudantes, por meio da mobilizacdo de representacfes
semioticas, na atividade de resolucéo de problemas de matematica.

Em sua obra Sémiosis et pensée humaine, publicada em 1995, ele descreve um modelo

de funcionamento cognitivo do pensamento baseado em mudanca de registro de representacéo
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semidtica. Em geral somos levados a pensar que o aluno frente a um problema dispde de um
Unico mecanismo de resolucéo, no entanto ha varios. Duval tenta mostrar a importancia disso
para o processo de aprendizagem.

Duval acredita que a atividade matemética deve ser particularizada e estudada nas suas
especificidades e ndo partindo do mesmo principio de aprendizagem de outras disciplinas e
acrescenta que o “desenvolvimento das representagdes semidticas foi uma condi¢do essencial
para a evolugdo do pensamento matematico” (DUVAL, 2010, p.13).

Duval (2011) enfatiza que para a anélise do conhecimento matemético ndo se deve
considerar apenas a natureza dos objetos estudados, mas a forma como 0s objetos sdo
apresentados ou como podemos ter acesso a eles. Dessa forma ndo é possivel estudar os
fendmenos relativos ao conhecimento sem recorrer a nocéo de representacdo. Segundo Duval
ndo ha conhecimento matematico que possa ser mobilizado por um sujeito sem uma
representacdo. O termo representacdo esta muito ligado ao sentido de concepgdes prévias que
0 aluno tem com relagéo aos conhecimentos escolares.

Devemos considerar que 0s objetos matematicos ndo sdo perceptiveis ou mesmo
observaveis com a ajuda de instrumentos, seu acesso passa impreterivelmente por
representacdes semioticas. Como os alunos, de modo geral, ndo conseguem perceber 0 mesmo
objeto matematico em diferentes representacGes, isto se torna um fator limitante para sua
apreensdo. Dai a importancia de criar condi¢des para que o aluno reconhega um mesmo objeto
matematico em vérias representagdes, promovendo uma apreensdo mais significativa dos
conceitos matematicos. Para Duval (2010) “sem as representagdes semioticas torna-se
impossivel a construgdo do conhecimento pelo sujeito que apreende”.

Nesta pesquisa fizemos uso de registros de representacdo semidtica no estudo da
resolucido da equagdo do 2° grau, em particular no método do completamento do quadrado,
considerando algumas formas de representacdo utilizadas por alunos do 9° ano do Ensino
Fundamental, durante o desenvolvimento de uma sequéncia de atividades.

Duval apresenta dois tipos diferentes de transformagGes entre registros de
representacdo semiotica: os tratamentos e as conversoes.

0 tratamento de uma representacdo, para Damm (2010, p. 179) “é uma transformacéo
dessa representagdo no proprio registro onde ele foi formado, sendo o tratamento uma
transformacdo interna a um registro”. A resolucdo de uma equacao, inequacgao ou sistemas de
equaches, representa um tratamento: ao resolvé-los continuamos representando-o0s
algebricamente. O tratamento exige regras proprias a cada registro (calculo numérico, calculo

algébrico, entre outros) e sua natureza varia de um registro a outro. O aluno pode apresentar
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muita dificuldade no tratamento de um registro, quando ndo domina a linguagem da qual se
trata. Por exemplo, ao resolver uma equagéo como x(x+1) - 9 = x, ao realizar a multiplicacéo
X.X, se ele desconhece a propriedade da multiplicacdo de poténcias de bases iguais, podera
escrever 2x, realizando um tratamento e obtendo um resultado erroneo.

O tratamento esta relacionado a forma e ao contetido do objeto matematico. Dessa
forma, ao representar um dado na representacdo simbdlica 25/100 ou mesmo 0,25, o aluno
pode ndo reconhecer 0 mesmo objeto matematico, nimeros racionais, nestas representacdes,
pois em cada uma delas estdo presentes propriedades diferentes, com custos cognitivos
diferentes.

O tratamento, segundo Duval (2010, p. 15);

Quase sempre, é somente este tipo de transformacdo que chama a atencéo porque ele
corresponde a procedimentos de justificacdo. De um ponto de vista “pedagogico”, tenta-
se algumas vezes procurar o melhor registro de representagdo a ser utilizado para que 0s
alunos possam compreender.

A conversdo de uma representagdo em outra para Damm (2010, p. 179) “¢ a
transformacdo dessas em uma representacdo em outro registro, ou seja, a conversdo se da
entre registros diferentes”, podendo conservar totalmente ou em parte o objeto matematico em
estudo.

As representacfes semidticas podem ser convertidas em representagdes equivalentes
em outro sistema semidtico. Portanto, converter uma representagdo é mudar a forma pela qual
um conhecimento é representado. Do ponto de vista cognitivo a conversdo é uma
representacdo fundamental, “porque a atividade matemaética requer a mobilizagdo de um
segundo registro de representacdo semiodtica” (DUVAL, 2011, p. 121).

Duval explicita que a capacidade de compreensdo em matematica esta ligada a
capacidade de mudar de registro. Segundo Duval (2010, p.15), “a compreensdo em
matematica supde a coordenagdo de ao menos dois registros de representagdes semiodticas”.
As representacfes semidticas utilizadas em matematica, de acordo com Duval (2010, p. 14)
s30 os “sistemas de numeragao, figuras geométricas, as escritas algébricas e formais”.

O autor apresenta, ainda, uma classificacdo para os registros de representagdo: as
representacbes multifuncionais e monofuncionais e as representagdes discursivas e nédo

discursivas, conforme o quadro:
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REPRESENTACAO REPRESENTACAO NAO
DISCURSIVA DISCURSIVA
REGISTROS Lingua natural Figuras geométricas planas ou em
MULTIFUNCIONAIS: Associacdes verbais | perspectivas (configuragoes em
Os tratamentos ndo sdo | (conceituais) dimensédo 0,1,2 ou 3)
algoritmizaveis. Formas de raciocinar: e apreensdo operatoria e ndo
e Argumentagdo a partir somente perceptiva;
de observagBes, de e construgdo com instrumentos
crencas...;

e Deducdo vélida a partir
de definicdo ou de

teoremas
REGISTROS Sistemas de escritas: Graficos cartesianos
MONOFUNCIONAIS: Os e numéricas (binéria, e mudangas de sistema de
tratamentos sdo principalmente decimal, fracionéria...); coordenadas;
algoritmos. e algébricas; e interpolagdo, extrapolacdo
e simbdlicas (linguas
formais)

Célculo
Quadro 1: Classificagdo dos diferentes registros mobilizaveis no funcionamento matematico (fazer matematico,
atividades matematica)

Fonte: Duval, 2010, p.14

Duval (2010) ressalta que a originalidade da atividade matematica esta na mobilizacéo
simultanea de ao menos dois registros de representacdo ao mesmo tempo ou na possibilidade
de trocar a todo momento de registro de representacdo e mesmo que numa atividade um
registro parega privilegiado deve sempre existir a possibilidade de mudar.

Nas atividades propostas nesta pesquisa, possibilitamos ao aluno a realizacdo do
tratamento e da conversdo. Diante do quadro acima exposto, verificamos que nosso trabalho
enfatiza a conversdo entre os registros multifuncionais, representacdo ndo discursiva para 0s
registros monofuncionais, representagéo discursiva e vice-versa. Duval observa que “em geral
a distancia cognitiva entre os registros discursivos e 0s registros ndo discursivos é sempre
maior do que parece” (DUVAL, 2011, p.123). Assim, buscamos investigar e estudar as
dificuldades enfrentadas pelos alunos ao longo das transformacgdes nos registros e entre

registros, ao resolver equacdes do 2° grau pela fatoragéo.

3.2 Engenharia Didética

A Engenharia Didatica, desenvolvida na Francga, surgiu na didatica da Matematica no
comeco dos anos 1980 e recebeu esta denominacdo por assemelhar-se ao trabalho do
engenheiro, que necessita de conhecimentos cientificos para aplicar e adaptar a realidade onde

vai atuar.
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A Engenharia Didatica, para Machado (2010, p. 233), “é uma metodologia que se
constitui com a finalidade de analisar as situacGes didaticas, objeto de estudo da Didéatica da
Matematica”.

Para Douady a Engenharia Didatica é:

[...] uma sequéncia de aula(s) concebida(s), organizadas(s) e articulada(s) no tempo, de
forma coerente, por um professor-engenheiro com o fim de realizar um projeto de
aprendizagem para uma determinada populacdo de alunos. No decurso das interacdes
entre professor e alunos, o projeto evolui sob as reacdes dos alunos e em fungdo das
escolhas e decisdes do professor. Dessa forma, a engenharia didatica € ao mesmo tempo
um produto, resultante de uma analise a priori, e um processo no decurso do qual o
professor executa o produto adaptando-o, se for o caso, na dindmica da classe.
(DOUADY, 1995, p. 61)

Conforme descrigdo feita por Artigue (1996, p. 196) a Engenharia Didatica “¢ uma
metodologia de investigacdo, caracterizada por um esquema experimental baseado em
realizacOes didaticas na sala de aula, isto é, na concepgdo, na realizacdo, na observacdo e na
andlise de sequéncias de ensino”. A Engenharia Didatica também se caracteriza pelo registro

e pelas formas de validac&o.

Considera-se um ponto do sistema didatico cujo funcionamento parece, por razdes de
naturezas diversas, pouco satisfatério. Analisa-se esse ponto de funcionamento e as
condigBes que tendem a encontrar um novo ponto de equilibrio e, depois, trabalhando
com essas condigdes, busca-se determinar condi¢des de existéncia de um modo de
funcionamento mais satisfatério. (ARTIGUE, 1995, p. 39)

Classificamos nossa metodologia como uma microengenharia, que tem por finalidade
0 estudo de alguns registros de representacéo semidtica, relativos ao conceito de fatoracéo de
um trinbmio quadrado perfeito e do completamento do quadrado.

Artigue (1990) destacou que é fundamental no trabalho com a Engenharia Didatica a
importancia da realizacdo de um projeto que possua um referencial tedrico adequado e que
permita a realizacdo de uma préatica submetida a um controle sistematico.

Pais (2002, p. 102) chamou a atencédo para a importancia da sequéncia didatica:

Uma sequéncia didatica é formada por um certo nimero de aulas planejadas e analisadas
previamente com a finalidade de observar situacdes de aprendizagem, envolvendo os
conceitos previstos na pesquisa didatica.

Em seguida, ele complementou: “E preciso estar atento ao maior nimero possivel de

informagdes que podem contribuir no desvelamento do fendmeno investigativo” (p. 102). Em

Nnosso caso, sdo 0s varios tipos de registros (numérico, algébrico, geomeétrico) articulados, que
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podem provocar no aluno a compreensdo deste contedido, muitas vezes ensinado somente por
regras, de forma abstrata, sem significado.

Diferentemente de outras metodologias, a Engenharia Didatica possui uma validacao
interna, que é realizada pelo confronto entre a anélise a priori e a analise a posteriori, por isso
é uma metodologia singular, que se diferencia de outras metodologias de pesquisa. Para sua
concretizagdo é preciso seguir quatro etapas distintas: andlise preliminar; concepcéo e anélise
a priori; experimentacdo e, por fim, anélise a posteriori e validacdo, expostas a seguir, com a
descricdo de sua referida sistematizacdo em nosso trabalho.

Andlise preliminar

A andlise preliminar é realizada observando os objetivos da pesquisa e deve conter
uma analise epistemologica do contetido, uma analise do ensino atual deste conteldo e seus
efeitos, bem como das concepgdes e dificuldades dos alunos e dos entraves na dimensao
didatica e cognitiva. Em nosso trabalho destacamos textos que serviram como norteadores
nesta etapa como: o completamento do quadrado nas formas algébrica e geométrica em livros
didaticos, as recomendacBes contidas nos Parametros Curriculares Nacionais e em outros
documentos oficiais acerca do ensino deste conteGdo matematico e a descricdo de
dificuldades apresentadas no processo de aprendizagem de equagdes do 2° grau, por meio da
andlise de pesquisas realizadas.

Concepcao e analise a priori

Nesta etapa é feita uma descrigdo e previsdo em que o pesquisador escolhe as variaveis
que considera pertinentes para o problema estudado, analisa o desafio dado aos alunos,
descreve 0 comportamento esperado dos alunos, seus significados e suas expectativas. Isto é
feito para cada atividade da sequéncia. E a fase da construcao da sequéncia didatica.

O objetivo da analise a priori é determinar como as escolhas realizadas permitem
controlar o comportamento do aluno e o sentido desse comportamento. A analise a priori
abarca descricdo e previsao dos fenémenos.

Priorizamos em nossas analises a priori um trabalho descritivo e previsivo do papel do
aluno diante da resolugdo da equagdo do 2° grau, com base nas situacGes adidaticas de
validacdo e na situacdo de institucionalizagdo, (BROUSSEAU, 1986) e dos registros de
representacdo semidtica (DUVAL, 1995), tratamento e conversdo, considerados na sequéncia
de atividades.

Para a concretizacdo dessa etapa em nossa pesquisa, foi organizada uma sequéncia
didatica composta por trés blocos de atividades, nas quais previmos possiveis estratégias de

resolugdo, bem como dificuldades dos alunos; foram descritas as variaveis didaticas que
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julgamos pertinentes, a saber, medidas de lados e area, expressao presente na atividade, por
apresentarem caracteristicas especificas que, dependendo de sua complexidade, podiam
provocar alteracdes nas estratégias de resolucdo das atividades realizadas pelos alunos.

Segundo Freitas (2010), cabe ao professor estruturar as atividades visando o
envolvimento dos alunos, assim, delimitamos como nosso papel principal, possibilitar aos
alunos momentos de investigacdo e reflexdo acerca do objeto matematico, questionando-os,
orientando-o0s para que possam mobilizar conceitos, buscar outros, a fim de encontrar nos
diferentes registros de representacdo uma alternativa para resolucéo e apreenséo das equacoes
do 2° grau pela fatoracdo e valida-las. Nos momentos finais de cada atividade buscamos
trabalhar a institucionalizacdo de alguns conceitos e técnicas referentes ao tema, com o
objetivo de analisar as producGes dos alunos, bem como discutir erros, acertos, ideias
equivocadas e estratégias de solucdo.

Experimentacdo

Em nosso trabalho, a fase da experimentacéo, foi materializada pela aplicagcdo de uma
sequéncia de atividades referentes as equacfes do 2° grau, para a qual foram explicitados aos
participantes da pesquisa os objetivos e as condigdes da realizagdo da mesma.

A cada sessdo realizou-se a andlise dos dados coletados, com o0s objetivos de
responder as questdes propostas na pesquisa, verificar e descrever se houve algum elemento
novo, ndo considerado nas andlises a priori, que deveria ser revisto nas proximas sessées.
Nesta etapa, caso necessario, reformulam-se as questGes e a analise a priori das sessdes
seguintes, a fim de abarcar os elementos novos constatados e eventualmente corrigir o rumo
previsto, com o objetivo de responder a questdo norteadora do trabalho por meio da analise
das atividades propostas.

Anélise a posteriori e validagéo

E nesta etapa que ocorre a conclusdo do trabalho. O pesquisador deve analisar os
dados coletados e confrontar com a andlise a priori para validar ou refutar as hipéteses
levantadas. A Engenharia Didatica diferencia-se de outras metodologias pelo tipo de registro
das acles e pela validacdo. Em geral, outras metodologias realizam uma validacdo externa
(confrontacdo/comparagdo entre grupos experimentais e grupos testemunhas). A engenharia
didatica faz estudo de caso e possui uma validagdo interna que se apoia na confrontacdo entre
a analise a priori e a andlise a posteriori.

Em nossa pesquisa analisamos se 0s varios tipos de registros de representacdo

contribuiram para a aprendizagem da resolugdo da equacio do 2° grau pelo método da
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fatoracdo. Para isso, confrontamos a analise a priori e a posteriori, objetivando a validagao
das hipoteses levantadas com o auxilio das teorias propostas por Duval e por Brousseau.

Para Douady (1995, p.37), “A Engenharia Didatica ¢ um instrumento privilegiado para
considerar a complexidade da sala de aula”, pois possui instrumentos que potencializam a
analise antes, durante e depois da realizacdo da sequéncia didatica, maximizando a
compreensdo da aprendizagem matematica, dos desafios e suas solu¢des e consequentemente
contribuindo com a producgéo de conhecimento.

Neste capitulo procuramos sintetizar os elementos tedricos principais que norteiam
nossa pesquisa, sao eles: as nogdes de situacdo de validacdo e de institucionalizacdo, de
registros de representacdo semiética, em particular as conversdes e os tratamentos e também
elementos metodolégicos da engenharia didatica, que contribuiram para a elaboracéo,

desenvolvimento e analise das producdes dos alunos na sequéncia de atividades.



4 ELABORACAO, REALIZAGAO E ANALISE DA SEQUENCIA DIDATICA

Neste capitulo apresentamos a escolha das variaveis didaticas, a sequéncia de
atividades, os procedimentos para a realizacdo e a parte experimental da pesquisa, a fim de
explicitar os elementos utilizados na elaboracdo e no desenvolvimento desta, bem como a
sequéncia de atividades, as analises a priori de cada atividade, destacando as possiveis
estratégias de resolucdo pelos alunos, e as andlises a posteriori das atividades propostas,
confrontando os dados coletados com as estratégias previstas nas analises a priori. Utilizamos
nesta analise a Teoria das Situacdes Didaticas (BROUSSEAU, 1986), buscando analisar as
situacBes de validacdo e valorizando o dialogo sobre os conhecimentos construidos ao longo
da atividade com momentos de institucionalizagdo; utilizamos também, a Teoria de Registro
de Representacdo Semiotica, (DUVAL, 1995), a fim de analisar a mobilizacdo dos diferentes
registros, tratamentos e conversdes.

Apresentamos as atividades por sessdes, de acordo com o desenvolvimento em sala de
aula e, ao final de cada uma, registramos as consideracdes gerais. Realizamos as analises das
sessdes que se mostraram mais ricas do ponto de vista da mobilizacéo dos registros, tanto nos

tratamentos como nas conversoes.

4.1 Escolha das variaveis didaticas

Com relagdo as variaveis didaticas, Almouloud (2007, p. 36) ressalta que “s3o aquelas
para as quais a mudanca de valores provoca modifica¢es nas estratégias 6timas, o que a torna
um ponto importante no estudo de modelos de aprendizagem”. Em nossa pesquisa,
acreditamos que essas mudancas de estratégias contribuirdo para o estudo e a compreenséo da
mobilizacdo dos registros utilizados na resolucdo de equagdes do 2° grau pela fatoragéo.

Apresentamos as variaveis didaticas que foram consideradas em nosso trabalho, bem
como a maneira que elas poderdo influenciar na adocdo de estratégias para resolugdo das
atividades pelos alunos. S&o elas: Medidas de lados e superficie; expressdo presente na
atividade e registro utilizado no enunciado.

Alguns itens que poderiam representar variaveis didaticas, ndo variaram ao longo da
sequéncia didatica, por escolha nossa, pois entendemos que ndo prejudicaria os objetivos da
pesquisa. Sao eles: coeficientes da equagdo, solucBes da equacdo e ambiente proposto.

Apresentamos cada item e as razdes pelas quais fizemos esta opcéo.
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i) Variavel 1 (V1): Medidas de lados e superficie

Em algumas atividades a medida dos lados da figura foi dada, mas em outras deveria
ser procurado o valor correspondente a partir da medida de superficie ou mesmo de uma

expressdo. Veja os exemplos:

Ao longo da sequéncia de atividades alternamos os dados, seja para o aluno realizar
uma conversdo ou um tratamento. Assim, acreditamos que a complexidade do termo
empregado (algébrico ou numérico) para a medida dos lados ou da &rea, bem como da
expressdo proposta pode dificultar ou facilitar a forma como o aluno mobiliza formas de

resolucéo e os diferentes registros.
ii) Variavel 2 (V,): Expressao presente na atividade
Apresentamos atividades em que os alunos deveriam representar dados por meio de

uma expressdo numérica ou algébrica. De acordo com a expressdo presente na atividade, o

nivel de dificuldade para realizacdo desta tarefa pode variar, exigindo outros conhecimentos

5

[]

0uU mesmo outras estratégias para resolucdo. Por exemplo, dada a figura: ° , escreva

a expressdo numérica que representa a area do “quadraddo” obtido; ou dada a figura:

encontre a expressao que representa sua area e a escreva na forma fatorada; ou
ainda, complete as lacunas: ............. =12y + e, = G - 3y)2.

No primeiro exemplo, os alunos deveriam completar a figura com os retangulos que
faltavam e determinar sua area, como também deveriam determinar a area dos quadrados da
figura; para obter a area do quadraddo deveriam proceder a soma das areas de cada figura. No
segundo exemplo, a partir da area dada, os alunos deveriam determinar a medida dos lados da

figura e escrever a equacdo que representava essa figura na forma fatorada e, no dltimo
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exemplo, a partir de alguns dados, determinar os termos que completavam as lacunas,
escrevendo a expressdo e a forma fatorada correspondente.

Durante toda a sequéncia de atividades, o aluno determina uma expressao e trabalha
com ela, alternando valores e representacdes, assim é possivel analisar como e quais

representacfes sdo mobilizadas, as dificuldades presentes, bem como as estratégias utilizadas.
iii) Variavel 3 (V3): Registro utilizado no enunciado

Durante o desenvolvimento de nossa sequéncia de atividades propusemos atividades
que possibilitavam a articulagdo, pelos alunos, dos registros numérico, algébrico e
geométrico.

Dependendo da representacdo exigida na atividade, esta pode tornar-se mais ou menos
dificil. Por exemplo, ao solicitar a resolucéo algébrica e geométrica da equacéo x* — 14x = -
40 e x* +14x = - 40. Na resolucéo algébrica, o raciocinio empregado ser4 0 mesmo, ja para a
representacdo geomeétrica ndo, dada a natureza do coeficiente b, na primeira equacéo b<0, e na
segunda equagdo b>0, suas representacdes sdo diferentes.

Ao solicitar a conversdo do registro geométrico para o algébrico por meio da escrita da

expressao da area em destaque como o das seguintes figuras,

a) 2 ¥ 3 x
¥ o

x
x )’L

¥

x

, cada uma delas influenciard na
mobilizacdo de estratégias diferenciadas e na articulagdo dos conceitos envolvidos.

A representacdo geométrica dada ou solicitada pode dificultar ou facilitar a resolu¢do
de uma situacdo proposta e a complexidade ou simplicidade das figuras pode influenciar na
mobilizacdo de diferentes estratégias de resolugdo pelos alunos. Por exemplo, ao solicitar a
resolucdo da equagdo 4x*+40x+100=0 geometricamente, o aluno pode iniciar simplificando a
equacdo por 4 ou ndo. Na resolucdo algébrica da mesma atividade, o aluno pode iniciar
fatorando ou simplificando por 4, assim a escolha que fizer mudara sua estratégia de
resolugdo resultando numa menor ou maior complexidade de manipulagéo algébrica.

A complexidade da mudanga de registro de uma equagdo nos fornecera dados para
avaliar as dificuldades, a estratégia de resolucédo utilizada pelo aluno e se adotardo estratégias

diferenciadas diante dessas dificuldades.
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iv) Coeficientes da equagéo

Os coeficientes das equagdes propostas poderiam ou ndo ser inteiros e, de acordo
Alonso et al (1993), as dificuldades com os nimeros racionais séo fontes continuas de erros.
Como o foco de nosso trabalho nédo é o estudo dos nlmeros racionais e esta escolha poderia
acrescentar dificuldades para o desenvolvimento das atividades pelos alunos, optamos por
trabalhar apenas com numeros inteiros, acreditando que tal escolha ndo seria prejudicial a

nossa pesquisa.

v) Solugdes da equacgdo

Como o0 nosso estudo tem foco na resolucdo de equagdes do 2° grau pela fatoragio por
meio do completamento do quadrado, escolhemos equagdes com uma ou duas solucfes, bem
como as que tém solucdo vazia ou expressa por um ndmero irracional. Fizemos opcéo por
variar a natureza das solucdes, a fim de que os alunos pudessem percebé-las ao utilizar os
diferentes registros. Por exemplo, uma equagdo com resolucdo algébrica em que a solucéo
encontrada é vazia pode ser melhor compreendida pelo aluno ao resolvé-la geometricamente.

De acordo com a atividade proposta, analisamos se as solu¢Bes encontradas sdo

respostas aceitas ou nao pelo problema.

vi) Ambiente proposto

Propusemos atividades aos alunos que foram realizadas exclusivamente com papel e
caneta e durante o desenvolvimento das atividades recomendamos que, caso errassem,
deveriam passar um traco e continuar o desenvolvimento da atividade; também néo
permitimos o uso de rascunho. Desse modo, o aluno ndo fazia diversas tentativas ou mesmo
um pequeno calculo para nortear a resolucdo da atividade, refletindo mais para por no papel
sua resolucdo e elaborar um procedimento de resolucdo da atividade que julgasse ser o
melhor. Ressaltamos que esta escolha se faz presente em todas as atividades de nossa

sequéncia de atividades.
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4.2 Escolha dos sujeitos de pesquisa

O contetido de equagdes do 2° grau normalmente integra o plano de ensino do 9° ano
do Ensino Fundamental. Por isso escolhemos como sujeitos de pesquisa alunos desse ano
escolar, levando em consideracdo que eles ainda ndo tinham recebido a instrucéo formal sobre
a resolucdo da equagdo do 2° grau pela fatoracdo. O critério para a escolha dos sujeitos foi a
assiduidade aos encontros.

4.3 A Sequéncia de atividades

Elaboramos e organizamos uma sequéncia de atividades, extraidas e adaptadas de
livros didaticos e paradidaticos, procurando reelabora-las de acordo com o referencial teérico
utilizado, no caso, a Teoria de Registros de Representacdo Semidtica: tratamentos e
conversdes, (DUVAL, 1995) e, a Teoria das Situagdes Didaticas: Situacdo de validacdo e de
institucionalizagdo, (BROUSSEAU, 1986).

Para Duval (2010) o dominio do conhecimento matematico reside em duas
caracteristicas primordiais: a importancia e a grande variedade de representacdes semidticas.
Ao longo da elaboragdo de nossa sequéncia de atividades procuramos favorecer esses
aspectos sob a forma de registros numeérico, algébrico e geométrico, provocando os alunos a
realizarem tratamentos e conversdes.

Elaboramos atividades a partir de situagdes que utilizavam conhecimentos basicos da
matematica, na busca da construcdo de um saber mais amplo e acessivel aos alunos, que
pudessem culminar na resolucéo da equagdo do 2° grau pela fatoragao.

Quanto a nossa sequéncia de atividades, ela foi dividida em trés blocos de atividades
aqui indicados no trabalho por I, Il e Ill. Durante o desenvolvimento dos trés blocos de
atividades, identificamos dificuldades manifestadas e conhecimentos mobilizados pelos
alunos, bem como os registros de representacdo que utilizaram e o envolvimento deles em
situacBes de validac&o.

O primeiro bloco compreende as atividades de 1 a 4. Neste bloco de atividades
tivemos como objetivo verificar a mobilizacdo pelos alunos do conceito de éarea, da
propriedade distributiva, do quadrado da soma de dois termos, tanto na forma geométrica,

guanto algébrica e aritmética.
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O segundo bloco compreende as atividades de 5 a 11. Neste bloco de atividades o
objetivo foi a mobilizagdo pelos alunos das representagdes numérica, geométrica e algébrica
na fatoracdo pelo método do completamento do quadrado.

O terceiro bloco compreende as atividade de 12 a 17. Neste bloco de atividades os
objetivos foram: identificar e analisar a mobilizacdo, pelos alunos, das representagdes
algébrica e geométrica presentes na resolucédo das equagdes do 2° grau completa pelo método
do completamento do quadrado e o reinvestimento do completamento do quadrado na forma
geral da equagdo do 2° grau.

Para melhor compreensdo do trabalho realizado em cada uma das seis sessdes
desenvolvidas com os alunos do 9° ano do Ensino Fundamental, apresentamos um quadro
contendo os conceitos algébricos requeridos ou mobilizaveis nas atividades, a conversao
solicitada e o tratamento enfatizado em cada uma das 17 atividades propostas. Ressaltamos

que adotamos as seguintes abreviaces: (RA) para registro algébrico, (RG) para registro

geométrico, (RN) para registro numérico e (LN) para lingua natural.

Atividade Mobilizag8o dos seguintes conceitos Converséo Tratamento
algébricos

1 Area, expressdo algébrica e numérica RG para RA

2 Quadrado da soma de dois termos e | RG para RA RG e RA
fatoragéo

3 Potenciacdo RA para livre® | RAeRN

4 Area, potenciagdo, expressdo numérica e | RG paraRAe |RA
valor numérico de uma expressao algébrica | RA para RG

5 Expressdo algébrica, area e medida dos | RG para RA RA
lados

6 Medida de lados, area e fatoracdo RG para RA RA

7 Area, expressao algébrica, fatoragio, medida | RG para RA RA
de lado e determinacdo de incdgnita

8 Area, medidas de lados, determinacdo de | RG para RA RA
incOgnita e expressdo algébrica

9 Quadrado da soma de dois termos RA para RG RA

10 Area e expressdo algébrica RG para RA

11 Trindmio e fatoracéo RA

12 Trinbmio RG para RA RA

13 Equac&o do 2° grau RA para RG RG e no RA

14 Equac&o do 2° grau RG para RA RG

15 Equac&o do 2° grau LN paralivre | RA

16 Equacéo do 2° grau RA para livre

17 Equacdo do 2° grau RA

Quadro 2: Contetdo matematico, tratamento e conversdo mobilizaveis em cada atividade

® Neste caso o aluno podera utilizar o registro numérico, algébrico ou geométrico.
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4.4 Procedimentos para a realizagdo da pesquisa

A pesquisa foi realizada em uma escola da rede puablica de Campo Grande — MS. As
sessBes ocorreram no periodo vespertino, das 14 as 15h30. Os participantes da pesquisa foram
alunos voluntarios dos nonos anos do Ensino Fundamental e as atividades foram aplicadas
pela propria pesquisadora. Cabe ressaltar que esses alunos tinham aulas durante a manha, por
isso participaram das atividades da pesquisa no periodo da tarde.

Foi encaminhado um convite aos alunos voluntarios, solicitando uma autorizagdo dos
respectivos responsaveis para a participacdo das atividades de pesquisa, assim como para a
utilizacdo de recursos de audio e video, pela pesquisadora.

A sequéncia de atividades foi apresentada por meio de um datashow, instrumento
utilizado para agilizar a apresentacdo das mesmas, bem como para auxiliar na compreensao
do que seria proposto.

Durante o desenvolvimento das atividades os alunos foram divididos em duplas ou
grupos de no maximo trés alunos, com a finalidade de favorecer a troca de ideias entre os
mesmos. Cada aluno recebeu a atividade impressa em folha sulfite, o qual deveria respondé-la
e entregar a pesquisadora. Os alunos foram orientados a ndo utilizarem lapis (somente caneta)
e, no caso de errar, eles deveriam apenas passar um traco sobre as escritas incorretas e dar
continuidade a resolucdo da atividade.

Os encontros foram gravados em audio e utilizados apenas para os estudos relativos a
pesquisa. Os nomes dos participantes da pesquisa foram mantidos em sigilo. Para a realizacéo
do trabalho previmos a realizagéo de 6 sessdes de 90 minutos cada, sendo uma por semana.

Depois de compreenderem o enunciado da atividade proposta, os alunos deveriam dar
inicio a resolucdo da mesma. Apos a entrega das suas folhas contendo as respostas, foi feita a

discusséo de suas produgdes, com momentos de institucionalizagéo.

4.5 A Parte experimental da pesquisa

A descricdo do desenvolvimento experimental da pesquisa esta exposta nesse capitulo,
no qual apresentamos as atividades realizadas em cada sessdo, incluindo a andlise a priori de
cada atividade proposta aos alunos e em seguida, a analise a posteriori. Assim, para cada
atividade apresentamos o seu objetivo, estratégias e dificuldades esperadas na tentativa de

resolucdo pelos alunos, bem como a descri¢do do desenvolvimento previsto em sala de aula.
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Reafirmamos que as atividades propostas na sequéncia de atividades foram planejadas
utilizando pressupostos da Teoria das SituacBes Didaticas e da Teoria de Registro de

Representagdo Semidtica.

4.6 Sessdo 1

Essa sessdo foi realizada no dia 29 de margo de 2012, foi composta por trés atividades
e contou com a participacao de dez alunos.

Fizemos nossa apresentacdo aos alunos e algumas orientagdes quanto ao nosso
trabalho, apresentando informagdes sobre o desenvolvimento das atividades e sobre o trabalho
deles durante a realizagdo das mesmas.

Com os objetivos de introduzir o assunto e conhecer um pouco dos conhecimentos
prévios dos alunos em relagdo ao campo da algebra, propusemos 0s seguintes
questionamentos para discusséo:

1- O que é algebra?

2- Para que vocé acha que ela serve?

3- O que é uma expressdo matematica?

4- O que é uma equacao?

5- O que é uma equacéo do 2° grau?

6- O que significa a solu¢do de uma equagédo do 2° grau?
7- O que significa fatorar?

A cada questionamento alguns alunos iam expressando seu entendimento, enquanto
outros iam concordando, discordando ou complementando. O nosso papel era de mediacdo,
questionando se todos concordavam com a resposta do colega, fazendo com que cada aluno
expressasse seu pensamento a fim de identificar conhecimentos que eles possuiam sobre o
tema em questao.

Os alunos tiveram mais dificuldades em responder as questdes 2 e 3. Na questdo 2,

apos siléncio geral, transcrevemos algumas falas como:

P®: Se vocé tem 50 reais para dividir entre 3 pessoas: um recebe um valor, o outro a metade do valor
e 0 outro o dobro do valor. Como vocé pode fazer para descobrir qual o valor que deve dar a cada
um? Como resolveria?

Nicole: se os valores fossem iguais colocaria x, y e z, mas nesse caso tem que ser: x + 1x/2 + 2x = 50.

® Ressaltamos que utilizaremos P para pesquisadora e A para aluno, j& que n&o soubemos identificar todos os
alunos pelo nome.
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P: Por que estao usando letras?
A: Porque a gente ndo conhece o valor matematico, ndo conhece o valor que ele tem entdo a gente
tem que usar letra.

Desse modo, pudemos perceber que os alunos possuem conhecimentos que indicam a
necessidade do uso de letras numa equagdo, como por exemplo, ao se deparar com uma
situacdo onde sdo atribuidos valores diferentes para as parcelas de um todo.

Na questdo 3, quando algum aluno manifestava um conhecimento diferente, os outros
ndo concordavam, porém também ndo se aproximavam de uma resposta que demonstrasse
consenso. Apresentamos alguns questionamentos a fim de que apresentassem novas ideias,

mas ndo houve uma sintese conclusiva das respostas, como mostra o excerto abaixo:

P: Entdo o que seria uma expressdo? Dé um exemplo?
A:2+3+4+5

P: E uma express&o? Quem acha que ele esta correto?

A: Eu acho que ndo, acho que numa expressdo tem que ter mais operagdes envolvidas, tem que ter
soma, multiplicacao, divisdo, chaves, colchetes.

P: Tem que ter tudo isso para ser uma expressao?

: Nao, mas tem que ter mais de uma operagao.

: Entdo o problema do exemplo dele é o sinal? S6 usa a soma.
: Tem que ter mais de uma operacao.

: Entdo poderiaser 2 + 3—4....

: Ent&o o que seria uma expressao?

: Pode ter vérios termos.

: Pode ter termos literais.

>»TUX>»T>

A0 passarmos para a questdo 4, observamos que alguns alunos conheciam o conceito
de equacdo e houve progressos no entendimento de uma expressdo, conforme pode ser

verificado no fragmento abaixo:

Bianca: Tenho ideia do que seja uma equagao, mas néo sei explicar, sei que tem uma igualdade que
quando vocé substitui um valor, se fizer esta conta tem que dar o mesmo resultado do outro lado.

P: Entdo para ser uma equagao tem que ter uma coisa, um requisito e todos concordam, que coisa é
esta?

: lgualdade.

: E no caso de uma expressdo, é necessario o simbolo da igualdade?

: N&o!

: Ent&o tem uma diferenga entre equagéo e expresséo.

: Uma tem igualdade e a outra ndo tem.

>T> 10>

A seguir, apresentamos as respostas dadas pelos alunos as questdes 5 e 6.

A: Uma igualdade que possui incognita e essa incognita esté elevada ao quadrado.
A: Elevado a dois.
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P: Pode ter expoente maior que dois?

A: Se for maior que 2 ela ndo é do segundo grau.

P: Vocés ja estdo estudando a equagdo do 2° grau?

A: Sim ja encontramos os valores a, b e ¢, o delta e a formula de Bhaskara.

P: Haja vista que ja resolveram a equacéo do 2° grau ou outras equagdes, quando termina a
resolucdo vocé encontra uma resposta, o que significa aquele valor encontrado?

A: E o valor que vocé substitui na incognita.

A: Para tornar a equacéo verdadeira.

A: Vocé substitui o valor e vé se deu o nimero que esta do outro lado ai vocé sabe se est4 certo ou
errado.

Ficou evidente que os alunos estdo estudando as equagBes do 2° grau nas aulas de
algebra e possuem nogdes acerca do significado da solucdo de uma equagdo e também do
significado de fatorar, que foi nossa questao 7.

Em seguida, apresentamos o tema do nosso estudo e os alunos puderam compreender,
com base no que ja tinhamos debatido, o que estariamos estudando.

Nesta primeira sessdo contamos com a participacdo de dez alunos, cujos nomes sdo
ficticios a fim de preservar a identidade dos sujeitos da pesquisa. Pedimos aos alunos que se
organizassem em duplas ou trios; assim, tivemos a formacdo de quatro grupos, sendo duas
duplas e dois trios. As equipes foram compostas do seguinte modo:

Equipes Componentes
Equipe 1 Nicole, Karol, Bianca
Equipe 2 Mariana, Priscila
Equipe 3 Jodo, Rafaela
Equipe 4 Vinicius, Igor, Will

Nessa sessdo desenvolvemos trés atividades, as quais foram apresentadas com auxilio
de datashow, para agilizar a leitura e a participacdo de todos. Em seguida, indagamos se todos
haviam compreendido o que a questdo solicitava. Como a resposta foi afirmativa,
distribuimos uma folha com a atividade impressa a cada aluno, iniciando assim, o processo de
resolucéo.

Com relagdo a atividade 1, observamos que os alunos efetuaram a resolucdo em 5
minutos. Ao perceber que todos haviam terminado, recolhemos as folhas, observamos
rapidamente se havia respostas erradas ou diferentes das previstas em nossa analise a priori e
iniciamos um processo de discussao sobre cada item da questdo.

Quanto a atividade 2, os alunos também a responderam rapidamente, demonstrando

facilidade tanto na compreensdo do exercicio como na sua realizagao.
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Na atividade 3, para o item b, os alunos solicitaram a permissdo para o uso de régua
graduada e como ndo interferia no que buscdvamos investigar, permitimos o uso desse
instrumento.

A seguir, apresentamos a primeira atividade da sequéncia:

Atividade 1

Encontre uma expressfo que corresponda a area de cada figura abaixo:

3

a) . c)

b) d)

Andlise a priori

Objetivos: Determinar a expressao que representa a area de cada figura proposta na
atividade. Esperamos que os alunos mobilizem a representacdo algébrica ou numérica para
determinar a expressdo que represente a area de cada figura, bem como se mobilizam
corretamente os conceitos de area de algumas figuras planas e da escrita de uma expressao.
Observaremos se 0 aluno é capaz de representar numericamente e identificar relagdes entre as
expressdes, na forma numérica e algébrica, da area das figuras.

Acreditamos que a variavel didatica que se destaca nesta atividade é V,: expressao
presente na atividade.

Estratégias de resolucéo

Destacamos possiveis estratégias de solugdo para esta atividade:

S:: Multiplicacdo da medida da base pela medida da altura

Admitimos que o aluno conheca a expressao que representa a area de um quadrado ou
retangulo (A = b.h e A = I?). Sendo assim, para cada questio a resposta esperada seria

respectivamente: a.b, (5 + 2).4 ou 28, z. (X +y) ou zx + zy e (5 +3).(4+2) ou 48.
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Podera ocorrer dificuldades, pelos alunos, com relagdo a escrita da expressdo numérica
e algébrica, sua representacdo entre parénteses e a no¢do de area do quadrado ou retangulo.
Com base nos estudos de Nguyen (2006) e Booth (1995), essas dificuldades sdo descritas
como: ndo tem dominio de conhecimentos indispensaveis (manipulagdo algébrica) para
resolucdo e os tipos de relacbes e métodos utilizados em aritmética, que envolvem a
dificuldade com o uso dos parénteses, ja descritas.

Para estudar essas dificuldades, caso surjam, poderemos colocar em debate o que é
area de uma figura plana e pedir aos alunos que procurem uma justificativa para explicar para
a turma por que a sua expressao esta correta.

S,: Soma dos lados compostos

Neste caso, o aluno poderia resolver somando primeiro o lado composto pela
justaposicdo dos retangulos que formam a figura e multiplicar o resultado pelo outro lado.
Caso dos itens (b) e (d) obtendo 7.4 e 8.6. Para o item (c) podera ocorrer duas situacdes:

1. Calcular corretamente o produto (x+y). z;

2. Calcular incorretamente, por exemplo, ao adicionar x+y ele obtém x.y que
multiplicado por z é igual a x.y.z.

Nesse caso, Booth (1995, p. 33), destaca que “as dificuldades que o aluno tem em
algebra ndo sdo tanto de algebra propriamente dita, mas de problemas em aritmética que nao
foram corrigidos”. Caso essa dificuldade apareca, buscaremos relacionar com atividades que
envolvam a resolucdo de expressGes numéricas, por exemplo.

Ss: Confundir area com perimetro

A expressdo que representa a area sera indicada, pelo aluno, como a expressdo que
representa a soma dos lados.

No momento de institucionalizacdo poderemos pedir a um dos participantes que diga o
que ele entende por area e perimetro, e também pedir a outro aluno que observe se a resposta
esta certa ou errada e justifique o porqué.

S4: Atribuindo valores as incdgnitas

Neste caso, 0 aluno poderia substituir valores quaisquer para a incognita, presentes
nas figuras (a) e (c) e escrever a expressao correspondente. Caso surja este tipo de resolugéo,
sera considerada correta, pois atende 0s nossos objetivos que séo relativos ao calculo da area e
a escrita da expressdo correspondente.

Validag&o: A nosso ver, a validacdo aconteceria quando o aluno testasse a resposta

encontrada e conseguisse relacionar a expressdo obtida com a area da figura dada. A mudanca
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de registro algébrico para numérico, para os itens (a) e (c) pode ser utilizada como meio de
validacdo.

Anélise a posteriori

Todos os alunos resolveram essa atividade pela estratégia S;: multiplicagdo da medida
da base pela medida da altura.

Observamos que eles calcularam a area rapidamente e identificaram as expressdes
correspondentes em cada uma das figuras. Durante a realizacdo da atividade ndo houve
dificuldades de compreensdo e tampouco de mobilizacdo dos conceitos matematicos
necessarios para a realizagdo da mesma.

Ao analisar as gravagdes da discussdo, percebemos que os alunos conheciam as
férmulas para o célculo da area de figuras basicas (retangulo, quadrado e tridngulo) de uma

figura plana, conforme mostra o excerto abaixo:

: Ent&o o que seria a area?

: Base vezes altura.

: Depende da figura geométrica.

- No quadrado dé& para usar base vezes altura?

Sim.

: No tridngulo?

: Af é base vezes altura dividido por 2.

:No quadzrado também podemos utilizar outra relagéo, qual é?
Ixloul

>0>T>TU>>T

Desse modo, verificamos que os alunos mobilizaram os conhecimentos relativos a
area para realizacao da atividade. Com relacdo ao dominio da escrita de expressdes algébricas,
do uso dos parénteses e da propriedade distributiva, percebemos que ndo apresentaram
dificuldades, pois todos realizaram os célculos e indicaram corretamente as expressdes

correspondentes, como ilustra a producéo a seguir:
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<)

* Z(xtYy) Gu Zx 12

d)

(U+)-(5+3)

Protocolo 10: Atividade desenvolvida pela Equipe 4

E importante destacar que a validacdo ndo ocorreu espontaneamente, foi necessario
que questionassemos sobre tal procedimento. Assim os alunos apresentaram formas de
verificacdo, porém oral.

Pesquisadora: Se quiser ter certeza que fez certo, como fazemos? No item (c), (x + ). z, como tem
certeza que fez certo?

Nicole: Fazendo z.x + zy.

Pesquisadora: Mas como vocé sabe que esta correto?

Bianca: A area do retangulo amarelo daria zx e do rosa daria zy, como vocé quer todo retangulo é s6
VOCé somar zx + zy.

Pesquisadora: E no ultimo caso (item d), como fizeram?

Bianca: Fiz e conferi contando os quadradinhos.

A validacéo ocorreu tanto algebricamente nos itens (a) e (c), como na observagdo da
representacdo geomeétrica nos itens (b) e (d), em que a figura privilegiava a validagdo por

contagem da quantidade de quadradinhos da figura.

Atividade 2

2- Observe a sequéncia de quadrados abaixo:

b)

a) Tendo em vista os quadrados acima, complete o quadro:
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Quadradoa |(2+1)°=(2+1).2+1)=2"+1x2+2x1+1°=2°+2,(1x2) +1°
Quadradob |[(  )*=
Quadradoc |( )?

b) Vocé consegue dizer se existe alguma propriedade ou regra comum presente nos
resultados da resolucdo acima?

Andlise a priori

Nosso trabalho tem por base a fatoracdo, por isso nesta atividade pretendemos
verificar se 0 aluno reconhece a fatoracdo numérica, geométrica ou algébrica e, além disso,
identificar e analisar como ele reproduz e generaliza a forma fatorada do quadrado da soma
das medidas dos lados da figura, bem como se consegue obter a forma fatorada e a identidade
dos quadrados (b) e (c) e, nesse processo, perceber a existéncia de uma lei valida ou regra
geral para a obtenco da identidade do quadrado da soma de dois termos.

Para Duval (2010), o reconhecimento dos objetos por suas inimeras representacdes é
uma atividade cognitiva fundamental. Por isso acreditamos que a representacdo geométrica da
&rea do quadrado possa favorecer a compreensdo da identidade algébrica, a partir da
articulacdo desses registros.

No célculo para obtencdo da identidade do quadrado da soma de dois termos, pode-se
manifestar diferentes niveis de dificuldades, entre as quais elencamos:

a) a resolucéo da atividade a partir da propriedade distributiva em relacdo a adicéo;

b) na figura do item (c), temos a representagcdo algebrica dos lados do quadrado,
exigindo além do conhecimento da propriedade distributiva, o dominio de operagfes com
mondmios;

c) a representagdo do quadrado da soma na forma algébrica pode ser um fator
complicador, caso o aluno ndo saiba operar com termos semelhantes, excluindo qualquer
possibilidade de acerto da atividade.

Booth (1995) e Nguyen (2006) observaram em seus estudos estas dificuldades e
também outras e as descreveram: o foco da atividade algébrica e a natureza das “respostas”,
notacBes e convencBes em algebra, o uso de técnicas validas, mas ndo adequadas para o
objeto em estudo e ndo tem dominio de conhecimentos indispensaveis (manipulacéo
algébrica) para resolucéo.

Esperamos como resposta para o item (a), quadrado a: 22 + 2.(1 x 2) + 1%, quadrado b:
52+ 2.(5 x 2) + 2%e para 0 quadrado c: a° + 2.(a x b) + b%.
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Para o item (b) esperamos que o aluno, ao resolver as atividades do item (a), perceba
que existe um padrdo comum a todas as resolucdes, levando-o a conjecturar a existéncia de
uma regra ou propriedade comum a todas as solu¢des de um quadrado da soma de dois termos
que pode ser usada com o fim de obter o resultado.

Apresentamos as possiveis estratégias de resolucdo dada pelos alunos, veja:

S1: Propriedade distributiva

No item (@), os alunos poderdo utilizar tal propriedade para desenvolver as atividades
propostas e obter o resultado esperado.

Uma possivel dificuldade nesta atividade pode ser a falta de conhecimento algébrico
para o uso correto da propriedade distributiva. O aluno, com essa dificuldade, podera iniciar
seguindo o modelo proposto desenvolvido para o quadrado (a), podendo nesse caso, anotar
valores errados como resolugéo.

S,: Utilizagdo das propriedades da potenciacédo

Os alunos poderdo escrever a expressao como o0 quadrado do primeiro termo somado
ao quadrado do segundo termo, obtendo uma expressdo que nao corresponde a verdade. Esse
erro pode aparecer devido a conceitos errdbneos em aritmética, que ndo foram corrigidos,
segundo Booth (1995) como, por exemplo, (8.5)? em que o aluno multiplica 8 por 5 e depois
eleva ao quadrado obtendo 1600, como também pode fazer 8% e multiplicar por 5° e obter
1600

Ss: Utilizar a representacdo geométrica

Poderd, a partir da observacdo das figuras, concluir que sdo dois quadrados diferentes
e dois retangulos iguais, fazendo a anotacéo da area dos quadrados mais duas vezes a area dos
retangulos.

Nessa atividade, elencamos como varidvel didatica: V. expressdo presente na
atividade e V3. registro utilizado no enunciado.

Durante 0 momento da discussdo da atividade os alunos serdo questionados sobre as
solugdes encontradas para os quadrados (b) e (c). Caso haja divergéncia entre as respostas,
solicitaremos aos alunos que apresentem, no quadro branco, sua resolucdo e validem suas
respostas. Desse modo, poderemos analisar o raciocinio empregado pelo aluno nessa tarefa e
discutir sua validade.

No item (b), para os alunos que ndo identificaram semelhanga entre as expressdes
obtidas, chamaremos atencdo para o fato, para que percebam a existéncia de uma lei ou regra

geral de resolucéo.
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Uma possivel validacdo aconteceria quando o aluno testasse a resposta encontrada,
comparando-a com a area da figura dada e observasse se sua resposta corresponde ou ndo a
area total da figura. Caso ele perceba que sua resposta esteja errada, esperamos que o aluno
retorne sobre a questdo, retomando o problema.

Anélise a posteriori

Na resolucdo do item (a), os alunos encontraram corretamente os valores que
representavam a identidade do quadrado da soma de dois termos. Todos eles fizeram uso da
estratégia elencada por n6s como S;: propriedade distributiva, demonstrando tanto a
habilidade numérica como a algébrica na resolugdo de um produto notavel.

Para o item (b), os alunos identificaram a existéncia de uma regra comum e tentaram

nomea-la.

b) Vocé consegue dizer se existe alguma propriedade ou regra comum presente nos
resultados da resolugdo acima?

Protocolo 11: Atividade desenvolvida pela Equipe 1

No protocolo da Equipe 1 notamos que, com ddvida sobre o nome da propriedade, os
alunos descreveram a regra geral para a obtencéo da identidade. Durante a discusséao final da
atividade se fez necesséria a discussdo do nome correto da propriedade: “quadrado da soma
de dois termos” ¢ ndo “soma de dois quadrados”; procuramos evidenciar a diferenca entre
estes, por meio de exemplos numéricos.

A validagdo da atividade se deu no campo algébrico, os alunos resolviam a questéo do
item (a) e confrontavam a expressdo com sua identidade. Assim, notamos em didlogo em que
os alunos ndo consideraram a figura para resolver a atividade, nem mesmo como meio para
validar as respostas encontradas, ou seja, sua forma de resolucdo estava embasada no registro
algébrico.

P:[...] alguma coisa ao quadrado tem que dar a area de um quadrado.
Mariana: Nossa, é?.... nunca tinha pensado nisso.
P: Se vocé tem 27, quanto da?
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Mariana: D& 4.

P: [...] que representa a area de um quadrado de lado 2, entdo quando colocamos a soma de dois
termos ao quadrado tem que dar um quadrado por exemplo: x> + 3x + 1 geometricamente vocé
consegue provar que nao é um trinémio quadrado perfeito .... (fomos ao quadro resolver esse exemplo
com a ajuda dos alunos).

Buscamos por meio desta atividade verificar se 0 aluno escreve uma sentenga na
forma fatorada e determina sua identidade, bem como se reconhece a existéncia de uma regra
geral de resolucdo e mobiliza os conhecimentos necessarios: area, propriedade distributiva,
operagdes com mondmios e termos semelhantes para sua realizagcdo. Conforme pudemos
perceber ao longo do desenvolvimento da atividade, os alunos resolveram com éxito a
atividade, apresentando conhecimentos algébricos necessarios para o desenvolvimento da

mesma, sinalizando a viabilidade do desenvolvimento desse trabalho junto a esse grupo.

Atividade 3

a) Qual o valor de 12°?
b) Desenhe um quadrado que possua 12° unidades de érea.
¢) 1226 equivalente a expressdo numérica (10 + 2)?? Por qué?

Andlise a priori

De acordo com Duval (2010), acreditamos que varias representacdes podem levar a
uma melhor compreensdo do objeto matemético em questdo; assim, elaboramos essa
atividade, em que temos como objetivo verificar se o aluno mobiliza vérios registros de
representagio para representar 122 e se durante esse processo busca validar sua resposta. Essa
atividade, por ser reflexo da compreensdo dos registros numérico e geométrico apresentados
nas questdes anteriores, € motivo de preocupacao.

Ao apresentarmos o item (a), é bem possivel que a resolucéo proposta pelo aluno seja
a mais conhecida, ou seja, resolva usando a multiplicacdo (12.12 = 144 u.a.). J& no item (b), 0
aluno pode representar um quadrado de lado igual a 12 e utilizando a nogdo de &rea de um
quadrado (A =7 /ou, 7%, responder a questio dizendo que o resultado é 144 u.a., ou mesmo,
representar um quadrado de 12 cm por 12 cm, graduando de 1 cm em 1 cm e obtendo 144 u.a.

Pensando que o aluno possa por meio de uma figura representar o quadrado do item
(b), insistimos no item (c), de modo que ele possa refletir geometricamente e com base na
representacdo geométrica possa representar um quadrado composto por dois quadrados e dois
retdngulos, justificando geometricamente a indagacdo. Se isto ocorrer, acreditamos que 0

aluno fara uma conversdo do registro numérico para 0 geométrico, dessa forma mobilizando
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registros diferentes e favorecendo sua compreensdo. Para o item (c) o aluno poderd utilizar a
propriedade distributiva, ou a poténcia para resolver numericamente a questao; desse modo,
realizando um tratamento.

Ao verificar se 122 é igual a (10+2)?, acreditamos que o aluno pode refletir num modo
de provar esse questionamento seja numérica ou geometricamente, assim podemos verificar
seus conhecimentos no campo requerido.

Pensamos que 0 que varia nessa atividade nao é o resultado, mas sim a representacdo
utilizada, portanto elencamos como varidvel didatica as possiveis representacdes utilizadas

pelo aluno, para 122, neste caso, Vs registro utilizado no enunciado.

Anélise a posteriori

Para o item (a), conforme previmos em nossa analise a priori, a resolucdo
apresentada por todos os alunos foi a multiplicacdo de 12.12 = 144 u.a..

Para o item (b), 6 alunos resolveram fazendo uso da régua, tracando um quadrado
de 12 cm por 12 cm para obter geometricamente 144 cm?® e 4 alunos esbogaram uma figura

que representa um quadrado anotando 12 em seus lados e &rea total 144 u.a.

Para 0 item (c), seis alunos resolveram a atividade do seguinte modo: (10 + 2)?

122 = 144 u.a. Trés alunos resolveram pelo quadrado da soma de dois termos, aplicando

[<})

propriedade distributiva e obtendo sua identidade, conforme descrevemos: (10+2)°
(10+2).(10+2)=10°+2.10+2.10+2*=100+ 40+4 = 144 u.a. e um aluno usou a representacio

geométrica.

S . ” o s
¢) 127 é equivalente a expressdo numérica (10 + 2)3‘.’ Por que?

<J I YN

Protocolo 12: Atividade 3, resolugdo apresentada pela aluna Nicole

Ao resolver a atividade do item(c), notamos que 90% dos alunos ndo realizam a

conversdo, somente o tratamento. Para Duval (2003, p. 29) “A compreensdo requer a
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coordenagdo de diversos registros”, por isso insistimos na representacdo de 122 a fim de que
0s alunos pudessem mobilizar varios registros de representacéo.

O autor citado ainda alerta que a maioria dos alunos reconhece um objeto matematico
apenas em registro monofuncional (Gnico registro), isso pode gerar a falta de significado do
objeto matematico, ficando além de sua compreenséo.

Pudemos observar diante da resolucdo da atividade no item (c) que os alunos
validaram, utilizando o registro numérico e que somente um aluno fez uso do registro
geométrico para validar sua resolugdo. Conjecturamos entdo que estes alunos desconhecem o
registro geométrico e/ou ndo possuem conhecimento suficiente para o uso de ftal
representacao.

Consideracdes gerais sobre a Sesséo 1

Como nosso trabalho tem por base a resolugdo de equacdes do 2° grau pela fatoragéo,
€ necessario para o0 seu desenvolvimento um nivel minimo de conhecimento do campo
conceitual requerido, como: conhecimentos algébricos acerca da fatoracdo, resolucdo de
equagdes do 1° grau e manipulagGes algébricas que envolvem radiciacdo, potenciacdo, entre
outros. Buscamos, por meio dessa sessdo, analisar se 0s alunos apresentavam o conhecimento
exigido para que fosse possivel o desenvolvimento de nossa sequéncia de atividade.

As producOes obtidas na aplicacdo dessa sessdo evidenciaram que os alunos
conseguem escrever uma expressdo numérica ou algébrica a partir de uma figura dada e por
meio de um binémio da soma desenvolvem sua identidade, tanto usando a propriedade
distributiva como pela regra memorizada. Utilizam quase que exclusivamente a
representacdo/conhecimento algébrico para o desenvolvimento das atividades e as estratégias
de validacdo, ficam restritas a mesma representacéo.

Em relacdo as estratégias adotadas pelos alunos, constatamos que foram utilizadas as
previstas em nossa analise a priori. No entanto, observamos que houve a predominancia da
resolucéo e do entendimento no campo algébrico em detrimento da representacédo geométrica.
De fato, por meio de estudos verificamos que a algebra vem sendo trabalhada por meio de
regras e técnicas, favorecendo o conhecimento em um Unico registro.

Nesta sessdo fizemos uma rapida discussédo ao final de cada atividade, com o fim de
ndo ficar cansativo aos alunos haja vista que apresentaram um conhecimento satisfatério em
relacdo aos conteudos requeridos nas atividades. Como percebemos que todos desenvolveram

as atividades corretamente, questionamos como se deu o processo de validacdo.
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Compreendemos que alguns alunos buscaram validar seus resultados utilizando o
conhecimento algébrico e que outros ndo haviam validado suas respostas. Diante desse
questionamento, os alunos comecgaram a explicitar a forma como percebem a atividade como
correta. Assim, observamos que na atividade 1 eles fizeram a valida¢do determinando a area
de cada figura ou partes da figura, na atividade 2 eles ndo se reportavam a figura para validar,
validavam confrontando a identidade com a forma fatorada e na atividade 3 validaram usando
0 conhecimento algébrico.

Nesta primeira sessdo, verificamos que os alunos apresentaram conhecimentos que
permitiam desenvolver nossas atividades junto a esse grupo e também concluimos que ndo
havia necessidade de realizar alteragdes em nossa sequéncia de atividades, bem como nas

andlises a priori. Classificamos esta sessdo como exercicios de sondagem.

4.7 Sessbes 2 e 3

Essas duas sessdes constam no anexo dessa pesquisa. Nao apresentamos aqui suas
atividades, visto que foram utilizadas para a familiarizacdo dos conceitos necessarios a
resolugdo da equacio do 2° grau por meio da fatorago. Estes conceitos trabalhados so os de
fatoragdo de um trinébmio quadrado perfeito, a identidade de um binémio, o completamento do
quadrado, nos quais é feito uso das representacbes numérica, algébrica e geométrica.

A sessdo 2 foi realizada no dia 26 de abril de 2012, trés semanas ap0s a primeira
sessdo por causa de um feriado e da semana de provas bimestrais.

Nessa sessdo compareceram 5 alunos, sendo que 3 ja haviam participado da primeira
sessdo: Vinicius, Mariana e Rafaela e dois vieram pela primeira vez: Jalio e Kevin. Pedimos
aos alunos que estiveram presentes na primeira sessdo que formassem um trio e 0s outros uma
dupla, a fim de identificar em Jalio e Kevin possiveis dificuldades que pudessem surgir
devido ao contato inicial com nossas atividades. Nessa sessdo desenvolvemos as atividades 4,
5 e 6, as quais tinham os objetivos de completar o quadrado, calcular a area, determinar a
medida x do lado do quadrado, ou seja, determinar a raiz da equag8o, escrever na forma
fatorada, mobilizando os registros numérico, geométrico e algébrico e realizar a conversdo do
registro algébrico para o geométrico.

A sessdo 3 foi realizada em 03 de maio de 2012, na qual compareceram 11 alunos,
sendo que 2 eram iniciantes: Otavio e Dan. Nessa sessdo, devido a falta de aparelhos de
gravacdo, optamos por formar 3 equipes, ficando duas delas com mais alunos do que

haviamos previsto para a realizagdo da pesquisa.
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A formacéo das equipes ficou do seguinte modo: Equipe 1: Vinicius, Igor, Otavio e
Dan; Equipe 2: Jalio, Rafaela e Will; Equipe 3: Nicole, Raissa, Jodo e Karol. Nessa sessdo
desenvolvemos as atividades 7, 8, 9 e 10, cujo objetivo foi o de analisar conhecimentos que 0s
alunos tinham de trindmio quadrado perfeito, de area e fatoracdo de um trinémio quadrado
perfeito e de conversdo do registro algébrico para o registro geométrico.

Acreditamos que as atividades das sess@es 2 e 3, do ponto de vista da mobilizacdo dos
diferentes registros, ndo foram ricas, pois apresentaram um carater particularmente
instrucional, com o fim de estabelecer matematicamente o conhecimento condizente com
nossa proposta de pesquisa; sendo assim, decidimos ndo apresentar as analises a priori e a
posteriori, acreditando que isso ndo interferiria nos resultados obtidos por esta pesquisa.

5.8 Sessado 4

Essa sessdo foi realizada em 10 de maio de 2012, das 14h as 15h30. Nela
compareceram 6 alunos, com os quais formamos duas equipes. A equipe 1 foi composta por
Mariana, Karol e Jodo e a equipe 2 por lIgor, Rafaela e Will. Nessa sessdo foram
desenvolvidas as atividades 11 e 12.

As atividades tinham como objetivos: analisar a representacéo utilizada pelos alunos
na realizacdo da atividade, que podera ser algébrica ou geométrica, se eles completam as
lacunas corretamente, observando se tratar de um trinbmio quadrado perfeito e sua forma
fatorada. Além disso, pretendia-se verificar a compreensdo do completamento do quadrado
para a resolugdo geométrica de uma equagao do 2° grau.

A atividade 11 exigia que os alunos encontrassem os valores que preenchessem as
lacunas e para isso teriam que identificar concomitantemente a forma fatorada, satisfazendo
os valores propostos. Como os alunos tém a regra memorizada para a fatoracdo e ja haviam
trabalhado com a técnica para a obtencdo da identidade de um trinémio quadrado perfeito, ndo
foi dificil para eles encontrarem a solugdo correta. Na atividade 12, propusemos uma
identidade cuja representacdo geométrica, ndo representava um TQP e com b precedido do

sinal negativo.

Atividade 11

Complete as lacunas:
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Andlise a priori

Nosso objetivo é analisar se os alunos conseguem realizar o completamento do
trinbmio quadrado perfeito e da respectiva forma algébrica fatorada, inclusive com
coeficientes negativos. Durante a resolucdo da atividade observaremos a forma de
representacdo que o aluno mobiliza.

As estratégias de resolucdo esperadas para os itens (a), (b) e (c) séo:

i) a forma geométrica, em que o aluno construiria um quadrado composto por 2
quadrados e dois retangulos, determinaria a area dessas figuras de acordo com alguns valores
dados e encontraria os valores que estdo faltando. A forma fatorada podera ser resolvida
observando os valores obtidos para o lado do quadrado.

ii) a forma algébrica, onde o aluno sabendo que para obter a identidade do quadrado da
soma ou diferenca de dois termos segue a regra: (a +b)? = a’ + 2.a.b + b,

As variaveis didaticas consideradas nesta atividade serdo: V,: expressdo presente na
atividade e V3: registro utilizado no enunciado.

Acreditamos que a maior dificuldade presente na resolucdo pela representacéo
geométrica podera ser a falta de significado das figuras que completam cada lacuna e o termo
algébrico que as representa, a parte literal de cada expressdo, além da representacdo de um
quadrado da diferenca de dois termos.

Para a resolucéo por meio da representacdo algébrica os erros poderdo ser decorrentes
da regra para realizar a fatoracdo, elencado por Nguyen (2006) e dos termos empregados nas
lacunas, devido a sua complexidade ou a parte literal, ja que para todas as atividades elas sdo
distintas. Por exemplo, no item (c) inicialmente completamos com 4 e 9y? utilizamos a
representacdo do trinémio quadrado perfeito para a forma fatorada de a’-2ab+b® para b*-
2ab+a’, que poderd provocar erros pela falta de compreensdo relativa & forma geral do
trinbmio quadrado perfeito.

Quanto a validacdo, caso o aluno preencha as lacunas utilizando o registro algébrico,
podera utilizar o registro geométrico ou numérico para validar, evidenciando a mobilizagao de
um segundo registro. Além disso, podera ocorrer a ndo validacdo da atividade, caso o aluno
desconhega outro registro onde possa valida-lo ou mesmo s6 tenha dominio de técnicas de
fatoragdo memorizada, longe de representar algo funcional para ele.

Durante 0 momento da institucionalizacdo devemos questionar se houve dificuldades
com relagdo & resolucdo do trindmio quadrado perfeito na forma a?~2ab+b?, verificar a forma

de resolucdo utilizada pelos alunos, bem como se houve validacdo e como validaram a
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atividade e se algum aluno conhecia a representacdo geométrica de um quadrado da diferenca
de dois termos. Finalmente, colocar em discussdo os erros, acertos e dificuldades nesta
atividade pela turma, validando as producdes corretas e complementando com a apresentacao
de contelidos mateméticos como regra de fatoragdo e a representacdo geométrica do trinémio

quadrado perfeito pertinentes a atividade.

Anélise a posteriori

Diferentemente do que previamos nas analises a priori, ndo houve dificuldades pelos
alunos ao realizar a resolugdo algébrica e o sinal negativo nas expressdes ndo representou
problema, bem como a regra da fatoracdo para um trinémio quadrado perfeito (TQP) com
coeficiente do termo ab negativo, pois utilizaram a regra memorizada da fatoragcdo para

resolver.

Mariana: [...] se aqui é x*aqui é x aqui é 1, af é 2 vezes o x vezes o0 1, e daf 1ao quadrado;
P: Como vocé fez? Como pensou?

Igor: x*—2x + 1 = x - 1, sei que t& certo porque resolvi (x-1)2.

P: Como vocé fez com o sinal?

Igor: Eu fiz pensando na regrinha.

Destacamos em nossas andlises a priori algumas dificuldades que poderiam surgir
dependendo da representacdo utilizada pelo aluno para a resolugdo da atividade. Para a
representacdo geométrica de um quadrado da diferenca de dois termos, a figura poderia
representar dificuldades, assim como a representacéo algébrica de cada figura geométrica que
compdem o TQP; desse modo, o aluno poderia ter dificuldade em reconhecer a figura
geométrica que completa cada lacuna. Durante a anélise da atividade proposta, encontramos a
resolucéo da aluna Rafaela, que fez uso do registro geométrico para determinar os termos que

completavam as lacunas, diferentemente de todos os outros alunos.
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'11- Complete as lacunas: |
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Protocolo 13: Atividade desenvolvida pela aluna Rafaela

A aluna utilizou em todos os itens da atividade a representacdo geométrica para um
quadrado da soma de dois termos. Quando perguntamos se tinha alguma ideia de como

>

poderia representar o quadrado da diferenga geometricamente, a aluna disse: “Assim” e
apontou para as suas figuras, levando-nos a crer que desconhecia esta representacdo. De
acordo com os PCN (BRASIL, 1998), o ensino das primeiras nocdes algébricas, na maioria
das vezes, é reproduzido de forma mecénica, sem produzir significado ao aluno.

Apesar da representagdo geométrica para os itens (a) e (c) estar errada, os resultados
obtidos estavam corretos. Quanto a figura que completava a lacuna, a aluna demonstrou que
mobiliza essas nogdes. Por exemplo, no item (a), a representacdo geométrica que preenchia a
lacuna era composta por dois retangulos e algebricamente é 2x, a qual a aluna representou
corretamente. O mesmo ocorreu nos itens (b) e (c) da atividade. Como nos itens (a) e (c)
representou corretamente o quadrado menor que compde o TQP, pensamos que no item (b),
ao representar a area do quadrado menor com o valor 22, cometeu um erro de distracéo.

Ainda nessa atividade chamamos a atencdo para a parte literal, destacando que todas
eram distintas; também utilizamos a representacdo do TQP para a forma fatorada e o
contrério, no item (c): de a® — 2ab + b? = 0 para b” — 2ab + a? = 0. Nenhuma dessas variantes
citadas causou confusdo a aluna, evidenciando uma nocéo algébrica sélida e a representacéo
geométrica em vias de constitui¢do, ja que reconheceu e significou 0s objetos matematicos
nas duas representacoes.

Durante o final de discussdo da atividade, com momentos de institucionalizag&o,
indagamos se algum aluno tinha ideia de como seria a representacdo do quadrado da
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diferenca, geometricamente. A aluna Mariana disse que sabia, mas ndo sabia explicar, entéo
pedimos que viesse até o quadro e representasse. Com a ajuda dos outros alunos, fez uma
representacdo. Desse modo, pudemos verificar que a nogdo central era percebida pelos alunos:
para um trinbmio quadrado perfeito, com todos os coeficientes positivos, a partir da
representacdo de a%, acrescentam-se retangulos e quadrado e quando um TQP com coeficiente
do termo ab negativo, sobrepde, ou seja, diminuem os retdngulos e quadrado a partir da figura
de area a>. Pedimos para 0s alunos representarem a expressio x>+6x+9 geometricamente, e
em seguida x°-4x+4; os alunos Rafaela e Will vieram até o quadro representar
algebricamente. Assim, fomos discutindo semelhangas e diferencas entre as representacées, 0
significado algébrico das representacdes geométricas, como: qual a expressdo da parte que
sobrou, qual a expressdo da parte que nos interessa, qual a expressdo de cada figura, entre
outras.

Verificamos que os alunos realizaram a validacdo confrontando o trindbmio com a sua
forma fatorada, porém mentalmente, ndo encontrando indicios de validacdo pelos alunos nesta
atividade.

Atividade 12

De acordo com a sequéncia de figuras abaixo, utilizadas para auxiliar na resolucdo da
equacdo x* — 10x -11 = 0, pode-se observar que esta equacéo pode ser escrita na forma
x? — 10x = 11, assim procedemos & resolugdo geométrica:

5 5
X
X X
X I
x-5 -5 x-5
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a) Qual a &rea do quadrado de lado x - 5? Por qué?
b) Quais os possiveis valores que x pode assumir para satisfazer a equacao:
x*—10x = 11?

Andlise a priori

Objetivos: Analisar as producdes e formulagfes dos alunos diante da sequéncia de
figuras apresentadas e verificar se eles compreendem o completamento do quadrado para a
resolucdo geométrica de uma equacéo do 2° grau, sendo o coeficiente b precedido do sinal
negativo.

Apontamos como variavel didatica V3. registro utilizado no enunciado. A
representacdo geométrica da equacdo poderd provocar desestabilizac8o no aluno, assim como
a mobilizacdo de outras estratégias para a resolucdo dos questionamentos.

As dificuldades poderdo ser decorrentes de insuficiente dominio dos tratamentos.
Assim, nesta atividade, acreditamos que seja necessario aos alunos um tempo para a
observacdo e reflexdo da atividade. Em seguida, deveremos levantar alguns questionamentos,
como: O que vocés entenderam dessa sequéncia de figuras? O que elas sugerem? E possivel
determinar a area das figuras, qual ou quais? Sera que a equagdo dada representa um trinémio
quadrado perfeito? Em que a resolucéo difere das outras vistas até 0 momento?

Estratégias de resolucéo

Para o item (a) esperamos que os alunos percebam que para obter a area do quadrado
de lado x-5 deverdo somar as areas 11 e 25, resultando numa area de 36. Se algum aluno
apresentar como resposta somente a &rea 11 ou 25, poderemos questiond-lo quanto a
composicéo das figuras que determinam o quadrado de lado x — 5, a saber: quantas séo as
figuras e quais suas respectivas areas. Esse procedimento € importante para que ele possa
refletir que para formar o quadrado de lado x-5 s&o necessarias duas figuras, uma de area 11 e

outra de area 25, totalizando 36.
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Para o item (b), esperamos que o aluno compreenda que a area total do quadrado tem
valor 36, entdo a medida do lado tem valor 6, portanto x-5=6, logo x tem valor 11, que
representa a medida do lado do quadrado.

O aluno podera deduzir mentalmente que a raiz da equagdo ou valor que X pode
assumir é 11, ou podera resolver a atividade escrevendo na forma algébrica a equacéo (x—
5)?=36, chegando & equacéo x—5=6 e x-5=- 6, portanto x=11 e x=-1.

Confrontaremos as respostas encontradas como solugdo da equacao pelos alunos. Para
isso, deveremos questionar 0 modo como eles obtiveram os resultados e o que os levou a crer
que eram solugdes que satisfaziam a equacdo.

Durante a institucionalizacéo, aprofundaremos a discusséo sobre o significado de x=11
e x=-1 a fim de verificar a compreensdo acerca da raiz da equacdo, da utilizacdo de valores
negativos para area e da validagcdo desses resultados. Com essa reflexdo, pensamos que é
possivel que os alunos estabelecam matematicamente o conhecimento adequado, ou seja,
compreendam que a resolugdo ocorreu no campo geométrico; desse modo, ndo é possivel

aceitar a resposta negativa como solugdo. No entanto algebricamente as solucfes sdo 11 e -1.

Anélise a posteriori

Nosso intuito nesta atividade é mostrar a representacdo geométrica para um quadrado
da diferenca de dois termos. Pretendemos que o aluno conhega esta representacdo,
compreenda e encontre as raizes da equagao proposta.

Entregamos a atividade e deixamos um tempo para reflexdo. Em seguida, lancamos
alguns questionamentos elencados em nossa analise a priori. Ao iniciar a reflexdo, os alunos
identificaram que a equacgdo dada era uma equacdo completa e ndo representava um TQP,
sendo assim, necessario completar o quadrado para determinar suas raizes.

Ao destacarmos a variavel didatica da atividade (Vs: registro utilizado no enunciado),
consideramos que esta poderia provocar desestabilizagdo, assim, constatamos que no item (a)
ao qual se referia a area do quadrado de lado x-5, os alunos apresentaram dificuldade no
entendimento da figura e em relacionar os dados algébrico com a representacdo geométrica,
dificultando a realizacdo do item proposto. A primeira dificuldade foi identificar as figuras
que compunham o quadrado de lado x-5 e qual figura representava este quadrado. Assim,
explicitamos que a parte azul ndo representava um quadrado, por isso completamos com o
quadrado azul claro. Outra dificuldade foi a compreenséo de que (x-5)° representa a forma

fatorada da equacdo e x-5, a expressdo que representa o lado da figura.
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Verificamos o surgimento da mobilizagdo de outra estratégia para resolucdo do
guestionamento do item (a) relativo a area do quadrado de lado x-5, percebida na fala da aluna
Rafaela, quando disse “a drea desse quadrado é x-5 vezes x-5”, relacionando a area do
quadrado de lado x-5 com a férmula resolutiva, A=I°. Acreditamos que isso ocorreu devido a
ndo compreensdo da atividade, se mostrando como o Unico conhecimento disponivel para
solucioné-la. Podemos entender esta resposta como um reflexo da utilizagdo da formula A=1%,
destacado por Booth (1995), como causa de erros: notacfes e convengdes em algebra.

Também tivemos a resposta dada pela aluna Karol: (x-5)° — 25, pois entendeu que o
quadrado azul claro ndo fazia parte do quadrado de lado x-5. Assim, para provocar a reflexdo,
questionamos se ao retirarmos o quadrado de area 25, a figura de lado x-5 representaria um
quadrado. A aluna e sua equipe ndo chegaram a uma sintese conclusiva das ideias, por isso foi
necessaria a nossa intervencdo, primeiro chamando a atencdo para a equacdo dada no
enunciado, em que iniciava com x?~10x -11= 0, em seguida explicando que, isolando o termo
independente, temos, x’-10x=11 e complementando, indagamos qual era o significado
geométrico disso. A aluna Mariana diz: “que x’~10x tem &rea 11”, assim, a equipe da inicio &
resolucdo da atividade.

Em outra equipe, destacamos trecho que evidencia o entendimento da questdo pelos

alunos:

Will: H&, aqui entdo é o quadradao que tira 10x que tem area 11.

Rafaela: Entao isso parece um | que tem area 11 mais 25 do quadradinho da area 36.

Igor: N&o entendi nada.

Rafaela: Eu te explico, agora eu entendi. Tudo isso aqui é x?, af tira 10x, tira 5x e 5x, e tira esse
quadradinho que sobrou que € 5 vezes 5, da 25, ai esta figura parece um | que tem &rea 11 mais o
quadradinho de 25 d4 &rea 36. Entdo a &rea dessa figura é 36.

Com base no excerto apresentado é possivel inferir que os alunos Will e Rafaela
compreenderam a questdo apresentando um raciocinio adequado ao que era solicitado na

atividade.
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a) Qual a drea do quadrado de lado x — 5? Por qué?
b -5) N*35= 36
1 AR\
Corque W\JMO\& M ladg LY rsole 1L 2 g W\J\.a{lc
724 Lom 25 @}‘0 CC"ua.

b) Qzuais os possiveis valores que x pode assumir para satisfazer a equagio:
x—10x =112

X?~l0x':c\

10X 425 = 1 425
2
N -\0x435= 326
Viitoa]
(o) X -
X-S=<g yu =l
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Protocolo 14: Atividade 12, desenvolvida pela aluno Will

Quanto ao item (b) para determinar o valor de x, os alunos completaram o quadrado e
realizaram a fatoracdo, na forma algébrica, obtendo as resposta 11 e -1; ndo encontramos
calculos referentes a validagdo dos resultados, supondo assim que os alunos ndo validaram a
questdo. Observamos que dois alunos utilizaram somente o resultado positivo da raiz
quadrada e, ao indagarmos o porqué, um disse “que havia esquecido” e o outro “ndo coloquei,
porque eu sempre resolvo a geometria com a parte positiva”. Durante 0s momentos finais de
discusséo da atividade, chamamos a atencéo para o fato que estamos resolvendo uma equacao
do 2° grau por meio de uma representagido geométrica. As representacbes geométricas sdo
distancias ou comprimentos e, portanto, ndo faz sentido considera-las como negativas.

Apesar das dificuldades presentes durante a resolucdo da atividade, verificamos
durante a discusséo final que todos compreenderam a representacdo da equagédo proposta no
enunciado da atividade, fato constatado na fala de Mariana “é de menos porque vai retirando
0s retangulos”. Verificamos, ainda, o entendimento da situa¢ao proposta pela frase de Karol:
“primeiro ele fez um quadrado e dois retangulos, pegou o quadrado e tirou um retangulo e
depois tirou outro e sobrou um pedaco que pega e representa por x — 5 /...]”, bem como a
area total da figura, obtidos com base nos dados fornecidos pela equacéo e completamento do
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quadrado, percebidos na frase de Mariana: “entdo a parte azul é 11 e a parte azul clara é 25

pra completar o quadrado, entdo a area total é s6 somar”.

Consideracdes gerais sobre a Sesséo 4

Nessa sessdo foi possivel analisar a mobilizacdo do registro da lingua natural,
algébrico e geométrico. O registro geométrico ainda pouco presente como forma de resolucéo
da equagdo do 2° grau, apresentou-se mais como uma representacdo auxiliar, utilizada para
completar o quadrado, determinar a area do quadrado, a forma fatorada, o que para nés indica
que os diversos registros de representacdo semiética podem facilitar formas de compreenséo e
validacdo da atividade, pelos alunos, visto que conseguem pensar a resolucdo de diferentes
formas.

As dificuldades identificadas no registro algébrico séo referentes a raiz quadrada de
um nlmero positivo e uso do principio de equivaléncia. Quanto as dificuldades presentes na
atividade 12, estas se restringiram a representacdo geométrica proposta no enunciado da
atividade, a compreens&o do processo de deducéo geométrica de (x-5)?, a falta de significado
geométrico para os elementos algébricos expostos na equagao proposta, como, por exemplo, a
soma dos termos ax>+bx, resultar na area dada pelo termo independente, as quais procuramos,
ao longo da sequéncia de atividades, minimizar ou findar. Contudo, consideramos que, a
maioria dos alunos conseguiram manifestar compreensdo entre a representacdo algébrica e a
geométrica na resolucéo da atividade 12.

Quanto a validacédo descrita por Brousseau (2008), verificamos que os alunos pouco se
envolvem na busca para se certificarem que a solugdo encontrada é correta.

Verificamos por meio da atividade 12.b que todos os alunos reinvestiram o
conhecimento de fatoracdo e completamento do quadrado na resolucdo algébrica desta
equacdo, de forma satisfatéria.

Com relagdo as solucdes negativas para uma equacdo desenvolvida geometricamente,
acreditamos que esse € um processo que estad em construgdo ou mesmo aceitacdo, devido as
notacdes e convencOes em algebra que o aluno traz consigo, descrito por Booth (1995).

Durante a resolucgéo da atividade houve muita discussdo entre os alunos, manifestaram
muitas davidas e fizeram indagacdes quanto a resolucdo das questdes propostas. Com o fim
de esclarecer as davidas surgidas, realizamos intervenc6es durante e ao final da aplicacéo das

atividades, com institucionalizacdo de alguns conceitos referentes ao assunto abordado. O
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momento de discussdo final foi muito rico, pois ocorreu debate sobre ddvidas e houve a

participacédo de todos.

5.9 Sessdo 5

Essa sesséo foi realizada no dia 17 de maio de 2012 e foi composta por 3 atividades.
Nessa sessdo compareceram seis alunos: Karol e Jodo formaram a equipe um; Igor e Will,
equipe dois e Rafaela e Mariana, a equipe trés.

Apresentamos e analisamos as atividades 13, 14 e 15, as quais tinham como objetivos
principais investigar a conversdo do registro algébrico para geométrico e do registro
geométrico para o algébrico e determinar as raizes da equacéo.

Na atividade 13 os alunos apresentaram bastante dificuldade na compreenséo do valor
da area do L da figura. Na atividade 14 nenhum aluno apresentou solucdo geométrica e na
atividade 15, a representacdo utilizada para a resolugcdo ficou a critério dos alunos; eles
resolveram algebricamente, a discussdo girou em torno das solucbGes encontradas e se

aceitavam a solucéo negativa.

Atividade 13

Al-Khowarizmi, matematico hindu que viveu no século IX, para resolver a equacéo
x?+10x—39 = 0 (escrita em notagdo moderna para o melhor entendimento dos alunos),

primeiro representou-a da seguinte forma: x? + 10x = 39, 0s outros passos vocé faré:

a) Represente x* + 10x por uma figura em forma de L e complete-a para formar um
quadrado;

b) Escreva a expressdao que did o valor da area total do “quadraddo” obtido. Ela
corresponde a um trindbmio quadrado perfeito? Justifique;

¢) Qual o valor da area do L? E qual o valor do quadrado acrescentado?

d) Qual o valor de x que satisfaz a equag&o?

Andlise a priori

Nosso objetivo nesta atividade é oportunizar aos alunos a realizagdo de converséo do
registro algébrico para o geométrico, bem como do registro geométrico para o algébrico,

durante a resolugdo da equagdo x*+10x-39=0 pelo método do completamento do quadrado.
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As dificuldades dos alunos no primeiro sentido da conversdo possivelmente serdo de
construcdo da figura, a medida dos lados e a area da figura correspondente ao L. Enquanto no
outro sentido da converséao as dificuldades poderdo ser a escrita da equagdo que representa o
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“quadradao”, area total e a raiz quadrada de um niimero positivo que assumira um resultado
positivo e outro negativo gerando duas raizes como resposta para a equacao.

A variavel didatica serd Vs: registro utilizado no enunciado. A resolucdo da atividade
implica no uso das duas representagdes, passando de uma a outra, aumentando o grau de
dificuldade para o aluno que s6 fazia uso de tratamento e ndo utilizava conversdo, assim,
outras estratégias de resolucéo, pelos alunos, poderdo ocorrer, tanto no registro algébrico, ou
mesmo, nos registros algébrico e geométrico concomitantemente.

Estratégias de resolucéo

Para o item (a) esperamos que o aluno eshboce a figura na forma de um L, sendo
composta por um quadrado e dois retangulos, onde a medida do lado do quadrado seja x e as
do retangulo 5 e x, que ele complete a figura com um quadrado e verifique que as medidas de
seus lados devem ter valor 5, portanto sua area tem valor 25.

No item (b) esperamos que 0 aluno escreva a expressdo que representa a area do
“quadraddo” obtido como sendo x?+10x+25=64 e justifique se ela é um trindmio quadrado
perfeito.

O aluno poderé justificar:

a) dizendo que essa expressao corresponde ao valor da area de um quadrado (fez isto
no item a);

b) substituindo um valor qualquer para X, onde sempre encontrara como resultado o
quadrado de um ndmero qualquer, ou seja, uma area quadrada. Por exemplo, para x=1,
substituindo na expressdo tera 1°+10.1+25=36, 36 valor correspondente & area de um
quadrado de lado 6;

c) fatorando a expressio e encontrando (x+5)° que corresponde & expressio
X*+10x+25,

Para o item (C) esperamos que a partir da equagdo dada x*+10x-39=0, o aluno conclua
que a &rea do L é igual a 39, uma vez que a &rea do L é dada por x>+10x, isolando o L temos:
x?+10x=39, a 4rea do quadrado acrescentado é igual a 25.

Para o item (d) esperamos que 0s alunos escrevam (x + 5)° = 39+25, entdo (x+5) = 64,
obtendo (x+5) = + 8 e (x+5) = - 8, portanto x=3 e x=-13.
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O aluno podera validar os resultados substituindo-os na equa¢do e comprovando que,
de fato, eles a satisfazem; devera observar, também, que ndo ha interpretacdo geométrica para

a solucéo negativa.

Anélise a posteriori

Nesta atividade prevaleceram as estratégias de solucdo elencadas nas analises a priori.
No item (a) verificamos que os alunos tiveram facilidade em identificar as figuras que
compunham o L e determinar a medida dos lados, bem como representar a figura que
completava o L e determinar sua area, no caso um quadrado de area 25 u.a.. A representacao
geométrica realizada pelos alunos ndo diferiu da apresentada em outras atividades,
demonstrando ja certo dominio da representacdo geométrica de um trinémio quadrado
perfeito, cujos coeficientes sdo positivos e da capacidade de realizar a conversdo do registro
algébrico para o registro geométrico. Destacamos a producdo de um aluno, sinalizando que
ele relacionou os objetos matematicos relativos & equacéo do 2° grau, algébrico e geométrico.

2 ~ .
a) Represente x“ + 10x por uma figura em forma de L e complete-a para formar um
quadrado;

Protocolo 15: Atividade 13, item (a), desenvolvida pelo aluno Will

No item (b), a questédo se referia a expressdo que da o valor da area total do quadraddo,
causando certa confus&o aos alunos, pois eles responderam: x*+10x+25 (conforme protocolo
apresentado); no entanto, esta expressdo representa a area total da figura e ndo conforme
solicitado. Neste caso orientamos que a resposta solicitava a expressdo que “da o valor da area
total”, assim, puderam compreender que a expressio correta € Xx°+10x+25=39+25.
Questionamos se a equacdo correspondia a um trindbmio quadrado perfeito e pedimos que
justificassem. Os alunos disseram que sim, que representava um trindmio quadrado perfeito,
justificaram pela regra da fatoragdo e a desenvolveram para demonstrar, 0 que para nds
indicou que ainda encontravam dificuldade em utilizar o registro geométrico para dele extrair
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possiveis solucdes, haja vista que no item anterior haviam representado a expresséo x> + 10x,
determinado a medida dos lados e completado o quadrado. Porém, dentre eles, encontramos a
justificativa da aluna Karol “sim, porque de acordo com o completamento de quadrados o
namero 25 (leia-se: area 25 u.a.) completa para que seja um quadrado perfeito”, a qual ndo
fez referéncia a regra da fatoracdo. Cremos que resolveu somente observando a atividade do
item (a) evidenciando que ja era capaz de utilizar efetivamente o registro geométrico para a
resolucdo da atividade solicitada.

a) Represente x* + 10x por uma figura em forma de L e complete-a para formar um
quadrado; 2 3 \( Vi

2
[ B

el |

o L trm 7 B
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b) Escreva a expressio que da o valor da 4rea total do “quadraddo” obtido. Ela
corresponde a um trindmio quadrado perfeito? Justifique;
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Protocolo 16: Atividade 13, itens (a) e (b), desenvolvida pela aluna Karol

Com relagdo ao item (c), que se refere & area do L, determinar tal area foi motivo de
muita discussdo entre os pares. Verificamos que os alunos atribuiam a area do L a expressdo

dada na atividade, conforme fragmento do diélogo a seguir:

Karol: Entdo, qual a area do L?

Jo#o: N&o € x*+10x.

P: Veja bem, x*+10x é uma expressdo, ela representa o que para vocé?
Jodo: Representa o L.

P: Entdo é a expressdo que representa o L, no entanto a questdo solicita o valor da area do L, como
podemos encontra-la?...

Karol: E x+5.

Jodo: N&o é, tem que fazer a fatoragéo, fatorando d& x+5.

P: Olhando na tua figura o que representa para vocé a forma fatorada x+5?
Jodo: E, s&o os lados da figura, entdo ndo ¢ area.

Karol: Mas como vamos determinar a &rea do L?

P: A equagdo representa um TQP?

Jodo: N&o.
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P: A'ideia é pensar como se vocé fosse completar o quadrado desse trindémio.
Karol: Bom ai tem que isolar o menos 39, fica X?+10x=39.
P: Além de uma equacéo, tem alguma outra relagdo que pode tirar dai?
Jodo: Que o quadrado de lado x e os retdngulos de lado 5 e x d& 39.
P: Entdo o que seria esse valor 397 O que ele representa?
Karol: H&! Fizemos isso na aula passada, o valor do L é o que vem depois da igualdade e depois a
gente somava com o quadrado acrescentado e dava a &rea da figura, lembra?
Jodo: Entdo aqui a area do L é 39?

Nessa discussdo podemos destacar a mobilizagdo dos conceitos de area, fatoragdo de
um trinbmio quadrado perfeito e completamento do quadrado. Quando o aluno diz que a
forma fatorada é x+5, deixa explicito que sabe que o valor que completa esse trindmio a fim
de que seja perfeito é 25, no entanto, ele se esqueceu de mencionar que a forma fatorada é
(x+5)%. Também verificamos a presenca da mobilizacdo do registro algébrico da equagdo
dada, para o registro geométrico, quando o aluno diz “a forma fatorada da x+5, sdo os lados
da figura, entiio ndo é drea” e que da expressdo x*+10x representa “quadrado de lado x e os
retangulos de lado 5 e x”, relacionando assim a expressao algébrica com o seu significado
geométrico. Concordamos com os PCN (BRASIL, 1998) que enfatizam que o ensino das
equagdes do 2°grau pela fatoragdo pode ajudar a atribuicdo de significados, pelos alunos, aos
objetos matematicos ali empregados, promovendo a apreensdo desse objeto.

Quanto ao item (d), o qual solicita o valor de x que satisfaz a equacdo, observamos
dificuldades apresentadas pelos alunos quanto ao uso do principio da equivaléncia, estudado
principalmente durante as equacBes do 1° grau e o resultado de uma raiz quadrada, gerando

dificuldades no tratamento do registro algébrico.

Karol: Tem que fazer uma conta, esqueci como faz, e agora? Sei que tem uma hora que faz a
fatoracao e eleva os dois ao quadrado. Mas néo lembro como faz, como vamos achar x?...

P: Qual foi a expressdo que obtiveram para esse trinbmio?

Karol: Entéo d& x*+10x+25 igual a que?

Jodo: A 39 + 25 que colocou do outro lado, ai da 64.

Karol: Ai tem que fatorar, e agora eleva ao quadrado, mas nao da certo...

Jodo: Nao, tem que tirar a raiz.

Karol: E mesmo! E agora coloca mais ou menos raiz de 64, ou ndo?

Jodo: Acho que sim.

Karol: Acho que é s6 mais, e agora?

Para direcionar a equipe na reflexdo sobre o uso dos sinais positivo e negativo para a
raiz quadrada, indagamos qual era o resultado para a raiz de 16 e eles disseram que era +4 e -
4; pedimos para que justificassem o porqué e o aluno Jodo disse “se fizer (— 4) vezes (- 4) da
16 e (+4) vezes (+4) também da 16”. Desse modo, percebemos que estes alunos estdo

confundindo as solugdes da equacio x°=16, que S&o +4 e -4, com a raiz quadrada de 16 que ¢
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+4, assim, demonstrando que tém dificuldades em relacdo ao conceito de raiz quadrada e
incompreensdo de ideias associadas ao uso do sinal, conforme destacamos na fala de Karol e
Jodo: “acho que ¢ s6 mais (+), a gente sempre deixa 0 negativo,... ndo sei, a gente nunca
usa”. Mas, ao instigarmos os alunos a formular uma explicacdo do motivo para ndo usar o
sinal negativo, eles disseram: “acho que porque é um quadrado, seus lados sdo positivos nao
pode ser negativo”, demonstrando, assim, conhecimento no trato com medidas de lados e
areas de figuras; no entanto, a ma compreensdo do significado da ndo utilizacdo do valor
negativo, tornou-se um entrave para a resolucdo algébrica. Encaminhamos a reflexdo para o
enunciado da atividade, a fim de que os alunos verificassem se este se referia a calculo de area
ou medidas de lado. Ao observarem que isto ndo ocorria, 0s alunos Karol e Jodo concordaram
gue a equacdo aceitava a resposta negativa, no entanto, explicitamos que ndo poderiamos
provar isso geometricamente, o que foi logo aceito por eles.

Ainda no item (d), a mobilizacdo do registro geométrico foi determinante para uma
resolucdo rapida e eficiente proposta pelo aluno Will para determinar o valor de x.

Rafaela: Ela quer saber o x do quadraddo?
Will: A area do quadradao é 64, 8. 8 é 64, entdo pronto, x+5=8 e x+5=-8 entdo o x dd 3 e -
13.

Confirmamos isso observando a resolugéo da atividade.

20 435 = 1 arua da quradisdg
> g = A%

/ "
: x = T35
7S =28 f

Protocolo 17: Atividade 13, item (d), desenvolvida pelo aluno Will

Observamos que alguns alunos mobilizam diversos registros, realizando tanto
tratamentos como conversdes, levando-nos a crer que tal mobilizagdo possa favorecer a
apreensdo da resolucdo da equacdo do segundo grau pela fatoracdo, conforme propusemos

como questdo central neste trabalho.
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d) Qual o valor de x que satisfaz a equagéo?
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Protocolo 18: Atividade 13, item (d), desenvolvida pela aluna karol

Para a validagdo, os alunos fizeram uso do registro numérico, substituindo os valores

obtidos como resposta na equacdo e verificando sua veracidade, a dificuldade manifestada foi

determinar em qual equac8o eles deveriam substituir os valores encontrados para x; assim,

depois de refletirem sem a nossa intervencdo, concordaram que o correto era substituir na

primeira equacdo, cuja explicacdo foi dada pela aluna Karol “porque se vocé pegar aqui (se

refere & equagio x*+10x—39=64) nao vai dar certo, se vocé fez errado aqui, ndo da certo, por

isso pega a primeira”. A seguir, informamos aos alunos que substituimos na primeira porque

esta é a equacdo dada e que a equacdo x*+10x+25=64, obtida ap6s o completamento do

quadrado foi a equacdo equivalente utilizada como estratégia de resolucao.

Atividade 14

Resolva geometricamente a equacéo: x° + 8x — 84 =0
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Analise a priori

Nosso objetivo nesta atividade é provocar o aluno a fazer uso da conversao da forma
algébrica para a geométrica, na resolucio da equacdo do 2° grau, pelo método do
completamento do quadrado.

A figura geométrica proposta nesta atividade sugere um completamento diferente do
ocorrido em outras atividades e em virtude dessa nossa escolha, podera ocorrer certa
desestabilizacdo no aluno, facilitando ou dificultando a resolucéo, assim, ele podera resolver
utilizando o registro numérico ou algébrico, levando-nos a considerar como variavel didatica:
V3: registro utilizado no enunciado.

Pensamos que uma das dificuldades apresentadas pelo aluno podera ser a resolugdo
geomeétrica proposta na atividade, para identificar o quadrado de lado x e as areas de cada
figura, devido a forma como estdo dispostos os retangulos na representacdo geométrica. A
outra dificuldade serd perceber que a area do quadrado maior somada com a area dos
retangulos totaliza 84 unidades de area, ou seja, x*+8x=84.

Estratégias de resolucéo

S1: Resolugéo somente geométrica

Esperamos como resposta que o aluno complete a area do quadrado maior (interno a
cruz) com X2, a area de cada retangulo com 2x, totalizando 8x e a area de cada quadrado
menor (quadrado azul) com 4 u.a.; em seguida, que some 84 + 16 (area total da cruz mais a
area total dos quadrados menores (quadrados azuis) e que, a partir dai, deduza que a area do
“quadradao” ¢ 100 u.a., concluindo que seu lado tem valor 10. Como o lado do “quadradao” é
composto por duas arestas do quadrado menor medindo 2 cada uma e uma aresta do retangulo
de medida x, o aluno podera representar x+4=10, entdo a raiz da equacéo é igual a 6.

S,: Resolucéo algébrica

Neste caso, 0 aluno usara a representacdo geométrica somente como suporte visual
para proceder a resolucdo. Ele fara a resolucdo de forma algébrica e anotara os resultados na
figura. Desse modo, o aluno podera escrever uma sequéncia de passos, semelhante a descrita

abaixo:

X*+8x—84=0

X2 +8x =84

X2+ 8x+16=84+16
(x +4)?=100
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[x +4|=10
X+4=+10ex+4=-10
XxX=6ex=-14

Assim, o aluno encontrara duas raizes: 6 e -14.

Os alunos que fizerem o uso da estratégia S; possivelmente encontrardo somente uma
raiz como resposta para a equacdo, ja os alunos que resolverem usando a estratégia S;
certamente encontrard duas raizes como resposta. Deveremos provocar essa discussao, com o
intuito de que os alunos compreendam que a resposta negativa ndo satisfaz a equacéo.

Durante a institucionalizacdo deveremos questionar, também, a forma de resolucéo
utilizada nesta atividade, a fim de que os alunos compartilhem o raciocinio utilizado e
identifiquem erros e acertos cometidos, bem como a forma de validagéo de suas respostas. O
confronto de ideias e solugdes apresentadas é um elemento importante para analisar os tipos
de registros de que os alunos se apropriaram e expressaram durante a atividade e as

dificuldades presentes nestes.

Anélise a posteriori

A figura geométrica proposta nesta atividade sugere um completamento diferente do
ocorrido em outras atividades, causando dificuldades na compreensdo e, consequentemente,
na atribuicdo da medida da area de cada figura que compunha o quadraddo. Na fala de Rafaela
ficou explicita esta dificuldade. Ao identificar e representar x* e 8x na figura do enunciado da
atividade ela disse: “é 0 quadrado do meio (se referindo a x%)[...] deu nos retangulos 4x e 4x
que da 8x”. Observamos que a aluna sé considerou dois dos quatro retdngulos da figura,
evidenciando a ndo compreensdo da figura. Constatamos, desse modo, que a varidvel
elencada, mudanca de registro, mostrou-se como geradora de dificuldades, desencadeando
assim, dificuldade em realizar a conversdo do registro algébrico para o0 geométrico e
provocando a adogdo de estratégias para resolucdo da atividade. Diante disso, alguns alunos
procederam & resolucdo algébrica.

Jodo: Nao tem nenhum nimero que ao quadrado da 84.

Karol: E ai como a gente faz, ndo vejo sentido, droga como se faz isso? Se aqui é x, aqui também, ou
tem que por tudo... Ah! J& entendi aqui é (x+4)? = 84 + 16.

Jodo: Ah! Que facil.

Karol: Agora que vi também, mas e agora x + 4 = +10, entdo x = -14 e x = 6. Achei algebricamente
agora tem que colocar aqui, vai eu achei, me ajuda e agora? Fizemos algebricamente.
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Nas primeiras consideragdes, observamos que, eles refletiram observando a figura, ndo
conseguindo entender como deviam realizar a resolu¢do geométrica, procedem a resolucéo
algébrica, a partir da equacdo dada. E possivel perceber que os alunos Jodo e Karol
demonstram dificuldade em realizar a conversdo do registro algébrico para o geométrico, no
entanto, mobilizaram o registro algébrico como forma de resolucdo, evidenciando que eles
possuem maior facilidade com o registro algébrico em relagdo ao geométrico e realizaram
corretamente o tratamento nele.

Apesar da questdo solicitar a resolu¢do por meio do registro geométrico, eles buscaram
apoio na algebra, em que possuem maior dominio dos conhecimentos. Depois de muitas

tentativas de resolucdo geométrica, os discentes solicitaram nossa intervencao.

P: Qual é a figura que representa o x*?

Karol: Aqui, (Mostrou os quadradinhos).

P: Ent&o quantos x° daria ao todo?

Karol: 4x%.

P: Mas na equacéo dada é X%

Karol: Entdo vai ser o quadrado interno maior, esse lado € x e 0 outro é x.
P: Ok, certo. Na equacdo € 8x, entdo qual a figura que representa isso?
Karol: Aqui no retangulo é 2x, sdo 4 vai dar 8x.

P: Certo, entdo qual a area de cada quadradinho azul que completa essa figura?
Karol: Aqui é x e aqui é 2, entdo o quadradinho ¢, ai que facil...

P: Qual a expressao que representa essa figura?

Karol: x* + 8x + 16 = 84.

Observamos que, a partir dessa conversa, cujo fim era manter os alunos na busca, ou
seja, em situacOes adidaticas, segundo Freitas (2010) o objetivo é sempre que o aluno possa
reelaborar seu conhecimento. Neste caso, observamos que eles foram capazes de organizar o
raciocinio para proceder a resolu¢do geométrica. Notamos que, ao serem instigados, eles
conseguem relacionar as figuras com a expressao dada, o0 que para nés indica que, apesar da
dificuldade apresentada, j& sdo capazes de relacionar &lgebra com geometria, ou seja,
conseguem significar estes objetos, construindo a aprendizagem por meio de uma segunda
representacdo, a geomeétrica.

Durante a resolucdo algébrica, determinaram a raiz quadrada do nimero 100 e na
resolugdo geométrica, o valor numérico 100 representa a area total da figura ou quadradédo.
Observamos, desse modo, que os alunos apresentaram dificuldade com esse conceito.

P: [...] vocé acrescentou 16, entdo qual a area de todo esse quadradao?
Karol: 100.
P: Entdo quanto mede o lado?
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Karol: 100 dividido por 4 é igual a 25.

Jodo: Certo, j4 foi.

P: Té certo Jodo? Vocé concorda? Se a area é 100, quanto mede o lado?
Jodo: 25.

Karol: Tem que ser 25.

Ao dividir 100 por 4, entendemos que os alunos confundem os conceitos de area com
perimetro de uma figura plana, provocando erro no tratamento da resolugdo geométrica.

Alunos de outra equipe ndo apresentaram as mesmas dificuldades na converséo do
registro algébrico para o geométrico, mas manifestaram dificuldade no completamento do
quadrado, conforme a discussdo da elaboracéo da resolugdo geométrica:

Will: Se aqui fosse 2x ai dava 8x.

Mariana: E mais dai aqui d& 16, 16 vezes 16 ndo da 84.
Will: Ai é 2x e 2x e cada quadrado azul da 4.

Rafaela: Ai um quadrad&o é um TQP que é igual a 84.
Mariana: x>+ 8x + 16 = 84.

Rafaela: Nao vai dar certo.

Will: Se aqui fosse 2, entdo da 8x e os quadradinhos 4 de &rea, que da 4, 8, 12, 16, entdo fica X% + 8x
+ 16 = 84 + 16.

Rafaela: Entdo o lado do quadrado fica como?

Will: Fica x +4.

Rafaela: Ah! Entdo x é 6 e — 14,

Quanto a validag8o realizada pelos alunos, destacamos a validagcdo por meio do
registro numérico proposta pela aluna Mariana que disse: “E mais facil fazer (6+4)°=100 e
(-14+ 4) 2=100", chamando a atencéo para o fato que usa a equacéo da medida dos lados do
quadrado (x+4) e a formula I°= A, ou seja, (x+4)?=100, para determinar a veracidade de suas
respostas.

Em outra equipe, também constatamos a validag&o.
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Protocolo 19: Atividade 14, validacéo desenvolvida pelos alunos Will e Igor
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Os alunos, por meio da verificagdo das raizes, validaram as solucdes obtidas,
evidenciando, desse modo, a mobiliza¢&o do registro numérico.

Quanto as estratégias de resolucdo, na analise a priori, destacamos a solucdo algébrica,
em que previamos que os alunos fariam esta resolu¢do com suporte visual da figura; no
entanto, no momento final de debate da atividade, discutimos sobre a representacdo
geométrica dos termos da equacdo e questionamos a forma de resolugdo utilizada nesta
atividade pelas equipes. Verificamos, entdo, que Igor e Will mobilizaram registros algébrico e
geomeétrico, concomitantemente; ja a dupla Rafaela e Mariana fizeram geometricamente e
utilizaram o registro algébrico e numérico como forma de verificacdo e, Karol e Jodo
resolveram algebricamente, o que forneceu suporte para a compreensdo e a realizagdo da
solucdo geométrica.

14- Resolva geometricamente a equagfio: X2 +8x—84=0
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Protocolo 20: Atividade desenvolvida pelos alunos Karol e Jodo

A resolucdo apresentada por essa equipe foi importante do ponto de vista da
mobilizacdo do registro algébrico, pois os alunos parecem ter maior compreensdo da
representacdo algébrica para responder a questdo, geometricamente, ou seja, reinvestiram o
conhecimento adquirido ou em vias de constituicdo concernente a resolugdo da equagéo do 2°
grau pela fatoracdo com o uso do registro algébrico, representando-o geometricamente com o
fim de obter a mesma solug&o.

Questionados os alunos quanto a resposta negativa e, se nesta atividade, poderiamos

aceitar a resposta -14, novamente ficou evidente dificuldades e dividas de interpretacdo. A
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aluna Karol disse: “a questdo é que ndo estamos resolvendo area, por isso pode, s6 estamos
resolvendo geometricamente, se fosse medidas de lados, ai negativo ndo tem”. Esclarecemos
que a resolucdo solicitada era por meio da representacdo geométrica, neste caso, ndo temos
como justificar uma solugdo negativa, desse modo, ndo é possivel aceita-la.

Duval (2010) diz que o aluno precisa reconhecer um mesmo objeto matematico pelo
menos em duas representacdes; assim, acreditamos que 0 modo como se deu a resolucdo da
atividade pelas equipes foi muito rico aos alunos, pois puderam experienciar a angustia de ter
a solucdo e ndo saber representd-la do modo solicitado ou mesmo utilizando dois ou mais
registros como forma de verificar se resolveram corretamente, levando-os a se apoiar nos
conhecimentos possuidos, tentando galgar o novo.

Atividade 15

Qual é o numero cujo quadrado, adicionado com seu décuplo, da 96?

Andlise a priori

Objetivo: Proporcionar ao aluno a possibilidade da conversdo da lingua natural para
aquela que lhe seja mais conveniente: registro geométrico ou registro algébrico, durante a
resolucdo da equagdo do 2° grau com uso do completamento do quadrado.

Duval (2003 p. 18) observa que “A passagem de um enunciado em lingua natural a
uma representagdo em outro registro envolve um conjunto complexo de operagdes.” Por isso,
consideramos a conversdo da lingua materna para outra representagdo como a representacdo
algébrica ou geométrica uma variavel didatica, ou seja, Vs: registro utilizado no enunciado.
Nosso intuito é proporcionar ao aluno a escolha do registro que lhe pareca mais acessivel para
a resolugdo e, com isso, analisar sua estratégia de resolucdo bem como possiveis dificuldades
apresentadas.

Estratégias de resolucéo

S1: Utiliza registro algébrico

O aluno escreve a expressio e a resolve algebricamente. Fara x*+10x=96,
completando o quadrado obtém x°+10x+25=96+25, fatorando o primeiro membro e
realizando a soma no segundo membro, tera: (x+5)?=121, chegando &s raizes x=6 e x=-16.

S,: Utiliza os registros algébrico e geométrico

O aluno escreve a expressdo algebricamente, no entanto utiliza o registro geométrico

para encontrar o valor que completa a area do trinémio quadrado perfeito e a forma fatorada.
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Representa na forma algébrica a expressdo: (x+5)>=121 obtendo as raizes x=6 e x=-16, ou

seja, transita de um registro a outro, conforme lhe seja mais facil ou conveniente.

x 5 X% + 10x + 25= 96 + 25
(x+5)=121

J(x+5)? =+121

X +5| = 11
X+5=11ex+5=-11
X=6ex=-16

S ={-16,6}

LN
Loy
B

S
L

Ss: Utiliza o registro geométrico

O aluno representard a expressdo dada pela area de uma figura em forma de L,
completard o quadrado da figura e obtera uma figura quadrada cuja area correspondera ao
trindbmio quadrado perfeito. Somara a area do L com o quadrado acrescentado. Observando
que a soma dessas areas é igual a 121, ele deve concluir que o quadrado tem lado 11. Sabendo
gue o lado do quadradéo é representado por x+5, encontrara o valor 6 como resposta. Para
encontrar x=-16, 0 aluno devera ignorar que o problema se trata de area e para isso devera
aceitar a solucdo negativa da equacdo algébrica.

Podera ocorrer que os alunos ndo compreendam a linguagem materna ou fardo a
conversdo do registro materno para o algébrico ou geométrico erroneamente, comprometendo
a correta realizacdo da atividade.

Quanto a validacdo podera ocorrer no registro numérico, algébrico ou geométrico, ou
seja, 0 aluno fard uso de um segundo registro para validagdo das soluces obtidas.
Institucionalizacdo: Neste momento, serdo institucionalizados os registros numérico,
algébrico e geométrico que solucionaram a equagdo. Deveremos observar as solucOes
produzidas pelos alunos para colocar em debate com a turma as solu¢des menos utilizadas.
Previmos chamar ao quadro, algum aluno para expor sua resolucdo e a partir dai discutiremos
com a turma a pertinéncia, facilidades e dificuldades no uso desta solucéo e a valida¢do dos
resultados obtidos. Caso ndo haja nenhuma resolucdo diferenciada ou menos utilizada, a
discussdo devera estar centrada na estratégia Sz, por acreditarmos que este registro € o que

apresenta maior dificuldade ao aluno.
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Anélise a posteriori

A solucdo adotada pelos alunos foi o registro algébrico, considerada em nossas
andlises a priori. Ndo houve erros no tratamento algébrico utilizado na resolugdo. Desse
modo, pudemos verificar por meio da observacéo da solugdo apresentada pelos alunos, que o
conceito de resolugdo da equacdo do 2° grau pela fatoracdo foi assimilado e utilizado com
éxito. Nao detectamos nenhuma dificuldade como a passagem da lingua materna para a

algébrica, e com relacdo as manipulag@es algébricas.

c o, . . . - r
15- Qual € o namero cujo quadrado, adicionado com seu decuplo, d4d 96?
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Protocolo 21: Atividade desenvolvida pelos alunos Karol e Jodo

Observamos que os alunos primeiro isolaram o termo independente, por terem
convicgdo de que este ndo completava um trindmio quadrado perfeito e em seguida, por meio
da regra de fatoracdo, escreveram a equacdo completando o quadrado e obtendo as raizes 6 e -
16.

Quanto & validagéo, ndo encontramos indicios de sua concretizagao.

No momento final de discussdo da atividade, observando que nenhuma das equipes
realizou a resolucdo geométrica, propusemos aos alunos que um deles viesse até o quadro
para realizar tal resolugdo. A proposta foi aceita pela aluna Mariana que com a ajuda dos
colegas representou um quadrado de lado x e dois retangulos de lados 5 e x, representando,
em seguida, o quadrado justaposto com um retangulo do lado esquerdo e o outro embaixo do
quadrado, completando essa figura com um quadrado de lados 5. Anotou que o quadrado
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tinha area x* e os retangulos, area 96. Escreveu a equacdo que representava o trindmio
quadrado perfeito e igualou a 121, explicando que era 96+25. Ainda com a ajuda dos colegas
disse que a area do quadrado era 121, entdo, que os lados tinham valor 11. Acrescentou que 0s
lados eram expressos pela expressdo x+5 e que € 6 0 niamero que somado a 5 da 11 e que € -
16 o nimero que somado a 5 da -11. Salientamos que a resolugdo estava correta e que com
apenas uma linha de calculo foi possivel resolver esta equacéo, o restante foi raciocinio.
Inferimos, por meio da analise da atividade, que os alunos foram capazes de
reconhecer a representacdo geométrica bem como utiliza-la, quando solicitado; no entanto, até
0 momento o registro algébrico parecia ter se mostrado mais proximo a eles. Contudo,
entendemos que os alunos j& mobilizavam conhecimentos algébrico e geométrico para a

resolucdo da equacéo do 2° grau, requeridos em nossa sequéncia de atividades.

Consideragdes gerais sobre a Sessdo 5

Na atividade 13, persistiram dificuldades relacionadas ao principio da equivaléncia, de
uma raiz negativa como resposta a equacao proposta e ao reconhecimento da area da figura,
no caso o L, composto pelas figuras que representavam x>+10x, dificuldade essa que pode ser
derivada da falta de significado dos objetos matematicos, destacada por Usiskin (1995) e PCN
(BRASIL, 1998).

Verificamos o éxito alcangado pelo aluno Will ao determinar com rapidez e precisao a
raiz de uma equacao usando a representacdo geométrica. 1sso nos causou imensa alegria, pois
0 aluno s6 chegou a esse raciocinio porque teve acesso a uma segunda representacdo, no caso
a geométrica, para a resolucio de uma equagdo do 2° grau. Os PCN (BRASIL, 1998)
recomendam que no estudo da equagdo do 2° grau suas raizes sejam obtidas pela fatoracéo,
discutindo seu significado de modo a favorecer sua apreenséo.

Na atividade 14, destacamos dificuldades referentes ao conceito de area e perimetro,
ao significado do valor 100 algébrica e geometricamente e a resposta negativa como solucéo.
No entanto, a principal dificuldade foi aceitarem a representacdo geométrica dada, causando
estranheza ao aluno e provocando-o a desenvolver estratégias para produzir a solucéo
desejada, o que foi positivo ao processo de resolucdo de uma equagdo do 2° grau por meio das
varias representacoes.

Ressaltamos que as equipes utilizaram os dois registros, algébrico e geométrico, para
obterem a solucdo por meio geométrico, conforme solicitado na atividade e o registro

numérico como forma de validacdo. Assim, destacamos a importancia da Teoria de Registros
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de Representacdo Semidtica que, de acordo com (DUVAL, 2010, p.13), “o desenvolvimento
das representacBes semidticas foi uma condigdo essencial para a evolugdo do pensamento
matematico”. Segundo Duval (2010), a originalidade da atividade matematica estd na
mobilizacdo simultanea de ao menos dois registros de representacdo ao mesmo tempo, ou na
possibilidade de trocar a todo momento de registro. Isso foi verificado em varios momentos,
por exemplo, durante a resolugdo da atividade em que o aluno procurava determinar os termos
da equacdo x% 8x e 84 na representacdo geométrica proposta, desencadeando dvidas e
buscando pela compreensédo numa segunda representacao.

A atividade 15 foi resolvida pela representacdo algébrica, na qual ndo identificamos
dificuldades e, quando foi solicitada a resolugdo geométrica, os alunos foram capazes de
mobiliza-la e resolver corretamente, fazendo uso adequado de representacdes desse registro.

Nesta sessdo, verificamos avangos quanto a correta utilizacdo da fatoracdo e
completamento do quadrado nas resolugdes algébricas e quanto ao envolvimento dos alunos
na busca para se certificarem de que a solucdo encontrada era correta, percebida na
mobilizacdo do registro algébrico para a resolucéo da atividade na representacdo geométrica,
contribuindo, desse modo, para o surgimento de situagbes de validagdo, descrita por
Brousseau (1986).

A fim de esclarecer as duvidas surgidas, realizamos intervencfes, com
institucionalizagdo de alguns conceitos referentes ao assunto abordado.

4.10 Sessao 6

Essa sessdo foi realizada no dia 31 de maio de 2012, foi composta por duas atividades
e compareceram cinco alunos: Karol e Mariana formaram uma equipe e Vinicius, Will e
Rafaela, outra equipe.

Nessa sessdo aplicamos as atividades 16 e 17, cujos objetivos foram os de resolver
equacBes do 2° grau dadas pela fatoragdo e completar o quadrado algebricamente na forma
geral da equacdo do 2° grau.

Na atividade 16 os alunos obtiveram éxito quanto a resolugdo das equagdes do 2° grau
na forma algébrica, porém foi necessario desafid-los para que pudessem utilizar a
representacdo geomeétrica para resolver algumas das equagdes dadas. Quanto a atividade 17,
houve facilidade na compreensdo da proposta a ser realizada, no entanto, a dificuldade
apresentada ficou restrita aos conhecimentos algébricos, em operagcGes como a manipulacao

de fragBes algébricas e operagdes que envolviam raiz quadrada.



Atividade 16

Resolva as equagdes, usando a fatoracdo:

16.a) (x—3)*=9

16.b) 4x? + 20x + 100 = 0
16.c) X2 +2x+3=0
16.d) x*— 18x + 81 = 16
16.6) X* +4x+3=0

16.f) X* — 14x = - 40

16.9) y*—2y-2=0

Andlise a priori
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Objetivos: Analisar se houve aprendizagem dos alunos com relagdo a fatoracdo e quais as

dificuldades presentes, bem como observar a capacidade de mobilizacdo de diferentes

registros e o seu reinvestimento durante a resolucdo das equac@es do 2° grau, obtendo suas

raizes.

Observaremos se durante o processo de resolucdo das atividades propostas o aluno

fara uso do tratamento (permanecendo no registro algébrico) ou conversdo (utilizara o registro

geomeétrico) e se realizara a validacdo, descrita por Brousseau (1986).

Estratégias de resolucgéo

S1: Utiliza registro algébrico

Neste caso o aluno fard a resolugdo algebricamente, apoiando-se nos conceitos

algébricos de fatoragdo. Por exemplo, ao resolver as equagdes abaixo:

1) (x-3)=9 2) 4xZ+ 20x + 100 = 0 5) X +4x+3=0
Jx-3)? =9 X*+5x+25=0 x> +4x=-3

Ix- 3/ =3 X2+ 5x = -25 X2+ A +4=-3+4
Xx-3=3ex-3=-3 (x + 5/2)* = -25 + 25/4 (x+2)%=1
Xx=6ex=0 J(x+5/2)> =\/=75/4 Jx+2)2 =1
S ={0.6} S= x+2[=1
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X+2=lex+2=-1
x=-lex=-3
S={3,-1}

S,: Utiliza os registros algébrico e geométrico

O aluno utilizara o registro geométrico para encontrar o valor que completa a area do
trinbmio quadrado perfeito e a forma fatorada. Ele representara, na forma algébrica, a
expressdo e a resolvera, ou seja, transitara de um registro a outro de acordo com seu

conhecimento prévio. Por exemplo, ao resolver a equagéo: 3) x* + 2x + 3=0

< 1 X2 +2x=-3
X2+ 2x+1=-3+1
X 5
olx (x+1)y>=-2
o= |1 Jx+1? =J=2
S=0

Ss: Utiliza o registro geométrico

O aluno representara a expressdo dada na forma de um quadrado, determinando seus
lados e areas das figuras que o comp6em, a fim de encontrar a forma fatorada da expresséo, os
lados do quadrado e as raizes da equacdo proposta. Exemplo da equagdo 4) x*>— 18x + 81 =
16.

x-9

x9

1

X—-9=4ex-9=-4

Xx=13ex=5

S={513}

As dificuldades serdo relatadas na analise a posteriori e confrontadas com 0s erros e
dificuldades descritos por Booth (1995), Alonso et al (1993) e Nguyen (2006). A variével
presente é V3: registro utilizado no enunciado. O aluno podera resolver fazendo uso do

registro numérico, algébrico ou geométrico, desse modo, nos fornecerd dados para avaliar as
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dificuldades, a estratégia de resolucdo utilizada e a capacidade de realizar conversGes e
tratamentos.

Institucionalizag@o: Serdo colocadas em debate somente as questfes que, durante o
processo de resolugdo, os alunos demonstrarem dificuldades ou ddvidas quanto a forma de
resolugdo ou procedimentos relativos aos tratamentos ou conversdes nos registros numeéricos,

algébricos e geométricos a serem utilizados.

Anélise a posteriori

A estratégia utilizada na resolucéo pelos alunos se ateve aquela descrita por nés como
S registro algébrico. Na resolucéo algébrica das atividades 16.a e 16.d observamos que 0s
alunos ndo tiveram dificuldade para compreenséo e elas foram resolvidas com sucesso. A
atividade (16.a) ja estava na forma fatorada, e a atividade (16.d) necessitava ser fatorada,
bastando em seguida fazer uso de manipulagdes algebricas para obter as raizes dessas
equaces, levando-nos a crer que os alunos eram capazes de realizar os tratamentos no
registro algébrico para equagdes que apresentavam baixo nivel de complexidade.
Apresentamos um trecho em que os alunos demonstram que mobilizam adequadamente o

tratamento no registro algébrico.

Mariana: Vocé lembra como faz a (a)?

Karol: Esse dai tem que tirar a raiz, ele ja t4 ao quadrado, j4 ta fatorado.
Mariana: Ai tira a raiz desse e desse, (se refere aos dois membros da equacéo).
Karol: Acho que ta certo, é facil.

Na resolugdo algébrica para equagBes que exigiam o completamento do quadrado

como a atividade 16.c, observamos como as alunas Mariana e Karol resolveram.

Mariana: Acho que vai ter que arrumar essa também.

Karol: Como que arruma?

Mariana: Acho que aqui ndo tem que ser 3, acho que é 1, dai 1 ao quadrado d& 1, 2 vezes 1 vezes 1 d&
2 e x ao quadrado dé x*

P: E agora o que tem que fazer?

Mariana: Tem que isolar o 3 e somar 1 aqui e aqui (leia-se: somar 1 nos dois membros da equacéao)
Karol: Tem que por 1 dos dois lados e o 3, coloca?

Mariana: N&o vocé coloca igual a 3 mais 1.

Karol: E o 1 que coloca dos dois lados?

Mariana: E porque foi ele que completou o quadrado, agora tira a raiz dos dois lados.

Observando o raciocinio apresentado na resolucdo da equacdo, constatamos que uma
das alunas resolveu corretamente no registro algébrico por meio do completamento do
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quadrado. O mesmo pudemos verificar ao observarmos a resolugdo da atividade 16.f, por

outra equipe.

16.) x* — 14x = - 40

2 N4y +499 =-40

Protocolo 22: Atividade desenvolvida pelos alunos Will, Rafaela e Vinicius

Assim, pudemos inferir que os alunos tiveram condic¢fes de resolver a equagdo por
meio da fatoracdo, quando havia uma expressdo, para a qual tinham que perceber a
necessidade de completar o quadrado, a fim de torna-la um trinémio quadrado perfeito e em
seguida realizar um tratamento no registro algébrico. Nas equagBes 16.a, 16.d e 16.f ndo
identificamos dificuldades dos alunos com relagdo aos conceitos algébricos envolvidos.

Destacaremos a seguir erros de resolucéo, cometidos por alguns alunos. Inicialmente,
trataremos de erros no tratamento algébrico, principalmente os erros de manipulagdo algébrica

e erros diversos de fatoragdo, j& destacados por Nguyen (2006).
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16.b) 4x2 + 20x + 100 =0
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Protocolo 23: Atividade desenvolvida pelos alunos Will, Rafaela e Vinicius

Nessa atividade (16.b), iniciaram fatorando a equagdo 4x°+20x+100=0, obtendo
(2x+10)?=0, que ndo corresponde & equacio proposta; destacamos, pois, o0 erro relativo &
fatoracdo, também elencado por Nguyen (2006). Verificamos que, ao fatorar, eles nédo
procederam a verificagdo e mesmo ao encontrar a raiz da equagéo, ndo a validaram.

Na equacdo 16.e (x* + 4x +3 = 0), ao verificarem por meio da regra de fatoragéo que a
equacdo dada ndo representava um trinémio quadrado perfeito, as alunas elaboraram algumas

reflexdes acerca da resolugdo da atividade.

Karol: Tem que arrumar essa equagéo [...]

Mariana: 2.2 é 4, significa que aqui vai ser 4 (se refere ao completamento do quadrado), aqui vocé
escreve somando o 4 dos dois lados, lembra? O 3 ndo ta aqui, vocé colocou ele do outro lado.

Karol: Entdo vamos riscar, toda hora eu erro, € horrivel fazer de caneta, toda vez eu faco isso
esqueco do mais e menos (se refere aos sinais da raiz quadrada).

Karol: Ai vai ficar raiz de 7 menos 2 e menos raiz de 7 menos 2.

Mariana: Tem que ser mais?

Karol: Ai é menos.
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Protocolo 24: Atividade desenvolvida pelas alunas Karol e Mariana

Verificamos que as alunas apresentaram diversos erros de tratamento na resolucdo

algébrica da equacdo. Ao perceberem 0s erros, reiniciaram a resolugdo, no entanto,

cometeram erro ao transpor o termo c=3 para 0 segundo membro da igualdade. Assim,

obtiveram raizes erradas, e ndo procederam a validacdo por meio da verificacdo por

substituicdo das raizes na equacao dada.

No item 16.g, encontramos erros relativos ao completamento do quadrado.

16.2) y* —2y-2=0

1
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Protocolo 25: Atividade desenvolvida pelas alunas Karol e Mariana

As alunas deveriam completar o quadrado com o nimero 1 e ndo com o nlimero 4, ndo
obtendo a forma fatorada correta, (y-1)>. Destacamos que realizaram corretamente a
transposi¢do do termo independente c=-2.

Ao final da resolucdo propusemos as alunas que escolhessem ao menos duas das

equagdes propostas na atividade e que resolvessem geometricamente, a fim de analisarmos se
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mobilizavam este outro registro e as dificuldades que poderiam encontrar. Esse fato causou
uma reagdo inesperada.

Karol: S6 porque a gente ndo fez nenhuma.
P: Sim.
Karol: Com menos, de jeito nenhum!

Na exposicdo apresentada ficou explicito o modo de selecdo da atividade para a
resolugdo geométrica. Ressaltamos que o mesmo requisito para a escolha das equacdes foi
verificado em outra equipe. Verificamos que, dentre a representacdo por meio do registro
geométrico, a mais acessivel aos alunos nos pareceu ser o de um quadrado da soma de dois
termos, o que consideramos plausivel, pois é o registro mais conhecido por eles.

Analisaremos, na sequéncia, 0s erros no tratamento algébrico e geométrico e na
conversdo para o registro geométrico em algumas atividades. No item 16.b (4x? + 20x + 100 =
0), as alunas iniciaram a resolugdo da equagdo simplificando por 4, a fim de obter uma
equacdo mais simples, assim obtiveram x?+5x + 25 = 0 e s6 a partir dai fatoraram, obtendo (x
+5)2 = 0.

Karol: 10 vezes10, 2 vezes 10 vezes 2 , ndo da , tem que arrumar.
Mariana: Acho que é 52, ele ndo é trindmio quadrado perfeito tem que completar [...] d4 pra
simplificar por 4 [...] ficou x? +5x + 25, dai da.

Verificamos que ao utilizarem a regra para fatoragéo, elas perceberam que a equagéo
ndo representava um TQP, no entanto, apds simplificarem por 4, ndo voltaram a verificar a

nova equa(;éo e cometeram o erro ao fatorar.

16.b) 4x* +20x + 100 =0

Protocolo 26: Atividade desenvolvida pelas alunas Karol e Mariana
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Ao analisarmos a resolucdo da equacéo do item 16.b, acreditamos que a equagéo pode
ter induzido ao erro, pois era possivel fatorar corretamente os termos a e b® do trindmio, no
caso, x* e 25, levando as alunas a acreditarem que a equagdo representava um trindmio
quadrado perfeito. Contudo, em outras atividades (16.a, 16.d, 16.e), as equipes se mostraram
capazes de fatorar corretamente.

As equipes cometeram erros semelhantes, ao resolverem a equagdo: ao fatorar
resolvendo algebricamente e ao representar geometricamente. Quanto ao erro na converséo
para o registro geométrico?, as alunas ao representarem 5x nos retangulos deveriam, escrever
5x/2 ou 2,5x para cada um, o que ndo ocorreu. Assim, obtiveram a mesma resposta para a
solucgdo nas duas representagdes, levando-as a acreditar que a resolugéo estava correta.

A equipe formada pelos alunos Will, Rafaela e Vinicius, ao representar a resolucéo
geométrica, verificamos que ndo possufam modelo de representacdo geométrica para 4x?,
exigindo outra estratégia de resolucdo, assim eles optaram por simplificar a equacéo por 4, o
que ndo foi necessario no tratamento algébrico, pois podiam fatorar com facilidade.
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Protocolo 27: Atividade desenvolvida pelos alunos Will, Rafaela e Vinicius

Na atividade 16.c, as alunas Karol e Mariana cometeram erro ao isolarem o termo ¢=3,
gue continuava com o mesmo sinal e também ao fatorarem a expressdo x*+2x+1, obtendo
(x+2). Observamos durante a fala das alunas, constatagdes como “Lembra o 3 ndo t& aqui,

vocé colocou ele do outro lado”; a ideia expressa foi a de transpor um termo para o outro lado

100 registro geométrico foi realizado pelos alunos apds solicitagdo da pesquisadora.
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da igualdade, e ndo o uso do principio de equivaléncia. Alonso et al (1993) destaca esta
dificuldade no conceito do simbolo igual, que numa equacdo ndo tem carater unidirecional,
representa equilibrio, e os alunos muitas vezes custam em perceber isto. Ainda nesta
atividade, as alunas, ao perceberem os erros procuram corrigi-los, mas desta vez, fatorando

corretamente. No entanto, persistiram no erro ao transpor o termo c.
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Protocolo 28: Atividade desenvolvida pelas alunas Karol e Mariana

Elas resolveram a equacgdo proposta, incorretamente, fazendo uso do registro algébrico
incorretamente e obtiveram como resposta x=1 e x=-1. Ao procederem a resolugdo

geométrica incorretamente, obtiveram como resposta somente x= -1.

Mariana: Esse néo é tao dificil.

Karol: Aqui vai ser x, aqui +1.

Mariana: Aqui tem que ser 1, porque 1vezesl é 1 e aqui 1x + 1x é 2x, x+1 tem que dar zero, entdo x é
-1.

Karol: Mariana tem coisa errada, aqui deu -1 e 1 (na resolucéo algébrica) e aqui s6 da -1 (na
resolucdo geométrica).

Mariana: -1+1 da zero, -1 +1 da zero.

Karol: Porque sera que agente fez errado aqui?

Mariana: Professora quando a gente fez aqui (resolucéo geométrica) descobrimos que aqui (resolucéo
algébrica) ta tudo errado.

P: Parabéns meninas, muito bem! Resolver de dois modos esta ajudando vocés a descobrirem os
erros.

Mariana: Nédo, aqui ndo é 3 é -3.

Karol: Entdo déa 4, ai ta certo.
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Contudo, foi percebido pelas alunas que independente da representagdo utilizada,
deviam obter a mesma resposta, 0 que ndo aconteceu e, assim, ao procurar 0S erros,
descobriram erros diversos e iniciaram uma nova resolugdo. O primeiro que encontraram foi
com relagdo ao termo ¢=3 que, ao transpor, deveria ser -3. Mariana questionou “mas ent&o
porque aqui deu certo”? Desse modo, a aluna acreditou que a resolugdo correta era a obtida
por meio da representacdo geométrica.
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Protocolo 29: Atividade 16.c desenvolvida pelas alunas Karol e Mariana

Apresentamos um fragmento da discussdo acerca dos erros e da solu¢do encontrada
pelas alunas.

Karol: Vai dar errado Mariana, deu raiz de -2, ndo tem, e agora?

Mariana: Ai ndo vai ter, ai vai ficar -1.

Karol: Agora deu certo.

P: Raiz de -2 ndo tem, ndo serve, e esse menos -1 de onde apareceu?

Karol: Do x que passou pra la.

P: Entdo tem que melhorar essa resposta, escreve como se fosse uma raiz irracional, como raiz de 2,
por exemplo.

Mariana: Entao aqui fica raiz de -2 -1.

Karol: Af escreve que ndo serve, ndo convem.

P: Entdo se aqui na resolucéo algébrica ndo tem resposta, na representa¢do geométrica como fica?
Karol: Também néo tem resposta?

Mariana: liii, tudo errado.

P: Vamos pensar (x +1)% é x +1 vezes x +1 concorda? (x +1)* na figura representa o que para nés?
Mariana: Os lados.

P: Os lados ao quadrado ¢ igual a area, que da -2. Que nimero que substitui pelo x que ao quadrado
da-2?

Karol: Ah! J& sei aqui tem que ser -3.

Mariana: Da 4.

P: Vamos pensar mais um pouco, se x fosse zero, da quanto?

Karol: D& um.

P: Se fosse -1.

Mariana: DA zero.
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Mariana: Entao tem que ser um dado positivo e um negativo.

P: Mas ai ndo é quadrado, se aqui ndo tem resposta, como aqui pode ter se é a mesma atividade? Se
aqui ndo tem resposta aqui ndo tem também, mas por que nao tem resposta?

Mariana: Porque isso aqui é problematico.

P: Qual o problema de ter um lado vezes outro que d& -2 vamos pensar.

Mariana: Porque -2 ndo pode, porque é um quadrado.

P: multiplica 2 nimeros positivos e dois nimeros negativos, qual a natureza das respostas?

Mariana: Vai ser sempre positivo.

P: Ent&o sdo dois conhecimentos matematicos, um é dizer que ndo tem solugdo nos reais porque nao
da para tirar raiz de negativo, outro é dizer que ndo tem porque dois nimeros multiplicados sempre
vai dar resposta positiva.

Na primeira frase do excerto ficou evidente a dificuldade devido a natureza da
resposta, destacada por Booth (1995) como a dificuldade em representa-la e a compreensdo
do seu significado. Em seguida, verificou-se o nosso encaminhamento, com o fim de manté-
las em situacOes adidaticas, para que as alunas pudessem compreender que as duas resolugdes
estavam erradas, determinar os erros, buscar a forma correta e chegar a uma resposta
satisfatoria, conforme visto no protocolo apresentado.

Sintetizando os erros dos itens da atividade, destacamos erros relativos a fatoracéo,
completamento do quadrado, ao transpor um termo de um membro a outro da igualdade, a
resolugdo de raiz quadrada, também ao determinar o valor atribuido a cada retdngulo na
representacdo geomeétrica e a incompreensao da solugdo vazia e seu significado geométrico.

Outra dificuldade detectada foi relativa ao uso da caneta para a resolucdo das
atividades, observada na frase de Karol: “toda hora eu erro, é horrivel fazer de caneta” e “ta
vendo, Mariana, a gente ta errando tudo, nas provas faco tudo a lapis e depois passo a
caneta”. Fizemos esta escolha didatica conscientes da dificuldade imposta ao aluno, cujo
intuito era provocar a discusséo da atividade e, com fidelidade, analisar suas producées.

Outro problema verificado foi quanto & validac8o. Nesta atividade ndo questionamos
sobre a veracidade das respostas e como ndo encontramos nenhum registro oral ou escrito que
sugerissem a validacdo das respostas obtidas, por meio do registro numérico, acreditamos que
os alunos ndo tém o habito de verificar se a solugdo encontrada satisfaz a equacgdo. No
entanto, nas atividades resolvidas por meio das representacfes algébrica e geométrica ha a
presenca da validagdo, no confronto entre as solugdes encontradas, de acordo com as
diferentes representacdes.

Com base nas producdes apresentadas pelos alunos foi possivel concluir que eles
mobilizaram os registros algébrico e geométrico para a resolucio de uma equagéo do 2° grau,
realizando tratamentos adequados para a obtencdo das raizes da equacdo. No entanto,

dificuldades com tratamentos algébricos, em particular com a fatoragdo impediram que alguns
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alunos resolvessem corretamente, mas nao impediram a ascensdo no nivel de mobilizacdo de
registros. Duval explicita que a capacidade de compreensdo em matemaética estd ligada a
capacidade de mudar de registro. Ao procederem a resolucdo algébrica e a resolucéo
geométrica da atividade 16.c, ficou evidente a importancia dessa nocdo destacada por Duval.

Atividade 17

Complete o quadrado da equagéo ax?+bx+c=0

Andlise a priori

Obijetivos: Analisar se os alunos reinvestem a técnica do completamento do quadrado,
passando de casos particulares a formula geral de resolucdo da equacgdo do segundo grau e
identificar as possiveis dificuldades encontradas pelos alunos na realizagéo desta atividade.

A varidvel didatica presente é V. expressdo presente na atividade, que pode
representar uma dificuldade para a resolucéo, devido a limitacdo dos conhecimentos do aluno
em algebra, dado o nivel de generalidade da equagdo, pois seus coeficientes séo letras e ndo
nUmeros.

As dificuldades poder&o ocorrer na obtenco do coeficiente 1 para x° e ao determinar a
expressdo da area que completa o trindbmio quadrado perfeito. A partir de entdo, erros diversos
de fatoracdo e nas manipulacdes algébricas, descritas por Nguyen (2006) poderdo ocorrer. Um
deles poderd ser a falha de prioridade de uma operacdo em relagdo a outra. Por exemplo, 0
aluno ao iniciar a resolucéo podera, simplificar a equacéo dada a fim de facilitar a resolucéo
ou mesmo durante a resolucdo ao invés de fatorar, resolverd primeiro o Minimo Multiplo
Comum (M.M.C) das fragdes algébricas.

Estratégias de resolucéo

Si: Utiliza registro algébrico

Neste caso espera-se que o0 aluno resolva algebricamente, apoiando-se nos conceitos
algebricos de fatoracéo.

S,: Utiliza os registros algébrico e geométrico

O aluno utilizard o registro geométrico para determinar o valor que completara o
trinbmio quadrado perfeito, bem como sua forma fatorada e, a partir de entdo, voltard a
utilizar o registro algébrico visando obter a férmula geral de resolucdo, por meio de
manipulacdes algébricas.
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No momento de discussdo final as dividas percebidas serdo colocadas em debate com
0 intuito de que o grupo possa esclarecé-las e, possivelmente, dirimi-las.

Anélise a posteriori

Quando analisamos a apresentacdo da fatoracdo nos livros didaticos, fizemos uma
critica relativa a rapida passagem que Giovanni Jr. e Castrucci (2009) fazem do
completamento do quadrado na representacdo algébrica de um caso particular para o
completamento do quadrado na forma geral da equacgdo, a fim de obter a formula geral de
resolucdo da equacdo. Para ndo cometermos a mesma inadequacdo dos referidos autores,
antes de iniciarmos esta atividade, expusemos no quadro, exemplos para que os alunos
determinassem os termos que completavam o trinémio. Até esse momento trabalhamos com
casos particulares de expressdes, portanto, iniciamos com expressdes algébricas mais gerais,
como x?-x+?, indagando se existia ou ndo um niimero que formava o TQP e, se existisse, qual

seria?

P: Vamos ver, o quadrado do primeiro tem que dar x°, 2 vezes o primeiro vezes o segundo tem que dar
1x, entdo qual o valor?

Rafaela: 1 ou 1x.

Will: .

P: Ent&o o termo é %%, 2 vezes % é um, mais o quadrado do segundo, quadrado de % é %. Quanto da
(x - %)%, porque é X - 1?

Will: Porque se fizermos a fatoracgéo dé x - % é a forma fatorada.

P: Como vocé desenvolve isso?

Will: E o quadrado do primeiro, menos 2 vezes o primeiro vezes o segundo mais quadrado do
segundo.

P: Certo, parabéns. Acho que esse foi facil demais, vamos fazer outro.

Observando que os alunos resolveram facilmente a expressdo proposta, passamos para
outro exemplo, um pouco mais elaborado: x*+ax+? Repetimos a indagacdo da questdo

anterior, se existia ou ndo um namero que formava o TQP e, se existisse, qual seria?

M: Y.

Will: a/2.

Rafaela: 2/a.

P: Ninguém t& conseguindo. Quem quer arriscar mais, vamos pensar, temos que chegar numa coisa
mais geral, se fizermos quadrado do primeiro tem que dar x?, entdo é x, se fizermos 2 vezes x vezes
alguma coisa sabemos que tem que dar ax, qual seria o termo? Qual deve ser o termo que
multiplicado por 2 vai dar ax?

Rafaela: a/2.

Will: Entéo o termo que completa é a%/4.



P: Vamos verificar se fizemos corretamente?
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Os alunos apresentaram um pouco mais de dificuldade na expressdo x*+ax+a/4, no

entanto, acreditamos que eles j& tinham condicfes de resolver a equacdo geral. Desse modo

entregamos-lhes a folha contendo a atividade, a qual gerou muito debate.

17- Complete o quadrado da equagiio ax’ + bx + ¢ = 0

Protocolo 30: Atividade desenvolvida pelas alunas Karol e Mariana

Apresentaremos um fragmento das consideragdes elaboradas na discussao.

Mariana: Como faz isso?

P: Observe que ja resolveram equacéo semelhante. A equagéo 4x*+20x+100 = 0, como comegaram

resolvendo?

Mariana: Simplificando por 4 pra ficar com x2.

P: Entdo aqui é a mesma coisa.

Mariana: Mas simplificar por a, mas 0s outros ndo tem a?

P: N&o tem problema, fica fracdo, aqui € da mesma forma como vocés completavam o quadrado nas

equacdes numéricas, mesmo raciocinio s6 que algébrico.
Karol: Entéo aqui fica: x*+bx/a = -c/a.
P: Agora completa o quadrado.
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Mariana: Entao para dar 2 vezes b/a pra dar b/a tem que ter um 2 embaixo pra cancelar, fica b/2a e o
quadrado é b%4a’, vai confere ai.

Karol: Fiz, certo. E agora como resolve isso?

Mariana: Tem que tirar o M.M.C, vocé faz vezes 4a’° + a.

Karol: N&o é vezes.

P: Certo é vezes, qual o proximo passo?

Mariana: Tira a raiz dos dois lados, [...] t6 com dificuldades para chegar no 4ac + b®.

Karol: Porque tem que simplificar...

Mariana: Ah, isso aqui é o delta [...] e a gora posso fazer o M.M.C desse lado [...] isso aqui é 0 X,
conseguimos, acabou.

Nossa intencdo era manter os alunos em situacBes adidaticas. Assim, também
participamos da realizacdo da atividade, cujo fim era de instigar e possibilitar que
encontrassem uma solucdo para a mesma. Independente dessa colaboragdo, quanto ao
raciocinio empregado para obter a formula resolutiva, observamos que as alunas tiveram
dominio das manipulagdes algébricas necessarias a resolugcdo, bem como facilidades ao

completar o quadrado na equacgéo.

A outra equipe trabalhou sem a nossa intervencao.

17- Complete o quadrado da equagdo ax> + bx +¢ = 0
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Protocolo 31: Atividade desenvolvida pelos alunos Vinicius, Will e Rafael

Verificamos que os alunos simplificaram a equac&o, isolaram o termo independente,
completaram o quadrado, fizeram o M.M.C corretamente e, ao perceberem que realizaram
alguma operagdo errada, pois o resultado obtido nio correspondia a “formula de Bhaskara”,
eles retomaram a questdo, encontraram 0 erro, corrigiram-no e assim, obtiveram a férmula
geral de resolucéo.

Relembramos que esses alunos ja conheciam a formula geral de resolucdo e quando

iniciaram a resolucao, logo identificaram-na.

Mariana: Parece o delta.
Will: Essa conta tinha no livro.
Rafaela: Fala sério, é a Bhaskara.

Observamos que a maior dificuldade algébrica para a resolugdo da atividade foi a
resolugdo do M.M.C. Assim, no momento final de discussdo da atividade, ao refazermos a
atividade no quadro com a ajuda dos alunos, resolvemos o M.M.C por equivaléncia
mostrando que havia outro meio de resolvé-lo. Depois de terminada a resolucéo e o debate,

solucionando as davidas e institucionalizando conceitos necessarios a resolucdo,
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acrescentamos que a formula resolutiva nada mais é que “um completando o quadrado” na
forma geral da equacdo. A formula de Bhaskara pode ser usada quando se julgar necessario,
mas muitas equacles, conforme vimos, podem ser resolvidas s6 pelo completamento do
quadrado, algébrica e/ou geometricamente.

As dificuldades apresentadas foram minimas diante da complexidade da atividade.
Contudo, pelo exposto na atividade analisada, pudemos inferir que os alunos reinvestiram o
conhecimento da fatoracdo, em particular do completamento do quadrado, passando de casos

particulares aos mais gerais.

Consideracdes gerais sobre a Sessédo 6

Os resultados obtidos na aplicacdo dessa sessdo evidenciaram que, exceto um aluno,
os demais conseguiram resolver algebricamente uma equagdo do 2° grau por meio da
fatoragdo, apresentando facilidade ao fatorar e completar o quadrado.

Em relacdo as estratégias adotadas pelos alunos, constatamos que foram utilizadas as
previstas em nossa analise a priori. No entanto, observamos que houve a predominancia da
resolucdo no campo algébrico, porém, ao solicitar a resolugdo geométrica, os alunos foram
capazes de mobilizar tal representacdo. Desse modo, consideramos que todos os alunos
conseguiram perceber a relacdo entre a representacdo algébrica e a geométrica e determinar as
raizes da equacdo.

Na resolucdo pela representacdo geométrica, os alunos apresentaram algumas
dificuldades quanto a uma equacéo de solucdo vazia, erro destacado por Booth (1995) como
natureza das “respostas”, derivado de concepc@es oriundas da aritmética, segundo a qual, todo
problema admite uma solucdo e que, no entendimento dos alunos, tinha que ser numérica e
determinada, originando erros no campo algébrico. Identificamos também dificuldade quanto
a conversdo da representacdo algébrica para a representacdo geométrica. Segundo os PCN
(BRASIL, 1998), na maioria das vezes, a construcdo das ideias algébricas é reproduzida de
forma mecanica, sem produzir significado ao aluno. Por isso o ensino de equagGes do 2° grau
precisa garantir que os alunos possam identificar relacbes entre as diferentes representactes
dos objetos matematicos ali empregados, a fim de que haja a apreensdo desse objeto.
Acreditamos que o0 nosso trabalho cumpriu esse papel e obteve éxito no desenvolvimento da
resolugdo das atividades pelos alunos.

O ponto culminante dessa sessdo, foi quando os alunos, ao desenvolverem uma

atividade utilizando os registros algébrico e geométrico, verificaram que a resposta ndo era a
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mesma e, por meio das duas representacdes, foram se apoiando ora em uma, ora em outra,
para verificarem os erros cometidos e chegarem a uma resolucéo satisfatéria. Desse modo, um
registro ndo sé contribuiu para verificar a validade do outro, como também para a busca dos
erros, 0 que para nés indicou que os diversos registros de representagdo semiética podem
favorecer a atribuicdo de significados aos objetos matematicos e facilitar formas de
verificacdo da atividade, levando-nos a crer que a mobilizagdo de diversos registros favoreceu
o0 desenvolvimento de situacfes adidaticas de validacdo, nessa sessdo, por meio do registro
geométrico.

Quanto a institucionalizacdo, esta ocorreu durante e ao final das atividades com o
objetivo de esclarecer as dividas surgidas. Ela foi realizada por meio de intervencdes e ao
final, por meio de esclarecimento de alguns conceitos referentes ao tema.

Apesar das dificuldades de resolucdo na representacdo geométrica por alguns alunos,
consideramos que houve a mobilizagdo de um segundo registro, pois eles relacionavam uma
resolucdo algébrica com uma geométrica, identificando os termos empregados e obtendo a
solucéo.

Ao estudar as dificuldades dos alunos em passar de casos particulares a formula geral
de resolucdo da equacdo do segundo grau, pela fatoracdo, por meio da atividade 17,
verificamos que as dificuldades apresentadas se restringiram ao Minimo Mdltiplo Comum
(M.M.C) dos denominadores de fragcdes algébricas, que consideramos como dificuldades
minimas e pelo fato de os alunos estarem no primeiro semestre do nono ano, talvez pouco
tenham estudado esse conceito; assim, diante da complexidade da atividade, consideramos a
resolucdo satisfatoria.

Por meio das andlises das atividades pudemos destacar a importancia da Teoria
proposta por Duval (1995).
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CONSIDERAGCOES FINAIS

Durante a revisdo da literatura sobre o ensino de algebra ficou explicito que o ensino
da fatoracdo e da resolucio das equagdes do 2° grau, no Brasil, ainda é guiado por principios
do tecnicismo que se apoia em regras e formulas, oferecendo poucas oportunidades para a
compreensdo do aluno. Segundo Usiskin (1995) a exigéncia da capacidade do aluno de tratar
diversas técnicas manipulatérias, faz com que as primeiras nocbes algébricas sejam
dominadas pela pratica do uso exagerado de simbolos sem dar sentido ao ensino de tais
técnicas. O ensino da &lgebra para Post; Behr; Lesh (1995) e Booth (1995) deve levar em
consideracdo que as variaveis podem ser manuseadas se assemelhando a aspectos do mundo
real, partindo dos conhecimentos numéricos, por exemplo. Contudo, ao propormos em nosso
trabalho o uso da fatoraco na resolugio de equaces do 2° grau, procuramos nos pautar em
(BRASIL, 1998, p. 121-122) que recomenda ‘“possibilitar que os alunos construam seu
conhecimento a partir de situagBes-problema que confiram significados a linguagem, aos
conceitos e procedimentos referentes a esse tema” a fim de contribuir para uma melhor
apreens#o. Assim, recomenda a resolugio das equacdes do 2° grau pela fatoracio.

Nos livros didaticos analisados, verificamos que primeiramente € apresentado o
completamento do quadrado e depois a “formula de Bhaskara”; assim, esses livros ja
empreendem esforcos no sentido de sinalizar que o mais importante neste contetdo é a
compreensdo de que a formula geral de resolucéo provém do completamento do quadrado na
forma geral da equacgo. Apesar de pequenas tentativas no sentido de mudanga na abordagem
por alguns livros didaticos, observamos que de modo geral a fatoracéo fica esquecida apds a
deducdo da férmula, ndo sendo utilizada em situagcbes como a fatoragcdo dos trindmios
quadrados perfeitos, para completar quadrados, conforme afirma Burigato (2007), Eisenberg e
Dreyfus (1995) e Lima (2001), nem para resolver equacdes do 2° grau como propusemos
neste trabalho. E nitida a fragmentagio no ensino da fatoragdo, particularmente do
completamento do quadrado e do estudo das equagBes do 2° grau, ja que no oitavo ano so
ensinados os casos de fatoracdo e os produtos notdveis e no nono ano retoma-se com a
fatoracdo e a resolugdo da equacdo. Diante desse tipo de abordagem é de esperar que o aluno
ndo consiga relacionar um contetdo a outro ou mesmo néo tenha conhecimentos suficientes
para compreender e associar contelidos como fatoragéo e equagdes do 2° grau, favorecendo a
permanéncia desse aluno em monoregistros e, mesmo neles, apresentando dificuldade em

realizar tratamentos adequados. Para Duval (2010), quando o aluno ndo reconhece 0 mesmo
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objeto matematico nas diferentes representagdes, ele fica limitado na sua aprendizagem
matematica.

Acreditamos, com base nesse estudo, que uma forma mais adequada de abordar o
contetido equagdes do 2° grau é propor sua resolugio por meio da fatoragdo, pois assim é dada
a oportunidade ao aluno de atribuir significado a fatoracdo e identificar articulagdes entre
conteldos, pois a fatoracdo sera utilizada para resolver equagdes e ndo apenas como regras de
utilidade duvidosa, sem sentido para o aluno, que devem ser memorizadas apenas para serem
reproduzidas nos exercicios e nas provas.

Como o objetivo geral de “Analisar a mobilizacdo de registros numérico, algébrico e
geométrico, por alunos do 9° ano do ensino fundamental, para resolver equacdes do segundo
grau na forma completa, utilizando o método do completamento do quadrado”, preparamos
uma sequéncia didatica, composta por 17 atividades as quais desenvolvemos em seis sessdes,
todas com duracdo de 1h30min, no periodo vespertino de uma escola da rede publica de
Campo Grande - MS. Assim, um dos procedimentos deste estudo, foi desenvolver atividades
gue viessem ao encontro das teorias de Situacfes Didaticas, (BROUSSEAU, 1986) e Teoria
de Registro de Representacdo Semiética, (DUVAL, 1995), e nosso papel principal,
possibilitar aos alunos momentos de investigacdo e reflexdo acerca do objeto matematico,
proporcionando o desenvolvimento do seu raciocinio, bem como a atribuicéo de significados,
ao realizar tratamentos em diferentes registros e conversdes, alternando a todo momento de
uma representacdo a outra, questionando-os, orientando-os para que pudessem mobilizar
conceitos, buscar outros, a fim de que encontrassem nos diferentes registros de representagédo
uma alternativa para resolucdo e apreensdo das equagBes do 2° grau pela fatoracdo e
pudessem valida-las. Nos momentos finais de cada atividade buscamos trabalhar a
institucionalizacdo de alguns conceitos, representacdes e técnicas referentes ao tema, com o
fim de discutir e analisar erros, acertos, ideias equivocadas e estratégias de solucao.

As analises a posteriori das sessfes da sequéncia de atividades evidenciaram que 0s
alunos da escola pesquisada possuiam conhecimento do campo algébrico requerido, desde as
regras para a fatoragdo de um trindmio quadrado perfeito as manipulagdes algébricas
necessarias a realizacdo das atividades. Ressaltamos que os alunos ndo tinham conhecimento
da resolucdo de uma equagdo do segundo grau pela fatoragdo por meio de registros algébricos
e, com relacéo as representacdes geométricas, ndo constatamos evidéncias de seu efetivo uso
ou compreensdo trazidos pelos alunos sujeitos de pesquisa. Assim, por meio da resolucdo das
atividades fomos construindo as nogdes de fatoracdo e resolugdo de uma equacgédo do segundo

grau, inclusive com a representacio geométrica.
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Com relacdo a mobilizacdo dos registros numérico, algébrico e geométrico na
fatoracdo de um trindmio quadrado perfeito, observamos que 0s registros numérico e
algébrico foram utilizados com mais éxito que o registro geométrico. Foi possivel perceber
que as dificuldades manifestadas pelos alunos se devem, particularmente, ao fato do trinémio
quadrado perfeito representar a area do quadrado e a forma fatorada evidenciar a medida dos
lados das figuras que compdem o quadrado, bem como a soma dos termos ax*+bx resultar na
area dada pelo termo independente c. No entanto, no decorrer das atividades, essas
dificuldades foram sendo sanadas, reforcando a falta de significado atribuida pelo aluno a
elementos algébricos, conforme foi descrito por Brasil (1998), Castro (2003) e Booth (1995).

Em relacdo a obtengdo de um trindmio quadrado perfeito, por meio do completamento
do quadrado para a resolucdo da equacdo do 2° grau, fazendo uso de diferentes registros,
observamos que os alunos tiveram facilidade em perceber que o trindbmio ndo correspondia a
um quadrado perfeito e conseguiam determinar o valor que o completava, fazendo uso da
identidade algébrica ou da representacdo geométrica. Ao completar o quadrado na forma
algébrica para a resolucdo da equacdo do 2° grau, foi necessario chamarmos a atencdo de
alguns alunos para 0 uso do principio da equivaléncia de equacGes para que pudessem
prosseguir e obterem a solugdo da equagdo. Os registros numérico e geométrico foram
utilizados somente quando a atividade solicitava ou, eventualmente, como forma de validagao
da resposta encontrada pelo aluno. Assim como identificado por Silvestre (2006), a escolha da
estratégia de resolucdo mobilizada pela maioria dos alunos parece depender dos
conhecimentos prévios que eles tém. Verificamos algumas dificuldades descritas aqui e nas
analises a posteriori de cada sessdo, no entanto as discussdes entre 0s pares € CONOSCo
encaminhou-0s para a compreensdo quanto aos erros cometidos, convergindo na ascensdo dos
alunos a mobilizacdo dos diferentes registros. Concluimos, reafirmando que, quanto a esse
objetivo especifico, houve a mobilizacdo dos diferentes registros de representacdo, assim
como, a resolucéo das equagdes do 2° grau pela fatoragdo conforme propusemos.

Quanto a identificar as dificuldades dos alunos com relacdo ao tratamento e conversao
nos registros utilizados na resolucdo de equac6es do 2° grau, constatamos que no tratamento
algébrico houve erros provenientes da manipulagdo algébrica, destacados por Nguyen (2006).
Durante as sessOes, a dificuldade com a conversdo do registro algébrico para o registro
geométrico, foi evidente. Dentre estes, destacamos, conceitos equivocados na compreensao da
solucdo negativa, obtida por meio da resolugdo pela representagdo geométrica. Ainda nesse
campo os alunos enfrentaram dificuldade em relacdo ao quadrado da diferenca de dois termos.

Contudo, consideramos, ter obtido sucesso quanto ao atendimento desse objetivo, pois ao
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solicitar a resolucédo algébrica ou geométrica, os alunos foram capazes de mobilizar o registro,
realizando o tratamento e/ou conversdo requerida na atividade.

Ao estudarmos as dificuldades dos alunos em passar de casos particulares a formula
geral de resolucdo da equacdo do segundo grau, por meio da fatoragdo, identificamos como
essencial o processo de discussao junto aos alunos, questionando-os onde deveriamos chegar
e como proceder para atingir esse objetivo. Assim, ao obterem um resultado que nédo
correspondia a “formula de Bhaskara”, ja conhecida por eles, eles proprios buscavam os erros,
dentre estes, destacamos como principal, a resolu¢do do Minimo Mdltiplo Comum de fracdes
algébricas. As equipes desenvolveram a atividade, demonstrando habilidade algébrica e
compreensdo de seu objetivo, assim, classificamos a atividade como satisfatéria, bem como
esse objetivo.

Quanto a nossa questdo central “Como a mobilizacdo de diversos registros de
representacdo, por alunos do 9° ano do ensino fundamental, pode se manifestar na apreensao
da resolugdo de equagdes do 2° grau completas, por meio da fatoracio?” Constatamos em
varios momentos, o éxito alcangando por alguns alunos frente a mobilizacdo dos diversos
registros, por exemplo, ao resolverem uma equacdo do 2° grau com uso do registro
geométrico, puderam com rapidez e precisdo determinar suas raizes. Outra situagdo
importante, do ponto de vista da mobilizagéo de registros, foi quando ao desenvolverem uma
atividade utilizando os registros algébrico e geométrico, verificaram que a resposta ndo era a
mesma e por meio das duas representacdes, foram se apoiando ora em uma, ora em outra, para
verificarem os erros cometidos e chegarem a uma resolucdo satisfatdria. Ressaltamos que,
para a resolucdo de uma equacéo do 2° grau, o aluno fez uso desse raciocinio por meio do
acesso a uma segunda representacdo, no caso a geométrica. Desse modo, um registro ndo so
contribuiu para verificar a validade do outro, como também, para a busca dos erros. Inferimos
que a mobilizacdo de diversos registros favoreceu o desenvolvimento de situagdes adidaticas
de validacdo e, ressaltamos que o aluno fez uso desse raciocinio porque teve acesso a uma
segunda representacdo, no caso a geométrica, para a resolucdo de uma equacio do 2° grau,
também que, os diversos registros de representagdo semidtica podem favorecer o acesso aos
objetos matematicos e facilitar formas de verificacdo da atividade, visto que os alunos
conseguem pensar a resolucdo de diferentes formas, transitando de um registro a outro,
realizando conversBes ou somente tratamentos.

Enfatizamos, ao longo de nosso trabalho, a situagéo adidatica de validagao descrita por
Brousseau (1986), procurando sempre analisar como se da o processo de validacdo da

atividade pelo aluno, bem como, instigando-o a realiza-la, pois acreditamos que ao verificar a
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validade de sua solugéo, possivelmente mobiliza um segundo registro de representacdo. Desse
modo, observamos durante o desenvolvimento das atividades que, o registro numérico foi o
mais utilizado como meio de verificagdo. Contudo, verificamos que os alunos pouco se
envolveram na busca de validacdo da atividade. Sendo assim, trata-se de um aspecto a ser
mais enfatizado e desenvolvido por professores, em sala de aula, a fim de possibilitar mais
autonomia do aluno frente a uma solugéo.

Em alguns momentos, quando solicitada a resolugdo geométrica, as equipes utilizaram
os dois registros, algébrico e geométrico, para obterem a solugcdo por meio geométrico
conforme solicitado. Lembramos que os PCN (BRASIL, 1998) recomendam que no estudo da
equacdo do 2° grau suas raizes sejam obtidas pela fatoragdo, discutindo seu significado de
modo a favorecer sua apreensdo. Assim, destacamos a importancia da Teoria de Registros de
Representagdo Semidtica, que de acordo com Duval (2010, p.13), “o desenvolvimento das
representacfes semidticas foi uma condicdo essencial para a evolucdo do pensamento
matematico”.

Quanto ao trabalho do professor diante do contetdo de fatoracdo, nossos estudos
indicam que é importante realizar a fatoracdo numérica, para em seguida explorar a fatoragdo
algébrica, bem como por meio da representacéo do registro geométrico, pois podem contribuir
para a compreensdo. Quanto a resolugdo de uma equacéo do 2° grau completa, consideramos
que a utilizacdo da fatoracdo é uma abordagem extremamente rica e permite aos alunos
exercitarem suas habilidades, bem como ressignificar objetos algébricos na representacéo
geométrica e consequentemente favorecer a apreensao deste contetdo.

Diante dos resultados obtidos nesta pesquisa, constatamos que ainda podem ser
levantadas novas questdes a respeito da mobilizacdo do registro geométrico, investigando o
porqué da sua ndo utilizacdo e, também, se alunos que possuem dificuldades com o
conhecimento algébrico, podem se apoiar mais na representacdo geomeétrica, analisando se tal
aluno evolui na apreensdo de conceitos algébricos.

Outra questdo que também pode ser investigada é quanto ao ensino proposto por
professores que ministram aulas nos nonos anos do Ensino Fundamental, o porqué da ndo
introducdo do ensino de equagBes do 2° grau pela fatoracdo, tendo em vista que os livros
didaticos destacam essa forma de abordagem da resolucéo.

Ao término desse trabalho acreditamos ter conseguido atingir satisfatoriamente nossos
objetivos. Identificamos, com base nas producbes apresentadas pelos alunos, que houve a
mobilizacdo de registros numérico, algébrico e geométrico, para resolucdo das equacdes do

segundo grau na forma completa e a compreensdo dessa forma de resolugdo; porém,
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observamos certa resisténcia dos alunos na mobilizacéo do registro geométrico, o que ndo foi
encontrado na mobilizacdo dos registros algébrico e numérico.

Ao concluir esta investigacdo, acreditamos ter contribuido para a construgdo de
conhecimentos dos alunos participantes, apoiados na compreensdo de ideias matematicas. Aos
professores de Matematica que atuam nos oitavos e nonos anos do Ensino Fundamental,
oferecemos um subsidio para o trabalho em sala de aula; enfatizamos que esta experiéncia
como pesquisadores enriqueceu nossa pratica docente.

Por tratar-se de um tema complexo e abrangente, esperamos que este trabalho

contribua com 0 avango das pesquisas sobre este assunto.
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ANEXOS



ANEXO A - Sessédo 2

Atividade 4

Dados dois quadrados cujos lados medem 2 cm e 5 cm, responda:

||

2

Qual a area de cada quadrado? Represente-as na forma de poténcia.
Complete esta figura para obter um Unico quadrado (“quadradio”).

PRl

Escreva a expressdo numérica que representa a area do “quadradido” obtido.

Se substituirmos 0 5 por X, qual seria a expressao que representa a area total da

figura “quadraddo”? Escreva-a na forma fatorada.

Desenhe um quadrado formado por dois quadrados e dois retangulos cuja area
total seja dada pela expressdo x> + 6x + 9. Quanto mede o lado desse quadrado?

Atividade 5

Na figura abaixo temos dois retangulos e um quadrado:

b)
c)
€)

Ln

Qual a expressdo que representa o valor da area total da figura com forma de
L?

Qual deve ser a area do quadrado que devemos acrescentar a figura em
forma de L, para obter um novo quadrado (“quadraddo”)?

Qual sera a expressdo que representa a area total do “quadradao” obtido?

Se a figura em forma de L tem area 56. Qual € a area do “quadradio”?

Se o “quadraddo” tem area 64, entdo quanto mede o seu lado? Qual o valor

de x?
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Atividade 6

Determine os lados dos retangulos e, se possivel, escreva na forma fatorada a expressao
correspondente a area total da figura.
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ANEXO B - Sesséo 3

Atividade 7

a) Qual é o valor da area do quadrado C?

b) Qual a forma fatorada dessa expressao?

¢) Se substituissemos o valor 3 por 5, qual deve ser o valor da &rea do quadrado C
para que a expressao que representa o valor da area total da figura seja um
trinbmio quadrado perfeito?

d) Se a érea de C é 16 u.a., qual a medida dos comprimentos dos lados dos dois
retdngulos? Escreva a expressdo que representa a area total do quadrado cujo
lado mede (x+4) unidades de comprimento.

Atividade 8

Na figura abaixo a area total é 36 cm”.

dx*

a) Descubra o valor das medidas dos lados dos retdngulos e dos quadrados dessa
figura;

b) Escreva a expressdo que representa a area total da figura, fatore-a;

c) Determine o valor de x.

Atividade 9

Dada a expressdo (x + 8)°
a) Desenvolva essa expressdo algebricamente;
b) Desenvolva essa expressao geometricamente.




Atividade 10
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Dadas as figuras abaixo:

2

a) 3

b)

oL

5

X

Escreva a expressdo que representa a &rea da parte
Justifique.

colorida da figura em cada item.
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ANEXO C - Atividades da Sequéncia

1- Encontre uma expressao que corresponda a area de cada figura abaixo.

a) )

w [ d

2- Observe a sequéncia de quadrados abaixo:

b)

b) Tendo em vista os quadrados acima, complete o quadro:

(2+1).2+1)=2°+1x2+2x1+1°=2°+2(1x2) +1°

Quadrado b
Quadrado ¢

Quadradoa | (2 +1)°
( )z
C )

b) Vocé consegue dizer se existe alguma propriedade ou regra comum presente nos
resultados da resolugdo acima?

3-

a) Qual o valor de 1227

b) Desenhe um quadrado que possua 12 unidades de érea.

c) 12%é equivalente & expressdo numérica (10 + 2)*? Por qué?

4- Dados dois quadrados cujos lados medem 2 cm e 5 cm, responda:

L
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a) Qual a &rea de cada quadrado? Represente-as na forma de poténcia.

b) Complete esta figura para obter um tinico quadrado (“quadraddo”).

c) Escreva a expressdo numérica que representa a area do “quadradéo” obtido.

d) Se substituirmos o 5 por X, qual serd a expressdo que representa a area total da figura
“quadradao”? Escreva-a na forma fatorada.

e) Desenhe um quadrado formado por dois quadrados e dois retangulos cuja area total seja

dada pela expressao x? + 6x + 9. Quanto mede o lado desse quadrado?

5- Na figura abaixo temos dois retangulos e um quadrado:

wn

a) Qual a expressdo que representa o valor da area total da figura com forma de L?

b) Qual deve ser a area do quadrado que devemos acrescentar a figura em forma de L, para
obter um novo quadrado (“quadradio”)?

¢) Qual sera a expressdo que representa a area total do “quadradao” obtido?

d) A figura em forma de L tem area 56, qual é a area do “quadradio”?

e) Se o “quadradao” tem area 64, entdo quanto mede o seu lado? Qual o valor de x?

6- Determine os lados dos retangulos e, se possivel, escreva na forma fatorada a expressdo
correspondente a &rea total da figura.
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a) Sabendo-se que a expressao que representa o valor da area total da figura acima é um
trindbmio quadrado perfeito, qual é o valor da area do quadrado C?

b) Qual a forma fatorada dessa expresséo?

¢) Se substituirmos o valor 3 por 5, qual deve ser o valor da area do quadrado C para que a
expressao que representa o valor da area total da figura seja um trindmio quadrado perfeito?
d) Se a &rea de C € 16 u.a., qual a medida dos comprimentos dos lados dos dois retdngulos?
Escreva a expressao que representa a area total do quadrado cujo lado mede (x+4) unidades de
comprimento.

8- Na figura abaixo a area total é 36 cm?.

dx*

a) Descubra o valor das medidas dos lados dos retangulos e dos quadrados dessa figura;
b) Escreva a expressdo que representa a area total da figura e faca a fatoracdo dela
¢) Determine o valor de x.

9- Dada a expresséo (x + 8)°
a) Desenvolva essa expressao algebricamente;
b) Desenvolva essa expressdo geometricamente.

10 — Dadas as figuras abaixo:

2

a)

(=]
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b)

oL

y

X

Escreva a expressao que representa a area da parte colorida da figura em cada item. Justifique.

11- Complete as lacunas:

X2 — s +1= (e, N )?
by@+...... Y= . F o +121
o) I —12y + e, =X -3y)?

12-De acordo com a sequéncia de figuras abaixo, utilizadas para auxiliar na resolucdo da
equacdo x° — 10x -11 = 0, pode-se observar que esta equacio pode ser escrita na forma x* —

10x = 11, assim procedemos a resolugdo geométrica:

5 5
X
X X
X '
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. 'I_s
x-5 x-5

x-5

x-5

a) Qual a area do quadrado de lado x - 5? Por qué?
b) Quais os possiveis valores que x pode assumir para satisfazer a equacio: x* — 10x = 11?

13- Al-Khowarizmi, matematico hindu que viveu no século 1X, para resolver a equacio x> +
10x — 39 = 0, (escrita em notacdo moderna para o melhor entendimento dos alunos), primeiro
escreveu-a da seguinte forma: x*+ 10x = 39, 0s outros passos voceé fara:

a) Represente x* + 10x por uma figura em forma de L e complete-a para formar um
quadrado;

b) Escreva a expressdo que da o valor da érea total do “quadradio
um trinbmio quadrado perfeito? Justifique;

¢) Qual o valor da area do L? E qual o valor do quadrado acrescentado?

d) Qual o valor de x que satisfaz a equacdo?

9

obtido. Ela corresponde a

14- Resolva geometricamente a equacéo: x° + 8x — 84 = 0

|

15- Qual é o nimero cujo quadrado, adicionado com seu décuplo, da 96?
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16- Resolva as equacdes, usando a fatoracéo:
1) (x-3)%=9
2) 4x%+40x +100=0
3) X*+2x+3=0
4) x*-18x +81=16
5) x*+4x+3=0
6) x°—14x =-40

7) Y -2y-2=0

17- Complete o quadrado da equacéo ax? + bx + ¢ =0



