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RESUMO

Esta pesquisa tem como objetivo principal investigar a mobilizacéo e articulacdo de conceitos
de Geometria Plana e de Algebra em estudos da Geometria Analitica por alunos de um curso
de Licenciatura em Matematica. Para tanto elaboramos uma sequéncia de atividades,
fundamentada nos principios da Engenharia Didatica e embasadas na Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica. Com a intencdo de provocar e favorecer conversdes entre registros
utilizamos, na aplicacdo da sequéncia, o software Grafeq, além do papel e lapis. Os dados
utilizados para analise foram coletados a partir da observacdo de escrita, audio e video dos
alunos atuando durante a sequéncia didatica realizada em um laboratério de informatica.
Foram analisados os protocolos de quatro académicos. Os resultados obtidos permitem
concluir que os académicos apresentaram dificuldades tanto no tratamento quanto na
conversao entre registros. As conversdes entre os registros ndo ocorreram de forma imediata,
e observamos dificuldades de tratamento praticamente em todos os conceitos trabalhados. Foi
possivel perceber que as retroacdes oferecidas pelo software foram fundamentais para que 0s
académicos manifestassem algum tipo de evolugcéo em suas estratégias.

Palavras-chave: Geometria Analitica. Representacdo Semidtica. Sistemas de Inequacdes.
Software Grafeq.



ABSTRACT

This research has as master goal to investigate the mobilization and articulation of Plane
Geometry and Algebra’s  concepts in  studies  of Analytic  Geometry by  students
in a Mathematics Graduation. To this end we prepared a sequence of activities, based on the
principles of Didactic Engineering and based in the Theory of Semiotics Representation
Records. With the purpose to cause and encourage conversions between records, we used, in
the application of the sequence, the Grafeq software, in addition to paper and pencil. The data
used for analysis were collected from the observation of written, audio and video of students
working during the didactic sequence held inacomputer laboratory. We analyzed the
protocols of four academics. The results obtained showed that the students had difficulties in
both the treatmentand the conversion between records. The conversions between the
records didn’t occur immediately, and we observed the difficulties in treatment in almost
all taught concepts. It could be observed that the feedbacks provided by the
software were essential for the students manifest some kind of evolution in their strategies.

Key words: Analytic Geometry. Semiotics Representation. Systems of Inequalities. Grafeq
Software.
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CAPITULO 1 - INTRODUCAO
1.1 TRAJETORIA EDUCACIONAL

Lembro-me ainda os dias em que refletia sobre as possibilidades de adquirir um
computador, imaginando como seria fazer uso desse instrumento, época em que a
acessibilidade a essas maquinas era restrita a uma pequena parte da sociedade, a mais bem
sucedida. O maximo que consegui foi um curso de seis meses com duas aulas semanais.
Aprendi o basico, mas foi o suficiente para despertar ainda mais meu interesse pela area das
tecnologias.

Durante todo o periodo em que estudei no Ensino Fundamental e Médio néo se falava
em computador integrado a Educacao. Mal podia imaginar que em aproximadamente quinze
anos, apds ter vivenciado meu ensino basico, a realidade seria outra.

Na busca por oportunidades e com essa curiosidade, ap6s ter tentado outros
vestibulares sem sucesso, no final do ano de 1999 abre na Universidade Paranaense -
UNIPAR Campus de Guaira o curso de Licenciatura em Matematica com énfase em
informatica: era o curso de Matematica e Informética que eu queria. Foram quatro anos de
estudos em que realmente aprendi alguns conceitos da Matemaética e de Informatica. A
integracdo dessas areas certamente me fascinava.

Durante a graduagéo, meu primeiro contato com um Software de Geometria Dindmica
- Cabri Géometre - foi um dos fatores influenciadores desta pesquisa, assim como a disciplina
de Desenho Geométrico, disciplina esta na qual obtive um étimo desempenho.

Em 2004, morando em Ponta Pord — MS, iniciei minhas atividades como professor de
Matematica, foram cinco anos de experiéncia no Ensino Fundamental e Médio. Tempo este
que pude perceber a grande necessidade de profissionais especializados na Educagéo Basica.
Em 2009, atuando no Ensino Superior como professor voluntario da UFMS no campus de
Ponta Por, ministrei aulas de Introducéo a Algebra Linear e Vetores e Geometria Analitica
no curso de Licenciatura em Matematica.

Trabalhando com o Software Geogebra, integrado a disciplina de Vetores e Geometria
Analitica, pude novamente perceber a importancia da integracdo da tecnologia na Educacéo,
fato que ja havia constatado no Ensino Fundamental e Médio.

Nesse periodo, pensando em fazer parte da selecdo do Programa de Pds-Graduagdo em
Educacdo Matematica da Universidade Federal de Mato Grosso do Sul e ciente da linha de

pesquisa Tecnologia e Educagdo Matemaética, elaborei a seguinte proposta de pesquisa:
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Geometria dindmica: um estudo de seus recursos, potencialidades e limitacdes através
do software Geogebra.

Em marco de 2010, tendo obtido sucesso na selecédo, iniciei minhas atividades como
mestrando. Logo nos primeiros dias de aula, comecei a desenvolver partes desta pesquisa.
Com a intengé@o de melhorar o projeto inicial percebi a necessidade de restringir o campo a ser
investigado.

O fato de pouco tempo atras ter trabalhado no ensino superior com a disciplina de
Vetores e Geometria Analitica integrada ao uso do Software Geogebra influenciou mais
diretamente minhas escolhas. Assim ficou decidido trabalhar com alunos do Ensino Superior,
com a disciplina de Geometria Analitica e com o Software Geogebra.

A partir disso, decidimos' adotar 0 seguinte objetivo geral para nossa pesquisa:
Investigar a aprendizagem de Regides do Plano por académicos de um Curso de
Licenciatura em Matemaética. A partir da definicdo dos objetivos geral e especificos
optamos por realizar a pesquisa com auxilio do Software Grafeq?, por acreditarmos que esse
era mais adequado a proposta. A marcacdo colorida de uma Regido do Plano por meio de
inequacdes, possibilidade oferecida pelo Software, foi um dos motivos relevantes de optarmos
por esta escolha.

Abracamos essa ideia, pois, além de trabalhar com Geometria Euclidiana e Geometria
Analitica, que faziam parte de minha primeira intencdo de pesquisa, as regides do plano a
serem investigadas também davam abertura para que trabalhassemos outros contetidos como
equacOes, inequacdes e fungbes, conceitos relevantes para possiveis analises em nossa
pesquisa.

Em um segundo momento, apos diversas colaboragdes ocorridas em grupos de estudos
no qual esta pesquisa era alvo de anélises, foram decididas algumas mudancgas. Até entdo
iriamos investigar a aprendizagem de Regides do Plano, no entanto, tanto aprendizagem
qguanto Regides do Plano foram itens geradores de polémicas, isto €, o referencial tedrico
usado era insuficiente para analise de aprendizagem e, regides do plano um conceito nao
definido matematicamente.

Considerando essas discussdes e ndo alterando a esséncia de nossa pesquisa decidimos
ndo mais investigar a aprendizagem de regides do plano e sim, a mobilizacédo e articulagéo de
conceitos de Geometria Plana e de Algebra em estudos da Geometria Analitica, como

veremos a seguir.

! Quando usar terceira pessoa do plural, refiro-me a um trabalho em conjunto com minha orientadora.
2 No item 3.3.1 do capitulo 3 descrevemos brevemente o funcionamento e o potencial desse software.
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1.2 JUSTIFICATIVA

O Ensino da Matematica passa por constantes analises e revisdes de modo que o
individuo possa compreender e atuar no mundo. O conhecimento matematico deve
possibilitar a interacdo do aluno com o ambiente social e cultural. No entanto, a visdo presente
na maioria da sociedade e na escola ainda é da Matemaética pronta e acabada que visa uma
educacéo tradicional na qual o professor ensina e os alunos devem assimilar as informacoes.

A luta contra esse tipo de pensamento estd exposta nos Parametros Curriculares
Nacionais - PCN - (1998). De acordo com os PCN para o Ensino Fundamental os alunos
devem valorizar a matemética como instrumento para compreender 0 mundo a sua volta e vé-
la como area do conhecimento que estimula o interesse, a curiosidade, o espirito de
investigacdo e o desenvolvimento da capacidade para resolver problemas.

Dentre as orientacOes didaticas para terceiro e quarto ciclos do Ensino Fundamental, a
Geometria ganha destaque no desenvolvimento do pensamento matematico. Destaca-se nos
PCN (1998) que seu ensino é um campo fértil de situacOes-problema que favorece o
desenvolvimento da capacidade para argumentar e construir demonstracées.

A Geometria como todas as outras areas de conhecimento da matematica é constituida
de objetos abstratos, no entanto, ela proporciona ao aluno a oportunidade de fazer descobertas
por meio de objetos fisicos - aqueles usados para experimentacdo - que representam sua

abstracdo. Segundo Lorenzato (1995, p. 5)

[...] a geometria estd por toda a parte, desde antes de Cristo, mas é preciso enxerga-
la... mesmo ndo querendo, lidamos em nosso cotidiano com as ideias de paralelismo
e perpendicularismo, congruéncia, semelhanca, proporcionalidade, medicdo
(comprimento, area, volume) simetria: seja pelo visual (formas), seja pelo uso no
lazer, na profissdo, na comunicacédo oral, cotidianamente estamos envolvidos com a
Geometria. [...] Aqueles que procuram um facilitador de processos mentais,
encontrardo na Geometria o que precisam: prestigiando o processo de construcdo do
conhecimento, a Geometria valoriza o descobrir, o conjecturar e o experimentar.

Apesar de as informacgdes elencadas pelo autor serem de suma importancia para o
ensino e a aprendizagem da Matematica, pode-se dizer que nem todos os alunos tém acesso a
parte da Geometria que possibilita o descobrir, 0 conjecturar e 0 experimentar nas atividades

apresentadas a eles. Ao se referir aos livros didaticos, Lorenzato (1995, p. 4) afirma que:

Infelizmente em muitos deles a Geometria é apresentada apenas como um conjunto
de defini¢Ges, propriedades, nomes e férmulas desligada de quaisquer aplicagGes ou
explicacGes de natureza histérica ou ldgica; noutros a Geometria € reduzida a meia
dlzia de formulas banais do mundo fisico.
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Podemos perceber uma contradi¢do entre o que esta sendo ensinado e 0 que deveria
ser ensinado. Por um lado temos a Geometria que possibilita a construcdo do conhecimento e
por outro, um ensino que se limita, muitas vezes, a deducdo de formulas. Nesse sentido é
importante buscar e/ou pensar possiveis contribuicdes, para o estudo da Geometria, que
valorizem a compreensédo dos conceitos.

Com essas consideracdes e tendo em vista o vasto campo que a Geometria abrange,
fomos levados a delimitar nossas investigacdes. Constatamos, por meio de leitura de
pesquisas, de livros e de documentos oficiais para o Ensino Médio e Superior que o0 ensino da
Geometria Analitica requer alguns cuidados em relacdo a possiveis articulagbes entre

propriedades geométricas e algébricas. Para Lima (2010, p. 1)

A Geometria Analitica baseia-se na ideia de representar os pontos da reta por
ndmeros reais, 0s pontos do plano por pares ordenados de ndmeros reais. [...] Isto
permite tratar algebricamente muitas questdes geométricas e, reciprocamente,
interpretar de forma geométrica certas situagdes algébricas.

As Orientacdes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais
para 0 Ensino Médio - PCN+ - (2006) propGem os seguintes contetdos e habilidades para a
Geometria Analitica:
v’ Interpretar e fazer uso de modelos para a resolucdo de problemas geométricos.
v" Reconhecer que uma mesma situacdo pode ser tratada com diferentes
instrumentais matematicos, de acordo com suas caracteristicas.
v Associar situacGes e problemas geométricos a suas correspondentes formas
algébricas e representagdes gréaficas e vice-versa.
v Construir uma visdo sistematica das diferentes linguagens e campos de estudo da
Matematica, estabelecendo conexdes entre eles.
Estes itens citados estdo relacionados com a articulagdo entre a Algebra e a Geometria.
De acordo as Orienta¢fes Curriculares para o Ensino Médio, para que essa articulacdo seja
significativa para o aluno, o professor deve trabalhar o entendimento de figuras geométricas,
via equacdes, e 0 entendimento de equacdes, via figuras geométricas. Nesse sentido, os PCN+
ressaltam que mais importante do que memorizar diferentes equa¢Ges para um mesmo ente
geométrico é a compreensdo das ferramentas matematicas oferecida pela Geometria Analitica.
Goulart (2009) afirma que no Ensino Médio ha, por parte dos alunos, dificuldade de

entender que implicitamente a uma equacdo dada, estd sendo feita uma referéncia a um
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conjunto de pontos cujas coordenadas atendem certas condic¢Oes algébricas. Considerando,
por exemplo, a equacdo da circunferéncia x? + y 2 = r?, deve-se compreender que, dado o raio
r, as coordenadas dos pontos que pertencem a circunferéncia devem satisfazer essa equacao.
Logo, para que ocorra a assimilagdo do conceito € preciso entender, além da parte algébrica,
as possiveis variagOes da parte geométrica quando alterada a parte algébrica e vice-versa.

Concordamos com Douady (1986), quando diz que ao analisar objetos matematicos
podemos identificar diversos quadros® (geométrico, geométrico analitico, numérico, grafico,
algébrico e outros) ressaltando a importancia, para a compreensdo de conceitos, de passar de
um quadro a outro. Segundo a autora, a interacdo entre os quadros possibilita aos alunos
melhor estruturagdo dos conhecimentos em raz&o de identificar um mesmo objeto matematico
em diferentes campos.

Solucionar, por exemplo, no quadro algébrico um problema que foi apresentado no
quadro geométrico é fundamental para o aluno, pois dessa forma podera construir seus
conhecimentos de tal maneira que favoreca a aprendizagem, porém isso ndo ocorre
naturalmente, deve ser provocado pelo professor ou pesquisador.

Um dos propositos de nossa pesquisa € trabalhar ao menos com o0s quadros
geomeétrico, algébrico e o geométrico analitico. Dessa forma, a partir dessas consideracdes,
propomos provocar mudancas de quadros em estudos da Geometria Analitica. Entretanto,
nosso objetivo ndo € estudar os quadros e as mudancas de quadros. Objetivamos investigar a
mobilizacdo e articulacdo dos conceitos envolvidos nesse processo. Para isso utilizaremos o
estudo dos Registros de Representacdo Semiética (DUVAL, 2003)*.

Queremos analisar 0 processo cognitivo desenvolvido pelos académicos na resolucao
de atividades de Geometria Analitica estudando os procedimentos adotados e as dificuldades
evidenciadas por eles.

E oportuno dizer que essa pesquisa foi desenvolvida com alunos de um curso de
Licenciatura em Matematica e para isso consideramos dois pontos de vista. O primeiro € que
0s sujeitos dessa pesquisa tiveram oportunidade de estudar o contetido de Geometria Analitica
inicialmente no Ensino Médio e, em seguida, no Ensino Superior. O segundo é que esses

académicos serdo futuros licenciados e terdo como responsabilidade o oficio do magistério.

¥ Segundo a autora um quadro é constituido de ferramentas de uma parte matematica, de relagdes entre os
objetos, suas formulac6es eventualmente diferentes e de imagens mentais associadas a essas ferramentas e
relacGes.

* Teoria desenvolvida por Raymond Duval (1989). Mais consideracdes sao apresentadas no capitulo sobre o
referencial tedrico.
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De acordo com as Diretrizes Curriculares Nacionais para o curso de Matematica o
principal objetivo do Curso de Licenciatura em Matemética® é formar professores para o
Ensino Basico e, como vimos, a Geometria Analitica, quando estudada por alunos do Ensino
Médio, deve ser desenvolvida de acordo com seus objetivos.

Nesse contexto, Richit (2005) apresenta uma andlise de como trabalhar com projetos
em Geometria Analitica usando um software de geometria dindmica e com o objetivo de
favorecer a formacao de futuros professores de Matematica. A autora considera

[...] urgente e necessario uma reformulagdo dos curriculos das licenciaturas, de
modo que sejam promovidas experiéncias educacionais com os futuros professores
de Matemética, que os cologuem no comando de seu processo de formacéo e, que

seja promovida uma formacdo integral que contemple as dimensdes especifica,
pedagogica e tecnoldgica. (RICHIT, 2005, p. 162).

N&o é nossa intengdo avaliar o Curso de Matematica ao qual pertencem 0s sujeitos
dessa pesquisa, mas buscarmos contribuicdes para 0 processo de ensino e aprendizagem da
Geometria Analitica, a partir da analise de atividades desenvolvidas por futuros professores.
Assim, considerando que nossos sujeitos ja possuem um conhecimento prévio sobre o objeto
de estudos, analisaremos a relacdo sujeitos/Geometria Analitica, isto é, procuraremos saber

como esses alunos interagem com esse conceito.

1.3 QUESTAO DE PESQUISA E OBJETIVOS

Uma vez que o foco de nossa pesquisa ndo estd na aprendizagem de conceitos de
Geometria Analitica, mas no processo de mobilizacdo e articulagdo entre conceitos da
Geometria Plana e da Algebra, definimos como questdo de pesquisa:

Como conceitos da Geometria Plana e da Algebra sdo mobilizados e articulados
em estudos da Geometria Analitica por alunos de um Curso de Licenciatura em
Matemética?

Para responder nossa questdo de pesquisa definimos como objetivo principal analisar
como alunos de um Curso de Licenciatura em Matematica mobilizam e articulam
conceitos da Geometria Plana e da Algebra em estudos da Geometria Analitica.

Para atingir nosso objetivo geral definimos os seguintes objetivos especificos:

% Essa escolha sera mais bem detalhada no capitulo 3 dessa pesquisa, mais especificamente no item 3.2.
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e ldentificar e analisar dificuldades de mobilizacdo e articulacdo de conceitos da
Geometria Plana e da Algebra na resolucdo de atividades da Geometria
Analitica.

e Identificar e analisar procedimentos de mobilizacéo e articulacdo de conceitos de
Geometria Plana e de Algebra em estudos da Geometria Analitica.

e Investigar contribuicbes do software Grafeq na mobilizacdo e articulagcéo de
conceitos de Geometria Plana e de Algebra em estudos da Geometria Analitica.

Entendemos que a identificacdo e andlise das dificuldades de mobilizacdo e articulacdo
de conceitos da Geometria Plana e da Algebra na resolucdo de atividades da Geometria
Analitica contribuem para atingirmos nosso objetivo geral. De fato, para a construcdo das
atividades os académicos devem mobilizar tanto conceitos algébricos de funcdes, equacdes e
inequacdes como conceitos de Geometria Plana (ponto, reta, propriedades geométricas de
circunferéncia, propriedades geométricas de elipse e etc.). A dificuldade em mobilizar
conceitos algébricos ou geométricos pode impedir o académico de realizar as devidas
articulagBes entre conceitos de Algebra e Geometria. Dessa forma achamos pertinente uma
investigacdo sobre o que dificulta o processo de mobilizacdo e articulacdo desses conceitos.

E importante identificar e analisar as estratégias adotadas para ajudar a compreender
tanto suas dificuldades quanto a compreensdo que tém dos conceitos envolvidos nas
atividades, o que deve permitir melhor estudar como mobilizam e articulam conceitos da
Geometria e da Algebra na resolucdo de problemas da Geometria Analitica.

Finalmente, entendemos que investigar contribuices do Grafeq na mobilizacdo e
articulagio de conceitos de Geometria Plana e de Algebra em estudos da Geometria Analitica,
nosso terceiro objetivo especifico, esta fortemente relacionado ao objetivo geral, pois a partir
das retroacGes do software os alunos terdo oportunidade de refletirem sobre suas estratégias
equivocadas e, a partir disso, chegarem a uma estratégia Otima, isto €, a mobilizacdo e
articulacdo dos conceitos envolvidos que permitem resolver a situacao.

No proximo capitulo apresentamos nosso referencial tedrico. Tecemos breves
comentarios sobre as origens da Geometria Analitica, assim como sobre a forma que é
abordada no Ensino Médio e Superior. Discutimos também a importancia das Tecnologias da
Informacédo e da Comunicacdo na Educacdo Matematica e, finalmente apresentamos a Teoria

dos Registros de Representacdo Semidtica desenvolvida por Raymond Duval.



CAPITULO 2 - FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 ORIGENS DA GEOMETRIA ANALITICA

Por volta de 3500 a.C. os sumérios desenvolveram a escrita cuneiforme e os egipcios
os hieroglifos. A partir desse momento pode-se registrar 0s acontecimentos atraves do tempo.
De acordo com Garbi (2006) é dificil saber se foram 0s egipcios ou 0s SUmMEérios 0s primeiros
a produzirem escritas de natureza matematica. Existem tabletes sumérios de barro cozido
datados de 2200 a.C., entretanto ha possibilidades de haver documentos egipcios mais antigos
que esses ja que escreviam sobre papiros facilmente degradaveis.

O que se pode afirmar é que grandes construcdes de pedras realizadas no Egito, por
volta de 2700 a.C., indica que eles possuiam conhecimentos praticos de Geometria. A
construcdo da piramide de Quéops, por volta de 2650 a.C., é exemplo de um conhecimento
geomeétrico rico em detalhes de grande complexidade.

Alguns séculos mais tarde, Tales de Mileto, considerado pai da matematica dedutiva,
fez parte do grande desenvolvimento do interesse pela ciéncia que ocorreu por volta do ano
600 a.C. na Grécia. De acordo com Garbi (2006) ndo se sabe ao certo em que circunstancia
Tales comecou a interessar-se por Geometria, mas conta-se que foi depois de uma viagem que
fez ao Egito onde pode observar a riqueza de elementos geométricos presentes em templos e
monumentos egipcios como a piramide de Quéops. Tales foi considerado um dos sabios mais
importantes para a época, recebendo destaque por usar propriedades de figuras geométricas
para determinar a distancia sobre a superficie terrestre.

Na mesma época, Pitagoras de Samos (586 a.C. - 500 a.C.) também traz suas
contribui¢bes para o estudo da Geometria. Segundo Garbi (2006) Pitagoras foi o primeiro
grego a demonstrar a propriedade geral dos triangulos retangulos (que ja era conhecida dos
babilonios e chineses havia séculos).

Dois séculos depois, no ano de 386 a.C. foi fundada a célebre Academia de Platio
onde foram reunidos grandes gedmetras para, juntos, avangarem no estudo da Geometria.
Fizeram parte da academia alunos como Euddxio, de Cnidos que reformula a teoria das
proporcoes de modo a levar em conta a existéncia dos irracionais. Os irmaos Menecmo e
Dinostrato também se destacam na Academia. Menecmo descobre as conicas (elipse,
hipérbole e pardbola) e Dinostrato descobre que a Quadratiz de Hipias resolvia o problema da
quadratura do circulo.
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Alguns anos depois, por volta de 300 a. C. Ptolomeu I, estimulado pelo filésofo
Demeétrio, de Falero, funda a Universidade de Alexandria. Nesse mesmo ano o matematico de
nome Euclides viria a ensinar Geometria ali. Com objetivo de organizar material didatico para
0 ensino de Geometria para iniciantes, Euclides escreveu a famosa obra “Elementos” na qual
foi sintetizada grande parte da geometria conhecida até entao.

Para Gabi (2006) quem hoje 1€ os 13 livros tende a pensar que ali estava todo o
conhecimento matematico da época, mas isso ndo é verdade: Euclides conhecia muitas coisas
mais como as sec¢bes conicas, nao incluidas nos Elementos. Contudo nenhum outro autor
conseguiu éxito comparado ao de Euclides. Tanto, que depois dessa obra, devido sua grande
influéncia, por cerca de 1500 anos houve pouquissimos progressos no que diz respeito a
Geometria.

Eves (2007) afirma que o grande retorno aos estudos da Geometria surge no Século
XVII quando Descartes e Fermat concebiam as ideias da Geometria Analitica moderna como

um método de enfrentar problemas geométricos.

A esséncia da ideia quando aplicada ao plano consiste em estabelecer uma
correspondéncia entre pontos do plano e pares ordenados de ndmeros reais,
viabilizando assim uma correspondéncia entre curvas do plano e equagcfes em duas
variaveis, de maneira tal que para cada curva do plano esta associada uma equacéo
bem definida f(x,y) = 0 e para cada equacdo dessas esté associada uma curva (ou um
conjunto de pontos) bem definida do plano. Estabelece-se, além disso, uma
correspondéncia entre as propriedades algébricas e analiticas da equacdo f(x, y) =0
e as propriedades geométricas da curva associada. (EVES, 2007, p. 382).

No periodo que antecede o século XVII, surgem ideias semelhantes a essa e que
merecem destaque. Os egipcios e 0s romanos usaram a ideia de coordenadas na agrimensura e
0s gregos na confeccdo de mapas. Além disso, no século XIV Nicola Oresme (1323-1382),
estudante e professor da Universidade de Paris, deixou, antes do ano de 1361, um pensamento
notavel — “porque nao tragar uma figura ou grafico da maneira pela qual variam as coisas?”
Essa é uma sugestdo daquilo que hoje conhecemos por representacao grafica de uma funcao.

Apesar de as descobertas realizadas pelos gregos, pelos egipcios, pelos romanos e por
outros matematicos como Oresme, relacionadas & Geometria Analitica, serem de grande
importancia, faltava em suas construcfes a operacionalidade, fato que sé viria acontecer no
Século XVII por meio da unificacdo da Algebra com a Geometria. Os gregos, por exemplo,
ndo eram muito bons em Algebra, além disso, naquele momento a Algebra ndo havia sido

desenvolvida o bastante para que pudessem pensar nessa uniéo.
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O fato de a Algebra estar bem desenvolvida no Século XVII ndo exclui a genialidade
de dois personagens historicos ao criarem a Geometria Analitica a partir dessa unido: Pierre
de Fermat (1601-1665) e René Descartes (1596-1650). Tanto Fermat como Descartes eram
formados em Direito e tinham o estudo da matematica como uma atividade complementar, ou
apenas de lazer. E conveniente dizer que apesar de as contribuicdes desses dois personagens
terem ocorrido simultaneamente, eles ndo trabalharam juntos.

Apesar de o francés René Descartes ser anunciado na maioria dos livros didaticos
como o pai da Geometria Analitica, ha indicios que seus trabalhos foram posteriores aos de
Pierre de Fermat. Por volta do ano 1635 Fermat escreveu Introducéo aos lugares planos e
solidos, porém esse trabalho s6 foi publicado em 1679, apds sua morte. Fontes historicas
contam que Fermat ndo se preocupava em publicar seus estudos e descobertas; isso era feito
por meio de cartas enviadas a amigos e outros pesquisadores, dai talvez o motivo de ele ndo
ser muito lembrado entre os estudantes do Ensino Médio ou Superior. Acredita-se que o texto
Introducdo aos lugares planos e sélidos foi fonte de inspiracdo para 0s principios
fundamentais da Geometria Analitica. Contudo, em 1637 René Descartes traz grande
contribuicdo quando publica seu trabalho intitulado O Discurso sobre o Método, composto por
trés apéndices sendo que a contribuicdo a Geometria Analitica aparece no ultimo deles.

Sabe-se ao certo que, com esses trabalhos tanto Fermat quanto Descartes introduziram
uma grande inovacdo para a Geometria: descobriram que havia uma relagdo estreita entre as
figuras geométricas e certos calculos numéricos. Assim, foi possivel resolver facilmente, por
meio do calculo algébrico, problemas que eram muito dificeis a luz da Geometria.

A Geometria Analitica € um conceito matematico relativamente “novo” que tem
aproximadamente quatro séculos de desenvolvimento. Como vimos sua criagdo sO foi
possivel com a jung&o dos conceitos de Geometria e de Algebra e ap6s o desenvolvimento da
Algebra. Dessa forma temos o interesse de desenvolver um trabalho que va ao encontro das
origens da Geometria Analitica, isto €, buscamos estudar a Geometria Analitica considerando
as condicdes para que um ponto P(x, y) faca parte de um conjunto de pontos e, dessa forma
temos a intencdo valorizar tanto a parte algebrica quanto a geométrica e ndo somente um
aglomerado de formulas, pois a Geometria Analitica é Algebra e Geometria e ndo apenas
Algebra.

2.2 GEOMETRIA ANALITICA NO ENSINO MEDIO



24

A Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (Lei 9.394/96) traz nova identidade
ao Ensino Médio. Antes disso a Lei n° 5.692/71 instruia que esses alunos fossem preparados
para prosseguir seus estudos e para habilitacdo do exercicio de uma profissdo técnica. A
reformulacdo do ensino medio no Brasil é estabelecida pela Lei de Diretrizes e Bases da
Educagdo Nacional - LDBEN - de 1996, regulamentada em 1998 pelas Diretrizes do
Conselho Nacional de Educagdo, assim como, sugerida pelos Pardmetros Curriculares
Nacionais. As Orientagbes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares

Nacionais para o0 Ensino Médio - PCN+ - ressaltam que

O novo ensino médio, nos termos da lei, de sua regulamentacdo e de seu
encaminhamento, deixa de ser, portanto, simplesmente preparatério para o ensino
superior ou estritamente profissionalizante, para assumir necessariamente a
responsabilidade de completar a Educacdo Basica. Em qualquer de suas
modalidades, isso significa preparar para a vida, qualificar para a cidadania e
capacitar para o aprendizado permanente, em eventual prosseguimento dos estudos
ou diretamente no mundo do trabalho. (BRASIL, 2002, p. 8)

Com esse objetivo a LDBEN/96 propde a divisdo do conhecimento escolar do Ensino

Médio em trés areas:
v'Linguagens, Codigos e suas Tecnologias.
v Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias.
v Ciéncias Humanas e suas Tecnologias.

Nosso interesse é pelas Ciéncias da Natureza, Matemética e suas Tecnologias. De
acordo com os PCN para o Ensino Médio a aprendizagem nessa area “indica a compreensao e
a utilizacdo dos conhecimentos cientificos, para explicar o funcionamento do mundo, bem
como planejar, executar e avaliar as a¢des de intervengdo na realidade” (BRASIL, 2000, p.
20). Mais especificamente sobre o conhecimento matematico, componente da area Ciéncias
da Natureza e suas Tecnologias e base de nossa pesquisa, 0s Parametros Curriculares

Nacionais para o Ensino Médio afirmam que:

A Matematica, por sua universalidade de quantificacdo e expressdo, como
linguagem portanto, ocupa uma posi¢do singular. No Ensino Médio, quando nas
ciéncias torna-se essencial uma construgdo abstrata mais elaborada, os instrumentos
matematicos sdo especialmente importantes. Mas ndo € s6 nesse sentido que a
Matematica é fundamental. Possivelmente, ndo existe nenhuma atividade da vida
contemporanea, da misica a informatica, do comércio a meteorologia, da medicina a
cartografia, das engenharias as comunicagdes, em que a Matematica ndo compareca
de maneira insubstituivel para codificar, ordenar, quantificar e interpretar
compassos, taxas, dosagens, coordenadas, tensdes, frequéncias e quantas outras
variaveis houver. (BRASIL 2000, p. 9)
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Ainda segundo os PCN

A Matematica no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a estruturar o
pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também desempenha um papel
instrumental, pois é uma ferramenta que serve para a vida cotidiana e para muitas
tarefas especificas em quase todas as atividades humanas. (BRASIL, 2000, p. 40)

A Geometria Analitica como parte integrante dos conhecimentos matematicos a serem
trabalhados no final da Educacdo Basica deve satisfazer os objetivos propostos para o0 novo
Ensino Médio. Dessa forma, deve atender também o0s requisitos necessarios para o
desenvolvimento da area Ciéncias da Natureza, Matemética e suas Tecnologias assim
como, das orientacdes curriculares para o ensino e a aprendizagem da matematica no Ensino

Médio. De acordo com esse documento

O trabalho com a Geometria Analitica permite a articulagdo entre Geometria e
Algebra. Para que essa articulacio seja significativa para o aluno, o professor deve
trabalhar as duas vias: o entendimento de figuras geométricas, via equagdes, e 0
entendimento de equac@es, via figuras geométricas. A simples apresentacdo de
equacdes sem explicagdes fundadas em raciocinios logicos deve ser abandonada
pelo professor. MemorizagBes excessivas devem ser evitadas; ndo vale a pena o
aluno memorizar a formula da distancia de um ponto a uma reta, j& que esse calculo,
quando necessario, pode ser feito com conhecimento bésico de Geometria Analitica
(retas perpendiculares e distancia entre dois pontos). (BRASIL, 2006, p. 77)

A partir dos objetivos atribuidos ao novo Ensino Médio pela LDBEN/96 e da proposta
para 0 ensino e aprendizagem da Geometria Analitica oferecida pelos PCN (2000), PCN+
(2002) e Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio (2006), realizamos uma breve analise
nos dois ultimos Guias de Livros Didaticos para Ensino Médio (PNLD/2009 e PNLD/2012).
Com isso, 0 objetivo é de verificar tanto as dificuldades quanto os progressos relacionados ao
ensino da Geometria Analitica direcionada a alunos do Ensino Médio.

Dentre os oito livros didaticos aprovados e apresentados pelo Guia do PNLD/2009,
destacamos quatro deles, por serem, em nossa opinido, aqueles que trazem discussoes
relacionadas ao nosso objetivo de pesquisa.

O catélogo relata que no livro (SMOLE & DINIZ, 2005)

Alguns temas sdo articulados ao longo do livro, tais como [...] Geometria Analitica e
funcdes afins e quadraticas, no entanto diversas articulagdes importantes ndo foram
feitas, tais como a utilizagdo da Geometria Analitica na resolugdo de problemas de
Geometria Plana. (BRASIL, 2008, p. 27).
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Jaem (RUBIO & FREITAS, 2005) nio se relaciona solugdes de sistemas lineares com
Geometria Analitica. Um exemplo para esse caso seria a resolu¢do de um sistema linear 2 x 2
pela representacdo grafica das equacdes no plano cartesiano.

No livro (GOULART, 2008) foi constatado que a Geometria Analitica é trabalhada de
forma isolada. Frequentemente a abordagem de contedos da Geometria, além de serem
trabalhados de forma isolada, é abordada por muitos profissionais da educagdo priorizando
formulas, o que acaba dificultando melhor compreensdo por parte dos alunos, fato que,
segundo este Guia, pode ser encontrado no livro (YOUSSEF & FERNADES, 2008). Além
disso, é constatado pelo PNLEM/2009 que nesse livro ndo ha exploragdo de conexdes entre
sistemas lineares e Geometria Analitica, assim como em outros livros ja citados e que, “O
estudo de Geometria Analitica ndo é satisfatoriamente vinculado & Aritmética, Algebra e
Geometria. Por exemplo, a descricdo algébrica da reta € feita por meio de equacdes, mas nao
ha referéncia ao estudo de fungdes afins”. (BRASIL, 2008, p.65).

Ao encontro dessas dificuldades, Bezerra (2009, p. 2) constatou que no Ensino Médio
“quase sempre o ensino e aprendizagem da Geometria Analitica ¢ centrado na transmissao de
formulas, descontextualizado da realidade e da propria Matematica, em total descompasso
com os avangos tecnoldgicos”. A autora afirma ainda que o desenvolvimento dos conceitos
neste conteldo se da de forma mecanicista, priorizando a memorizacdo de formulas e
algoritmos, deixando de lado o raciocinio légico e espacial.

Para Silva (2006, p. 18), sua experiéncia no Ensino Médio permitiu constatar que
“muitos alunos apresentam dificuldades em lidar com as diversas representagdes graficas e
algébricas de curvas planas”. Ainda de acordo com o autor os alunos investigados
apresentaram dificuldades para compreenderem a diferenga entre o objeto matematico e sua
representacéo®

A partir das dificuldades apresentadas anteriormente, percebe-se avangos na busca por
um melhor ensino e aprendizagem da Geometria Analitica tanto por parte por parte dos
autores do Guia do PNLD/2012 que a colocam como um campo especifico a ser discutido
guanto por parte dos autores dos livros selecionados pelo Guia do PNLD/2012, como veremos
a sequir.

Para o Guia do PNLD/2012 o ensino da Matematica deve capacitar os estudantes para
algumas funcdes, dentre elas destacamos trés, por estarem diretamente relacionadas ao estudo

da Geometria Analitica.

® Discutimos esse conceito no item 2.5 dessa dissertagdo no qual discorremos sobre a Teoria dos Registros de
Representacdo Semiotica.
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v' Saber empregar os conceitos e procedimentos algébricos, incluindo o uso do
conceito de Funcdo e de suas varias representacGes (graficos, tabelas, formulas etc.)
e a utilizaglo das equac0es;

v" Reconhecer regularidades e conhecer as propriedades das figuras geomeétricas planas
e sélidas, relacionando-as com os objetos de uso comum e com as representagdes
graficas e algébricas dessas figuras, desenvolvendo progressivamente o pensamento
geomeétrico;

v’ Estabelecer relacfes entre os conhecimentos nos campos de nimeros e operacdes,
Funcbes, Equacbes Algébricas, Geometria Analitica, Geometria, estatistica e
probabilidades, para resolver problemas, passando de um desses quadros para
outro, a fim de enriquecer a interpretagdo do problema, encarando-o sob Véarios
pontos de vista. (BRASIL, 2011, p. 16, grifo nosso).

No terceiro item citado anteriormente, damos maior énfase as articulacbes entre
Funcdes, EquacBes Algébricas, Geometria Analitica e Geometria, pois sdo conhecimentos que
estéo ligados ao nosso objeto de estudos.

Vale destacar que para a avaliagdo das obras no PNLD/2012 os topicos da Matematica
do ensino médio foram divididos em seis campos: Numeros e Operacgdes; Funcdes; Equacdes
Algébricas; Geometria Analitica; Geometria; Estatistica e Probabilidades. Chamamos a

atencdo para uma das observaces relativas ao campo Geometria Analitica:

Dada a sua importdncia como uma conexdo entre a Geometria e a Algebra, a
Geometria Analitica foi destacada em um campo especifico, que compreende: retas,
circunferéncias e cdnicas no plano cartesiano; vetores; e transformacdes geométricas
(BRASIL, 2011, p. 18).

O Guia do PNLD/2012 apresenta a resenha de sete colecdes. No geral, 0s objetivos
propostos para a Geometria Analitica no Ensino médio sdo parcialmente satisfeitos. Para
melhor compreensdo dessa situacdo destacamos 0s comentarios de duas das sete resenhas, por
serem, a nosso ver, aquelas que melhor explicitam esse fato. Segundo o0 Guia do PNLD/2012,
em (PAIVA, 2010), a abordagem de conceitos no campo Geometria Analitica é realizada, por
vezes, com énfase em regras e formulas, sem atividades de descobertas e de exploragdo. No
entanto as coénicas sdo apresentadas de forma apropriada, iniciando-se com a correta
contextualizagcdo dessas curvas como se¢des de um cone. J& em (SMOLE & DINIZ, 2010),
mais especificamente no campo Geometria Analitica o0 Guia do PNLD/2012 ressalta que

Sdo focalizadas, no plano cartesiano, as representacdes de pontos, retas,
circunferéncias e conicas e suas relagbes com as figuras geométricas planas. O
tratamento €, no geral, correto, mas pouco articulado com as funges afim e
quadratica. Além disso, o estudo desses conteidos recai na subdivisdo excessiva de
conceitos e procedimentos. (BRASIL, 2011, p. 94)
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Vale destacar ainda algumas contribui¢cdes de outros campos ao estudo da Geometria
Analitica. De acordo com o Guia do PNLD/2012 no campo Funcdes ¢ feita boa articulacdo
entre as representacfes matematicas das funcdes e graficos, assim como no campo Equacdes
Algébricas existem boas sugestdes de uso do software livre Winplot para a visualizacdo das
solugdes de sistemas lineares.

Percebe-se que os campos Funcbes e Equacgdes Algébricas estdo constantemente
relacionados ao plano cartesiano. Quanto a Equacbes Algébricas, quatro das sete colecdes
trabalham com a representacdo geomeétrica para resolucdo de um sistema linear e, em relagédo
ao campo Funcdes, apenas uma resenha ndo destaca um trabalho amparado por representacoes
graficas.

Os Parametros Curriculares Nacionais e as Orientagdes Curriculares para o Ensino
Médio destacam a Geometria Analitica como um campo especifico da Matematica que
articula Algebra e Geometria e elenca uma série de cuidados ao apresenta-la aos alunos, como
pudemos ver anteriormente. Com as observagoes realizadas a partir do Guia do PNLD/2009 e
do Guia do PNLD/2012 para o Ensino Médio percebemos que, apesar de haver preocupacao
em atender os objetivos didaticos para o ensino da Geometria Analitica, ainda existe a
necessidade de insistir na busca por uma melhor apresentacdo desse conceito matematico aos

alunos.

2.3 GEOMETRIA ANALITICA NO CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA
2.3.1 Diretrizes Curriculares dos Cursos de Graduacéao

Inicialmente os cursos de graduacdo eram regidos pela Lei 4.024/61, que instituia as
Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional, e pela Lei de Reforma Universitaria 5.540/68. Essas
Leis, entre outras coisas, tratavam da fixacdo dos curriculos minimos dos cursos de
graduacdo, validos para todo o Pais. Sobre isso o Referencial para as Diretrizes Curriculares

Nacionais — DCN — dos Cursos de Graduacao ressaltam que

Dado esse carater universal dos curriculos minimos para todas as instituigdes,
constituiam-se eles numa exigéncia para uma suposta igualdade entre os
profissionais de diferentes instituicdes, quando obtivessem 0s seus respectivos
diplomas, com direito de exercer a profissdo, por isto que se caracterizavam pela
rigidez na sua configuragdo formal, verdadeira “grade curricular”, dentro da qual os
alunos deveriam estar aprisionados, submetidos, ndo raro, até aos mesmos
contelidos, prévia e obrigatoriamente repassados, independentemente de
contextualizacdo, com a visivel reducdo da liberdade de as instituicdes organizarem
seus cursos de acordo com o projeto pedagogico especifico ou de mudarem
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atividades curriculares e conteddos, segundo as novas exigéncias da ciéncia, da
tecnologia e do meio. (BRASIL, 2003, p. 2)

Ora, ndo é coerente fixar um curriculo nacional visto que, cada regido, cada estado,
cada municipio tem um desenvolvimento especifico e, portanto exige profissionais aptos para
aquela localidade, profissionais que acompanharam e se integraram ao ritmo acelerado do
desenvolvimento local, regional, nacional e at¢é mesmo mundial. Um curriculo pré-
determinado ndo da abertura para esses fatos.

Esse quadro incoerente é deixado de lado quando, por meio da Lei 9.131de 24/11/95, a
Camara de Educacdo Superior do Conselho Nacional de Educacdo recebe autonomia para
tratar sobre as diretrizes curriculares propostas pelo Ministério da Educacdo e do Desporto,
para 0s cursos de graduacdo. Nesse sentido o CNE/CES propde alguns critérios para
formulacdo das Diretrizes Curriculares dos Cursos de Graduagéo. Citamos dois deles:

v' Assegurar as instituicdes de ensino superior ampla liberdade na composicdo da
carga horéaria a ser cumprida para a integralizacdo dos curriculos, assim como na
especificacdo das unidades de estudos a serem ministradas.

v Indicar os tdpicos ou campos de estudos e demais experiéncias de ensino-
aprendizagem que compordo os curriculos, evitando ao maximo a fixacdo de
conteudos especificos com cargas horarias pré-determinadas, 0s quais nao
poderdo exceder 50% da carga horaria total dos cursos.

Como podemos ver, a partir daquele momento, as instituicdes de ensino superior
passam a ter autonomia na elaboracdo de seus curriculos podendo adequéa-los de tal modo que
o futuro graduado possa enfrentar os desafios das rapidas transformacgdes da sociedade, do

mercado de trabalho e das condigGes de exercicio profissional.

2.3.2 Diretrizes Curriculares para Cursos de Matematica

Enquanto os cursos de Bacharelado em Matematica preparam profissionais para a
carreira de ensino superior e pesquisa, 0s cursos de Licenciatura em Matematica buscam,
como principal objetivo, a formacdo de professores para a Educacdo Basica. Para essa
pesquisa voltaremos nossas aten¢Ges para o curso de Licenciatura em Matematica.

De acordo com as Diretrizes Curriculares para Cursos de Matematica, a organizagdo
dos curriculos das instituicbes de ensino superior deve contemplar os contetdos comuns a

todos os cursos de Matematica, complementados com disciplinas organizadas conforme o
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perfil escolhido do aluno. Apresentamos a seguir alguns contetddos que, segundo as
Diretrizes, devem ser comuns a todos os cursos de Licenciatura em Matemaética.

v’ Caélculo Diferencial e Integral

v' Algebra Linear

v Fundamentos de Andlise

v" Fundamentos de Algebra

v Fundamentos de Geometria

v' Geometria Analitica

Apesar de os contetdos especificos com cargas horarias pré-determinadas nao
poderem exceder 50% da carga horéria total dos cursos de graduacdo, a Geometria Analitica
faz parte dos conteddos comuns a todos 0s cursos de Licenciatura em Matematica. Esse fato a
coloca em posicdo de destaque e que merece ser investigada. Porém, ndo queremos investigar
0s momentos de apresentacdo da Geometria Analitica ao aluno, mas sim como conceitos e
propriedades sdo mobilizados e articulados pelos educandos quando trabalham com atividades
relacionadas a Geometria Analitica.

Considerando que o principal objetivo do Curso de Licenciatura em Matematica é a
formacdo de professores para o Ensino Basico, é oportuno recordar que as OrientacGes
Curriculares para o Ensino Médio, quando se referem ao trabalho do professor com o
contelldo Geometria Analitica, ressaltam que:

A simples apresentagdo de equacbes sem explicagdes fundadas em raciocinios
I6gicos deve ser abandonada pelo professor. Memorizagdes excessivas devem ser
evitadas; ndo vale a pena o aluno memorizar a férmula da distancia de um ponto a
uma reta, ja que esse célculo, quando necessario, pode ser feito com conhecimento
basico de Geometria Analitica (retas perpendiculares e distancia entre dois pontos).
(BRASIL, 2006, p. 77)

As Diretrizes Curriculares Nacionais para os cursos de Licenciatura em Matematica
afirmam, no que se refere as competéncias e habilidades proprias do educador matematico,
que o licenciado em Matematica devera ter as capacidades de:

v’ Elaborar propostas de ensino-aprendizagem de Matematica para a educagdo
bésica;

v Analisar, selecionar e produzir materiais didaticos;

v Desenvolver estratégias de ensino que favorecam a criatividade, a autonomia e a
flexibilidade do pensamento matematico dos educandos, buscando trabalhar com

mais énfase nos conceitos do que nas técnicas, formulas e algoritmos.
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As Diretrizes recomendam ainda que, desde o inicio do curso o licenciando deve
adquirir familiaridade com o uso do computador como instrumento de trabalho e sua
utilizacdo para o ensino de matematica deve ser incentivada, em especial para a formulacao e
solucdo de problemas. E importante também a familiarizacdo do licenciando, ao longo do
curso, com outras tecnologias que possam contribuir para o ensino de Matematica.

Essa importancia pode ser comprovada quando comparamos os dados das pesquisas
realizadas por Di Pinto (2000) e Richit (2005). Com o objetivo de verificar a relacdo existente
entre producdes cientificas brasileiras dos anos 1990 vinculadas ao ensino e aprendizagem da
Geometria Analitica, Di Pinto (2000) constata que em muitas instituicGes de ensino superior
esta disciplina caracteriza-se como problema por apresentar um indice de reprovacao de 35%.

Confirmando esse resultado e discutindo a importancia do uso da tecnologia, Richit
(2005) desenvolve um estudo com alunos em Regime Especial de Recuperacao na disciplina

de Geometria Analitica de um Curso de Licenciatura em Matematica. De acordo com a autora

[...] o uso das midias informaticas no trabalho com projetos pode auxiliar o futuro
professor a perceber a relacdo existente entre o conhecimento especifico adquirido
ao longo da licenciatura e as possiveis aplicacdes destes conceitos em outras
situacdes, além daquelas praticadas em sala de aula. Além de fazé-lo refletir sobre as
formas de abordar estes contetidos na préatica pedagogica escolar. (RICHIT, 2005,
p.160)

Assim, por um lado temos evidéncias dos problemas do ensino e aprendizagem da
Geometria Analitica e por outro, Richit (2005) mostra que as midias informéaticas podem
auxiliar a superacdo desses problemas. Dessa forma, considerando as exigéncias das
Diretrizes Curriculares Nacionais para o0s cursos de Licenciatura em Matematica e as
constatacOes apresentadas anteriormente, procuramos investigar a forma com que alunos de
um Curso de Licenciatura em Matematica mobilizam e articulam conceitos de Geometria
Plana e de Algebra em estudo da Geometria Analitica. Trazemos como proposta atividades
nas quais os futuros licenciados terdo a oportunidade de desenvolver um trabalho que ndo seja
restrito a técnicas, formulas ou algoritmos. Propomos ainda, para o desenvolvimento dessas
atividades, o uso de diversas ferramentas tais como papel, lapis, caneta, régua, compasso e 0
software Grafeq.

E oportuno dizer que ndo temos a inten¢do de organizar uma proposta de formagio
para esses académicos ja que objetivamos investigar como mobilizam e articulam conceitos

algébricos e geométricos de Geometria Analitica. Entretanto, acreditamos que de forma
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indireta isso ocorrerd, pois a sequéncia de atividades, previamente preparada e aplicada, visa
atender os objetivos propostos pelos documentos oficiais para a Geometria Analitica.

2.4 AS TECNOLOGIAS DA INFORMACAO E DA COMUNICACAO E EDUCACAO
MATEMATICA

No senso comum, uma das primeiras, e talvez a unica referéncia que se faz a palavra
tecnologia, esta relacionada ao computador e o que se faz com ele, certamente por este ser o
momento dominado pelas Tecnologias da Informacdo e Comunicacdo - TIC. A evolucdo
social do homem, desde o primitivo até o atual, foi marcada pela construcéo e utilizacdo de
instrumentos tecnoldgicos que garantiram sua sobrevivéncia. Recursos existentes na natureza
foram se transformando em ferramentas Uteis para o desenvolvimento das atividades diérias;
por exemplo, pedras e 0ssos foram Uteis para os homens primitivos assim como uma geladeira
ou um carro sao indispensaveis para 0 homem contemporaneo.

De acordo com Kenski (2003, p. 18)

Ao conjunto de conhecimentos e principios cientificos que se aplicam ao
planejamento, & construcdo e a utilizacdo de um equipamento em um determinado
tipo de atividade n6s chamamos de tecnologia. Para construirem qualquer
equipamento — seja uma caneta esferografica ou um computador -, os homens
precisam pesquisar, planejar e criar tecnologias.

A autora afirma ainda que “o homem transita culturalmente mediado pelas tecnologias
que lhes sdo contemporéaneas. Elas transformam suas maneiras de pensar, sentir e agir.
Mudam até suas formas de se comunicar e de adquirir conhecimentos.” (KENSKI, 2003, p.
21).

Nesse trabalho utilizamos algumas tecnologias tidas como tradicionais, tais como o
lapis, a caneta, 0 papel, a régua e compasso. No entanto fazemos uso também das TIC, e mais
especificamente do computador e do software Grafeq.

Apesar de usarmos tanto as tecnologias tradicionais quanto as ditas novas tecnologias,
fazemos nesse texto algumas consideracdes sobre o uso das TIC. Acreditamos que esses
novos ambientes podem contribuir de forma significativa para a educagdo matematica. Em
nosso trabalho entendemos que tais contribuicdes podem surgir a partir do software Grafeq,
pois propomos atividades nas quais os alunos devem participar do processo de construcéo de
conhecimento revendo seus erros e reformulando suas hipéteses, o que é favorecido pelo uso

do software. Concordamos com Kenski (2003) quando diz que estamos vivendo um novo
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momento tecnoldgico, e que a ampliacdo das possibilidades de comunicagéo e de informacé&o,
por meio de equipamentos como o telefone, a televisdo e o computador, altera nossa forma de
viver e de aprender.

As novas tecnologias da informagcdo e da comunicacdo tém transformado nosso
ambiente em velocidade recorde, e nosso aluno faz parte dessa mudanga, ele estd mergulhado
nessas tecnologias. Pensando nisso, ndo é adequado ensinar matemaética para nosso aluno,
apenas com tecnologias do tipo papel e lapis: temos que pensar no sujeito que aprende em
meio a toda essa mudanca. Para Papert (2008), assim como qualquer outra estrutura social, a
escola precisa ser aceita por seus participantes e, para que isso ocorra acreditamos que a
escola ndo pode estar “distante” da realidade dos alunos. Se ha aceitacdo o discente assume
com mais responsabilidade seu papel de estudante.

Estamos trabalhando com alunos que nasceram em um mundo repleto de novas
tecnologias, logo ndo faz sentido que em seu ambiente de aprendizagem ndo tenham contato
com os diferentes ambientes tecnoldgicos que estdo familiarizados. E bom ressaltar que no
temos a intencdo de negar tecnologias como o quadro negro, o giz, o lapis, o papel, etc., mas
qgueremos, de alguma forma, articular diferentes tipos de tecnologias visando elaborar
situacOes que favorecam a aprendizagem.

Como pesquisadores, temos que pensar em mudangas. A necessidade de nos
comunicarmos de forma mais réapida e de interagirmos com outros nos faz rever formas de
agir, pensar e aprender. Diante disso temos como meta pensar no que fazer quando se fala de
aprendizagem em ambiente informatizado. Mais ainda, temos que refletir sobre como a
tecnologia pode favorecer a aprendizagem pelos alunos.

Richit (2005) faz uma analise de como trabalhar com projetos tomando por base a
Geometria Analitica visando possiveis contribui¢cdes para cursos de formag&o inicial docente
em Matematica. A autora procura entrelacar experiéncias educacionais com 0 uso de

softwares educativos, bem como de outros recursos tecnologicos.

Destacamos, a partir da experiéncia promovida com o0s sujeitos desta pesquisa e da
revisdo da literatura pertinente ao assunto, que o uso das midias informaticas no
trabalho com projetos pode auxiliar o futuro professor a perceber a relacdo existente
entre o conhecimento especifico adquirido ao longo da licenciatura e as possiveis
aplicacdes destes conceitos em outras situacdes, além daquelas praticadas em sala de
aula. Além de fazé-lo refletir sobre as formas de abordar estes conteidos na préatica
pedagogica escolar (RICHIT, 2005, p.160).

A autora destaca ainda que em varias atividades desenvolvidas houve “preocupagdo

dos licenciandos com o préprio entendimento dos conceitos e propriedades abordados e com
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as formas de aplicagdo pratica dos mesmos, como condicdo necessaria a aprendizagem
destes” (RICHIT 2005, p. 145).

Santos (2002, p. 96) constatou que “a aquisicdo dos saberes relacionados aos
coeficientes da equacdo y = ax + b por meio da articulacdo dos registros grafico e algebrico da
funcdo afim, em geral resistente ao ensino usual, é, no entanto, susceptivel de saltos
qualitativos importante via a interagdo aluno/software.”.

Maia (2007) realiza um trabalho de investigacdo propondo como objetivo principal

[...] permitir que os alunos descubram a forma candnica da fun¢do do 2° grau de
modo que percebam que as modificagdes na representacBes nesta escrita algébrica
produzem modificagdes na representacdo grafica e vice-versa. E, ainda introduzir a
nogéo de intervalo da fungdo bem como reaplicar todo o conhecimento apreendido
na construgdo de desenhos, sendo o uso do computador uma motivagdo. (MAIA,
2007, p. 47).

De acordo com Maia (2007) em nenhum dos livros analisados o uso de computador €
citado como ferramenta para auxilio na construcdo de graficos. Entretanto, a autora, fazendo
uso de um ambiente computacional aliado ao carater lidico como uma das ferramentas de
aprendizagem, conclui que “a participagdo efetiva dos alunos na realizacdo de todas as
atividades, as discussdes levaram a um crescimento na compreensao da construcdo e analise
de graficos de fungdo quadratica”. (MAIA, 2007, p. 137).

As contribuicbes de ambientes informatizados para o ensino e aprendizagem de
conceitos matematicos sdo amplamente constatadas em pesquisas. Diante dos objetivos
propostos para o ensino da Geometria Analitica e dos resultados apresentados anteriormente
referentes ao uso de ferramentas computacionais, propomos um trabalho no qual buscamos
investigar, entre outras coisas, possiveis contribui¢cbes de um software quando procuramos
instigar os sujeitos dessa pesquisa a realizarem as devidas articulagBes entre Algebra e
Geometria Plana presentes em estudos da Geometria Analitica. Para isso fazemos uso da
Teoria dos Registros de Representacdo Semiética sobre a qual passamos a discorrer no

préximo paragrafo.

2.5 REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

A teoria de Registros de Representacdo Semiotica, desenvolvida por Raymond Duval
(1988), tem como objetivo entender as dificuldades dos alunos na compreensdo da

matematica e a natureza dessas dificuldades. Para Duval isso ndo é possivel restringindo-se ao
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campo matematico ou a sua histéria. Esse autor propde uma abordagem cognitiva de analise,

isto &, busca investigar como o sujeito pensa.

A originalidade da abordagem cognitiva esta em procurar inicialmente descrever o
funcionamento cognitivo que possibilite a um aluno compreender, efetuar de
controlar ele prdprio a diversidade dos processos matematicos que lhe séo propostos
em situacdo de ensino. (DUVAL 2003. p. 12).

Em geral somos levados a pensar que o aluno frente a um problema dispde de um
unico mecanismo de resolucdo, no entanto ha varios. Duval tenta mostrar a importancia disso
para o processo de aprendizagem.

As condigdes e os problemas de aprendizagem ganham destaques nas argumentacoes
de Duval quando propde duas questdes preliminares para o desenvolvimento de sua teoria.
Pensando na aprendizagem da matematica, quais 0s sistemas cognitivos que o aluno deve
mobilizar para ter acesso aos objetos matematicos? Os sistemas mobilizados para a apreensdo
de objetos matemaéticos sdo Unicos, isto €, diferentes daqueles utilizados para o estudo de
biologia, quimica, fisica e etc.?

Duval mostra que ha diferencas entre a mobilizacdo de conceitos de matematica e de
conceitos, e é baseado nessa argumentacdo que nasce a Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica. De acordo com o autor a diferenca entre a atividade cognitiva
requerida pela matematica e a necessaria para outros campos do conhecimento ndo deve ser
procurada nos conceitos da matematica e de outros dominios de conhecimentos, mas na
grande variedade e na diferenca da importancia das representacGes semidticas para a
matematica e para outras areas de conhecimento.

Para Damm (2008) ndo existe conhecimento matematico que possa ser mobilizado por
uma pessoa, sem auxilio de uma representacdo. Por exemplo, ninguém vé um ponto, ou uma

reta; 0 que vemos sao suas representacoes.

A matematica trabalha com objetos abstratos. Ou seja, 0s objetos matematicos ndo
sdo diretamente acessiveis a percep¢do, necessitando, para sua apreensao, 0 uso de
uma representacdo. Nesse caso, as representacGes através de simbolos, signos,
cédigos, tabelas, gréficos, algoritmos, desenhos é bastante significativa, pois permite
a comunicacao entre os sujeitos e as atividades do pensamento, permitindo registros
de representacdo diferentes de um mesmo objeto matemético (DAMM, 2008, p.
170).

Para atingir os objetivos dessa pesquisa trabalhamos principalmente com os conceitos

de funcdes, equacOes e inequacdes. Para cada um desses conceitos destacamos a utilizacao
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das representacOes algébrica e grafica, que sdo diferentes registros de representacdo e que
estdo presentes na maioria das atividades propostas para esse estudo.

As representacBes semidticas, ou seja, as produgdes construidas pelo emprego de
regra de sinais (enunciado em lingua natural, formula algébrica, grafico, figura
geomeétrica,...) parecem apenas ser 0 meio de que o individuo disp8e para exteriorizar
suas representacdes mentais, ou seja, para as tornarem visiveis ou acessiveis a outro
(DUVAL, 2009, p. 15).

Um dos primeiros passos para que haja apreensao de um objeto matematico estudado é
compreender a forma como cada representacdo influencia no desenvolvimento e na
compreensdo dos conceitos matematicos.

Quando trabalhamos com a Matemaética, as possibilidades de tratar certo problema
dependem da representacdo utilizada. Podemos citar como exemplo a construcdo do grafico
da funcdo y = x + 2. Nesse caso, 0 problema foi apresentado e representado algebricamente,
no entanto, para sua construcdo pode-se usar tanto a representacao algébrica quanto a gréafica.
Algebricamente é possivel determinar coordenadas (X, y) a partir da relacdo y = X + 2 e com
duas coordenadas de dois pontos que satisfazem essa relacdo é possivel representar o grafico
pedido.

Por meio da representacdo grafica, pode-se pensar em y = X + 2 como uma translacao
do gréfico representado pela funcdo y = x. Teriamos nesse caso outra possibilidade de
resolucdo do problema. Assim a atividade matematica é caracterizada do ponto de vista
cognitivo pela importancia das representacGes semioticas com enfoque na grande variedade
de representacoes.

Duval (2003) caracteriza a atividade matematica basicamente por meio de quatro tipos
de Registros de Representagdes Semioticas separados em dois grupos:

v Registros Multifuncionais: constituidos pela Lingua Natural e pelas Figuras
Geometricas (registro figural) no qual ndo e possivel operar matematicamente
com esses registros, por exemplo, ndo adicionamos um quadrado a outro
quadrado, ou um quadrado a um triangulo. Podemos, sim, fazer transformagdes
nas figuras acrescentando tracados, mas ndo por meio de operagdes como
entendemos na matematica.

v Registros Monofuncionais: constituidos pelo Sistema de Escritas (registro das
coordenadas e registro algebrico) e pelos Graficos Cartesianos (registro

grafico), ao contrario dos multifuncionais, admitem tratamento.
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Entendemos por registro das coordenadas (RC) o registro das coordenadas cartesianas
(X, y), representantes de um ponto no plano, por exemplo, (2, 3); o registro algébrico (RA) é
visto como o das relacdes algébricas, por exemplo, (x+5)%/4 + (y-5)%/25 < 1; o registro grafico
(RG) como o que representa regides do plano que fazem uso dos eixos cartesianos e o registro
figural (RF) refere-se aquelas regides do plano que ndo apresentam os eixos em sua formagao
(quando temos uma figura geométrica plana, por exemplo).

Para Duval os registros de representacdo semidtica admitem dois tipos de

transformacGes que sdo extremamente diferentes: os tratamentos e as conversdes.

Os tratamentos séo transformacBes dentro de um mesmo registro: por exemplo,
efetuar um célculo ficando estritamente no mesmo sistema de escrita ou de
representagcdes dos numeros; resolver uma equagdo ou um sistema de equagdes [...] as
conversdes sdo transformacdes de representacdes que consistem em mudar de registro
conservando 0s mesmos objetos denotados: por exemplo, passar da escrita algébrica
de uma equagdo a sua representacéo grafica. (DUVAL, 2003, p.16)

As regras de tratamento diferem de um registro para outro, elas sdo trabalhadas dentro
do registro onde foram formadas. Podemos citar como exemplo a resolucdo da equagdo 6x +
2x — 5 = 5x - 10. Ao resolver essa equacdo permanecemos sempre no registro algébrico, ou
seja, estamos fazendo operacBes de tratamento. Exemplo analogo pode ser o de realizar o
calculo 0,2 + 1,3 - 5,2 ficando sempre com a representacdo decimal.

O tratamento ocorre internamente a um determinado sistema de registro, sua natureza
varia totalmente de um registro para outro, as regras e propriedades de cada sistema de
registro devem ser literalmente seguidas. Os dois exemplos apresentados anteriormente
seguem essa ideia. E importante observar que para um aluno do ensino fundamental resolver
um célculo envolvendo ndmeros decimais ou envolvendo fragdes exige regras diferentes.

O outro tipo de transformacdo ndo permanece no mesmo sistema, como ocorre no
tratamento. Se, por exemplo, queremos construir o gréfico da fungdo y = 2x - 8 devemos,
necessariamente, passar do registro algébrico ao registro grafico. E o que Duval chama de
convers&o.

Algumas vezes pode haver conversdao sem que haja mudanca de quadros, como é o
caso dos decimais e das fragdes. Entretanto, em nossa pesquisa estaremos provocando
conversdes em que ao mudar de registro também ocorrera mudanca de quadro. Ao pedirmos,
por exemplo, a construcdo da bandeira do Brasil a ser realizada no Grafeq, deve-se
primeiramente observar todas as propriedades da figura geometrica (registro figural),

transformar cada traco em linguagem algébrica aceitavel pelo software (registro algebrico) e
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em seguida observar a constru¢cdo no plano cartesiano oferecida pelo software (registro
geométrico). Nesse exemplo sdo duas as conversdes: do registro figural (quadro geométrico)
para o registro algébrico (quadro algébrico) e do registro algébrico para o registro grafico
(quadro geométrico analitico). Dessa forma além de ocorrer conversdes entre 0s registros
figural, algébrico e o gréfico, trabalha-se com os quadros geométrico, algébrico e o
geométrico analitico. Cabe salientar, entretanto, que, nossas analises estardo centradas nas

conversdes realizadas e nos conceitos mobilizados para que isso ocorra.

[...] do ponto de vista matematico, a conversdo intervém somente para escolher o
registro no qual os tratamentos a serem efetuados sdo mais econdmicos, mais potentes,
ou para obter um segundo registro que serve de suporte ou de guia aos tratamentos
gue se efetuam em outro registro. [...] mas, do ponto de vista cognitivo, € a atividade
de conversdo que, ao contrario, aparece como a atividade de transformacdo
representacional fundamental, aquela que conduz aos mecanismos subjacentes a
compreensdo. (DUVAL, 2003, p. 16).

Ao solicitar a construcdo do grafico de uma funcdo, de uma equacdo ou de uma
inequacdo, tentando provocar a conversdo entre essas representacfes, queremos muito mais
do que uma simples codificacdo, isto €, aplicacdo de regras. Queremos, por um lado,
oportunizar a mobilizagdo de conceitos de Geometria Plana tais como propriedades de uma
reta, da circunferéncia, de uma pardbola e etc. e, por outro, a mobilizacdo de relacdes
algébricas que correspondem aos respectivos tracos geométricos. Além disso, no plano
cartesiano deve-se estabelecer uma correspondéncia entre os tracos geomeétricos, as relaces
algébricas e o posicionamento do grafico em relacdo aos eixos cartesianos. “Ha por tras de
uma regra de codificacdo para passar de uma equacdo a um gréafico cartesiano, a necessaria
articulacdo entre as varidveis cognitivas que sao especificas do funcionamento de cada um dos
dois registros.” (DUVAL, 2003, p. 17).

No estudo da conversdo deve-se tomar o cuidado de analisar dois tipos de fendmenos:
0 primeiro considera as variacdes de congruéncia e de ndo-congruéncia e o segundo a
heterogeneidade dos dois sentidos de conversdo. Em nossa pesquisa utilizaremos mais
especificamente o segundo deles.

Para Duval (2003) a passagem de um sistema de representacdo a outro ndo tem nada
de evidente e de espontdneo no que concerne a maior parte dos estudantes que néo
reconhecem o0 mesmo objeto diante de representacbes que podem ser dadas em sistemas
semidticos diferentes. Esse fendmeno é chamado pelo autor de ndo-congruéncia entre as

representacgoes.
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O segundo fendmeno a que o autor faz referéncia e que faremos uso nessa pesquisa é a
heterogeneidade dos dois sentidos de conversdo. Realizar a conversdo em um sentido ndo
significa sucesso no processo inverso, isto é quando se invertem 0s registros de partida e
chegada. Duval (2003) afirma que geralmente, no ensino, um sentido de conversao é
privilegiado pela ideia que o treinamento efetuado num sentido estaria automaticamente
treinado a conversao no outro sentido.

A Geometria Analitica, nosso objeto de estudo, tem como objetivo tratar
algebricamente problemas geométricos e vice-versa, portanto possibilita ao menos a
conversdo do registro algébrico para 0 geométrico assim como do registro geométrico para o
algébrico. Nossos sujeitos de pesquisa, alunos de um Curso de Licenciatura em Matematica
tiveram a oportunidade de estudar conceitos de Geometria Analitica no Ensino Médio e
também no Ensino Superior. Seriam eles capazes de realizar tratamentos e conversdes no
desenrolar de atividades de Geometria Analitica? E bom lembrar que o principal objetivo do
Curso de Licenciatura em Matematica € a formacao de professores para a Educacdo Bésica,
portanto ao final de sua formacdo devem estar preparados para atenderem os objetivos’,
propostos para a Geometria Analitica, que estdo dispostos nas OrientacGes Curriculares para o
Ensino Médio.

Outro fator relevante presente nas Orientagdes Curriculares para os Cursos de
Graduacdo em Matematica € a solicitacdo que, desde o inicio do curso, o licenciando deve
adquirir familiaridade com o uso do computador como instrumento de trabalho. Fazendo uso
do software Grafeq, quais seriam as possiveis contribui¢cbes para o desenvolvimento de
atividades de Geometria Analitica que levem em consideracdo um trabalho com os Registros
de Representacdo Semiotica? A partir dessas e de outras indagacdes elaboramos nossa
sequéncia de atividades baseada nas discussfes apresentadas anteriormente. Da mesma forma
foram realizadas a experimentacgdo e a analise de dados.

No proximo capitulo apresentamos nossa escolha metodoldgica, os sujeitos da

pesquisa e detalhamos os ambientes a serem utilizados na realizagéo da sequéncia didatica.

" Os objetivos citados estdo dispostos no item 2.2 dessa dissertaco.



CAPITULO 3 - ESCOLHAS METODOLOGICAS

3.1 METODOLOGIA DE PESQUISA: ENGENHARIA DIDATICA

Para desenvolver nosso estudo utilizamos os principios metodol6gicos da engenharia
didatica. Conceito desenvolvido por Douady no inicio dos anos 80 em sua tese de doutorado e
sintetizado por Michéle Artigue (1996). Inserida no quadro tedérico da Didatica da
Matematica, essa metodologia estuda a relacdo entre pesquisa e a a¢do no sistema didatico.
De fato, para Machado (2008) a nocdo de engenharia didatica funciona tanto como uma
metodologia de pesquisa quanto como uma produc¢édo para o ensino.

Artigue (1996, p. 196) caracteriza a engenharia didatica como: “[..] um esquema
experimental baseado em ‘realizagdes didaticas’ na sala de aula, isto é, na concep¢do, na
realizacdo, na observa¢ao e na analise de uma sequéncia de ensino”.

A autora destaca ainda a singularidade da engenharia didatica quando comparada a

outras metodologias didaticas, pois,

As investigagBes que recorrem a experimentacbes em sala de aula situam-se, a
maioria das vezes, numa abordagem comparativa com validacdo externa dos
desempenhos dos grupos experimentais e de grupos testemunho. Este paradigma néo
é o0 da engenharia didatica, que se situa no lado oposto, no registro dos estudos de
casos, e cuja validacdo é essencialmente interna, fundada no confronto entre a
andlise a priori e a analise a posteriori. (ARTIGUE, 1996, p. 197)

Como estamos realizando um estudo sobre a mobilizacgdo e articulagéo de conceitos de
Algebra e de Geometria Plana em estudos da Geometria Analitica, queremos analisar a
evolugédo dos alunos ao longo da realizagdo das atividades e, para isso, a comparagdo da
analise a priori com a andlise a posteriori parece-nos adequada.

A engenharia didatica propde um processo experimental composto por quatro fases,
sdo elas: andlises preliminares, concepcdo e analise a priori, experimentacdo e analise a
posteriori e validag&o.

Nas analises preliminares, fase responsavel pela idealizacdo da engenharia didética, o
pesquisador deve se apoiar sobre um quadro tedrico e sobre conhecimentos didaticos ja

adquiridos sobre o objeto de pesquisa, como sobre:

v/ aanalise epistemoldgica dos contetidos contemplados pelo ensino

v aanalise do ensino atual e de seus efeitos

v/ a andlise de concepcdo dos alunos, das dificuldades e dos obstaculos que
determinam sua evolucédo
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v/ a andlise do campo dos entraves no qual vai se situar a efetiva realizagéo
didatica

v e, naturalmente, tendo em conta os objetivos especificos da investigacdo

(ARTIGUE, 1996, p. 198)

Com base na analise preliminar o pesquisador podera organizar a sequéncia didatica,
bem como determinar as varidveis e escolher as situa¢es apropriadas ao desenvolvimento da
engenharia. Em nosso trabalho, essa fase concretizou-se com uma analise das origens e dos
propdsitos da criacdo da Geometria Analitica como conteddo matematico assim como, da
forma com deve ser abordada no Ensino Médio e Superior. Para isso, fizemos uso de livros
didaticos, dos Parametros Curriculares Nacionais (1998) e dos Guias de Livros didaticos para
0 Ensino Médio proposto pelo Ministério da Educacdo nos anos de 2008 e 2011. Da mesma
forma, foi realizada, por meio da leitura de artigos, dissertacdes e também dos PCN, uma
breve analise das dificuldades e dos erros que os alunos cometem no processo de
aprendizagem de conceitos relacionados a Geometria Analitica.

Na segunda fase, concepcdo e andlise a priori, fundamentando-se nas anélises
preliminares, “o investigador toma a decisdo de agir sobre um determinado nimero de variaveis
do sistema ndo fixadas pelos constrangimentos: variaveis de comando, que ele supde serem
variaveis pertinentes para o problema estudado” (ARTIGUE, 1996, p.202).

A autora também afirma que anélise a priori tem como objetivo

[..] determinar de que forma as escolhas efetuadas permitem controlar os
comportamentos dos alunos e o sentido desses comportamentos. Para isso, funda-se
em hipdteses; serd a validagdo dessas hipOteses que estard, em principio,

indiretamente em jogo no confronto, operado na quarta fase, entre a analise a priori
e a analise a posteriori (ARTIGUE, 1996, p.205).

A determinacdo das varidveis e a elaboracdo da sequéncia didatica de acordo com a
analise a priori tm como objetivo o desenvolvimento de uma situacdo adidatica® visando a
aplicacdo das atividades aos sujeitos da pesquisa. Para isso é preciso considerar que esta
andlise € baseada em duas etapas, uma de descrigdo e outra de previsdo, assim Artigue (1996,

p.205) conclui que na andlise a priori.

- descrevem-se as escolhas efetuadas ao nivel local (remetendo-as, eventualmente,
para escolhas globais), e as caracteristicas da situagdo adidatica que delas decorrem,
- analisa-se 0 peso que o investimento nessa situacdo pode ter para o aluno,
particularmente em funcdo das possibilidades de agdo, de escolha, de decisdo, de

® De acordo com a teoria das situagdes didaticas de Guy Brousseau (1986) “uma situacdo adidatica caracteriza-
se essencialmente pelo fato de representar determinados momentos do processo de aprendizagem nos quais o
aluno trabalha de maneira independente, ndo sofrendo nenhum tipo de controle direto do professor relativamente
ao conteido matematico em jogo.” (FREITAS, 2008, p. 84).
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controle e de validacdo de que ele dispGe, uma vez operada a devolugdo, num
funcionamento quase isolado do professor,

- preveem-se 0s campos de comportamentos possiveis e procura-se mostrar de que
forma a andlise efetuada permite controlar o sentido desses campos e assumir, em
particular, que os comportamentos esperados, se intervierem, resultardo claramente
da aplicagdo do conhecimento visado pela aprendizagem.

Para a concepcdo dessa fase em nossa pesquisa, inicialmente sdo descritas as variaveis
didaticas que julgamos serem pertinentes, a saber, Ambiente proposto, Eixo cartesiano,
Composicdo da figura e Complexidade do desenho. Essas varidveis didaticas foram
concebidas por apresentarem caracteristicas especificas de forma que, a depender de como
forem utilizadas, podem provocar alteracbes nas estratégias de resolucdo das atividades
realizadas pelos alunos. Em seguida, foi organizada uma sequéncia didatica composta por
cinco blocos de atividades nas quais previmos possiveis estratégias, assim como possiveis
dificuldades de resolucdo para as atividades propostas.

A experimentacdo é a fase que o pesquisador desenvolve com 0s sujeitos da pesquisa
as atividades elaboradas na analise a priori fazendo a coleta de dados com suas respectivas
observagdes durante cada sessao aplicada. Para Machado (2008, p. 244)

A fase da experimentacdo é cléssica. E a fase da realizacio da engenharia com uma
certa populacdo de alunos, Ela se inicia no momento em que se da o contato
pesquisador/professor/observadores(es) com a populacdo de alunos, objeto da
investigacdo. A experimentacdo supde: a explicitacdo dos objetivos e condigdes de
realizacdo da pesquisa a populagéo de alunos que participara da experimentacao; [...]
aplicacdo dos instrumentos de pesquisa e registros das observaces feitas durante a
experimentacdo [...].

Nessa etapa, caso a andlise a priori ndo tenha sido apropriada para o bom
desenvolvimento das atividades, o pesquisador deve procurar saber quais situacoes diferiram
da anélise a priori e porque ndo aconteceu o previsto reformulando as proximas sessoes.

A analise a posteriori € realizada com base nos dados coletados na fase de
experimentacdo e nas producdes dos alunos dentro ou fora do ambiente no qual se realiza a
pesquisa, no entanto, ndo deve ser realizada apenas no final da engenharia. Para Machado
(2008, p. 246)

Muitas vezes, para melhor compreensdo do ocorrido, tornam-se necessarios dados
complementares como: questionarios, entrevistas individuais ou em pequenos
grupos, realizadas tanto durante a experimentagcdo quanto no final dela. Isto é, as
fases 3 e 4 ndo sdo excludentes, mas complementares.
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A partir das analises realizadas durante a experimentacdo o pesquisador pode e deve
reorganizar as proximas sessdes, quando julgar necessario intervir para atingir os objetivos da
pesquisa e ao final da experimentacdo confrontar os dados da andlise a priori com os dados da
analise a posteriori a fim de validar ou refutar as hipdteses da pesquisa elencadas no inicio da

engenharia.

3.2 SUJEITOS DA PESQUISA

Para responder nossa questdo de pesquisa, procuramos vincular esse estudo a um
grupo de alunos que ja possuissem conhecimentos prévios sobre o objeto de pesquisa, isto &,
Geometria Analitica. Assim, optamos por realizar a experimentacdo com académicos do
segundo ano do curso de Licenciatura em Matematica da UFMS - campus de Campo Grande.
Esses alunos tiveram a oportunidade de estudar Geometria Analitica tanto no Ensino Médio
quando no Ensino Superior.

No Ensino Médio, as Orientacdes Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais - PCN+ - (2002) organizaram 0s conteudos de Matematica em trés
temas estruturadores, sdo eles, Algebra: nimeros e funcdes; Geometria e medidas e Anélise
de dados. Mais especificamente para o desenvolvimento do tema Geometria e medidas séo
propostas quatro unidades tematicas: geometrias plana, espacial, métrica e analitica.

No Ensino Superior, as Diretrizes Curriculares para os Cursos de Licenciatura em
Matematica exigem que a Geometria Analitica faca parte dos conteddos comuns a todos 0s
cursos de Licenciatura. Em particular, a Matriz Curricular do Curso de Licenciatura em
Matematica da Instituicdo de Ensino Superior (IES), que comporta 0s sujeitos dessa pesquisa,
reserva 68 horas para a disciplina de Geometria Analitica, na primeira série, a serem
distribuidas durante todo o ano e 68 horas para a disciplina de Vetores e Geometria
Analitica, distribuidas no primeiro semestre do segundo ano do curso.

Pedimos a uma professora dessa IES para divulgar nosso trabalho de pesquisa entre 0s
alunos do segundo ano do Curso de Licenciatura em Matematica. Dessa forma estariamos
trabalhando com alunos que haviam estudado o tema recentemente. Em uma conversa
informal, a professora solicitou que os alunos interessados preenchessem uma ficha de
inscricdo. De posse dessa lista constando 11 alunos voluntarios, passamos a considerar os dias
da semana e 0s horarios disponiveis para cada um deles. Entramos em contato com os alunos
e decidimos que os encontros aconteceriam as tercas e quintas-feiras das 7 as 9 horas. Com

essa escolha atenderiamos a maior parte dos alunos.


http://www.dmt.ufms.br/cursomatematica.html#1serie
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No primeiro dia da experimentacdo, tivemos a oportunidade de apresentar a proposta
de pesquisa com mais detalhes; nesse encontro compareceram 9 alunos, dos quais 5 do
segundo ano e 4 do terceiro, situacdo ndo esperada por nos. No entanto, ndo haveria problema
na participacdo dos alunos do terceiro ano, ja que isso ndo afetava nossos objetivos de
pesquisa. Porém, apds o desenvolvimento das primeiras atividades, os alunos do terceiro ano
disseram ja ter participado de um minicurso com atividades semelhantes as da nossa proposta,
fato que provocou a desisténcia de todos eles. Ficamos assim com um total de 5 sujeitos para
a pesquisa, 0 que continuamos considerando razoavel tendo em vista nossos objetivos e
referenciais adotados.

No segundo encontro contamos com a participacdo de 4 dos 5 alunos do segundo ano.
Esses sujeitos compareceram até o final da experimentacdo com exce¢do de uma aluna que
faltou a um encontro. Apesar dessa falta, decidimos que esses alunos seriam nossos sujeitos
investigados, sio eles: Carlos, Edna, Nayara e Fabiana. E oportuno dizer que, para preservar a
identidade dos sujeitos dessa pesquisa, esses nomes sdo ficticios.

3.3 FERRAMENTAS UTILIZADAS
3.3.1 Software Grafeq

Nossa proposta de estudo estd vinculada aos conceitos de Geometria Plana e de
Algebra de forma que possa haver articulacdo entre eles. Além disso, é de nosso interesse que
essas articulacdes levem os académicos a refletirem sobre os conteudos envolvidos nessa
pesquisa. A partir desses fatos, ao observarmos os limites e as potencialidades do software
Grafeq, concordamos que esta seria uma ferramenta Gtil para atingirmos nossos objetivos.

O Grafeq é um programa que trabalha tanto conceitos de Geometria Plana quanto de
Algebra. Funcdes, equacdes e desigualdades podem ser exploradas simultaneamente com suas
respectivas representacOes graficas. Dessa forma, a partir de relagdes algébricas é possivel
desenhar desde simples retas, circunferéncias ou conicas a desenhos mais complexos fazendo
uso de inequagoes.

Passaremos, agora, a apresentar brevemente o funcionamento e o potencial do
software. Na figura 1 temos, a esquerda, duas janelas de relagdes obtidas selecionando o item
grafico “novas relagdes”, no centro, a janela grafica e, a direita, uma caixa de ferramentas,
entre elas, o recurso de cores. Para a construgdo de uma representacdo grafica no Grafeq

digita-se na janela de relacfes a relacdo algébrica que representa a figura geométrica ou a
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regido do plano que se pretende construir. Ao clicar enter é aberta outra janela na qual o
usuario tem a oportunidade de optar pelo sistema de coordenadas (polar ou cartesiano), pelo
tamanho da vista e as extremidades dos eixos. Clicando enter novamente pode-se observar a

representacdo grafica referente a representacao algébrica plotada.

B Gofq21 = |
ArcheroEdicién GréficoAyuda

R Grfica 1 Vista 1. — |
Xl

Figura 1: Interface do Grafeq / retas

Classificamos esse programa como software aberto, pois ao plotar uma relacdo
algébrica na janela de relacGes e clicar enter, 0 aluno tem a oportunidade, por meio da janela
grafica, de refletir sobre a relagdo entre a representacdo algébrica plotada e a representacdo
grafica oferecida pelo Grafeq. E se for o caso de ndo obter o resultado esperado, pode-se
analisar os conceitos e propriedades algébricas envolvidas e editar a relacdo plotada na janela
de relagdes, ja que o software oferece essa possibilidade.

Para desenhar outras figuras geométricas como circunferéncia, hipérbole, elipse ou
parabola (figura 4) basta digitar a equacao ou a funcéo na janela de relagdes e proceder como
no exemplo anterior. Utilizando a op¢do “Nova Relagdo” varios graficos podem ser

construidos em uma mesma tela (janela).
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Figura 2: Representagdo grafica de equagdes e fungdes em uma mesma tela

Fazendo uso do Grafeq é possivel colorir uma regido do plano delimitada por retas
e/ou curvas definidas por expressdes algébricas. Um exemplo pode ser a construgdo de um
semicirculo de raio 5 (figura 5)°. Para essa construcdo deve-se digitar em uma janela de
relacdo a inequacdo x* + y? < 25, pressionar a tecla TAB™ e digitar x —y > 0.

Aschivo Edicién  Gréfico Relacién  Ayuda

[=l=l=]

| Gréfico (Finalizado)

=8 ]
Relacion #1 I Actva [l Golor[_36 ¥] Tamario g Fuente.

’ ¥+)P<25

x-y>0

Figura 3: Regido do plano

E oportuno dizer que um dos principais fatores que colaborou para a escolha desse
software foi possibilidade de realizar, com ele, um trabalho com sistemas de inequagdes, visto
que desde o inicio dessa pesquisa tinhamos a intencdo de trabalhar com regides do plano
cartesiano. Usando os recursos disponiveis no Grafeq é possivel construir regides simples
(figura 5) ou mais complexas (figura 6).

% Essa é uma das possibilidades de resolugéo desse problema. O gréfico poderia ser representado em outra
posicdo do plano cartesiano.

19 A tecla TAB tem como funco fazer com que o software apresente um registro grafico que satisfaca
simultaneamente duas ou mais relagdes algébricas (registro algébrico).
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Figura 4: Desenho realizado no Grafeq - Adnilson

Fazendo uso do software Grafeq, buscamos momentos em que o aluno, ao observar
um desenho, grafico ou figural, possa reescrever em linguagem algébrica todas as regides do
desenho. Nessas atividades tem-se a necessidade de mobilizar conceitos da Geometria Plana e
reescrevé-los algebricamente em linguagem aceitavel pelo software. Nesse momento estamos

provocando a conversdo do registro grafico e/ou figural para o registro algébrico.

3.3.2 Papel e lapis

Duval (2003) afirma que as conversdes ndo ocorrem de forma natural, dessa forma o
pesquisador deve provoca-las. Além disso, o autor fala sobre a importancia de se trabalhar os
dois sentidos da conversdo. Utilizando o Grafeq estaremos provocando a conversdo do
registro grafico e/ou figural para o registro algébrico. Vimos, assim, necessidade de elaborar
atividades para provocar 0 processo inverso, isto é, a conversao do registro algébrico para o
registro grafico.

Nessas atividades, sdo apresentadas as relacGes algébricas da regido que se pretende
construir com o auxilio das ferramentas papel e lapis. Essa escolha se deve pelo fato de, de
acordo com nossos objetivos de pesquisa, ndo ter sentido apenas digitar as relacdes algébricas
nas janelas de relagcbes do Grafeq, pois dessa forma o software executaria as relacOes
algébricas e o académico teria de imediato a curva ou regido solicitada na atividade. Estamos
interessados em entender as dificuldades encontradas pelo aluno no momento da construcéao
da curva ou regido pedida no problema.

Fazendo uso do papel e lapis, ao realizar a conversdo do registro algébrico para o
registro gréafico os erros conceituais, caso ocorram, poderdo ser evidenciados no momento da
construcdo da atividade, e dessa forma podemos analisar como os académicos mobilizam e

articulam os conceitos envolvidos.
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Outro fator que justifica a utilizacdo dessas ferramentas é o fato de ndo querermos
induzir o aluno a utilizar uma estratégia que privilegie a geometria. Por exemplo, ao pedirmos
para o aluno verificar, no papel e lapis, se um ponto satisfaz ou ndo a uma relacdo algébrica,
pode-se optar pela utilizacdo de métodos algébricos (substituicdo das coordenadas do ponto
na relacdo algébrica) ou por métodos geométricos (representacdo gréafica da relagdo e do
ponto). E de nosso interesse que essa escolha seja realizada pelo aluno, pois buscamos meios
para compreender e tornar evidente a forma como o aluno interpreta um determinado
conceito. Seria por um pensamento Geométrico? Ou seria por um pensamento algébrico?

No préximo capitulo apresentamos a sequéncia didatica elaborada, com sua analise a

priori, a realizacdo das atividades com os alunos e a analise a posteriori.



CAPITULO 4 - ELABORACAO, REALIZACAO E ANALISE DA SEQUENCIA
DIDATICA.

A sequéncia de atividades desenvolvida nesse trabalho esta dividida em cinco blocos
com caracteristicas distintas'’. Os blocos 01 e 02, com 11 das 16 atividades, objetivaram
investigar conceitos basicos, porém fundamentais no estudo da Geometria Analitica. Nessa
perspectiva 0 aluno deve mobilizar propriedades relacionadas a funcdo afim, funcédo
quadratica, equacdo da circunferéncia, equacdo da elipse e equacdo da hipérbole, bem como
de suas respectivas representacdes graficas, na resolucdo dos problemas. Essas atividades
iniciais constituem a primeira parte do estudo e devem vir sempre acompanhadas de discussdo
com os participantes da pesquisa. Conceitos trabalhados nesse momento sdo fundamentais na
fase seguinte, quando deve haver reinvestimento para a realizacdo das novas atividades. Nos
blocos 03 e 04, compostos por dois problemas cada um, retomamos o0s conceitos trabalhados
nos primeiros blocos procurando investigar a mobilizacdo e articulagdo dos conceitos
envolvidos, dificuldades desse processo bem como as contribuicbes do Grafeq na resolugéo
de algumas atividades. Mais especificamente, no bloco 03 objetiva-se provocar a conversdo
do registro grafico e/ou figural para o registro algébrico e no bloco 04 a conversdo do registro
algébrico para o registro gréfico.

No bloco 05, além do objetivo de provocar a conversao do registro grafico e/ou figural
para o registro algébrico queremos proporcionar ao aluno a oportunidade de elaboragdo de um
desenho no qual possam usar retas e/ou curvas que preferirem. E uma forma de analisarmos a
mobilizacdo e articulagdo dos conceitos de Geometria Plana e de Algebra trabalhados até
entdo, ou até mesmo de conceitos ndo desenvolvidos nessa pesquisa.

As atividades propostas visam uma possivel analise da conversdo entre 0s registros
gréfico, figural, algébrico e o das coordenadas sempre com o objetivo, quando possivel, de
trabalhar os dois sentidos da conversdo. Enquanto as primeiras atividades (blocos 01 e 02) dao
maior énfase a especificidade de um ou dois conceitos, as Ultimas (blocos 03, 04 e 05) buscam
proporcionar um ambiente oportuno para mobilizacéo e articulacido de uma gama de conceitos
de Geometria Plana e de Algebra, como é possivel observar na anélise a priori das atividades.

Com essa proposta, optamos por intercalar atividades desenvolvidas no papel e lapis,
com atividades trabalhadas no Grafeq. Nos problemas desenvolvidos com papel e lapis damos
énfase a conversao do registro algébrico para o registro grafico; naqueles desenvolvidos no

Grafeq priorizamos a conversdo do registro grafico e/ou figural para o registro algébrico.

1 pouco mais adiante apresentamos uma tabela relacionando os blocos, as sessées e as atividades.
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Tanto nas atividades desenvolvidas no papel quanto naquelas desenvolvidas com o software
existe a possibilidade da utilizacdo do registro das coordenadas, visto que esse registro
permite intermediar a conversdo entre os registros grafico, figural e algébrico.

Pensamos que conversdes intercaladas, provocadas ora com papel e 1apis, ora com o
Grafeq podem colaborar para a mobilizagéo e articulacdo de conceitos de Geometria Plana e
de Algebra em estudos da Geometria Analitica'?.

Atividades desenvolvidas no Atividades desenvolvidas no
papel software
Bloco 01 / Atividades 01, 02 03,04,05e 06
Bloco 02 / Atividades 07 e 09 08,10e 11
Bloco 03 / Atividades 12e 13
Bloco 04 / Atividades 14e15
Bloco 05 / Atividade 16

Tabela 1: distribuicdo das atividades — Software/papel

No geral, a sequéncia didatica é composta por 16 atividades e desenvolvida durante 6
sesses realizadas com os sujeitos da pesquisa. E oportuno dizer que as atividades n&o foram
previamente separadas para cada uma das sessdes. Assim, a medida que davamos por
encerrado uma, iniciamos outra, considerando a priori que cada sessao seria organizada entre
7h00 e 9h00. Na tabela apresentada a seguir, mostramos a distribuicdo das atividades em cada

um dos encontros e seus respectivos tempos.

Sessdo 01 | Sessdo 02 | Sessdo 03 | Sessdo 04 | Sessdo 05 | Sessdo 06
24/05/11 26/05/11 31/05/11 02/06/11 07/06/11 09/06/11
Bloco 01 / Atividades 01,02¢e 04 e 05 06
03
Bloco 02 / Atividades 07, 08, 09 11
el0
Bloco 03 / Atividades 12e13
Bloco 04 / Atividades 14 e 15
Bloco 05/ Atividade 16
Tempo 2h55 2h 2h10 2h33 2h 2h

Tabela 2: Distribuicdo das atividades — Bloco/sessdo/tempo

Para melhor compreensdo do trabalho realizado em cada uma das seis sessdes
desenvolvidas com os académicos, apresentamos a seguir um quadro contendo possiveis

mobilizagBes de conceitos algébricos e geométricos, assim como a conversdo a ser discutida

12 Essas escolhas sdo justificadas no paragrafo 4.1.1
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em cada uma das 16 atividades propostas. E conveniente lembrar que estamos adotando as
seguintes abreviacfes: (RA) registro algébrico, (RG) registro grafico, (RF) registro figural e

(RC) registro das coordenadas.
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Atividade | Mobilizagdo de conceitos: GEOMETRIA PLANA MOBILIZACAO DE CONCEITOS: ALGEBRA CONVERSAO
01 Ponto, reta Funcdo afim, representacdo algébrica de um ponto. RC para RG
RC para RA
02 Ponto, reta Funcdo afim RA para RG
03 Ponto, reta, plano, regido do plano, posicéo relativa Funcéo afim, funcdo constante, funcdo modular, sistemas de RF para RA
entre retas, simetria. inequacdes.
Ponto, reta, plano, regido do plano, posicao relativa Equacéo da reta, fungdo afim, fungdo constante, sistemas de RG para RC
04 entre retas. inequagoes. RC para RA
RG para RA
05 Ponto, reta, plano, regido do plano. Funcdo afim, sistema de inequagdes. RA para RG
06 Ponto, reta, plano, regido do plano. Funcdo afim, sistema de inequagdes. RG para RA
07 Ponto, reta, circunferéncia, posigao relativa de um Equacédo da circunferéncia, inequagdes. RA para RG
ponto em relacéo a reta. RC para RG
08 Ponto, reta, plano, regido do plano, circunferéncia, Equagdo da circunferéncia, fungdo constante, sistemas de RF para RA
quadrado. inequacgoes.
Ponto, parabola, posicao relativa de um ponto em Funcdo quadratica RA para RC
09 relacdo a uma parabola. RC para RG
RC para RA
10 Ponto, plano, regido do plano, parabola. Funcdo guadratica, inequacoes. RF para RA
11 Ponto, elipse, hipérbole, plano, regido do plano. Funcdo constante, equacao da elipse, equacdo da hipérbole, RF para RA
sistemas de inequacoes. RA para RG
12 Ponto, plano, regido do plano, circunferéncia, elipse, Funcdo afim, fungdo constante, funcdo quadrética, equagdo da RG para RA
triangulo equilatero, retdngulo, parabola. elipse, equacdo da circunferéncia, sistemas de inequacdes.
13 Ponto, reta, plano, regido do plano, circunferéncia, | Funcdo afim, funcdo quadratica, funcdo modular, fungdo constante, RF para RA
losango, retangulo, parabola. equacdo da circunferéncia, sistemas de inequacdes.
Ponto, reta, plano, regido do plano, circunferéncia, Funcdo constante, equagéo da circunferéncia, equagdo da hipérbole, RA para RG
14 hipérbole. sistemas de inequagoes. RA para RC
RC para RG
Ponto, reta, plano, regido do plano, circunferéncia, | Funcgdo afim, funcdo constante, equacdo da circunferéncia, equacdo RA para RG
15 elipse. da elipse, sistemas de inequagdes. RA para RC
RC para RG
16 Nio definidos (atividade “aberta”). Né&o definidos (atividade “aberta”). RF para RA
RG para RA

Quadro 1: Distribuicdo da mobilizacéo e articulagdo de conceitos algébricos e geométricos em cada atividade




53

4.1 VARIAVEIS DIDATICAS

Como ja mencionado anteriormente no item 3.1.1, na segunda fase da engenharia
didatica, “o investigador toma a decisdo de agir sobre um determinado numero de varidveis do
sistema”. (ARTIGUE, 1996, p.202).

As varidveis didaticas “sdo aquelas para as quais a mudanga de valores provoca
modificacdes nas estratégias 6timas, o0 que a torna um ponto importante no estudo de modelos
de aprendizagem” (ALMOULOUD, 2007, p. 36). Em nossa pesquisa, acreditamos que essas
mudancas de estratégias contribuirdo para estudo e compreensdo da mobilizacdo e articulacdo
de conceitos da Geometria Analitica.

De acordo com nossos objetivos de pesquisa adotamos para o desenvolvimento desse
trabalho algumas variaveis, que passaremos a descrevé-las. Sdo elas: Ambiente proposto,

Eixo cartesiano, Composicao da figura e Complexidade do desenho.

4.1.1 Variavel 1 — Ambiente proposto

Algumas dessas atividades serdo desenvolvidas pelos alunos fazendo uso do software
e outras com papel e lapis. Por um lado, o uso do Grafeq favorece a conversao entre registros
de representacdo semiotica. Quando pedimos para os alunos observarem um desenho e
reproduzi-lo no software, estes tém a oportunidade de elaborar relagbes algébricas que
acharem pertinentes e aproveitar as retroacdes do software para reformula-las caso seja
necessario e a partir disso refletirem sobre os conceitos trabalhados. Por outro lado, ao
propormos atividades a serem realizadas exclusivamente com o papel e lapis estaremos
deixando ao aluno maior liberdade de escolha da estratégia para a solugdo do problema
proposto, por exemplo, para verificar se um ponto € interno, externo ou pertencente a
circunferéncia pode-se realizar tanto procedimentos geomeétricos quantos algébricos. Assim
acreditamos ndo estar influenciando a escolha do aluno.

E conveniente citar um segundo exemplo: ao pedirmos que construam no papel o
grafico de uma funcdo, os alunos deverdo obrigatoriamente realizar a conversdo do registro
algébrico para o registro grafico. Dessa forma as possiveis estratégias ndo se restringem a um
tratamento algébrico. Além disso, o fato de a atividade ser proposta no ambiente papel e lapis
obriga o aluno efetivamente a elaborar um procedimento de construgdo do grafico que nos

permite identificar as conversdes realizadas.
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4.1.2 Variavel 2 — Eixo cartesiano

Alguns problemas propostos em nossa sequéncia de atividades apresentam um
desenho para ser refeito, pelo aluno, no Grafeq. Alguns desses desenhos sdo representados
com 0s eixos cartesianos (registro grafico) e outros nao (registro figural). No registro gréafico,
0 aluno tem uma visualizagdo imediata da posic¢do da figura em relacdo ao plano cartesiano e
consequentemente suas estratégias serdo direcionadas aquela situagdo. Com outras palavras, a
presenca dos eixos cartesianos induz os académicos a mobilizacdo, por exemplo, de conceitos
de reta, elipse, parabola, triangulo, retdngulo e a conversdo das propriedades exigidas em
linguagem algébrica. Essa conversdo tera como referéncia uma posicao especifica do plano
cartesiano, exigindo para isso a utilizag&o do registro das coordenadas. Nesse caso, a presenca
dos eixos exige compressdo das propriedades geométricas presentes nessa atividade.

Quando apresentamos, nas atividades, um registro figural, sabemos que ndo ha como
realizar conversdes entre as representacdes graficas e algébricas em estudos da Geometria
Analitica a ndo ser por meio dos eixos cartesianos. Nesse caso 0s alunos terdo a oportunidade
de coloca-los na posicdo que preferir, sendo que cada uma das posi¢des mudara suas
estratégias. Dependendo da posicdo dos eixos, a atividade pode tornar-se mais ou menos
dificil, isto é, dificuldades relacionadas a translaces do conjunto de pontos estardo presentes
nessa atividade, Com a omissao dos eixos o0 aluno tem a opcéo de adotar ou ndo o ponto (0, 0)
como centro do desenho.

Acreditamos que os alunos terdo maiores dificuldades na resolucdo das atividades
quando propomos o desenho com uma Representacao Figural, porém, essa op¢do nos ajudara
a verificar se adotardo estratégias diferenciadas diante dessas dificuldades.

4.1.3 Variavel 3 — Composicao da figura

Ao proferir uma palestra na Universidade Federal de Mato Grosso do Sul em maio de
2011, Raymond Duval, fazendo referéncia a uma construgdo geometrica (registro figural),
afirmou: “Toda representacdo pode ser decomposta em unidades que ainda tem sentido. [...]
Cada um de vocés ou vé por justaposi¢éo ou por superposi¢do. Nunca os dois na mesma vez,
a gente ndo consegue ver 0s dois a0 mesmo tempo”.

Ao apresentarmos um registro grafico ou figural ao aluno, este, de forma espontanea
ira ver o desenho como um “quebra cabega” (figura 6) ou como regides do plano sobrepostas

(figura 7). Consideramos a composicéo da figura uma variavel didatica, pois dependendo da
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opcdo que o aluno fizer para a resolucdo do problema (justaposicdo ou sobreposicdo) as
estratégias serdo distintas. Por exemplo, se pedirmos a constru¢do da regido apresentada a
seguir (figura 5) o aluno podera solucionar o problema por justaposicdo ou por sobreposicao

de figuras.

Figura 5: Regido do plano proposta para construcéo

—‘f#':’

Figura 6: Construcdo da atividade por justaposicdo

_"k:’

Figura 7: Construcdo da atividade por sobreposicéo

Os dois exemplos apresentados tém como resultado o mesmo registro grafico, no
entanto, as representacOes algébricas para chegar até eles sdo diferentes. Para melhor
compreensdo dessa variavel citaremos mais um exemplo: ao receber a tarefa de desenhar a
bandeira do Brasil no Grafeq, o aluno podera considerar cada uma das cores sobrepostas a
outras, isto €, a regido interna ao losango (amarelo) sobreposta a regido interna ao retangulo
(verde) e etc., no entanto, podera considerar, por exemplo, a parte verde com sendo a regido
externa ao losango sendo limitada pelo retangulo ou ainda considerar, por exemplo, a parte
amarela (losango) como sendo a justaposi¢cdo de quatro regides separadas pelos eixos
cartesianos. Cada uma dessas possibilidades influenciard a mobilizacéo e a articulacdo dos

conceitos envolvidos.
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4.1.4 Variavel 4 — Complexidade do desenho

Goulart (2009, p.90), fazendo referéncia a construcdo de uma obra de arte composta
por regides retangulares, conclui que “os alunos conseguiram completar com facilidade a obra
proposta”. Assim, acreditamos que em alguns desenhos (figura 8) os sujeitos podem realizar a

conversdo do registro grafico para o registro algebrico com certa facilidade.

Figura 8: Desenho de facil interpretacdo algébrica

Todos os tracos e/ou regiGes de um desenho qualquer podem ser representados
algebricamente, desde os mais simples aos mais complexos. Dessa forma, considera-se que 0
grau de dificuldade da realizagdo do desenho aumenta de acordo com 0s contornos
apresentados, pois algumas regiGes exigem um estudo mais detalhado de conceitos e
propriedades envolvidas para a conclusdo da atividade. Exemplo disso encontra-se a seguir
(figura 9).

-10

Figura 9: Desenho que exige uma intepretacao algébrica complexa

Alguns desenhos exigem que os alunos representem graficamente a regido interna ou
externa a uma curva e para isso necessitardo mobilizar conceitos de inequagdo. Da mesma
forma que em outras atividades a presenga ou auséncia dos eixos cartesianos influenciara na

complexidade da atividade a depender da posicao que o aluno colocéa-lo.
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Nas atividades iniciais trabalhamos com um ou dois conceitos em uma mesma
atividade, e nas atividades finais temos como objetivo trabalhar em um mesmo plano
cartesiano, entre outros, conceitos de circunferéncia, de elipse, de hipérbole, de parabola e de
reta na maioria fazendo uso de inequagdes. Acreditamos que a construcdo dessas regifes em
um mesmo plano cartesiano influencia as escolhas das estratégias, pois o conjunto de sistemas
de inequagdes forma um desenho e os alunos sabem disso, logo diante de uma construcéo que
julgar inadequada para a composicdo da figura muda a estratégia.

A seguir, apresentamos a analise a priori, momento em que jogamos com as variaveis
didaticas escolhidas a fim de elaborar uma sequéncia didatica que satisfaca nossos objetivos.
Discutimos também os dados da experimentacdo e a analise a posteriori de cada sessao.

4.2 SESSAO 01: FUNCAO AFIM E SISTEMAS DE INEQUACOES — PARTE 1

4.2.1 Anélise a priori

Atividade 01 — Bloco 1

O ponto P; (-1, 5) faz parte do conjunto de pontos que satisfazem a relacdo y + x = 3?
Justifique sua resposta.

De acordo com Barbosa (2002, p.1) um dos axiomas de incidéncia presentes na
Geometria Plana diz que “Qualquer que seja a reta existem pontos que pertencem a reta e
pontos que ndo pertencem a reta”, outro diz que “Dados dois pontos distintos existe uma
Unica reta que contém estes pontos”. Por meio da algebra presente na Geometria Analitica que
atribui a um ponto a coordenada (x, y) e a reta a relacdo y = ax + b é possivel solucionar essa
questdo utilizando registro algébrico ou registro grafico.

Variavel Didatica:

v' Ambiente proposto: Papel e lapis.

Estratégias:

e E; Substituicdo: Substituir x por -1 e y por 5 em y + x = 3 e verificar se a
igualdade é verdadeira. Esta resposta faria uso dos registros algébrico e de
coordenadas.

e E, Gréfico da funcdo por dois pontos quaisquer: Consiste em atribuir dois
valores quaisquer para X, substitui-los na funcdo y + x = 3 determinando 0s
respectivos valores de y que formardo duas coordenadas (X, y). Um exemplo

seria Py(1, 2) e P3(2,1). Ao tracar o gréfico que passa pelos pontos P, e P3; pode-
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se verificar se o ponto P1(-1,5) pertence ao grafico que representa a funcéo y + x
=3.

e E;Grafico da funcéo pela intersecdo com os eixos: Nao distante da estratégia
anterior, nesse caso a construgdo do grafico deve ser realizada por meio de
coordenadas “especiais” A (a, 0) e B(0, b). Ao colocar o ponto P; (-1,5) no plano
cartesiano pode-se verificar que ele esta fora da reta. Sabendo que registros das
coordenadas, nesse caso, estdo sobre os eixos, uma possivel dificuldade para essa
resolugéo seria a troca dos eixos, por exemplo, colocar a coordenada (2, 0) no
eixoy.

Dentre as estratégias elencadas, acreditamos que a primeira deve ser mais utilizada,
pois analisando o Guia do PNLEM/2009 constatamos que em algumas obras a Geometria
Analitica é vista como um ajuntamento de formulas matematicas capazes de solucionar as
atividades propostas, dessa forma a representacdo geométrica é colocada em segundo plano.
Assim, se ndo forem mobilizadas estratégias que facam uso do registro grafico, provocaremos
discussbes a fim de instigar os alunos a usarem esses modelos de resolugdo, pois nosso
interesse é que utilizem estratégias diferenciadas e ndo somente aquelas que fazem uso da
Algebra.

Se forem mobilizadas estratégias de resolucdo realizadas por meio dos registros
graficos, deve-se aproveitar 0 momento para intermediar uma discussdo coletiva e solicitar

aos alunos que as utilizaram, que apresentem suas resolugdes e as discutam.

Atividade 02 — Bloco 1

Construa, com auxilio de papel e lapis, o gréafico da funcdo y = 2x + 4. Descreva 0
processo de construcao.

O objetivo dessa atividade é analisar a conversao do registro algébrico para o registro
gréfico, porém, ndo queremos apenas a conversdo, desejamos também investigar que
conceitos serdo mobilizados e articulados para a resolucdo da atividade, por isso pede-se a
descricdo do processo de construcéo.

Variavel Didatica:

v' Ambiente proposto: papel e lapis.

Estratégias:

e E; Uso de tabela: Montar uma tabela com diversos valores para x e substitui-los

emy =2x + 4, em seguida, calcular os respectivos valores de y. Eis um exemplo:
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X Y x,y)
-1 2 (-1,2)
0 4 (0, 4)
1 6 (1, 6)
2 8 (2, 8)

Na sequéncia, deve-se marcar cada uma das coordenadas dos pontos no plano
cartesiano e tracar o grafico que passa por eles.

e E, Grafico da funcdo por dois pontos quaisquer: Atribuir aleatoriamente
dois valores reais quaisquer para x, substituir x na funcdo y = 2x + 4 e calcular
0s respectivos valores de y. Ap6s conseguir as coordenadas (x, y) de dois
pontos, tracar no plano cartesiano o grafico que passa por esses pontos.

e E; Gréfico da funcdo pela intersecdo com os eixos: Determinar 0s pontos
A(0, a) e B(b, 0) e tracar no plano cartesiano o grafico que passa por eles.

E provavel que a segunda estratégia seja a mais usada visto que esse processo é
bastante utilizado no Ensino Bésico, fato observado em atividades presentes em livros
didaticos. A terceira estratégia, além de mostrar que o aluno tem facilidade para trabalhar o
conceito de reta, contempla também a mobilizacdo de propriedades graficas de uma funcéo
afim: raiz da funcéo e coeficiente linear.

Caso utilizem a terceira estratégia deve haver uma discussdo com os académicos sobre
as escolhas que fizeram. A escolha das coordenadas foi aleat6ria ou foi refletida, ou seja,

buscaram encontrar a raiz e o coeficiente linear da fungéo?

Atividade 03 — Bloco 1

Reproduza a figura abaixo no Grafeq. Justifique sua construcéo.

Variaveis Didaticas:
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v" Eixo cartesiano: auséncia dos eixos cartesianos.

v' Composicdo da figura: sobreposi¢do ou justaposicao.

v' Ambiente proposto: Grafeq.

v' Complexidade do desenho: simples

Estratégias:

E1 Inequagdes “afins”: fazer uso das funcbes y = x e y = -x nas condic¢fes — a <
X <ae-a<y<a. Dessa forma a origem dos eixos cartesianos coincide com o
ponto de interseccdo das diagonais do desenho que tem as propriedades de um
quadrado. Nessa estratégia pode haver dificuldades em associar cada conjunto de
pontos (cada cor) com um sistema de inequac0es, isto €, compreender as relacfes

y>X,yY>-X y<Xey<-X. Noentanto espera-se o seguinte resultado:

Regido azul, — x <y < X, com X > a;

. y > —x .
Regido vermelho, { y>x ,comy <a;
Reqia o (¥ < —Xx S a-

egido amarelo, { Yy <x ,comy > a;

Regido verde, - X >y > X, com X < a.

E, Inequacdo modular: estratégia semelhante a anterior, isto é, coincidindo o
centro do plano cartesiano com o ponto de encontro das diagonais do quadrado,
no entanto, para cada uma das quatro regides (quatro cores) usa-se inequagéo
modular.

E; Fungdes afins com figura no primeiro quadrante: Imaginar a figura de
forma que uma das diagonais do quadrado tenha uma de suas extremidades na
origem dos eixos cartesianos. Considerar as relagdes algébricasy =x + b, ey = -
X + d, variar o valor de b ou de d, definir intervalos para x e para y de forma a
conseguir uma regido quadrada como podemos ver no exemplo apresentado

abaixo.
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Das estratégias descritas anteriormente acreditamos que os alunos adotardo aquelas
que fazem uso ponto do P (0, 0) como centro da figura, isto €, E; e E,. Essas estratégias
facilitam a mobilizacdo dos conceitos de reta, equacao e inequacéo pelo fato de as funcdes y =
X e y = -x serem referéncia para compreensdo do grafico de fungéo afim, no entanto, € muito
provavel que os académicos desenvolvam as estratégias E; e E; fazendo uso de uma segunda
estratégia, isto é, tentativa e erro, pois nesse caso poderdo aproveitar bastante a retroacdo do
software.

E oportuno dizer que para todas as estratégias descritas anteriormente os académicos

poderdo construir o registro grafico por justaposicao ou por sobreposicao.

4.2.2 Analise a posteriori

Nessa sessdo foram desenvolvidas as trés primeiras atividades da sequéncia didatica,
sendo que as duas primeiras fazem uso de papel e lapis e a terceira do software Grafeq,
conforme previsto. Achamos conveniente apresentar o software no momento da realizacéo da
atividade 03, visto que nas duas anteriores ndo havia necessidade de seu uso. Dessa forma,
antes do inicio dessa atividade foi realizada uma explanacdo dos comandos bésicos do
software, aqueles necessarios para o desenvolvimento de toda a pesquisa.

Para a realizagdo da terceira atividade disponibilizamos um computador para cada
aluno, porém, um do lado do outro, facilitando assim um possivel didlogo entre os
académicos. Nessa ocasido ficou decidido que usariam o mesmo computador até o final da
experimentacdo (foi criada uma pasta em “meus documentos” com o nome do aluno, no qual
eram salvos os arquivos referentes a cada atividade realizada). Assim era possivel recuperar
informagdes: conceitos mobilizados e estratégias utilizadas a fim de realizar as atividades
posteriores e de colaborar com possiveis discussdes entre os académicos. Ainda nesse dia
informamos aos alunos que deixariamos a disposi¢édo deles, régua e papel quadriculado para
serem utilizadas caso achassem necessario. Dessa forma ndo interferimos na escolha da
estratégia a ser abordada para a realizagéo da tarefa.

E oportuno dizer que foi instalado nos computadores em uso o software Free Screen
To Video. Esse software grava toda a acdo do aluno realizada na tela do computador,
permitindo assim que todas as atividades realizadas no Grafeq fossem salvas em forma de
video.

Em relacdo a atividade 01, como j& esperado, trés dos quatro alunos (Carlos, Fabiana e

Nayara) utilizaram a estratégia Ej, substituindo as coordenadas do ponto na relacdo e
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verificando os resultados obtidos. Edna ap0s realizar a estratégia E; ndo se sente satisfeita, e
fazendo uma juncdo entre as estratégias E, e E; mostra geometricamente que o ponto nao faz
parte da relacdo algébrica. Assim, ela faz também a conversdo para o registro grafico.
Especificamente para esse caso, Edna vé a necessidade de articular Algebra e Geometria
Plana, enquanto Carlos, Fabiana e Nayara se deram por satisfeitos com um resultado
puramente algébrico. Esse fato nos chama a atencdo, pois apenas Edna néo fica restrita a uma

resolucdo puramente algébrica.

Figura 10: Atividade 01 — Bloco 01 — Edna

Apesar de apresentar duas solugGes para o problema, uma algébrica e outra
geométrica, Edna apresenta vestigios de dificuldades. Ao ser questionada sobre a presenca de
trés coordenadas para desenhar o grafico da relagédo, responde que “dois pontos é para tracar
o gréafico e o outro é para confirmar”. A necessidade de confirmar se o grafico estaria no
local correto, mostra certa incerteza em relacdo aos célculos algébricos para obter as duas
coordenadas usadas para construcao do grafico.

Quanto a atividade 02, todos os alunos (Carlos, Edna, Fabiana e Nayara) fizeram uso
da estratégia E3 utilizando os pontos que interceptam 0s eixos cartesianos para construcao do
grafico. N&o houve dificuldade em associar a funcdo dada ao grafico de uma reta. Nayara ao
descrever o processo de construgdo da atividade diz “como se trata da equacdo de uma reta,
basta 2 pontos para construi-la.” Contudo chamamos a aten¢do novamente para os
procedimentos realizados pela Edna: “descobri os pontos que pertencem ao gréfico: (0, 4), (-
2,0) e (1, 6). Coloquei os pontos e tracei a reta. Descobri que a reta é “positiva”.” Podemos
notar nessa fala que a aluna continua vendo necessidade de usar trés pontos para construir o
grafico de uma reta, o que reforca, a hipotese de que tenha dificuldade em articular registro de
coordenadas com registro algébrico.
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Na ultima atividade dessa sessdo, todos os alunos (Carlos, Edna, Fabiana, Nayara)
fizeram uso da estratégia E, usando funcdo modular e coincidindo o ponto de encontro das
diagonais do quadrado com a origem dos eixos cartesianos. Como 0 previsto, tiveram
dificuldades para relacionar cada regido com sua respectiva relacdo algebrica, isto é, realizar a
conversdo do registro grafico para o registro algébrico. Carlos ao tentar esbocar a regido
superior do desenho (figura 11) limita x e y entre -5 e 5 procurando fazer um quadrado. N&o
percebe que ndo ha necessidade de limitar X. No caso seria necessaria apenas a condi¢do y <5

para conseguir a regido desejada.

rétscin 1 7 Actva [l Color]_36¥]Tamario e Fuente

i<y
-5<x<5
-S<y<$§

Figura 11: Atividade 03 — Bloco 01 — Carlos

Diante da retroacdo oferecida pelo do software, Carlos ndo observa o excesso de
informagdes contidas nas relacdes algébricas, pois a regido representada no Grafeq estava de
acordo como o esperado, assim segue plotando relacdes algébricas de forma semelhante a esta
(figura 12).

|® Graftq 212
oo o Grako Relacén Ada

[Rewion 1 17 Actva () Color[ 3] Tamato de Fuerts ven

[ Grfico (Finalzado)

[x<-y . -
-5<x<5 -5<x<0
S<y<S Rk

Figura 12: Atividade 03 — Bloco 01 — Carlos

Pode-se observar que ndo ha coeréncia em suas escolhas. As duas relagbes que

determinam as regifes sobre 0 eixo y sdo apresentadas com mdédulo de x positivo, logo, as
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relagbes que determinam as regides sobre 0 eixo X deveriam ser apresentadas com mesmo
sinal para médulo de y, 0 que ndo acontece; o0 mddulo de X é representado no primeiro
membro das inequagdes e, com mesmo sinal de desigualdade, enquanto o mddulo de y
aparece um em cada membro, com sinais de desigualdade invertidos; as condi¢Ges para
limitacdo da regido desejada imposta em cada uma das relacbes mostram divergéncia de
pensamento entre si.

Por meio de observacdo®®, constatamos que durante a realizacdo da atividade, o aluno
utilizou ininterruptamente a estratégia de tentativa e erro para plotagem das relacbes e na
primeira validacdo correta disponibilizada por meio do software, aceitou para cada uma das
relacOes, a limitagdo que deu certo. Temos como hipotese, para esse caso, que a utilizacdo da
estratégia de tentativa e erro colaborou para essa divergéncia de tratamentos algébricos.

E oportuno dizer que apesar de ndo haver coeréncia entre as relacdes plotadas o
académico mobiliza conceitos algébricos de funcdo modular, de funcdo constante e de
sistemas de inequagdes. Assim obtém sucesso na conversdo do registro algébrico para o
registro gréfico. Para isso, interage com o software, pois no momento da construgdo da
atividade, a cada tentativa errada, uma nova hipdtese de resolucéo da atividade é organizada
pelo sujeito a partir da anterior.

Assim como Carlos, Edna segue a estratégia de tentativa e erro apagando ou
reformulando 55 vezes algumas relagdes plotadas em 38 minutos. Inicia a atividade plotando
equacdes modulares, (figura 13) e somente depois de 15 minutos comeca associar a regido do

plano com inequacgoes.

Figura 13: Atividade 03 — Bloco 01 — Edna

13 Como ja citado anteriormente, todas as atividade desenvolvidas pelos alunos com o software Grafeq estdo em
formato video.
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No entanto, 28 minutos depois do inicio ainda tem dificuldade para fazer a conversao
do registro gréfico para o registro algébrico (figura 14). Essa dificuldade se manifesta pelo
fato de ela ndo conseguir perceber as condi¢fes necessarias para um par ordenado do plano

pertencer a regido que deseja construir.

1 2] 1-Relacidn #1 h
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Figura 14: Atividade 03 — Bloco 01 — Edna

Depois de 33 minutos percebe, por meio da relacdo 5, que as relagbes 1 e 2 ndo estéo
corretas. Ao plotar a relacdo 5, y < - |x| (figura 15), obtém como retroacdo do software a
mesma regido da relagdo 2. Ora, a relacdo 5, ndo possui restricbes, no entanto, equivale a
relacdo 2. Nesse momento a académica faz um paralelo entre os conceitos utilizados e 0
resultado apresentado pelo software buscando possiveis erros e melhorando os pensamentos

equivocados.

p nDCw-Ywn de Fueris]
y>lxd
v>-[xk

B Grafico #1:F n o) »pm-cm- T
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Figura 15: Atividade 03 — Bloco 01 — Edna

A partir desse momento Edna reformula as relaces 1 e 2 e comeca a analisar
superficialmente qual deveria ser a Ultima relacdo algébrica a ser plotada. Por meio do video é

possivel observa-la comparando as inequagdes plotadas com suas devidas regides no plano.
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Apos Vérias tentativas erradas, Edna busca uma estratégia diferenciada. A académica
vai além de simples plotagens algébricas e passa a tentar compreender os significados
algébricos refletidos nas regides disponibilizadas pelo software. Termina a atividade com
éxito, porém, ndo vé necessidade de dar intervalos para os eixos x e y a fim de definir uma

regido quadrada.

Ratscon #1 7 Actva () Color_56]Tamatio ge Fusrse

y>lx

Figura 16: Atividade 03 — Bloco 01 — Edna

Fabiana, assim como Carlos e Edna, teve dificuldade para realizar a conversdo do
registro grafico para o registro algébrico, pois apresentou excesso de informac6es nas relacdes
algébricas. (figura 17).

S IoIX| O Grfico #1: Vista #1 AE
 Fus Vista #1 [V Gréfico (Finalzado)

= Grdfico #1:Relacion #1 (Algebra)

¥]Tamaio de Fuents|

i Gréfico #1:Relacidn 22 (Algebra) [~ |O/X|
Relacion#2 7 Actva [l Color] | Tamario de Fuente)

x<-[y|

o 1

-3<x<3

Figura 17: Atividade 03 — Bloco 01 — Fabiana

Nesse caso, temos como hipotese que o excesso de informacdes presentes nas relacées
algébricas evidencia que a aluna tem dificuldade para realizar a conversdo do registro figural
para o algébrico. Na relacdo 01 (regido vermelha), seria necessaria apenas a condi¢cdo y < 3 e
na relacédo 02 (regido verde) x < 3. Apesar de ver a regido quadrada dividida em quatro partes,
n&do aceita esse fato e limita x e y entre -3 e 3 como se estivesse trabalhando com um quadrado

e ndo com regides triangulares.
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N&o observando o excesso de informagcGes nas suas plotagens, Fabiana encerra a

atividade apresentando o seguinte resultado:

) Gréfico #1:Rulacion #4 (Rlgebra) - |O/X
Relacion#4 [ Activa [l Color[_36 ¥|Tamafio de Fuente|

x>y

-3<x<3

-3<y<3

Figura 18: Atividade 03 — Bloco 01 — Fabiana

Nayara, usando a estratégia de tentativa e erro, apaga ou reformula 26 vezes algumas
das relacbes plotadas. Apresenta dificuldade para determinar relagGes algébricas referentes a
regides da figura, isto é, a conversdo do registro grafico para o Algébrico, tanto que somente
depois de 19 minutos apds o inicio da atividade consegue o registro grafico proximo do
esperado (figura 19).
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Figura 19: Atividade 03 — Bloco 01 — Nayara

Apesar desse resultado, Nayara continua apresentado dificuldade para solucionar o
problema. Mesmo realizando a conversao entre os registros graficos e algébricos de trés das
quatro partes, o registro grafico da Gltima parte ndo é conseguido de imediato. Observamos
por meio do video que apos desistir da estratégia de tentativa e erro, a aluna aproveita as
retroacdes oferecidas pelo software para tentar entender, por meio das relacGes plotadas com
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sucesso, a relagdo que procura. Assim, ressaltamos a importancia da articulacdo entre os
registros algébrico e gréfico, pois a partir dela Nayara consegue o registro gréfico esperado
(figura 20).

Figura 20: Atividade 03 — Bloco 01 — Nayara

Ao finalizar a analise dessa sessdo € oportuno realizar algumas observac@es: os alunos
desenvolveram com facilidade as atividades 01 e 02. No entanto damos destaque aos
procedimentos realizados por Edna, pois na atividade 01 resolve o problema néo ficando
restrita a um tratamento puramente algébrico, esse € um fator positivo, porém tanto na
atividade 01 quanto na 02, Edna sente necessidade de utilizar trés coordenadas (X, y) para a
construcdo do grafico de uma reta, mostrando certa incerteza na conversao do registro das
coordenadas para o registro grafico.

Na atividade 03, apesar de todos os sujeitos usarem a mesma estratégia, adotam
procedimentos diferenciados: Nayara (figura 20) e Edna (figura 16) ndo enxergam a regido
como um conjunto de pontos internos a um quadrado. Ja Carlos (figura 12) e Fabiana (figura
17) constroem o registro grafico limitando o conjunto de pontos por um quadrado, assim,
Fabiana limita x e y entre — 3 e 3 enquanto Carlos realiza um procedimento semelhante
limitando x e y entre —5 e 5.

Dessa forma, logo depois de encerrar essa sessdo, ao observamos as atividades
desenvolvidas pelos alunos, notamos, por exemplo, que ndo haveria necessidade de limitar x e
y entre -5 e 5, assim, ao realizarem a conversao do registro grafico para o registro algébrico,
estavam plotando informacOes algébricas desnecessérias. Decidimos entdo que no inicio da
proxima sessdo, com a presenca da orientadora dessa pesquisa, seria realizada uma breve
discussdo com os académicos a fim de intervir na resolucdo das proximas atividades. Apesar
de ndo termos como objetivo a apreensdo dos conceitos envolvidos, achamos relevante uma

discussao sobre a problematica.
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Durante as sessdes observamos também que na atividade 03 alguns alunos estavam
plotando, e apagando ou reformulando uma grande quantidade de relagdes algébricas ao obter
uma retroacdo do software, o que nos chamou a atencdo. Ao analisarmos cada caso mais
detalhadamente chegamos a conclusdo que os académicos adotaram essa estratégia pelo fato
de terem dificuldades para tratar e converter os conceitos trabalhados. Decidimos, entéo,
realizar uma breve discussdo sobre os procedimentos adotados pelos académicos na utilizacéo
do software, pois dessa forma poderiam, em cada uma das relacdes plotadas erroneamente,
fazer uma breve analise que contribuiria para melhor compreensdo desses conceitos e ndo

simplesmente substitui-las ao observar a ndo converséo entre os registros trabalhados.
4.3 SESSAO 02: FUNCAO AFIM E SISTEMAS DE INEQUACOES — PARTE 2
4.3.1 Analise a priori

Atividade 04 — Bloco 1

Reproduza a figura abaixo no Grafeq. Descreva o processo de construcao.

7

Variaveis Didéticas:
v' Complexidade da figura: complexo.
v’ Eixo cartesiano: presenca dos €ixos cartesianos.
v' Ambiente proposto: Grafeq.
v' Complexidade do desenho: simples
Estratégias:
e E; Translacao do gréafico da fungdo y = -x: Por meio dessa estratégia observa-
se que os dois lados do paralelogramo que néo representam graficos de funcéo
constante sdo translacdes do grafico da funcdoy = -x (y =-x-ley =-x - 4). Os

outros dois lados sdo representados algebricamente por funcGes constantes, y = 2
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e y = 5. Em seguida deve-se limitar a regido pedida. 2<y<5e-y—-4<x<-y
-1

E, Raiz e coeficiente linear das funcdes: Determinar, para cada um dos lados do
paralelogramo que sdo representados por fungdes ndo constantes, a equacao da
reta que passa pelos pontos A (a, 0) e B (0, b). Os outros dois lados, assim como
na estratégia anterior sdo definidos pelas fungbes y = 2 e y = 5. Usando
inequac0es a regido deve ser formada pelas relagbes 2<y<5e—-y—-4<x<-y
-1

E3 Pontos de interseccdo: Construir as equacdes das retas que limitam as regides
por meio dos pontos de interseccao das retas. S&o eles: P1(-6, 2), P2(-3, 2), P3(-5,
5) e P4(-9, 5). Apesar de essa estratégia ser pertinente podem surgir dificuldades
na construcdo da regido, ja que os alunos terdo que tracar as retas paralelas ao
eixo y passando por esses pontos para terem acesso ao registro das coordenadas.
A regido interna aos gréaficos é obtida da mesma forma que nas estratégias

anteriores.

Atividade 05 — Bloco 1

Construa no Grafeq a regido do plano delimitada pelos graficos das fungdesy = 3x + 3,y

=-x+3ey=x+2. Descreva o processo de construcdo da regido.

Apresentamos trés funcdes do 1° grau que representam o limite da regido procurada.

Para a realizacdo dessa tarefa deve-se obrigatoriamente fazer uso de sistemas de inequagdes.

Uma vez que essa informacdo ndo faz parte do enunciado do problema é possivel que haja

dificuldades na mobilizagéo desse conceito.

Variavel Didatica:

Ambiente proposto: Grafeq.

Complexidade do desenho: simples

Estratégias:

E; Grafico das retas: Representar no software apenas o grafico das retas que

limitam a regido pedida.
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e E; Regido obtida em funcdo de y: Representar no software o gréfico das retas
que limitam a regido pedida e observar que a regido procurada estd abaixo das
retas verde e azul e acima da reta vermelha. Sabendo que essas retas representam
o gréfico de uma funcéo, concluir que y deve ser maior que X + 2, menor que 3X
+ 3, e menor que -x + 3.

e E; Regido obtida ao acaso: usar os sinais > e < aleatoriamente até conseguir
marcar corretamente a regido que é limitada pela reta que representa cada funcao
afim.

e E,: Estratégia 6tima: colocar pelo menos uma das relagdes me funcédo de x, por
exemplo, x = - y + 3. Dessa forma pode-se ter 3x + 3 <y <x + 2 com a condi¢ao
X<-y+3.

Acreditamos que a terceira estratégia sera a mais utilizada. Nesse caso deve-se instigar

os alunos a argumentarem sobre o porqué das escolhas.

4.3.2 Anélise a posteriori

Iniciamos a experimentacdo apresentando aos académicos um exemplo de atividade a
fim de instigd-los a desenvolver as proximas atividades sem excesso de informacGes
algébricas para uma determinada regido do plano. Na ocasido, estava presente a professora

Marilena, orientadora dessa pesquisa, que conduziu a discussdo como podemos ver a seguir:

Marilena: Tomamos como exemplo a representacdo do conjunto de pontos internos
a um quadrado limitado entre 0 e 3. No Grafeq colocamos as relacGes algébricas
que caracteriza esse quadrado. Para caracterizar os pontos pertencentes a regido
podemos dizer que para qualquer ponto pertencente a regido, X € maior que zero.
Posso dizer também que y é maior que zero. Mas se colocarmos sO essas
informacdes teremos todo o primeiro quadrante, logo ndo é suficiente para
delimitar o quadrado. Entdo o que eu poderia fazer aqui?

Fabiana: x estd entre 0 e 3

Marilena: entdo, por exemplo, x entre 0 e 3, assim né? E,....

Fabiana: yentre0e 3
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Marilena: entdo, por exemplo, se eu inserir essas quatro relacbes vai dar certo o
quadrado. Mas eu preciso dessas quatro relaces?

Carlos: ndo sé de duas

Marilena: sé de duas. Quais duas?

Carlos: das duas de baixo (0 <x<3e0<y<3)

Marilena: entdo na hora que eu for escrever as relacdes devo tentar escrever de
forma mais econdmica [...] eu posso representar essa regido apenas com as duas
Gltimas relagdes, as duas primeiras estdo sobrando. Entéo é preciso refletir sobre o
porqué de estar obtendo essa figura.

Na sequéncia interferimos na acdo dos académicos no sentido de alerta-los com
relacdo ao total exagerado de plotagem fazendo uso da estratégia de tentativa e erro.
Sugerimos que antes da plotagem de uma nova relacgao seria interessante que refletissem sobre
a regido a ser desenhada no software, ao invés de ficar apagando ou alterando as relagdes por
varias vezes até conseguir o resultado esperado. Discutimos a necessidade de pensar mais e
compreender melhor o que estava sendo feito em cada um das relagbes plotadas e néo
simplesmente altera-las.

Na atividade 04 tem-se o registro grafico como registro de partida e o registro grafico
como registro de chegada ja que a construcdo da figura é desenvolvida no software. No
entanto estamos interessados no processo intermediario que ocorre entre o registro de partida
e o de chegada.

Os quatro sujeitos da pesquisa fazem uso da estratégia E; ao transladarem o grafico
representado pela funcdo y = - x. Realizam com facilidade a conversdo do registro grafico
para o Algebrico das retas suportes que delimitam a regido, entretanto, apresentam dificuldade
para determinar a parte interna da figura. 1sso seria possivel limitando x entre os graficos das
funcbes com representacOes graficas paralelas, isto €, - y - 4 < x < -y -1 e restringindo y
entre 2 e 5, isto é, 2 <y < 5. Inicialmente todos tentam seguir essa ideia, limitar a regido para
X e para y, porém, sem sucesso. Acreditamos que essa tentativa é resultado da discussdo
realizada no inicio dessa sessdo. Entretanto, é possivel que algumas estratégias adotadas pelos
académicos tenham sido influenciadas por nos, pois apresentamos como exemplo uma regiao
interna a um quadrado limitada para x e para 'y entre 0 e 3.

Edna e Nayara tentam limitar a regido fazendo uso do registro das coordenadas. Na
figura 21 observa-se que a desigualdade -9 < x < - 6 esta associada as coordenadas (-9, 5) e (-

6, 5), assim como a desigualdade 2 <y <5 as coordenadas (0, 2) e (0, 5).
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Figura 21: Atividade 04 — Bloco 01 — Edna
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Apesar de restringir corretamente y entre 2 e 5 (2 <y < 5), Edna ndo consegue ver que

a regido do plano procurada € limitada para x entre as duas retas de equacdes ndo constantes

(x=-y-lex=-y-4). Temos como hipotese que essa dificuldade é decorrente da

necessidade de colocar x em funcéo de y em cada uma dessas relacGes algébricas.

O mesmo acontece com Nayara, porém, ndo satisfeita com a retroacdo oferecida pelo

software faz uma nova tentativa com as coordenadas (0, -1) e (0, -4). Ao observar o registro

grafico das retas y = - x — 4 e y = -x -1, Nayara tenta limitar a regido entre essas duas retas s

que para isso faz uso dos registros das coordenadas da intersecgdo dessas retas com o eixo Y.

s 7 Acvs @cou 35
-9<x<-6

2<y<5

5 Gréfice #1:Retacdn #5 (Aigubra) oS
Tamasa de Foe

Figura 22: Video - atividade 04 — Bloco 01 — Nayara

Nayara, assim como Edna apresentam dificuldades para mobilizar e tratar conceitos de

inequacdo do primeiro grau, dessa forma ndo conseguem explicitar uma possivel

compreensdo das condi¢Oes para que uma coordenada (X, y) faca parte da regido do plano

procurada. Da mesma forma, Carlos e Fabiana apresentam dificuldades para limitar a regido

solicitada.
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Figura 23: Atividade 04 — Bloco 01 — Fabiana Figura 24: Atividade 04 — Bloco 01 — Carlos

Nesse caso (figura 23), Fabiana usou -4 — x < x < -1 — x para limitar a regido para o
eixo x. Ora, para - 4 — X < x temos 2x > -4, logo x> -2; para -1 — x < x temos 2x < -1, logo X
< - (1/2). Portanto — 2 < x < - (1/2). Isso justifica o registro grafico conseguido pela aluna
(figura 23). Assim como solicitado, Carlos e Fabiana tentam expor as condi¢Ges para X e para
y para que uma coordenada (x, y) faca parte dessa regido, no entanto, apresentam dificuldades
em tratar algebricamente cada uma das relacfes algébricas. Apesar dessas dificuldades, os
alunos obtém o registro grafico esperado.
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Figura 25: Atividade 04 — Bloco 01 — Fabiana

Ao final dessa atividade, assim como Fabiana, Carlos, Edna e Nayara conseguem
esbocar, no software, a regido solicitada. Entretanto, ndo conseguem seguir com a ideia inicial
de limitar a regido para x e para y. Dessa forma todos chegam a mesma concluséo: - 4 —x <y
<-1-xcom 2<y<5. Apesar de ndo estar errado é oportuno lembrar que para situar um
ponto pertencente uma determinada regido do plano necessita-se explicitar quais as condig¢oes

sobre as coordenadas de um ponto P(x, y) para que ele pertenca a regido. Como podemos ver,
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as condigdes para limitacdo da regido ficaram em fungéo de y, desconsiderando a presencga do
eixo x. Nosso interesse & compreender de onde vem essa dificuldade. Uma hipotese seria uma
interpretacdo inadequada do que € um ponto no plano cartesiano.

Em relacdo a atividade 05, Carlos trabalha com a estratégia E,, Regido obtida em
fungéo de y, ao associar os sinais de desigualdade > e < com a regido acima ou abaixo do
gréafico de cada uma das funcGes. Ja as alunas Edna, Fabiana e Nayara fazem uso da estratégia
Es, por tentativa e erro.

Apesar de a atividade solicitar a construcdo da regido no Grafeq, Carlos, Edna e
Nayara usam o registro das coordenadas para primeiramente esbocar a regido no papel. Para
isso atribuem valores para X ou para y e encontram as coordenadas dos pontos que
interceptam os eixos cartesianos. Fazem isso para cada uma das funcdes, encontrando dois
pontos pertencentes a cada grafico que representam as retas, tracando, dessa forma, o0s
graficos. Com isso desenvolvem a atividade, no papel, com certa facilidade. Realizam sem
muitas dificuldades a conversdo do registro algébrico para o registro das coordenadas, em
seguida do registro das coordenadas para o registro gréfico das fungbes que delimitam a
regido e finalizam pintando com caneta a Regido as trés retas. No entanto, 0 mesmo nao
aconteceu quando foram construir a regido do plano no software, pois para pintar a regido é
necessario, fazendo uso de inequacdes, considerar as condi¢Ges X e de y para que um ponto
representado por uma coordenada (X, y) faca parte dessa regiao.

Foram varias tentativas erradas até chegar a regido solicitada. Com exce¢édo de Carlos,
todos fizeram corregdes nas relacfes plotadas. Edna corrige ou apaga 4 vezes; Fabiana, 10

vezes e Nayara, 4 vezes, como podemos ver nos exemplos apresentado a seguir.

~x+3<y<x+2

Figura 26: Atividade 05 — bloco 01 — Fabiana Figura 27: Atividade 05 — bloco 01 — Edna
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-10 -

Figura 28: Atividade 05 — bloco 01 — Nayara

Nos exemplos apresentados anteriormente, Edna, Fabiana e Nayara plotam relagdes
algébricas que quando convertidas para o registro grafico ndo apresentam sequer um ponto
que pertenca a regido do plano procurada. Isso de certa forma reforca a hipotese de que essas
alunas encontram dificuldade para compreender as condicGes de x e de y para que esse
conjunto de pontos pertenca a essa regido. Além disso, pode-se observar que, assim como na
atividade anterior, os alunos limitam uma regido apenas para y, desprezando uma possivel
interpretacdo das condicOes cabiveis para x em cada um dos pontos pertencentes a essa regido,

como podemos ver na figura 29.
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Figura 29: Atividade 05 — bloco 01 — Carlos

Assim como Carlos, Nayara, Edna e Fabiana encerram a atividade da mesma forma,
isto €, limitando a regido apenas em fungdo de y. Assim, depois de encerrado o primeiro bloco
de atividades decidimos organizar mais uma atividade complementar para ser aplicada na
préxima sessao (inicio do bloco 02) a fim de discutir analiticamente as condi¢Ges para que um

ponto pertenca a uma regido do plano.
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No final desse bloco (bloco 01) pudemos constatar uma diminuicdo de informacdes
excessivas nas relacdes, assim como, a redu¢do do numero exagerado de plotagens fazendo
uso de tentativa e erro. Parece que os académicos comegam a melhor compreender o que
significa uma regido do plano e as articulacdes entre Algebra e Geometria Plana presentes
nessas atividades. No entanto julgamos ser necessario uma intervencao a fim de discutirmos
as condi¢des para que um ponto pertencesse a regido pedida, pois quando trabalhado por meio
da Geometria Analitica o ponto é definido por suas coordenadas (X, y), logo, para situa-lo
deve-se dizer quais sdo as condicdes sobre X e sobre y para que pertenca a uma determinada
regido e nao somente sobre y. A partir desse fato, elaboramos a atividade 06, apresentada a
seguir. Nesse problema, decidimos ndo explicitar uma variavel em fungdo da outra, na
apresentacdo das func@es, pois dessa forma ndo estariamos influenciando o aluno a colocar x
em funcédo de y ou y em funcéo de X, ja que seria necessario desenvolver algumas relacdes em

funcdo de x e outras em fungéo de y.

Atividade 06 - Bloco 01

Construa no Grafeq a regido do plano delimitada pelas relages x —y =-5, x +y =5, x +
y=5ex+y=-5 Descreva o processo de construcao da regiao.

Assim como na atividade anterior, esse problema foi elaborado levando em
consideracdo a varidvel didatica ambiente proposto: Grafeq. O uso do software obriga a
passagem pelo registro algébrico e por sistemas de inequacdes para conseguir delimitar a
regido pedida. Como apresentamos as funcdes aos alunos, € bem provavel que eles
representem geometricamente cada uma delas no software. A partir desse fato acreditamos
que os alunos encontrem dificuldade para pintar a regido interna, pois nesse caso devem

colocar duas relagdes em fungédo de x e duas em fungéo y.

4.4 SESSAO 03: SISTEMAS DE INEQUACOES, FUNCAO QUADRATICA, EQUACOES
DA CIRCUNFERENCIA, DA ELIPSE E DA HIPERBOLE.

4.4.1 Anédlise a priori

Atividade 07 — Bloco 2
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Determine a posicdo relativa do ponto P, (-1, -2) em relacdo ao gréfico definido pela

equacdo x*+ y* = 9? Justifique sua resposta.

Variavel Didatica:

v" Ambiente proposto: papel e lapis.

Estratégias:

E; Substituicdo: Substituir o valor de x e de y do ponto P, (-1, -2) na equacdo x*
+y? = 9 e verificar a igualdade. E provével que ap6s substituir os valores de x e y
na equacdo da circunferéncia e realizar os devidos célculos o académico fique
sem acdo, ja que essa estratégia exige uma fase final de interpretacéo, isto &, x* +
y? = 9 indica que o ponto pertence a circunferéncia, x*+ y? < 9 representa 0s
pontos internos e X2 + y* > 9 0s pontos externos a circunferéncia.

E, Grafico: esbocar no plano cartesiano o gréfico que representa a equacéo x* +
y? = 9, na mesma tela representar o ponto P, (-1, -2) e constatar visualmente se 0
ponto é interno, externo ou pertencente a circunferéncia.

Es; Comprimento do raio: (x + 0)2+ (y + 0)* = 9 tem centro C; (0, 0) e raio r =
3. Se a distancia de P, até a circunferéncia for menor que o raio, P, € interno, se

for maior é externo e se for igual, entdo é pertencente a circunferéncia.

Apesar de todas as estratégias anteriores, acreditamos que a mais utilizada deve ser a

de representar o grafico da circunferéncia e o ponto P, no papel e em seguida constatar que o

ponto € interno, externo ou pertencente a circunferéncia. Essa estratégia faz uso do registro

gréafico.

Atividade 08 — Bloco 2

Utilizando o Grafeq construa a regido apresentada abaixo. Justifique sua construcéo:

Variaveis Didaticas:

v' Eixo cartesiano: auséncia dos eixos cartesianos.

v' Composicdo da figura: justaposicdo ou sobreposicao
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v" Ambiente proposto: Grafeq.

v" Complexidade do desenho: simples

Estratégias:

E1 Sobreposi¢éo: construir um conjunto de pontos internos a uma regido
quadrangular com um circulo sobreposto: para a regido quadrangular —a < x <
acom—b <y<b,para o circulo x> + y* < r> com r < a. Para fazer uso dessa
estratégia as inequagdes devem ser plotadas nessa ordem, primeiro a regido
quadrangular, depois o circulo, caso contrario, 0 conjunto de pontos internos a
primeira regido ira cobrir o circulo.

E, Justaposi¢do: pensar na regido azul da figura como um conjunto de pontos
externos a uma circunferéncia e limitados por um quadrado. Esse conjunto de
pontos pode ser representado pelas inequagdes x* + y* > r? ou - x* - y* < - 12
limitadas por um quadrado, isso é, por —a<x <acom-a<y<asendor<a,
(figura 30). Para preencher a parte vaga da figura basta plotar a relacdo
algébrica de um circulo com o mesmo raio utilizado para a construcao da parte
azul da figura, isto é, - x* - y* < - r>. Essa estratégia mostraria que o aluno
articula Algebra e Geometria no que se refere a pontos internos, externos ou

pertencente a uma circunferéncia.

Figura 30: Atividade 08 — Bloco 02 - Analise a priori — Estratégia E,.

Em relacdo ao posicionamento da figura no plano cartesiano, podemos dizer que exige

do académico a mobilizacdo de algumas propriedades presentes na equacao da circunferéncia.

Seguem algumas estratégias nesse sentido:

E; Translagéo ao segundo quadrante: A partir de uma circunferéncia de centro
no ponto P; (0, 0), isto é, x* + y = r* pode-se concluir que a equacgéo (x + Q)% + vy
= r? translada a circunferéncia para a esquerda paralelamente ao eixo x e x? + (y?
- b) = r? translada a circunferéncia para cima paralelamente ao eixo y, logo a

equacdo (x +a)® + (y- b)?=r? translada a circunferéncia ao segundo quadrante.
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e E, Translagdo coincidindo dois lados do quadrado com os eixos: Assim como
na estratégia anterior pode-se construir a regido do plano inteiramente no
primeiro, segundo ou terceiro quadrante. Outra opc¢do seria a constru¢do do
conjunto de pontos de forma que dois lados do quadrado que delimita a figura

coincidam com 0s eixos cartesianos.

Acreditamos que uma das dificuldades presentes na resolucdo desse problema deve ser
a limitacdo em forma de quadrado dos pontos externos a circunferéncia. Para manter uma
simetria entre o circulo e o quadrado — centro do circulo deve coincidir com o ponto de
encontro das diagonais do quadrado — alguns conceitos devem ser mobilizados: ponto central
(X, y) de uma circunferéncia, retas paralelas, ponto médio, funcéo constante e inequagéo.

Atividade 09 — Bloco 2

O ponto P; (1, 2) pertence ao conjunto de pontos que satisfaz a relacdo y = x* - 4?

Justifique sua resposta.

Variavel Didatica:
e Ambiente proposto: papel e lapis.
Estratégias:

e E; Substituicdo: Substituir os valores de x e y da coordenada P; (1, 2) em y = x?
— 4 e verificar se a igualdade é verdadeira. Essa estratégia faria uso do registro
algébrico.

e E, Tabela: atribuir valores para x, substitui-los na funcéo y = x> — 4 e calcular os

respectivos valores de y. Com varias coordenadas (X, y) o aluno podera construir
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0 registro grafico. Assim podera observar a posi¢ao do ponto P; (1, 2) em relacdo
ao gréfico da fungéo.

Es Raiz/vértice: calcular as duas raizes e o vértice da funcéo y = x* — 4. Com
esses trés pontos é possivel tracar o grafico que representa essa fungdo, no
entanto essa pode ser uma estratégia dificil, uma vez que essa forma de resolugédo
ndo depende de aplicacdo de um conjunto de formulas matematicas. Uma forma
interessante de calcular o vértice é encontrar o ponto médio (X, 0) entre as duas
raizes da funcéo. Substituir o valor de x em y = x? — 4 é determinado o valor de y
formando o vértice V (X, y). Essa seria uma estratégia interessante em que o

aluno ndo fica restrito ao uso continuo de férmulas.

Atividade 10 — Bloco 2

Construa no Grafeq o conjunto de pontos representado pela figura abaixo. Justifique

cada etapa da construcéao.

Nessa atividade procuramos instigar o aluno a elaborar conjecturas relacionadas as

alteracbes do grafico de uma funcéo decorrente de mudangas realizadas na parte algébrica:

vertice da parabola, concavidade, abertura, coeficientes, translagdes e raiz da funcgéo.

Variaveis Didaticas:

v' Eixo cartesiano: auséncia dos eixos cartesianos.

v' Ambiente proposto: Grafeq.

v' Complexidade do desenho: simples

Estratégias:

E: Contorno: realizar apenas o contorno do desenho, ndo apresentando o
conjunto de pontos internos. Um exemplo seria a construcdo dos tragos usando o
eixo y como eixo de simetria. Para essa estratégia pode-se encontrar 0s dois
pontos de interseccdo, por exemplo, para'y = x* e y = (1/2)x*+2 temos 0s pontos,
P1(-2, 4) e P»(2, 4) que poderéo ser associados a condicdo y <4 ou -2 < x < 2.
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e E;, Regido interna: a partir de estratégia anterior, limitar a regido acima e abaixo
das parabolas, isto &, x* <y < (1/2)x*+ 2.

e E;Propriedades algébricas: Sabendo que a regido € limitada por duas parabolas
pode-se conseguir realizar a tarefa cuidando das alteracdes algébricas realizadas
emy =a (x + b)*+ c. Nesse caso quanto maior em médulo o valor de a, menor a
abertura da parabola, alterando o valor de b a regido é transladada para a direita
ou para a esquerda, alterando o valor de ¢ a translacdo ocorre para cima ou para
baixo. Assim pode-se construir a regido em qualquer um dos quadrantes, um

exemplo seria (x+4)*+ 1 <y < (1/2) (x+4)* + 3,

Dentre as estratégias descritas anteriormente, acreditamos que a mais utilizada deve
ser a E,, contudo inicialmente é provavel que tenha dificuldade de associar essa regido a um
conjunto de pontos limitados por duas pardbolas e posteriormente aos conceitos algébricos

que definem o grau de abertura da parabola.

4.4.2 Andlise a posteriori

Essa sesséo contou com a participacdo de trés dos quatro sujeitos dessa pesquisa, pois

Edna se ausentou. Assim como 0 previsto, iniciamos a experimentacdo apresentando aos
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alunos a atividade 06 (complementar ao bloco 01) a fim de instiga-los a desenvolver os
préximos problemas considerando que um ponto do plano é composto por suas coordenadas
(X, y) e, dessa forma limitar uma regido do plano tanto para x quanto para y.

Assim como previsto na analise a priori, 0s trés sujeitos da pesquisa iniciaram a
atividade plotando no software cada uma das relacBes algébricas fornecidas. Esse
procedimento n&do seria necessario ja que pedimos que representassem graficamente apenas a
regido delimitada pelas relacGes algébricas.

Enquanto Carlos e Fabiana plotam as Representacfes algébricas assim como foi
apresentadas a eles, Nayara vé a necessidade de colocar cada uma das relages em funcgéo .
Isso mostra que ela realiza com sucesso alguns tratamentos algébricos em cada uma das
relacBes algébricas, porém, ndo considera que para limitar a regido pedida é necessario que
duas das quatro relacGes estejam em funcdo de x. Contudo, a partir das retroacGes oferecidas
pelo software, Nayara trabalha com duas relagdes em funcdo de x e duas em funcéo de y e

apresenta o seguinte resultado:

5+y>a>y-5

Figura 31: Video - Atividade 06 — Bloco 01 — Nayara

Nesse momento a aluna encontra dificuldade para realizar a conversdo do registro
gréafico para o registro algébrico e mais especificamente no que diz respeito a compreensdo do
conceito de sistema de inequacfes. A aluna limita a regido entre as retas paralelas, entretanto
ndo considera que as relacBes algébricas por ela apresentada fazem parte de um mesmo
conjunto de pontos e, diante da retroagao do software, questiona Carlos:

Nayara: olha ai!

Carlos: ta certo. Ta faltando s6 juntar com esse aqui, menor que esse aqui, maior
que esse aqui, ai maior que esse aqui menor que esse aqui [...] onde vocé colocou x
eu coloquei y.
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A partir do comentéario de Carlos e das retroaces do software, depois de 29 minutos
Nayara percebe o problema citado anteriormente e segue fazendo varias conversdes entre 0s

registros graficos e algebricos (figura 32) até chegar ao registro grafico esperado.

Wi 12 vt au!
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Figura 32: Video - Atividade 06 — Bloco 01 — Nayara

Vale destacar que ao final da atividade Nayara exclui as relagdes que havia escrito
inicialmente, que forneciam apenas os gréficos das funcbes dadas. Isso indica uma melhor
compreensdo do que é solicitado na atividade e consequentemente do que representa o
conjunto de pontos (X, y) pertencentes a essa regiao.

Carlos, assim como Nayara, tenta inicialmente utilizar o registro das coordenadas das
interseccdes das retas que limitam a regido procurada para colorir a parte interna da figura
geométrica (figura 33). Entretanto a partir do registro grafico oferecido pelo software, o aluno
indica uma melhor compreensdo do problema, pois passa a limitar a regido entre as retas que
representam cada uma das funcbes apresentadas no problema (figura 34) e ndo a partir do

registro das coordenadas (interseccao das retas) (figura 33).

-aw|

S-y<x<5-y 41

3 —

Figura 34: Atividade 06 — Bloco 01 | Figura 35: Atividade 06 — Bloco
01 — Carlos _ Carlos 01 — Carlos

Figura 33: Atividade 06 — Bloco

A partir de uma discusséo entre Carlos e Nayara percebe-se que Carlos adota uma
estratégia coerente para a resolugdo da atividade, como podemos ver a seguir:

Nayara: vocé colocou...
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Carlos: nao eu coloquei os dois... Eu coloquei as quatro retas, ai coloquei funcao.
Essas duas em funcéo de y

Nayara: isso que eu to te falando

Carlos: ai essas duas em funcéo de x

Apesar de a estratégia ser adequada, Carlos apresenta dificuldade para tratar
algebricamente a relacdo x —y = 5 (reta azul presente no registro grafico desenvolvido por
Carlos, apresentado anteriormente). Essa dificuldade impede que o aluno consiga realizar a
conversao do registro grafico para o Algébrico, porém, alguns minutos depois Carlos supera o
problema apresentando uma estratégia que fornece a regido pedida (figura 35).

Fabiana inicialmente apresenta dificuldade referente ao tratamento de equacdes e de

inequacdes ndo conseguindo diferenciar conceitos de uma e de outra, pois apresenta em uma

mesma funcéo conceitos de igualdade e desigualdade (figura 36).

Figura 36: Video - Atividade 06 — Bloco 01 — Fabiana

Somente 31 minutos ap6s o inicio da atividade a aluna consegue trabalhar os conceitos

e equacdo e de inequacao independente um do outro (figura 37).

Figura 37: Video - Atividade 06 — Bloco 01 — Fabiana

Nesses casos, apds conseguir diferenciar conceitos de equacdo e de inequacao,
Fabiana apresenta dificuldade para realizar os tratamentos necessarios em cada uma das
relagdes. Assim como Nayara, Fabiana limita a regido entre as retas paralelas, mas néo
considera gque o conjunto de pontos faz parte de uma mesma regiéo.
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Essa dificuldade pode estar relacionada a compreensdo de um sistema de inequacoes,
isto é, compreender que procura-se 0 conjunto de pontos (X, y) que satisfaga uma e outra
relacdo simultaneamente e ndo de forma independente como apresentada pela aluna. Esse
procedimento é realizado no software por meio da tecla TAB e, como Fabiana a utiliza em
algumas relagBes pode-se dizer que a dificuldade da aluna esta nos conceitos matematicos e
ndo no manuseio do software.

Nota-se também que Fabiana, da mesma forma que Carlos e Nayara, tenta limitar a
regido entre 5 e — 5 paray e entre 5 e — 5 para x (ponto de intersec¢do das retas que limitam a
regido). Evidenciando novamente dificuldade na compreensdo de sistemas de inequacao.
Diante das dificuldades a aluna questiona Carlos quanto a resolucéo da atividade que diz:

Carlos: ou vocé deixa em fungdo de x ou vocé deixa em funcéo de y

Fabiana: como? N&o entendi o que vocé falou [...] Carlos, olha aqui meu desenho.
Carlos: eu coloquei a vermelha e a azul em funcéo de y

Fabiana: foi o que eu tinha feito, mas deu aquela coisa horrorosa.

Carlos: tipo... Coloca assim, vocé tem as 4 retas né? Ai vocé coloca duas paralelas
em fungdo de y e duas em funcéo de x, porque ai vocé pode delimitar tipo y menor
que isso aqui e maior que essa aqui entendeu? Ai x menor que essa aqui maior que
essa aqui.

Fabiana: essas duas ja estdo em funcdo... Essa x e essa x, essay e essa y, ja ta.
Carlos: é essa dai... Ta certo

Fabiana: ta certo

Carlos: ta certo... y entre essas duas... Maior que a vermelha e menor que a rosa
[...] vocé tem que criar limitagdo junto [...].

Alguns minutos depois, a partir dessa discussdo e das retroacdes do software a aluna
consegue atingir o objetivo da atividade, isto &, realizar a conversao do registro grafico para o

algébrico, e comenta com Carlos:

Fabiana: era isso que eu queria?

Carlos: era

Fabiana: que b... e eu aqui me matando sé porque tinha que fazer na relagdo junto,
ah néo! Pelo amor de Deus viu... Desisto.

Em relacdo a atividade 07, desenvolvida fazendo uso de papel, assim como previmos
na analise a priori dois dos trés alunos presentes nesse dia (Carlos e Fabiana) fizeram uso da
estratégia E,, representacdo grafica. Enquanto Carlos ndo se sente satisfeito apenas com esse
desenvolvimento e faz uso também da estratégia E;, substituicdo, Fabiana acredita que o
registro grafico é suficiente para a conclusdo da atividade como podemos ver em alguns

comentarios que fez com Nayara e Carlos:
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Nayara: o ponto ta dentro da circunferéncia?

Carlos: claro que ta... olha aqui 6h...

Fabiana: t4, ta aqui 6h, rsrsrsrsrsrsrs

Nayara: nossa gente... rsrsrsrs... Esse desenho nédo prova nada rsrsrsrsr... Lembre
bem disso.

Fabiana: vou fazer uma flechinha, o ponto esta aqui rsrsrsrs

Calos: fechou rsrsrsrs

Fabiana: ah eu to vendo ele aqui dentro.

Figura 38: Atividade 07 —Bloco 02 — Carlos Figura 39: Atividade 07 — Bloco 02 — Fabiana

Nayara, ao contrario de Fabiana, ndo acredita no método geométrico para resolucao
dessa atividade, fato que podemos constatar em uma discussdo entre pesquisador e sujeitos da

pesquisa:

Adnilson: qual foi a concluséo que vocés chegaram?

Carlos: é interno

Adnilson: ponto interno?... por qué?

Nayara: é s6 substituir os pontos na equacao

Carlos: porque aqui ele é menor

Nayara: porque aqui ele € menor

Carlos: a Nayara fez os calculos, mas nao desenhou o grafico.
Adnilson: Nayara fez diferente?... deixa eu ver

Carlos: s6 nao desenhou.

Nayara: e se ele desse um pertinho da curva, o que vocés iam fazer?
Carlos: ah eu ia fazer igual

Nayara: entdo desse jeito ai ndo ia dar.

Carlos: por qué?

Nayara: como vocés iriam fazer se ele desse o nimero 1,99999... entendeu?
Carlos: ahd

Nayara: eu prefiro a conta, por isso que eu ndo fiz o desenho.
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Figura 40: Atividade 07 — Bloco 02 — Nayara

No desenvolvimento dessa atividade vemos diferentes procedimentos de resolugéo.
Cada aluno justifica e defende seu ponto de vista. Enquanto Fabiana diz “vou fazer uma
flechinha, o ponto esta aqui rsrsrsrs”, Nayara alega que o registro gréafico ndo prova nada,
pois segundo a aluna existe a possibilidade de haver um ponto bem préximo da circunferéncia
e isso dificultaria a verificacdo a olho nu da posicdo relativa do ponto em relacdo a
circunferéncia. De fato, para esse caso a resolucdo algeébrica é necessaria para se obter a
comprovacao da hipétese conseguida por meio do registro gréafico.

Defendemos que para haver melhor compreensdo da Geometria Analitica deve haver
mobilizacdo e articulacdo de conceitos algébricos e geométricos do contetdo estudado, com
isso, acreditamos que estratégias como as atualizadas por Carlos colaboram para uma melhor
compreensdo de conceitos da Geometria Analitica.

J& na atividade 08, desenvolvida fazendo uso do software, Fabiana utiliza a estratégia
E,, justaposicdo, no entanto, paralelamente a essa estratégia faz uso também da estratégia Ej,

translacdo coincidindo dois lados do quadrado com 0s €ixos.

Figura 41: Video - Atividade 08 — Bloco 02 — Fabiana

Assim como previmos na analise a priori, a académica encontra dificuldade para
limitar os pontos externos a circunferéncia por meio de um quadrado de forma a coincidir o

centro da circunferéncia com o ponto de encontro das diagonais do quadrado, dessa forma nao
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consegue a simetria do desenho. A partir das retroacOes oferecidas pelo software Fabiana
segue fazendo algumas tentativas alterando o raio e o centro e o limite da regido externa da
circunferéncia a fim de realizar a conversao do registro grafico para o registro algébrico. Com
isso interferimos a fim de instiga-la a superar as dificuldades, no entanto, influenciada pelos
colegas passa a utilizar apenas a estratégia E,, justaposicdo com centro da circunferéncia na

origem do plano cartesiano.

Fabiana: ta desproporcional

Adnilson: pensa no raio da circunferéncia. No raio da circunferéncia e no tamanho
do lado do quadrado

Fabiana: ta desproporcional o tamanho

Adnilson: ah tem que pensar no centro também eihn. pensa no centro da
circunferéncia...

Nayara: porque Fabiana qual é o centro mais facil que tem pra vocé fazer?
Fabiana: é o zero

Nayara: entdo... Pra que vocé fica complicando?

Fabiana: ah vou ter que mudar meu quadrado...

Nayara: porque ai a circunferéncia vai ficar meio dificil de vocé achar
circunferéncia ai...

Fabiana: proporcional né?

Observamos que os alunos apresentam dificuldades para mobilizar e articular
conceitos algébricos e geométricos de uma equacéo da circunferéncia, assim como conceitos
de inequacdo a fim de realizar as devidas conversdes exigidas pela atividade. Assim, diante
das dificuldades, os académicos adotam a estratégia na qual mobilizam e articulam conceitos
de Algebra e Geometria da forma mais simples possivel, isto é, coincidindo o cento do plano
cartesiano com o centro do registro figural apresentado a eles. Seguindo essa nova estratégia,
Fabiana, participando de discussfes em grupo, consegue atingir o objetivo da atividade.

De forma similar a estratégia utilizada por Fabiana, Carlos se restringe a estratégia E:
justaposicéo, isto €, pensa na regido azul da figura como um conjunto de pontos externos a
uma circunferéncia e limitados por um quadrado, como podemos conferir em sua discussao

com Nayara e Fabiana:

Nayara: nossa Carlos, vocé fala assim que vai fazer o quadrado tirando a bolinha e
depois vocé pinta a bolinha?

Carlos: é

Fabiana: nossa assim vai ficar dificil

Carlos: é bem dificil.

Nayara: como que vocé vai tirar uma parte?

Diante dessa discussdo, interferimos a fim de instiga-los a seguir com a estratégia:
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Adnilson: qual a primeira ideia que vocés tiveram pra tirar a bolinha do quadrado?
Carlos: tipo construir o quadrado e tirar a bolinha [...] ai que é f... tipo eu pensei
em colocar em funcéo de y e uma raiz, colocar maior e menor par dar o intervalo.
[]

Adnilson: pensa na circunferéncia pra resolver esse problema [...].

Carlos: ai meu Deus! [...] como que eu fago pra sair da raiz?

Adnilson: E s6 colocar colchetes antes e depois da raiz.

Carlos tenta fazer uso da estratégia E,, entretanto encontra dificuldade no manuseio
das ferramentas disponiveis no software. Diante dessa constatacdo e simultaneamente

observando as plotagens de Fabiana (figura 41) interferimos novamente:

Adnilson: Fabiana da um enter ai... Pra voltar aquela figura... aquela figura...igual
tava antes la

Fabiana: qual?

Adnilson: aqui

Adnilson: olha aqui o que vocés queriam... D4 uma olhadinha no que a Fabiana
fez...

Carlos: é isso ai! Manja muito heim Fabiana

Adnilson: agora vocés tem que entender... Pensa ai... Nao era mais ou menos isso
que vocés estavam querendo?

Carlos e Nayara: era

Adnilson: pensa la

Carlos: s6 que primeiro eu quero sair da raiz

Diante da retroacdo conseguida por Fabiana, Carlos mostra-se surpreso, no entanto

ndo desiste de sua estratégia até ter certeza que ndo conseguiria por aquele caminho.

Adnilson: porque vocés acham que deu certo ali

Nayara: pera ai deixa entender o que ela fez.

[]

Nayara: vocé entendeu?

Carlos: entendi sé que eu ndo sei sair da raiz

Nayara: ndo sei 0 que vocé ta querendo como isso ai

Carlos: quero colocar intervalo... Pra x ué... Como que faz pra sair?

Adnilson: E s6 colocar colchetes antes e depois da raiz.

[-]

Carlos: ai meu Deus eu acho que vai fazer [...] nem sei mais o que eu t6 fazendo.
Fabiana: e essas raizes ai Carlos?

Carlos: relaxa guria.

Nayara: é porque ele quer fazer do seu jeito.

Adnilson: pensa num raio da circunferéncia... Raio da circunferéncia e no tamanho
do lado do quadrado

Vale considerar a insisténcia de Carlos em seguir com sua estratégia. Mesmo estando
préximos e realizando discussGes constantemente, cada aluno tenta seguir seus proprios
caminhos. Assim, alguns minutos depois Carlos consegue superar a dificuldade de manuseio

das ferramentas do software e apresenta o seguinte resultado:
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Figura 42: Video - Atividade 08 — Bloco 02 — Carlos

Inicialmente Carlos ndo conseguem utilizar os comandos do software, porém diante de

nossa interferéncia da sequéncia na sua estratégia, e como vemos ele ndo obtém sucesso em

suas plotagens: apresenta dificuldade de tratamento de sistemas de inequacdo. Dessa forma,

depois de 19 minutos, por influéncia dos colegas e das retroacdes oferecidas pelo software

Carlos desiste dessa estratégia e, tentando compreender as plotagens de Fabiana segue

discutindo com os colegas:

Nayara: vocé viu como que a Fabiana fez? [...] s6 que ela colocou maior, ai deu o
quadradinho e a bolinha

Carlos: ahd... Tipo assim d& assim

Nayara: ai... Viu?...D4 isso

Carlos: ahhh!!!l maior que 3 ..... ahhhh! Entendi...

Nayara: mas ndo tem que fazer o intervalo? (figura 43)

Carlos: ndo agora voceé s6 coloca...

Fabiana: ah! Nao precisa pintar a bola de dentro. A bola é branca... rsrsrsrsrsrs
Nayara: ndo! rsrsrsrs

Carlos: fechou rsrsrsrsr, entdo beleza entéo, entdo beleza ent&o rsrsrsrs

Fabiana: ué Nayara branco néo é cor?

Nayara: é, mas vocé tem que pintar da bolinha.

Fabiana: ndo, claro que ndo, claro que néo.

Nayara: vocé tem que pensar que € pra todo o plano... Ndo é Carlos?

Carlos: ndo! Agora vocé coloca uma nova... Aqui éh, aqui da pra terminar ja. Vocé
coloca uma nova relacéo, coloca aqui e menor numa cor diferente. Tipo coloca x? +
y'<3

Nayara: menor que 3 [...] vai Fabiana vamos ver o que vai dar...

Fabiana: ai (figura 44)

Nayara: so que ai vocé tem que delimitar ao intervalo

Fabiana: tem que delimitar aqui 6h

Nayara: ndo, na rela¢do de cima

Carlos: na de cima

Carlos: ai! (Carlos bate palmas) (figura 45)
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Figura 43: Atividade 08 — Bloco | Figura 44: Atividade 08 — Bloco | Figura 45: Atividade 08 — Bloco
02 — Fabiana 02 — Fabiana 02 — Fabiana

Na sequéncia de plotagens e comentérios apresentados anteriormente os trés sujeitos
da pesquisa presentes nesse dia fazem um trabalho em conjunto seguindo as plotagens no
computador da Fabiana. Percebe-se, nesse caso, a importancia do software para chegar ao
resultado esperado, ja que desenvolveram a atividade observando e alterando as relacbes
algébricas a partir dos registros graficos correspondentes disponibilizados pelo Grafeq. Pode-
se dizer que a mobilizacéo e articulacdo dos conceitos algébricos e geométricos trabalhados
nessa atividade se deram de forma participativa por estarmos trabalhando com o software e,
dessa forma, acreditamos que as possibilidades de mobilizacéo e articulagdo dos conceitos
envolvidos sdo maiores. Apds alguns minutos, diante das conclusdes obtidas anteriormente,
Carlos segue suas plotagens obtendo sucesso com a nova estratégia adotada. J&  Nayara,
diferentemente de Carlos e Fabiana, faz uso da estratégia E; ao construir um conjunto de
pontos internos a um quadrado com um circulo sobreposto. Com essa estratégia ndo encontra
dificuldade em suas plotagens e em pouco mais de trés minutos conclui a atividade. Apds
encerrar a atividade, ao participar das discussdes ja apresentadas anteriormente, Nayara
mostra-se curiosa quanto a utilizacdo da estratégia que faz uso da justaposicdo de regibes e
utiliza o tempo que tem para explorar as possibilidades de utilizacdo do software para
trabalhar esse problema, como mostramos a seguir:

Figura 46: Video - Atividade 08 — Bloco 02 — Nayara

Apesar de a aluna mostrar interesse pela estratégia E,, justaposicao, depois de alguns
minutos de exploracdo dessa estratégia retorna para a estratégia E;.
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Em relacdo a atividade 09, desenvolvida no papel, Nayara apresenta uma estratégia
ndo apresentada na analise a priori. A aluna substitui a abscissa do ponto P (1, 2) na fungdo y
= x? e verifica algebricamente que a ordenada ndo é 2.

Figura 47: Atividade 09 — Bloco 02 — Nayara

N&o muito distante desse procedimento, também algebricamente, Carlos faz uso da
estratégia E; ao substituir os valores de x e y da coordenada P1 (1, 2) em y = x? — 4 e verificar
se a igualdade era verdadeira ou falsa (figura 48). Fabiana por sua vez faz uso da estratégia
Es, raiz/vértice. Ao calcular as duas raizes da funcdo y = x* — 4 conclui que o ponto nio

pertence ao grafico da parabola (figura 49).

Figura 48: Atividade 09 — Bloco 02 — Carlos Figura 49: Atividade 09 — Bloco 02 — Fabiana

Nos trés diferentes procedimentos de resolucdo apresentados anteriormente
destacamos a resolucdo de Fabiana (figura 49) por ndo ser puramente algébrica. Nesse caso
parece que a aluna segue uma mesma linha de resolucdo fazendo uso do registro gréfico,
porém pode-se observar na figura 49 que Fabiana mobiliza tanto conceitos algébricos quanto
geométricos de funcdo quadratica e ainda articula de forma considerdavel a ponto de
percebermos a conversao entre os registros trabalhados. Para isso faz inicialmente a conversao
do registro algébrico para o registro das coordenadas e na sequéncia faz a conversdo do
registro das coordenadas para o registro grafico. Vale ainda destacar a articulagdo que Fabiana
faz entre registro das coordenadas, raizes da funcao e registro gréafico.
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Ainda nessa sessdo, fazendo uso do software, desenvolvemos a atividade 10 que
passaremos a discutir. Nesse problema, os trés alunos fizeram uso da estratégia E,, limitando
a regido acima e abaixo das parabolas y = x* e y = (1/2)x* + 2. Carlos mostra dificuldade para
lembrar que é o coeficiente de x* que altera a abertura da parabola, com isso faz varias
plotagens e a partir das retroagdes do software consegue realizar a conversdo entre 0S
registros figural e algébrico.

A 7 A R e ."“';'T':f“""

2 2
X<y<x'+6

-5<x<§

Figura 50: Video - Atividade 10 — Bloco 02 — Carlos

Podemos acompanhar melhor o desenvolvimento dessa conversdo por meio da

discussao apresentada a seguir:

Carlos: ah isso aqui seria uma parabola [...] essa aqui € outra parabola [...] ah
mais ai ndo deu bonitinho.

Fabiana: so6 se diminuir o ponto Carlos

Carlos: n&o.... [...] aqui eu tenho certeza que é x* [...] e para ele ser mais aberto?
[-]

Fabiana: que bonitinho Carlos, como assim dividido por dois?

Carlos: é que dai vai abrir mais

Nayara: onde que...

Fabiana: isso aqui é pegadinha

Carlos: é pegadinha! Quanto maior aqui embaixo mais aberto ela vai ser
Fabiana: isso é pegadinha

[.]

Carlos: tipo 6h quanto mais... [...] se eu colocar o 8 aqui ele vai abrir mais.
Diante dessa discussdo interferimos com o objetivo de instigar os alunos a uma
possivel compreensdo dos conceitos trabalhados, pois Carlos utiliza a relagdo algébrica y < (x?

+ 5)/2, assim n&o fica claro se ele esta considerando que é o coeficiente de x° que altera a
abertura da parébola.

Adnilson: isso, mais ai acho que tem como direcionar mais essa ideia. Pra ficar
mais claro assim. O que exatamente que vocé ta dividindo? [...] de acordo com o
que ta naquele pedaco que vocé colocou ali. (x? + 5)/2 ndo deixa tdo claro a
propriedade que faz com que a pardbola abra ou feche. Existe um determinante ai
que faz a parabola aumentar ou diminuir a abertura. Qual seria ele? Porque do
jeito que vocé colocou ali ndo ta claro o que ta acontecendo.
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Carlos: essa interseccao das duas parabolas

Adnilson: pensa assim, vocé colocou (x? + 5) sobre.

Nayara: 2

Adnilson: sobre 2 ....ta... é .. tem outra forma de escrever isso aqui?

[..]

Nayara: sobre 2.. mais 5 sobre 2

Adnilson: t4 agora tenta pensar nisso, o que é que significa 5/2. O que é que
significa x*/2? Pensa o que é que significa 5/2 ai no grafico?

[..]

Adnilson: tem como escrever de outra forma..... qual é a fungéo que vocé te ai? y =
x /5 + 5/2. Tem como escrever de outra forma essa fungéo?

[..]

Carlos: vocé ta querendo falar que é o coeficiente antes do x que determina o...
Adnilson: eu gostaria que vocé concluisse alguma coisa rsrsrrs... 0 que que vocés
acham?

Fabiana: é o coeficiente angular

Adnilson: o que é que altera a abertura da pardbola?

Carlos: é o coeficiente angular.

N&o temos informacdes suficientes para afirmar que Carlos ndo associa o coeficiente
de x? & abertura da parabola, no entanto, pode-se notar que, assim como Nayara e Fabiana,
Carlos tem dificuldade para articular o registro grafico com o registro algébrico x*> < y <
(1/2)x? + 2 e somente a partir das interferéncias do pesquisador, dos colegas e das retroacoes

do software essa dificuldade parece ser superada, como podemos ver no protocolo

apresentado a seguir quando Carlos justifica sua construcéo:

Figura 51: Atividade 10 — Bloco 02 — Carlos

Fabiana, inicialmente trabalha com equacdes e na sequéncia com inequacdes (figura
52). Nas plotagens apresentadas a seguir vale destacar a dificuldade que a aluna encontra para
desenvolver conceitos de inequacédo, ao tentar limitar a regido entre as parabolas. Nesse caso
Fabiana apresenta corretamente a estratégia E,, limitando a regido acima e abaixo das parabolas
y =x? ey = (1/2)x* + 2, porém apresenta vestigios da ndo compreensdo dessa relacio algébrica ja
que trabalha paralelamente sem necessidade com as relagdesy = x*e 0 <y < 4.
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Figura 52: Video - Atividade 10 — Bloco 02 — Fabiana

Nayara, assim como Carlos e Fabiana, apresenta dificuldade para tratar algebricamente
o registro algébrico de uma funcdo do segundo grau quando tenta alterar a abertura da

parabola da parabola.

Figura 53: Video - Atividade 10 — Bloco 02 — Nayara

Né&o obtendo sucesso com fungdo quadréatica a aluna tenta outra funcdo de grau 4. 1sso
mostra a dificuldade da aluna em articular conceitos algébricos e geométricos de uma
parabola. Em outro momento Nayara considera que sua plotagem esta correta, porém, a janela
de visualizacdo do software é insuficiente para mostrar seu desenho, dessa forma aumenta o
tamanho do eixo y.

Ap0s 6 minutos do inicio do desenvolvimento da atividade, por meio de discussdes em

grupo e das retroacBes do Grafeq, Nayara supera as dificuldades e atinge o objetivo da

.. ~ . s 245
atividade, apresentando como solucéo o registro algébrico x*<y <= -

2

. ~ +5
Enquanto Carlos e Nayara usam inequagdo y < =

como parte do sistema de

2
inequacdes, Fabiana plota y < x? + 2. Carlos afirma ser o coeficiente antes do x que altera a

abertura da parabola, porém, os trés sujeitos apresentam dificuldades para mobilizar e

articular esse conceito algébrico com o respectivo registro gréfico. Apesar de todos os alunos
. , . . .. 1
apresentarem resultados satisfatorios nenhum deles afirma, nesse caso, ser o coeficiente 50

responsavel por tal abertura.
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De forma geral, acreditamos que 0s objetivos das atividades dessa sessdo foram
atingidos. Percebemos que diante das dificuldades encontradas em cada uma das atividades,
mesmo trabalhando em conjunto, os alunos apresentaram procedimentos diferenciados que
enriqueceram as formas de mobilizar e articular conceitos algébricos e geométricos em
estudos da Geometria Analitica, colaborando para uma melhor compreensdo dos conceitos
trabalhados.

Nas atividades desenvolvidas no papel destacamos a divergéncia de pensamento
guanto a métodos algébricos ou geométricos sendo os procedimentos algébricos os mais
utilizados. J& nas atividades que utilizamos o software, ficam nitidas as contribui¢fes dessa
ferramenta para que os alunos consigam realizar as devidas conversdes entre 0s registros
trabalhados.

Quanto aos conceitos trabalhados destacamos as dificuldades encontradas pelos alunos
para tratar conceitos algébricos de funcdo quadratica e, mais especificamente em relacdo as
propriedades algébricas que alteram o registro grafico das respectivas funcbes. Vale ainda
destacar as dificuldades encontradas pelos discentes para trabalhar com sistemas de
inequacdes. Acreditamos que essa dificuldade origina-se da compreensdo que os alunos tém
do significado algébrico de um ponto (X, y) pertencer ou ndo a uma regido do plano, como
discutido anteriormente. Ou seja, essa € uma dificuldade ligada a apreensdo do objeto

matematico.

45 SESSAO 04: SISTEMAS DE INEQUACOES, FUNCAO AFIM, FUNCAO
QUADRATICA E EQUACAO DA ELIPSE

4.5.1 Analise a priori

Atividade 11 — Bloco 2

Observe o conjunto de pontos (X, y) e esboce-o0s no Grafeq.

A regido apresentada acima € composta por um conjunto de pontos limitados por uma

elipse e uma hipérbole internos a um quadrado. Uma elipse possui dois eixos perpendiculares
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entre si e que sdo determinados por a e b na equacéo x*/a*+y*/b? = 1 onde 2a representa o eixo

maior e 2b o eixo menor. Em uma hipérbole, representada pela equacdo x%/a’ - y*/b? =1, 2a

representa a distancia entre seus vertices.

Variaveis Didaticas:

v" Eixo cartesiano: auséncia dos eixos cartesianos.

v' Complexidade do desenho: complexo.

v' Ambiente proposto: Grafeq.

Estratégias:

E; Ponto P(0, 0) como centro da figura: Considerar o ponto (0, 0) do plano
cartesiano como centro do desenho. Para essa estratégia e também para as que
sdo apresentadas a seguir o aluno devera mobilizar conceitos algébricos e
geométricos de elipse e hipérbole a fim de fazer a elipse tangenciar a hipérbole.
No entanto acreditamos que a mobilizacdo de conceitos de equacdo da elipse e de
hipérbole serdo uma das dificuldades presentes nessa atividade, pois como
citamos anteriormente geralmente no ensino € priorizado o uso de formulas e
nesse caso € preciso a articulagio entre Algebra e Geometria Plana.

E, Quadrante/eixos: Imaginar a figura de forma que o conjunto de pontos
apresentado na atividade fique inteiramente em um dos quadrantes, sendo que
dois lados do quadrado tenham intersecgdo com 0s eixos. Apresentamos a seguir

um exemplo de registro grafico.

E; Posicdo aleatoria: N&o distante da estratégia anterior pode-se construir o
desenho em uma posicao qualquer do plano cartesiano. Acreditamos que a maior
dificuldade desse caso deve estar na mobilizacdo de relacfes algébricas que
limitam o conjunto de pontos por um gquadrado. Apresentamos a seguir uma

possivel conversao do registro figural para o registro algébrico.

v’ (x-3)%/4 + (y+3)%/25 < 1 - regido limitada por uma elipse
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v’ (x-3)%/4-(y+3)%/9 > 1 com -8 <y < 2 e -2 < x < 8 — regido limitada por uma

hipérbole

Acreditamos que possa haver dificuldades quanto a mobilizacdo dos conceitos de
elipse e hipérbole; caso isso ocorra deve-se propor uma rapida pesquisa em livros de e Ensino
Médio ou de Ensino Superior a fim de que possam recordar 0s conceitos necessarios para a

realizacdo das atividades.

Atividade 12 — Bloco 3

Utilizando o Grafeq construa o desenho apresentado abaixo. Justifique sua construcao:

Variaveis Didaticas:

v Eixo cartesiano: presenca dos €ixos cartesianos.

v' Complexidade do desenho: complexo

v' Composicdo da figura: sobreposicdo ou justaposicao.

v" Ambiente proposto: Grafeq.

Estratégias:
Triangulo isésceles:

v' E; Coordenadas: observar que as retas que limitam a regido retangular
interceptam os eixos cartesianos nos pontos Py (-8, 0), P, (0, 8) e P3 (8, 0) e
calcular por meio da equacédo da reta cada uma das equagdes. Além da calcular a
equacdo de cada reta deve-se usar a desigualdade de forma a obter a regido do

desenho.
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v' E, Bissetriz: cada um dos lados superiores da regido retangular é a translagéo
das bissetrizes dos quadrantes, isto é, y = x e y = -x. Observando os pontos de
intersecdo com eixos cartesianos pode-se concluir que as equacdes serdo y = X +
8 e y = -x + 8. Vale ressaltar que pode haver dificuldade para essa interpretacdo
ja que o pensamento l6gico para transladar uma reta no plano cartesiano difere da
translacdo de uma elipse ou de uma parabola.

v' E3z Modulo: transladar a fungdo modular y = - |x| oito unidades para cima e usar
inequac0es para limitar a regido.

E oportuno dizer que pode-se fazer uso da estratégia E; ou da E, para construir a
regido superior da casa em duas partes, por justaposicao de figuras (uma a esquerda do eixo y
e outra a direita) e para isso, é necessario o uso de inequacdes. Nesse caso deve-se considerar
a regido externa a circunferéncia e interna a regido retangular.

Retangulo:

e E,Observar que a regido € limitada porx =-6,x=6,y =0,y =-9 e marcar o
conjunto de pontos internos por meio de inequacdes.

e E;5 Justaposicdo: considerar a regido retangular apresentada no desenho como a
justaposicdo de duas outras regides retangulares separadas pelo eixo das
ordenadas.

Circunferéncia:

e E; Centro e raio: observar que a circunferéncia possui centro C (a, b) = (0, 3) e
raio 2. Ao substituir esses valores em (x - a) >+ (y - b)>= r’ tem-se x> + (y - 3)*=
4.

e E; Translacdo: para utilizagdo dessa estratégia € preciso saber que uma
circunferéncia com centro na origem dos eixos cartesianos € expressa na forma
algébrica por x* + y* = r’. Nesse caso deve-se observar que circunferéncia é
transladada 3 unidades para cima paralelamente ao eixo y e que possui raio igual
a 2, com isso tem-se x 2+ (y-3)> = 4. Vale ressaltar que pode haver dificuldade de
manipulacdo da férmula algébrica de x? + y? = r? para conseguir a curva desejada
e, uma das possibilidades € que isso seja feito por tentativa e erro.

Elipse:

e Eg Translacdo: aplicar regras de translacdo para uma elipse. Essa estratégia
exige compreensdo do conceito, no entanto pode ser realizada por tentativa e

erro.
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e Ey Formula: observar o tamanho de cada um dos eixos da elipse, o total de
unidades deslocadas paralelamente aos eixos x e y a partir do centro (0, 0) e,
concluir que e equacéo deve ser (x+3)%/4 + (y+4)%/1 = 1.

Parébola:

e Ej Translacdo: considerar o desenho com uma translagdo de y = -x%, assim, a
formula algébrica para a curva deve ser y = - (x-3)* — 5. Para essa estratégia ¢
necessario compreender as alteragdes na formula algébrica de uma fungdo do
segundo grau e suas respectivas mudancas no grafico que representa a funcgéo, no
entanto ha possibilidades de construcdo da curva por tentativa e erro.

E oportuno dizer que na figura apresentada ao académico, mais especificamente na
circunferéncia, na elipse e na pardbola considera-se apenas 0 conjunto de pontos externos a
elas, isso justifica a parte incolor interna a esses conjuntos de pontos, no entanto, € muito

provavel que considerem o conjunto de pontos internos e ndo os externos.

Atividade 13 — Bloco 3

Construa no Grafeq a bandeira do Brasil. Justifique cada uma das construgoes.

Apesar de ndo fornecermos o registro figural inicial, como os alunos conhecem a
bandeira brasileira podemos considerar que o registro de partida dessa atividade é o Figural.
Para obter sucesso na realizacdo dessa atividade necessita-se da mobilizacdo de uma série de
conceitos de Geometria Plana e da conversdo deles em Representacdo Algébrica, conforme
veremos mais adiante.

Variaveis Didéticas:

v" Composicédo da figura: sobreposi¢do ou justaposicao.
v Eixo cartesiano: auséncia dos eixos cartesianos.
v" Complexidade do desenho: complexo.
v' Ambiente proposto: Grafeq.
Estratégias:
a) retangulo
e E; Centro: Coincidir o centro do retangulo com a origem dos eixos cartesianos,

um exemploseria-8 <x<8e-4<y<4
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E, Quadrante/eixos: Construir o retangulo fazendo dois de seus lados terem

interseccdo com 0s eixos, por exemplo, -8 <x <0com-4<y<0.

Es Quadrante: Construir o retdngulo inteiramente dentro de um quadrante, por

exemplo,-1<x<9com-5<y<-1
o .

E, Retangulo e losango - verde: cada uma das estratégias anteriores podera ser

construida assim como foi apresentada, ou limitadas interiormente por um
losango, um exemplo seria y > - |(1/2)x + 2| nas condi¢fes -8 <x<0ey<0ey

<|(1/2)x + 2| - 4 nas condigles -8 <x<0ey>—4,

-6

As estratégias a serem utilizadas a partir daqui sé@o determinadas com a escolha da

primeira fase, isto €, da construgdo do retdngulo. Citaremos dois exemplos para cada fase

seguinte, um limitado interiormente e outro ndo limitado.

Losango:

Es Funcdo afim: Limitar a regido interna considerando o gréafico de quatro retas
como limites, por exemplo, y = -(1/2)x + 2,y = (1/2)x + 2,y = -(1/2)x - 2,y =
(1/2)x — 2. Essa estratégia ainda exige a mobilizacdo de conceitos de inequactes
para sua finalizacéo.

Es Modulo: Estratégia similar a apresentada anteriormente, porém, fazendo uso
da funcdo modular. Nesse caso consegue-se a regido interna por meio do seguinte
sistema de inequagdes: |(1/2)x| - 2 <y < -|(1/2)x| + 2
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e E; Losango e circunferéncia — amarelo: regido interna a um losango limitada
por uma circunferéncia, por exemplo, |(1/2)x - 2| - 4 <y < - |(1/2)Xx - 2| na
condicdo (x-4)? + (y+2)? > 2. E valido ressaltar que para essa estratégia pode-se

usar funcdo modular ou ndo, como apresentado anteriormente.

y

2
-3 % 11

-

Circulo:
e Eg Circulo: Um exemplo para a terceira relacdo a compor a bandeira pode ser
um circulo de raio 3 cuja relacdo seria representada por (x - 3)* + (y — 2)*< 3

obtendo como resultado o seguinte desenho:

e E, Circulo e pardbolas — azul: Seguindo a estratégia anterior o circulo dever ser
limitado interiormente por duas pardbolas, assim como pegas de um “quebra
cabeca” deixamos o ultimo encaixe. x> + y* < 9 na condicdo y < -(1/20)x? e x* +

y? < 9 na condicdo y > -(1/20)x* + 1.

e Ej Parébolas: apresentamos a seguir outra estratégia para a construgdo da parte
branca interna a parte azul da bandeira: essa parte de bandeira pode ser

representada graficamente pelo sistema de inequacdes -(1/20)x* + 1 < y < -

(1/20)x* + 1 na condicdo - /9 — y2 < x < /9 — y2. Essa estratégia pode ser
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usada caso o circulo seja construido por meio da relagdo x* + y* < 9 sem

restricoes.

Uma das sequéncias de estratégias aqui desenvolvida pode ser visualizada seguindo o

esquema apresentado abaixo.
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4.5.2 Analise a posteriori

Nessa sessdo foram desenvolvidas trés atividades sendo que uma delas é a Ultima
atividade do Bloco 02 pois, ndo tendo tempo suficiente para desenvolvé-la anteriormente
ficou certo de esta ser a primeira atividade a ser trabalhada nesse encontro. Na sequéncia
foram desenvolvidas as duas atividades desse bloco, realizadas com auxilio do software
Grafeq. Além disso, no encontro anterior pedimos que os alunos trouxessem material para
pesquisa referente a conceitos de elipse, hipérbole, circunferéncia e parabola. E importante
observar também que durante essa sessao foi liberado o uso da internet para pesquisas, caso
fosse necessario.

Inicialmente, ao observar o registro figural da atividade 11, os académicos mostram

incerteza quanto aos conceitos Geométricos utilizados na atividade.

Nayara: que figura vocé acha que é essa?

Carlos: acho que uma elipse

[.]

Adnilson: quais sdo conceitos envolvidos ai? Conceitos matematicos evolvidos
nessa atividade? [...] poderia ser uma hipérbole? N&o?... Sim?... O que vocés
acham?

Carlos: eu acho que poderia

[-]

Adnilson: vocés sabem o que define a abertura dos eixos da elipse?

Nayara: essa elipse aqui esté esticada no eixo y...

Adnilson: sim

Nayra: entdo 0y vai ser maior... Vai ser x sobre alguma coisa... Tipo eu coloquei x*
sobre 4 +y % sobre 16

Adnilson: ta vocé sabe o que significa esse 4 e esse 16?

Nayara: tipo o 4 entdo ele vai interceptar no eixono -2 e 2 ... Ai 0 16 vai ser no -4 e
4

Adnilson: bom... E a outra figura?

Nayara: t4 muito estranho isso aqui

Adnilson: bom [...] vocé disse que pode ser uma hipérbole, entdo... Vocé tenta... Se
for... Tem que ver o que define a abertura da hipérbole [...] e... Se ndo for ai vado
tentar outra coisa dai.
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Nayara mobiliza e articula satisfatoriamente conceitos algébricos e geométricos de
elipse, no entanto diante do registro figural de uma hipérbole mostra-se insegura para afirmar
que € uma hipérbole.

Para a resolucdo dessa atividade, Nayara assim como todos 0s outros sujeitos da
pesquisa fizeram uso da estratégia E;, ponto P(0, 0) como centro da figura, e como previsto na
analise a priori, aluna apresenta dificuldade para realizar as devidas conversdes entre 0s
registros grafico e algébrico. 12 minutos ap6s o inicio da atividade, Nayara, a partir das
retroacdes oferecidas pelo software percebe que deve trabalhar com conceitos de hipérbole,

no entanto, encontra dificuldade para definir o intervalo do eixo x.

Figura 54: Video - Atividade 11 — Bloco 03 — Nayara

Quando questionada se encontrou dificuldade na resolucdo da atividade diz: “sim,
para definir o intervalo do eixo x, pois pensava que ele tinha que ser definido com os pontos
a® da hipérbole”. Nesse caso, Nayara ndo estava considerando que os pontos das
extremidades do eixo menor da elipse coincidem com os vértices da hipérbole e quando limita
X entre -2 e 2 para a elipse ndo consegue a regido esperada. Pouco adiante ela tenta limitar a

regido usando dois intervalos para x em uma mesma relagéo.

Adnilson: olha... Para... Pensa um pouquinho. O que est4 acontecendo ai? Porque
vocé acha que precisaria de dois intervalos?

Nayara: nossa!

Adnilson: qual que seria a ideia?

Nayara: entdo eu s6 quero isso aqui, essa partezinha.

Adnilson: &h! Vocé queria colocar um intervalo para cada lado né?

Nayara: é

Esse fato evidencia a dificuldade da aluna em mobilizar e articular conceitos de
sistemas de inequacdes (figura 55). Contudo, alguns minutos depois Nayara limita para x e

paray a regido procurada (figura 56).
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Figura 55: Atividade 11 — Bloco 03 — Nayara Figura 56: Atividade 11 — Bloco 03 — Nayara
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Diante desse resultado interferimos a fim de saber se Nayara articulou o registro

grafico com o registro algebrico:

Adnilson: agora esse ponto aqui ta mesma altura desse aqui?
Nayara: t4
Adnilson: o que confirma isso? ... Entdo aqui vocé fala que é 4 ... Ta e aqui?
Nayara: ai é 4 também
Adnilson: porque é 4?
Nayara: porque € raiz
Assim observamos que além de plotar corretamente as relagcdes algébricas, Nayara
articula com sucesso os registros trabalhados, pois explica que a extremidade do eixo maior
da elipse coincide com a limitacdo imposta para o €ixo y, isto &, ambos estdo a mesma altura.
Ja Carlos, inicialmente apresenta dificuldade para mobilizar e articular conceitos

algébricos e geométricos tanto de elipse quanto de hipérbole. Ele tenta representar

2 2
algebricamente o grafico de uma elipse utilizando a equacéo, isto &, % + y? = 0. Nesse caso,

Carlos mobiliza parte dos conceitos algébricos de uma elipse, mas ndo se da conta que nao
existe elipse com igualdade zero. Percebe-se também que Carlos ndo articula o registro
algébrico x*/a* + y*/b?> = 1 com o registro grafico presente na atividade, pois trabalha, por
exemplo, com a® = 2 e b? = 5 dificultando a visualizagdo do registro grafico por se tratar de
nameros ndo inteiros, fato que podemos confirmar em suas plotagens (figura 57). Entretanto,
15 minutos apds o inicio da atividade o aluno apresenta um registro grafico proximo do

esperado (figura 58).
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Figura 58: Video Atividade 11 — Bloco 03 — Carlos

Pode-se notar a articulacdo de alguns conceitos algébricos e geométricos de elipse e de
hipérbole, pois observa-se algebricamente e geometricamente que o académico faz coincidir
as extremidades do eixo menor da elipse com os vértices da hipérbole. Contudo, ao tentar
construir o quadrado que limita a regido nao consegue realizar a conversdo do registro gréafico
para 0 Algébrico. Carlos ndo considera o que define a formula de uma elipse (x*/a® + y*/b? =
1), isto é, 2 =a’e 9 =b?ou 16 = b%

Apesar das dificuldades encontradas o académico consegue chegar ao registro grafico
esperado (figura 59), porem, ndo satisfeito com o tamanho do desenho, Carlos faz algumas

alteracOes nos registros algébricos plotados (figura 60).
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Figura 59: Atividade 11 — Bloco 03 — Carlos
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Figura 60: Video Atividade 11 — Bloco 03 — Carlos

Apesar de Carlos ter conseguido um resultado satisfatorio (figura 59) notamos na
figura 60 que ele continua apresentando dificuldade para realizar a conversdo do registro
grafico para o registro algébrico, pois ndo consegue o resultado esperado (figura 61) de
imediato. Com isso temos como hip6tese que o aluno mobiliza e articula conceitos algébricos
e geométricos de elipse e de hiperbole porém, tem dificuldade para trabalhar propriedades
algébricas e geométricas desses cocneitos.

Vale considerar que as retroacbes do software proporcionou ao académico a
oportunidade de descoberta. Notamos que mesmo apresentando dificuldades para tratar os
conceitos trabalhados, Carlos realiza as devidas conversdes entre os registros trabalhados e
chega ao resultado esperado. Consideramos ainda que o trabalho com atividades similares a
essa poderia fazer esse aluno superar as dificuldades aqui apresentadas, porém nao

prosseguimos com esse ideia por ndo ser o objetivo desse trabalho.

Figura 61: Video Atividade 11 — Bloco 03 — Carlos

Assim como Carlos, Edna inicia a atividade representando algebricamente a relagéo,

2 2
x? +y? = 0, entretanto, a partir da retroagcéo oferecida pelo software, ela percebe o erro e

comega a trabalhar com inequac@es, porém, quando precisa trabalhar conceitos de hipérbole,

novamente prefere comecar com igualdade depois com desigualdade.
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Figura 62: Video - Atividade 11 — Bloco 03 — Edna

Diferentemente dos outros sujeitos dessa pesquisa, Edna adota esse procedimento —
trabalhar com igualdade de depois desigualdade — e a patir de cada uma de suas plotagens vai
mobilizando e articulando conceitos algébricos e geométricos de hiperbole até chegar ao
registro gréafico esperado, que nesse caso seria a representacdo grafica da equacdo da
hiperbole. Na sequéncia, a aluna, sem muita dificuldade, altera a relacdo algébrica para
desigualdade e consegue a regido do plano limitada pela hipérbole similar a da atividade

apresentada a ela, contudo ao tentar limitar a 0 desenho por um quadrado apresenta o seguinte

resultado:
e e — o = e s
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Figura 63: Video - Atividade 11 — Bloco 03 — Edna

Pode-se observar nessa sequéncia de plotagens, a mesma dificuldade encontrada por
outros académicos, sujeitos dessa pesquisa. O problema estd na articulacdo entre a
representacdo gréfica de uma hipérbole e a representacéo algébrica x*/a - y*/b? = 1, ou seja,
na conversdo do registro grafico para o registro algébrico, e a dificuldade esta ligada aos
conhecimentos matematicos dos académicos. Inicialmente Edna tenta limitar a regido
quadrangular utilizando os valores de a* e b isto 3 e 9. A partir do registro grafico
apresentado pelo software referente ao registro algébrico plotado, a aluna observa que nao
mobilizou, nem articulou corretamente os conceitos envolvidos nessa plotagem. Com isso

mostra indicios de conhecer que os valores 3 e 9 estdo elevados ao quadrado quando apresenta

- /3 < y < +/3 para limitar a regifo. No entanto, temos como hipGtese que a aluna apresenta
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erroneamente v/3 como resultado de 9, pois mantém a condicdo — 3 < x < 3. Como n&o

consegue o registro grafico esperado apresenta as condigdes -3 <y < 3 e - /3 <y <+/3.
Nesse caso Edna ndo apresenta condigéo para X, mostrando que tem dificuldade para trabalhar
propriedades algébricas e geométricas envolvidas na atividade, pois para limitar uma regido
considerando essa como um conjunto de pontos (X, y) € necessario limita-la tanto para X

quanto para y. Alguns minutos depois, Edna apresenta o seguinte resultado:
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Figura 64: Video - Atividade 11 — Bloco 03 — Edna

Com os registros graficos apresentado anteriormente (figura 63) Edna percebe que v/9

é 3 e ndo /3. Na sequéncia limita a regi&o para x e para y conseguindo um resultado proximo
do esperado. N&o satisfeita com a abertura da hipérbole a aluna altera b® = 9 para b> = 16
mostrando certo avanco na compreensdo conceitual de hipérbole ao articular Algebra e
Geometria. Vale ressaltar a importancia do software para esse resultado. A partir das
retroacOes, Edna vai mobilizando e articulando conceitos algébricos e geométricos mesmo
sem muito conhecimento dos conceitos trabalhados na atividade.

Ainda em relacdo a essa atividade, Fabiana faz apenas 4 plotagens sem corre¢des até
chegar ao registro grafico que ela considerou correto.

Figura 65: Video - Atividade 11 — Bloco 03 — Fabiana

N&do temos dados suficientes para argumentar sobre o total minimo de plotagens

realizadas pela aluna nos 15 minutos que levou para desenvolver essa atividade. No entanto
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observamos que Fabiana vai mobilizando e articulando conceitos algébricos e geométricos de
elipse e de hipérbole sem muitas dificuldades. Apesar dessa facilidade, em uma de suas
plotagens (figura 65) as extremidades do eixo maior da elipse ndo coincidem com a limitacéo
de y para a construcdo da regido quadrangular, fato esse que é rapidamente observado e
corrigido pela académica (figura 66). Nesse momento Fabiana encerra a atividade deixando o
registro gréafico limitado por um retangulo e ndo por um quadrado.

=16 ] Atvidace 05 - bloco 2 - rancilly da Rocha: Vita #1 = |
a Vista # [ Grifico (Finakzada)

¥
10

-10 10

-10

Figura 66: Atividade 11 — Bloco 03 — Fabiana

No geral observamos que a mobilizacdo e articulacdo de conceitos algébricos e
geométricos de elipse e hipérbole pelos alunos ndo ocorreu espontaneamente. Desde 0 inicio
dessa atividade aparecem dividas sobre os conceitos trabalhados e durante o desenvolvimento
do problema surgem varias dificuldades de conversdo entre os registros figural e algébrico.
Essas dificuldades podem estar relacionadas a defasagens de aprendizado ocorridas no Ensino
Médio ou até mesmo no Ensino Superior no que diz respeito a demonstracdo e compreensdo
das formulas algébricas da equacédo da elipse e da hipérbole.

E oportuno lembrar que apesar das dificuldades encontradas pelos alunos, todos eles
conseguiram atingir o resultado esperado, isto &, realizar a converséo do registro figural para o
Algébrico e consequentemente representar o registro grafico no software. Consideramos que o
Grafeq tenha contribuido diretamente para esse resultado, pois a partir dessa ferramenta, cada
aluno, na especificidade de suas estratégias pode observar e analisar cada um dos registros
algébricos plotados tendo a oportunidade de fazer as devidas corre¢cdes. Mesmo tendo
dificuldade para trabalhar os conceitos, desenvolveram a atividade com éxito.

Nas atividades que seguem, teremos a oportunidade de melhor observar a
compreensdo dos conceitos trabalhados até aqui, pois j& na proxima atividade, um de nossos

objetivos & agrupar 0s conceitos trabalhados nas atividades anteriores em uma mesma
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atividade e observar o comportamento dos alunos diante desses problemas. A seguir
apresentamos a analise a posteriori da construcao da atividade 12 e 13.

Em relacdo a atividade 12, Edna inicia a construcdo pela regido retangular fazendo uso
da estratégia E, limitando X entre — 6 e 6 e y entre — 9 e 0 por meio de inequacdes. Na
sequéncia usa a estratégia Eg, transladando o gréfico da funcéo y = - x? (figura 67). Como ndo
consegue transladar o vértice da parabola até o ponto (3, -5), Edna questiona Nayara.

Edna: Nayara, como que faz isso aqui?... Quando aqui 6h! tipo o vértice tem que
ficar aqui né? Entdo essa parabola é o que? y = - X°...

Nayara: isso, menos cinco (- 5)

Edna: ent&o... eu coloquei menos cinco, vai dar aqui no y. Mas eu ndo quero ela al,
eu quero ela no ponto (3, -5). Ai! Vocé ta vendo? Ta saindo na linha ainda 6h.. O

que que a gente quer? A gente quer que ela fique nesse aqui 6h, mas ela ndo ta
andando.

Nayara: entdo isso que eu to tentando raciocinar
Edna: ela tinha que andar ué.
Nayara: ela tem que andar, néo é assim!

Edna e Nayara tém dificuldades para realizar os devidos tratamentos na relacéo
algébrica y = - x? para obter o registro grafico desejado, isto &, ndo conseguem mobilizar
conceitos algébricos de uma funcdo do segundo grau (propriedades algébricas que fazem os
gréficos das parabolas transladarem), consequentemente ndo realizam a conversdo do registro
grafico para o registro algébrico.
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Figura 68: Atividade 12 — Bloco 03 - Edna

Figura 67: Atividade 12 — Bloco 03 — Edna

Apo6s alguns minutos de tentativa Edna desiste da construcdo da regido externa a
parabola a passa a escrever relagdes algébricas que representam a regido triangular (telhado da
casa). Para isso, usa a estratégia E,, translacdo das retas representadas pelas funcesy = x ey

= -X. No entanto também apresenta dificuldade para trabalhar com inequac@es e sistemas de
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inequacdes (figura 68). Ou seja, a dificuldade em realizar transformagdes do tipo tratamento
impede Edna de obter o resultado desejado.

Diante da retroacéo oferecida pelo software e da indignacdo de Edna por ndo obter
sucesso em suas plotagens interferimos na proxima estratégia que seria abordada pela
académica, pois essa dificuldade poderia ter sido causada por ndo conhecer o Grafeq.
Contudo ndo é descartada a possibilidade de a aluna ter dificuldade para compreender o

conceito de sistemas de inequacdes.

Edna: ai!

Adnilson: é porque vocé ndo estd usando sistema de inequacfes. No Grafeq pra
usar sistemas de inequacdes, tem que usar TAB.

Edna: ah! Nao entdo... Eu tenho que colocar uma outra relagédo aqui no...?
Adnilson: vocé pode ter uma, duas, trés, quatro funcbes em um sistema de
inequacdes, mas cada vez que vocé for colocar mais uma tem que clicar na tecla
TAB. vocé pode usar uma, duas, trés funces em uma mesma janela dessas.... Tenta
pensar alguma coisa assim.

Apos alguns minutos a aluna conclui: “entdo aqui poderia dar TAB de novo” (figura
69) e diz: “ah! Saquei agora”. Na figura 69, observamos que Edna consegue realizar com
sucesso a conversdo do registro grafico para o registro algébrico da regido retangular e
também da regido triangular, apesar de ndo haver necessidade da condi¢do y < 8.

Figura 69: Atividade 12 — Bloco 03 — Edna Figura 70: Atividade 12 — Bloco 03 — Edna

A académica segue construindo a regido externa a elipse e limitada pelo retangulo.
Para isso usa a estratégia Eg, translacdo de uma elipse com centro (0, 0). Apos pedir ajuda a
Carlos sobre conceitos de translacdo da elipse Edna novamente apresenta dificuldades
relacionadas a inequacGes (figura 70). A aluna questiona: “Por qué o meu deu diferente?”.

Diante dessa questdo interferimos novamente.

Adnilson: tenta pensar o que significa menor, o que significa igual, o que significa
maior
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Edna: entdo.... maior é o que ta pra fora... maior do que isso aqui.... menor é o que
ta dentro..

Adnilson: tenta cada um deles pra ver o que acontece

Edna: néo eu ja fiz maior. (Figura 71)

Edna: ai 6h, maior é o que ta fora da bolinha...

Adnilson: t&

Edna: ai menor ¢é ele pintado

Adnilson: entdo lembra o que eu falei pra vocé agorinha a pouco... é que vocé ta
querendo fazer uma regido com duas janelas..... vocé td com duas janelas
desenhando uma mesma regiéo

Nayara: onde vocé ta? qual que vocé ta fazendo?

Edna: entdo 6h... eu coisei a coisinha....

Nayara: a bolinha

Edna: é a bolinha.....s6 que ela tem que ser branca.... ai ele ta falando que isso aqui
é...eundo td ..... acho que ele quis dizer que essa relacao tinha que ta aqui dentro.
Nayara: é

A partir dessas consideracdes, Edna consegue realizar a conversdo da regido externa a

elipse limitada por um quadrado para o registro algébrico (figura 72).

-6<x<6
9<y<0

2
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Figura 71: Atividade 12 — Bloco 03 — Edna Figura 72: Atividade 12 — Bloco 03 — Edna

Nesse momento realizamos uma nova intervengdo objetivando saber se a dificuldade

da aluna é em relagéo ao conceito ou ao software.

Adnilson: vamos entender o que aconteceu?

Edna: 6h! eu tenho um quadrado aqui

Adnilson: ahd

Edna: ele ta todo pintado

Adnilson: correto

Edna: ai eu dei a formula dessa elipse aqui... é elipse?

Adnilson: sim

Edna: s6 que eu quero ela maior. O maior dela vamos supor, no grafico ia ser tudo
né? Ai so ia ficar isso aqui branco. Mas como eu to dentro do quadrado, s6 vai ser
até aqui o maior dela. Sera que é isso?

Adnilson: ok, isso seria um sistema de inequacéo?

Edna: é.... vocé entendeu o que eu quero dizer?

Adnilson: sim entendi... correto.

Edna: o maior dela sé ¢é dentro disso aqui 6h.

Em outras palavras, a Edna diz que deve considerar a regido exterior a elipse, porém

apenas dentro do quadrado. Com essa fala notamos que pelo menos parte das dificuldades
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apesentadas anteriormente estavam relacionadas a compreensdo do que seria um sistema de
inequacdo, porém diante das retroacfes do software e das suas argumentacdes podemos
afirmar que a aluna apresentou progressos nessa compreensao.

Em seguida, Edna pediu ajuda para terminar a atividade: “ah Carlos vem aqui me ajudar
se ndo eu vou demorar mil anos”. Para ajudar Edna a construir a regido externa a circunferéncia,
Carlos adotou a estratégia E-, translacdo da regido externa a circunferéncia a partir do centro
(0, 0).

Carlos: analisa s6 a bolinha. Ela tem raio quantos?

Edna: ah ela tem raio 2

Carlos: qual que é a formula da circunferéncia?
Edna:x+y=2

Carlos: o raio € 2. Pra ser dois tem que ser raiz do que?

Edna: ah é quatro ent3o. E igual a quatro... é porque a raiz é 2
Carlos: ai vocé ja sabe a raiz

Carlos pergunta para Edna qual a equacao da circunferéncia e alega indiretamente que,
no registro algébrico da equacdo de uma circunferéncia, o raio é elevado ao quadrado. A
partir das orientagdes de Carlos, Edna tenta obter o registro algébrico que representa a regiao
externa a circunferéncia limitada pela regido triangular, entretanto, ndo consegue realizar de

imediato a conversao entre os registros grafico e algébrico (figura 73).

FIGréfico #1:Relacidn #3 (Kgobra)
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Figura 73: Atividade 12 — Bloco 03 — Edna

Carlos: ai deu a circunferéncia né?

Edna: aha

Carlos: agora é s6 transladar ela. Porque que ela ndo esta aqui 6h...vocé tem que
olhar no centro... olha o centro aqui... t& uma, duas, trés unidades para cima. Ai
vocé vai transladar no y trés unidades para cima. Pra cima é o oposto. Sempre
quanto esta entre parénteses vocé vai colocar o oposto.

Ja no final da atividade, Carlos segue dando instrucdes de plotagens e até mesmo
digitando para Edna a fim de encerrar a construcdo do desenho. Com isso, a aluna consegue 0

resultado esperado, porém apresenta dificuldades na mobilizacédo e na conversao dos registros.
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No geral recebeu ajuda para fazer quase todos o0s passos da atividade além de plotar e apagar
ou reformular 40 vezes algumas das relagdes em 46 minutos de atividade. Isso mostra certa
inseguranca nos conceitos algébricos por ela abordados.

Nayara inicia essa atividade pela construcdo da regido retangular. Para isso usa a
estratégia E, transladando os gréficos das fungbes y = x e y = -x porém considera essa parte
do desenho como a justaposi¢do de duas regides retangulares separadas pelo eixo y. Em um
primeiro momento Nayara tenta realizar a conversdo do registro grafico para o registro
algébrico da regido apresentada no quarto quadrante (figura 74). Nesse processo tem
dificuldades tanto de tratamento do registro algebrico de uma fungdo do segundo grau quanto
de conversdo do registro grafico para o registro algébrico. Ora, (-x?-5) + 3 <y é 0 mesmo que
— x? — 2 <y, além disso, quando a aluna representa algebricamente (- x>- 5) + 3 <y temos
como hipotese que estava querendo transladar a regido representada algebricamente por y > -

x? em 5 unidades para baixo e 3 unidades & direita. Esta ndo é a converséo correta a se fazer

nesse caso.
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Figura 74: Atividade 12 — Bloco 03 — Nayara -+
-10 -
Figura 75: Atividade 12 — Bloco 03 — Nayara

Vinte e dois minutos depois do inicio da atividade, ndo obtendo sucesso na construgdo
da pardbola, Nayara segue plotando diversas relacbes de forma aleatoria para conseguir
limitar a regido externa a elipse, regido apresentada no terceiro quadrante do desenho (figura
75). Esse fato confirma a hipotese de que a aluna tem dificuldade para mobilizar conceitos
algébricos de uma funcdo do segundo grau, assim como para realizar conversdes entre 0s
conceitos algebricos e geométricos, isto é, associar as translacbes de uma parabola com os

devidos tratamentos a serem realizados na relacao algébrica que a representa.
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O mesmo néo ocorre ao trabalhar conceitos da elipse. Apesar de apresentar dificuldade
de tratamento e de conversdo entre os registros grafico e algébrico, a aluna consegue, por
meio da estratégia Eg transladar com sucesso a relacdo algébrica que representa a regido
externa a elipse. Como isso, Nayara passa a construir a regido contida no primeiro quadrante e
assim como nas etapas anteriores continua apresentando dificuldades na converséo do registro
grafico para registro algébrico, nesse caso, para representar a regido externa a circunferéncia e
para limitar parte do telhado, pois ndo ha necessidade de limitar x e y entre 0 e 8 mas somente

x>0ey>0 (figura 76).

Figura 76: Atividade 12 —Bloco 03 — Nayara Figura 77: Atividade 12 — Bloco 03 - Nayara

Nesse caso (figura 76), fazendo uso da estratégia E; ao tentar transladar a regido x° +
y? > 2 trés unidades para cima e sobre o eixo y, a aluna somou 3 ao termo y ao invés de
subtrair, mostrando que ndo tem dificuldade para tratar esse conceito. Além disso, Nayara
parece ter visto o raio da circunferéncia como sendo 2. Temos como hipédtese que a académica
ndo considerou que, ao substituir o raio na formula algébrica que determina uma
circunferéncia, deve eleva-lo ao quadrado. Contudo a partir das retroacdes do software a
translagéo da regido x> + y? > 2 é realizada com sucesso, porém o raio da circunferéncia ndo é
alterado (figura 77).

Ainda na figura 77, a académica novamente apresenta dificuldades de tratamento da
expressao algebrica de uma funcdo do segundo grau. N&o leva em consideragdo que na
relagdo (- X + 3)>— 5 >y, o valor negativo esta elevado ao quadrado e, portanto é positivo.
Nayara substitui essa relagao por - (x + 3)>— 5 > y que também est4 errada. No entanto, a
partir das retroagdes do software e de algumas tentativas erradas, apos trinta e nove minutos a

aluna conclui a atividade (figura 78).
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No geral, Nayara apresentou muitas dificuldades na converséo do registro gréfico para

0 registro algébrico, assim como nas operacfes de tratamento com as relagdes algebricas.

Apagou ou reformulou 40 vezes algumas relacbes plotadas. 1sso confirma a dificuldade da

aluna em tratar as relacdes plotadas. No entanto, soube aproveitar as retroaces do software

para progredir na resolucdo da atividade. A aluna usa como estratégia a divisdo da casa em

quatro partes, exatamente a divisdo realizada pelos eixos cartesianos.

Assim como Nayara, Carlos enxerga o telhado da casa (regido triangular) como a

justaposicédo de duas outras regides triangulares divididas pelo eixo das ordenadas (figura 79).

Para essa construcdo o aluno usa a estratégia E,, translacdo das retas representadas pelas

fungdes y = x e y = -x limitando a regido por meio de inequacoes.

Na primeira parte, lado esquerdo do telhado (azul) (figura 79) apesar de apresentar

excesso de informacdes nas relagdes algébricas, como por exemplo, x > - 8 e y < 8, 0 aluno

consegue o resultado esperado.

Figura 79: Atividade 12 — Bloco 03 — Carlos
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Figura 80: Atividade 12 — Bloco 03 - Carlos
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Da mesma forma, tenta fazer o lado direito do telhado (figura 79), no entanto ao plotar
a relacéo algebrica, nada aparece na tela. Nesse caso houve dificuldade de realizar a operacao
de tratamento que aqui se refere ao registro algébrico relativo a fungéo afim. y + 8 < x € uma
reta paralela a y — 8 < x e ndo concorrente como o aluno queria. Carlos colocou a equacéo da
reta em funcdo de x, acreditamos que isso dificultou um pouco nas regras de translacdo do
gréafico que representa a reta, pois usualmente trabalha-se y em funcdo de x. Mas a partir das
retroacdes do software Carlos faz as devidas correces (figura 80).

Em relacdo a parte inferior da casa (regido retangular) Carlos ndo encontra dificuldade
para plotar a regido externa a elipse, para isso faz uso da estratégia E, limitando a regido
retangular entre — 6 e 6 para x e entre — 9 e 0 para y. Vale destacar que ele ndo vé a porta da
casa como uma parabola e sim como outra elipse (figura 81). Apesar de a porta ndo ficar com
0 mesmo contorno da porta do desenho apresentado a eles, essa € uma estratégia interessante
que merece destaque, pois ndo foi prevista por nds na andlise a priori. No entanto,

influenciado pelos colegas, Carlos constroi uma parabola (figura 82).

Nayara: olha o Carlos ja terminou.

Carlos: eu ndo terminei. T4 errado

Fabiana: falta a parabola

Carlos: ah! E uma parabola! Por isso!

Fabiana: ah ndo devia ter falado. Agora ele vai terminar
Carlos: ai pronto

L] 7 Gréfico #1 Ralacién #3 (Kigebra) = 'u— L) [ Gréfics #1:Relackin #3 (gebra) 2 .—U—_
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y-8<-x s y-8<-x — ix
0<x<8 10 0<x<8 1o 10
0<y<8 O<y<8
P34 (33 >4
Figura 81: Atividade 12 — Bloco 03— Carlos Figura 82: Atividade 12 — Bloco 03— Carlos

Foram apagadas ou reformuladas 14 relagcbes durante 28 minutos de atividade.
Observamos que Carlos aproveitou as retroacdes oferecidas pelo software para chegar aos
registros graficos esperados.

Fabiana inicia a construcdo da figura pela regido triangular, para isso usa a estratégia

Es, transladando o gréafico da fungdo modular y = - [X|.
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Figura 83: Protocolo da Atividade 12 — Bloco 03 - Fabiana

A aluna mostra-se bem desenvolta ao trabalhar conceitos de modulo, contudo
apresenta dificuldade para construir a regido externa a circunferéncia limitada pelo triangulo.
Para caracterizar a regido inferior ao gréafico da funcdo modular Fabiana usa, sem necessidade,
a condicio — 8 < y < 8. E provavel que tenha chegado a essa conclusio ao observar que a
regido tem extremidades sobre o eixo x nos pontos (-8, 0) e (8, 0), pois trabalhou com regides
limitadas por quadrados em atividades anteriores a essa. Além disso, Fabiana ndo consegue a
medida ideal do raio da circunferéncia conforme apresentado na atividade. Temos como
hipdtese que a académica, ao observar o registro grafico (circunferéncia com centro no ponto
(0, 3) e raio 2), tenta usar a estratégia E;, transladando a circunferéncia representada pelo
registro algébrico x*+ y* = r%. Para isso, usa, de forma satisfatéria, a propriedade que translada
a circunferéncia trés unidades para cima sobre o eixo y, mas € possivel que ndo tenha
considerado que o raio é elevado ao quadrado, pois representa a regido exterior a
circunferéncia pelo registro algébrico x* + (y - 3)* > 2. Ap6s a retroagdo do software a aluna
percebe o erro e faz as devidas correcdes.

Para a construcdo da pardbola a académica faz uso da estratégia Eo, translacdo do
grafico da funcdo y = - x® (figura 84).

Figura 84: Protocolo Atividade 12 — Bloco 03 - Fabiana

No rascunho apresentado acima ndo hd a translacdo da parabola para a direita
(translacéo paralela ao eixo x). Fabiana descreve no papel somente a parte da construcdo que
representa a translacédo para baixo (translagéo paralela ao eixo y). Ao observarmos a figura 84
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notamos que a aluna apresenta dificuldade em realizar a converséo do registro gréafico para o
algébrico em relagdo ao deslocamento da parabola em paralelo ao eixo x.

No entanto ao construir a regido retangular no software (parte interior da casa)
podemos acompanhar uma sequéncia de alteracdes (Figura 85) nas quais percebemos a
importancia do software para a aluna mobilizar e articular conceitos algébricos e geométricos
de funcdo quadrética assim como de sistema de inequagdes. A cada registro algébrico errado a
aluna observa o registro grafico referente e plota uma nova relacdo algébrica até atingir o
resultado esperado. Assim reforcamos a hipdtese que a académica apresenta dificuldade para
mobilizar e tratar algebricamente o conceito de funcdo quadratica, porém essa dificuldade é

amenizada com a presenca do software.

L]
yoll) -5
6
9.

0 i i

Figura 85: Atividade 12 — Bloco 03 - Fabiana

Da mesma forma, Fabiana segue mobilizando e articulando, por meio do software,
conceitos algébricos e geométricos de elipse até conseguir o registro grafico esperado (figura
86).

Figura 86: Video — Atividade 12 — Bloco 03 — Fabiana

De forma geral, em relacéo a regido triangular (telhado da casa) Carlos, Edna e Nayara
fazem uso da estratégia E,, transladando as retas representadas pelas fungbesy = x ey = - X,
limitando a regido por meio de inequacgdes. Apesar de usarem a mesma estratégia, Carlos e
Nayara consideram a regido retangular como a justaposicdo de duas outras regides
retangulares (Figura 87). Ja Edna enxerga a mesma figura como uma Unica regido. (figura 88)



122

Figura 87: Atividade 12 — Bloco 03 Figura 88: Atividade 12 — Bloco 03

Da mesma forma que Edna, Fabiana trabalha a regido triangular como um Unico
conjunto de pontos (figura 88), entretanto usa a estratégia Esz, construcdo da regido por meio
de uma translacdo do grafico da funcdo modular y = - |[x|. J& na construcdo da regido
retangular da casa (parte inferior) Carlos, Edna e Fabiana a consideram como uma Unica
regido (figura 89). Nayara, por sua vez a desenvolve como a justaposicdo de duas outras

regides retangulares (figura 90).

10 L 10 L

Assim, Edna e Fabiana desenvolvem a atividade considerando a casa como duas
grandes regides do plano, uma superior ao eixo das abscissas (regido triangular) e outra
inferior (regido retangular). Carlos enxerga a mesma regido como a justaposi¢do de trés
regibes, duas na parte inferior e uma superior (telhado) enquanto Nayara trabalha sua
construcdo como a justaposicdo de quatro regides separadas pelos eixos cartesianos, isto e,
uma em cada quadrante.

Diante dos procedimentos descritos anteriormente alguns alunos encontram
dificuldades para mobilizar os conceitos algébricos de sistemas de inequagdes, de
circunferéncia, de elipse, de parébola e de funcdo afim ao tentarem realizar a conversao entre
0s registros graficos e algébricos. Pode-se constatar também que apesar de termos realizado
uma discussdo com os alunos a respeito do excesso de informacdes nas relacbes algébricas,

eles ainda insistem nesse uso de impor condi¢des a uma relacdo algebrica sem necessidade.



123

Contudo, podemos constatar, por meio a analise dos videos, que todos os alunos aproveitam
as retroacdes do software para chegar ao registro grafico esperado.

A seguir apresentaremos a analise a posteriori da atividade 13. Diferenciamos esse
problema da atividade anterior por ndo apresentar em seu desenho 0s eixos cartesianos
(registro figural).

Assim como previsto, Carlos inicia o desenvolvimento da atividade fazendo uso da
estratégia E; quando coincide o centro do retdngulo com a origem dos eixos cartesianos e,
como esperado, paralelamente a essa estratégia faz uso da estratégia E4 ao associar a parte
verde da bandeira a uma regido limitada interiormente por um losango e exteriormente por um
retangulo. Contudo, depois de alguns minutos de tentativas e, ndo conseguindo prosseguir
muda de estratégia. Carlos passa a ver a parte verde da bandeira como a justaposicdo de
quatro regides e nesse momento encontra dificuldade para tratar algebricamente a inclinagédo
de uma reta.

Ap0Gs conseguir plotar as quatro regides que compdem a parte verde da bandeira,
Carlos segue, sem muitas dificuldades, alterando as cores de cada parte do registro gréafico e
aproveitando as retroacdes oferecidas pelo software. Da mesma forma que divide a regido
verde, trabalha a regido amarela dividindo-a em quatro partes, uma para cada quadrante
(figura 91). Vale ressaltar o cuidado que o académico teve em limitar o losango internamente
por uma circunferéncia. Isso evidencia melhor compreenséo do aluno ao trabalhar conceitos
de sistemas de inequacdes, assim como de circunferéncia, pois, cada uma das quatro regides
gue compdem a parte amarela da bandeira construida por Carlos exige restricdes distintas.
Destacamos também o fato de Carlos alterar as cores de cada uma das relacGes, pois dessa
forma relaciona os registros graficos com os respectivos registros e algébricos. Assim, a partir

das relacGes algébricas corretas deduz novas relagdes.

Cl
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Figura 91: Video - Atividade 13 — Bloco 04 — Carlos
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Para a construcdo das regides azul e branca, Carlos adota estratégias diferenciadas.
Como vemos, ele mobiliza conceitos de fungéo constante (faixa branca reta) e ndo de funcao
quadratica como previmos. A parte azul é vista como duas regides (cemi-circulo), uma acima
e outra abaixo da faixa branca. Mesmo sem haver necessidade o aluno encerra a atividade
plontando uma relacdo algébrica que representa a faixa branca que ja existia, pois quando

limita os dois semi-circulos j& obtem a faixa branca.

[ Grdfico #2Retacidn #10 (Kigabea) . O Ld
- Coto_3£¥] T

Reiac mafc oe Fuerte

Figura 92: Video - Atividade 13 — Bloco 04 — Carlos

E oportuno ressaltar o cuidado de Carlos com os detalhes do registro grafico. Pode-se
dizer que diante da complexidade do desenho o aluno aproveitou satisfatoriamente os
conceitos trabalhados anteriormente, entretanto, ndo podemos deixar de citar o fato de ele
fazer uso da condicdo — 2 < x < 2 na primeira parte da figura 92. Isso porque ndo ha
necessidade dessa restri¢éo.

Fabiana, assim como Carlos decide desenvolver a bandeira de forma que o centro do
desenho coincidisse com a origem dos eixos cartesianos, entretanto faz uso de uma estratégia
ndo descrita na analise a priori, isto é, decide fazer o registro grafico com a parte mais

comprida sobre o eixo Yy, diferentemente do usual e das estratégias dos outros alunos.

o 2 who
y<=2x+10
x>0
y>2x-10

[y

Figura 93: Video - Atividade 13 — Bloco 04 — Fabiana
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Inicialmente Fabiana tem dificuldades para trabalhar conceitos algébricos de funcédo
afim, mais especificamente em relacéo a inclinacdo da reta. No entanto, a partir das retroagoes
oferecidas pelo software, a aluna relaciona o coeficiente de x de uma funcdo afim com a

orientacdo (vertical ou horizontal ) da bandeira como podemos ver a seguir

Adnilson: no caso vocé ta querendo alterar a inclinagéo da reta... Ai vocé tem que
lembrar o que vocé faz para alterar a inclinagio da reta... Pensa em conceitos
matematicos... Propriedades da equacéo da reta que faz com que a reta fique mais
inclinada, menos inclinada. O que altera a inclinacéo da reta?

Edna: o coeficiente

Fabiana e Nayara: o coeficiente do x

Edna: ah entdo por isso que é x sobre 2 entéo

Nayara: por isso que eu falei... Eu tentei com 2x s6 que ai a reta ela ficou assim 6h,
tortinha.

Fabiana: ah! Entdo é por isso que o de vocés ta dando 1/2. O meu ta dando 2x que
eu to fazendo ao contrério... Ai que legal a Nayara ta trabalhando com fracéo e eu
to trabalhando de ponta cabeca

A partir dessa discussdo, percebemos que os alunos ndo tém dificuldades relativas aos
conceitos algébricos e geométricos de funcdo afim, no entanto, mobilizam e articulam tais
conceitos quando séo colocados diante do Grafeq e de uma situacdo problema. Esse hipétese
pode ser confirmada observando o video da atividade desenvolvida por Fabiana, pois ela
continua apresentado dificuldade para realizar as devidas conversdes entre 0s registros
gréficos e algébricos de outros conceitos matematicos presentes nessa atividade. Entretanto,
analisando a resolucdo de sua atividade, percebemos que Fabiana altera a posicdo da
circunferéncia e a abertura da pardbola até conseguir o registro grafico considerado
satisfatorio para ela.

Todos o0s conceitos matematicos presentes nessa atividade foram trabalhados
anteriormente em outras atividades, assim temos como hipdtese que a aluna mobilizou e
articulou esses conceitos trabalhados, pois para construir a bandeira em uma posi¢do nada
comum (figura 94) a aluna necessitou adequar as relagGes algébricas e, consequentemente,

compreender 0s conceitos trabalhados.

10<y<10

5 —
y<2:x+10
-5<x<0
0<y<10

Figura 94: Atividade 13 — Bloco 04 — Fabiana
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Nayara, assim como Carlos e Fabiana, coincide o centro de desenho com a origem dos
eixos cartesianos e, da mesma forma que Fabiana, desenvolve a atividade sobrepondo as
regides da figura. A académica mobiliza conceitos de funcdo modular para representar a
regido interna ao losango, porém apresenta dificuldade para tratar algebricamente conceitos
de inequacdo, ndo diferenciando, de imediato, a relacdo algebrica que representaria a regiao
interna ou externa ao losango. O mesmo ocorre quando trabalha com a definicao algébrica de
circunferéncia. Entretanto essas dificuldades sdo superadas e Nayara obtém o desenho

esperado, porém o losango € representado pelo caso particular do quadrado.

Adnilson: e ai gente muito dificil?

Edna: entdo a Nayara fez a bandeira do Brasil s6 que ficou assim 6h... Ficou aqui...
Aqui... Aqui e aqui né? Sé que a bandeira do Brasil ndo é aqui... Aqui... Aqui... E
aqui...

Adnilson: vocé esta dizendo que ficou um quadrado no caso... (referindo-se ao
losango)

Nayara: é que a gente fez em modulo

Adnilson: ficou um losango quadrado

Da mesma forma que Carlos e Fabiana, Nayara apresenta dificuldades para tratar
algebricamente a inclinacdo de uma reta. Ela parece acreditar que pelo fato de ter usado
funcdo modular o losango ficou com a forma particular de um quadrado, o que caracteriza
dificuldade relativa ao conceito de moédulo. Ela poderia utilizar essa funcdo e obter, como
grafico, a forma mais geral de um losango, bastando, para isso, modificar o coeficiente de x.

Diante das repostas apresentadas pelo software aos seus registros algébricos Nayara,

por meio de tentativa e erro, chega ao resultado esperado por ela (figura 95).

Edna: gente como?... Eu ndo to entendendo... vocés descobriram x sobre dois
como?

Nayara: no chutometro... Assim entre aspas. Vocé tentou uma coisa e ndo deu certo,
vocé tentou outra. Porque se eu colocasse s6 0 x ele ia colocar 4 e — 4 entendeu? Al
eu coloquei 2 pra ver. Porque ai vocé tem que descobrir se a reta ela abre pra cé ou
fecha. No x quando ele acompanha 2 ele fecha ai a reta vai ficar assim 6h, fechada
entendeu? Se vezes dois é assim eu coloquei sobre dois pra ver se ela abre, ai ela
abriu.

Mais uma vez podemos constatar a importancia do software para a mobilizacdo e
articulacdo dos conceitos aqui trabalhados. Mesmo tendo dificuldade para trata-los,
observamos que Nayara trabalhou satisfatoriamente propriedades algébricas e geométricas
dos conceitos aqui abordados. E oportuno dizer que a académica faz algumas tentativas

(figura 96) tentando representar graficamente a regido branca da bandeira e, sem sucesso em
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suas plotagens, encerra a atividade: ela ndo mobiliza, nem articula conceitos algébricos e

geométricos de funcdo quadratica.

-
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Figura 96: Atividade 13 — Bloco 04 — Nayara

Edna, também apresenta dificuldade para tratar algebricamente conceitos de funcéo
afim e mais especificamente o que diz respeito a inclina¢do da reta. A aluna inicia associando
funcdo afim e inequacgdes procurando conseguir a regido interna ao losango (parte amarela),
entretanto ndo consegue coincidir os vértices do losango com as extremidades da regido
retangular. N&o obtendo sucesso em suas plotagens decide trabalhar apenas com a
representacdo grafica de uma funcdo afim, mas também ndo consegue um resultado
satisfatorio. Edna consegue alterar a inclinacdo da reta, no entanto, ndo consegue associa-la a
regido retangular ao ponto de conseguir a simetria necessaria existente entre o retangulo e o
losango. Apo6s alguns minutos de tentativas sem éxito, e diante da resolucdo dos colegas,
Edna questiona:

Edna: é desse jeito mesmo Adnilson que faz? Ou tem outro jeito de pensar, por que
eu ndo quero copiar. Eu queria arranjar um jeito de pensar sé que eu ndo estou
conseguindo.

Adnilson: vocé fala a reta aqui?

Edna: ¢é pra fazer o amarelinho ali

Adnilson: 6h... Nao existe uma maneira s6 de fazer... Sempre tem uma a mais...
Entdo pensa...

Edna: é que eu ndo to conseguindo pensar

Dessa forma, a aluna ndo consegue concluir a atividade, no entanto interferimos

tentando incentivar a académica a ndo faltar no ultimo encontro.
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Edna: néo entdo eu vou pensar qualquer coisa

Adnilson: vamos fazer o seguinte... Uma tarefa pra vocé pra casa. Isso aqui vocé
consegue fazer no papel e depois chegar aqui e sé ir plotando pra confirmar. Vou
deixar essa tarefa pra vocé. [...] Se vocé quiser fazer um rascunho na sua casa e
terminar aqui a semana que vem ndo tem problema. Se vocé ndo quiser terminar e
comecar a proxima atividade junto com os outros ta tudo bem também... o que vocé
decidir ta beleza ta.

No geral os alunos mobilizaram conceitos algébricos e geométricos de funcéao afim, de
funcdo constante, de funcdo modular, de inequacdo do primeiro grau, de circunferéncia e de
parabola de forma satisfatéria. Observamos que essa mobilizacao e articulacdo entre conceitos
algébricos e geométricos ndo ocorreu de imediato e ainda concordamos que o Grafeq
contribuiu consideravelmente para esse resultado, pois a partir dele os alunos puderam
analisar e reformular seus registros algebricos até chegar ao resultado desejado.

E oportuno dizer que os diferentes procedimentos adotados pelos alunos enriqueceram
essa atividade no que diz respeito ao tratamento dos conceitos trabalhados. Enquanto Carlos
faz uso da justaposicdo de regides, Fabiana e Nayara sobrepdem as regides sendo algumas
delas justapostas. Com esses diferentes procedimentos tivemos a oportunidade de ver os

alunos mobilizarem os mesmos conceitos tratando-os de forma diferente.

4.6 SESSAO 05: SISTEMAS DE INEQUACOES, FUNCAO CONSTANTE, EQUACAO
DA CIRCUNFERENCIA E DA ELIPSE.

4.6.1 Anélise a priori

Atividade 14 — Bloco 4

Esboce, no papel e no mesmo plano cartesiano, as regides delimitadas pelas relagdes
apresentadas a seguir. Justifique suas construcdes.

2 _ 42 _
(X-4)2+y2<4;(X+4)2+y2<4;{x y <1_{ 6<x<6

—2<y<2'(2<y<4

O objetivo dessa atividade € provocar a conversao do registro algébrico para o registro
gréfico.
Variaveis Didaticas:
v’ Eixo cartesiano: presenca dos €ixos cartesianos.
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v" Ambiente proposto: papel e lapis.

Estratégias:

Para a compreensdo da andlise que segue, vamos colocar aqui a figura final a ser

107

-10

Figura 97: Atividade 14 - Bloco 04

Circunferéncias:

E, Tabela: Atribuir valor para x, substituir na equacdo (x- 4)*+ y* = 4 e calcular
o valor de y. O mesmo processo pode ser realizado para (x + 4)° + y* = 4. Com
varias coordenadas é possivel construir cada uma das circunferéncias. Logo ap6s
deve-se considerar o sinal de desigualdade evidenciando a regido pedida.

E, Translagéo: observar que as circunferéncias tém raio 2 e que séo translagdes
de x* + y? = 2°, circunferéncia com centro C (0, 0) e raio 2. Dessa forma é
possivel considerar as variacdes da parte algébrica da equacédo e suas respectivas
variagOes graficas. Fazendo uso dessa estratégia os graficos das circunferéncias

podem ser construidos em uma posicdo errada por ma interpretacao.

Hipérbole:

Es Tabela: Atribuir valor para x, substituir na equagdo x* - y? =1 e calcular o
valor de y. Com varias coordenadas é possivel construir o contorno da regiao.
ApOls essa construcdo e necessario considerar a desigualdade para marcar a
regido interna a hipérbole.

E, Assintotas: Observar algebricamente que a hipérbole esta no centro do plano
cartesiano, considerar o tamanho de cada um dos eixos, istoéea=1eb=1¢e
realizar o gréafico que representa a equagdo. Com os valores numéricos de ae b é

possivel construir as assintotas e consequentemente o esboco da hipérbole.

Retangulo:
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e E;5 Contorno: construir apenas o contorno da regido

Atividade 15 — Bloco 4

Esboce, no papel e no mesmo plano cartesiano, as regifes delimitadas pelas relacdes

apresentadas a seguir. Justifique suas construcdes.

—-3<x<10, 5<x<L+23_ 2 2 . 2 2_ 4. 2 2
{ 2<y<3 { 3<y<; s (y-5) 4+ xI25 <1, (X -7) +(y-1)° <1, (x-1)+(y-1)
<1

Essa atividade possibilita a conversao do registro algébrico para o registro grafico.
Variaveis Didaticas:
v" Complexidade do Desenho: complexo.
v" Ambiente proposto: papel e lapis.
Estratégias:
Para a compreensdo da andlise que segue, vamos colocar aqui a figura final a ser
obtida:

Figura 98: Atividade 15 - Bloco 04

Elipse:

e E; Translagdo: observar algebricamente que (y - 5)2/4 + x/25 < 1 é um
translagdo de y?/4 + x%/25 < 1, regido interior a uma elipse com centro na origem
do plano cartesiano.

e E, Comparacdo: comparar a relacdo algébrica (y - 5)%4 + x?/25 = 1 com a
equacdo (y - ¢)?/b® + (x — d)*/a* = 1 sendo 2a e 2b a extensdo dos eixos e P (c, d)

0 centro da elipse. Para usar essa estratégia deve-se fazer uso de inequagdes.
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e E; Tabela: atribuir valores para x, substituir cada um deles na equacéo (y - 5)%/4
+ x%/25 = 1 e calcular os respectivos valores de y. Com vaérias coordenadas (x, )
é possivel construir o contorno da regido e consequentemente o conjunto de
pontos internos a essa regiéo.

Circulos:

e E, Translacéo: observar algebricamente que as equacOes sdo translacdes do
grafico de equacdo x* + y* < 1, circunferéncia com centro na origem do plano
cartesiano.

e Es Tabela: atribuir valores para X, substituir cada um nas equacOes das
circunferéncias e calcular os respectivos valores de y. Com varias coordenadas é
possivel esbocar o contorno da regido. Para essa estratégia € necessario
considerar que o conjunto de pontos internos a circunferéncia deve ser
evidenciado por uma desigualdade.

e Eg Formula: comparar a relacdes algébricas (x - 7)%+ (y - 1)*=1; (x - 1)* + (y -
1)?= 1 com a equacéo reduzida de uma circunferéncia, isto é, na qual é possivel
determinar o raio r e o centro C (a, b) da circunferéncia. Para fazer uso dessa
estratégia com éxito é necessario considerar o sinal de desigualdade.

Cabine do caminhéo:
. . . . i -y+23
e E; Atribuir dois ou mais valores para y, substituir em x = yT e calcular os

respectivos valores de x considerando as desigualdades apresentados na relacéo
algébrica.

e Eglsolary, isto é, y = -2x + 23, atribuir dois ou mais valores para x e calcular os
respectivos valores de y considerando as desigualdades apresentadas na relagéo
algébrica.

Retangulo:

e [E, Observar os intervalos para x e y e colorir a regido interna ao retangulo.

4.6.2 Andlise a posteriori

Nessas atividades incentivamos o uso da internet para fins de pesquisas referentes aos
conceitos de elipse, hipérbole, circunferéncia e pardbola. Além disso, pedimos que os alunos

trouxessem, de casa, outros materiais que pudessem auxilia-los: cadernos, livros, apostilas etc.
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Nessa sessdo, pedimos que os alunos priorizassem o0 uso de caneta, para que
deixassem explicitos os procedimentos adotados, mesmo se fossem incorretos, no entanto,
algumas atividades foram desenvolvidas fazendo uso das ferramentas lapis e borracha. Ainda
nessa ocasido, no inicio das atividades, disponibilizamos régua e papel quadriculado aos
alunos, caso quisessem fazer uso. E oportuno lembrar que nas sessdes anteriores pedimos que
os alunos tivessem disponivel a ferramenta compasso, pois algumas atividades necessitariam
de construcdo dos circulos.

Antes de iniciarmos a analise a posteriori dessa sessdo é oportuno lembrar que na
sessédo anterior Edna ndo havia conseguido concluir a atividade na qual tinha que desenvolver
a bandeira do Brasil no Grafeq. Contudo foi sugerido que ela a desenvolvesse em casa
fazendo uso de papel e lapis e posteriormente no software no inicio dessa sessdo. Ao
questiona-la se fizera a atividade, ela diz: “fiquei duas horas pra fazer”. A partir desse
momento a aluna vai plotando as relagdes algébricas no software e apresentando algumas
poucas dificuldades para tratar as relacGes algébricas referentes a abertura da parabola, assim
como em associa-la a um sistema de inequacdes capaz de representar a faixa branca da
bandeira. Contudo Edna conclui a atividade em menos de 7 minutos (figura 99), o que foi

possivel devido ao estudo prévio das relacGes algébricas envolvidas nessa construcao.

Figura 99: Atividade 13 — Bloco 04 — Edna

Apesar de Edna ter dificuldades para tratar algumas relacdes algebricas presentes na
atividade, concordamos que a aluna mobiliza e articula boa parte dos conceitos algébricos e
geométricos trabalhados até esse momento.

Ja em relagdo a atividade 14, os alunos ndo encontraram dificuldade para realizar a
conversdo do registro algébrico para o registro grafico da regido interna as circunferéncias e
ao retangulo. Para a construcdo dos circulos destacamos, como exemplo, as estratégias

utilizadas por Nayara e por Carlos.
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Figura 100: Atividade 14 — Justificativa - Nayara

Observa-se que Nayara, assim como o0s outros alunos, mobiliza e articula
satisfatoriamente conceitos algebricos e geométricos de circunferéncia. Destacamos o fato de
a aluna fazer um teste para ver se desigualdade se referia a regido interna ou externa a
circunferéncia. Nesse caso, ndo tendo o software para usar a estratégia de tentativa e erro,
Nayara adota uma estratégia diferenciada para validar suas conjecturas. E oportuno lembrar
gue em atividades anteriores tivemos a oportunidade de discutir essa estratégia com os alunos.
Dessa forma, acreditamos que Nayara assimilou as ideias trabalhadas nesse dia.

Assim como Nayara, Carlos assimila conceitos algébricos de circunferéncia
trabalhados anteriormente quando discute a translacdo da regido a partir da relacdo algébrica
x? + y? < 4. Nesse caso, aluno realiza com sucesso a conversdo do registro algébrico para o

geomeétrico.

Figura 101: Atividade 14 — Justificativa - Carlos

J& para a construcdo da regido interna ao retdngulo destacamos, como exemplo, as
justificativas de Edna e de Nayara. Edna diz que “estes intervalos dados ja séo conhecidos e
por isso logo desenhei um retdngulo”. De forma similar Nayara comenta: “A figura é um

retdngulo j& conhecido, so fiz os intervalos e pintei a parte interna”.
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A mesma facilidade de conversdo ndo ocorre para construcdo da regido interna a
hipérbole. Quando questionado se teve alguma dificuldade na construcdo dessa atividade
Carlos diz que “sim. Na construgdo da hipérbole, pois ndo sabia a forma que ela assumiria”.
Da mesma forma Nayara diz ter encontrado dificuldade para “encontrar a figura da relacéo
3, mas j& suspeitava de qual figura seria (hipérbole)”. Destacamos ainda uma primeira
construgéo (figura 102) realizada por Fabiana. O fato de termos pedido aos alunos para
realizarem a construcdo com caneta permitiu-nos perceber que Fabiana apresenta dificuldade

para trabalhar com a desigualdade da relacao

Figura 102: Construcdo da atividade 14 - Fabiana

Cientes de possiveis dificuldades para associar cada relacdo algébrica as suas devidas
representacOes graficas, disponibilizamos o uso da internet para realizarem pesquisas. Como

exemplo, apresentamos parte da pesquisa realizada por Carlos (figura 103).

Hipérbole Equilatera:

As hipérboles equilateras sio hipérboles que possuem as assintotas perpendiculares, ou seja a=b

Figura 103: Hipérbole
Fonte: http//mathematikos.psico.ufrgs.br/disciplinas/ufrgs/mat01039032/webfolios/grupol/analitica/hiperbole.html

A partir dessas pesquisas surgem alguns comentarios que merecem destaque.
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Adnilson: gente vamos pensar um pouquinho juntos... Qual relacdo que vocés estao
discutindo agora?

Carlos: essa relacgao.

Adnilson: vocés tém nogdo mais ou menos do que poderia ser isso ai?

Carlos: uma hipérbole

Adnilson: ta entdo qual que é a formula de uma hipérbole?

Fabiana: x quadrado, b quadrado

Adnilson: a formula?

Nayara: x* sobre a

Adnilson: td cadé o a e 0 b?

Nayara: seria 1?

Adnilson: Téa se for isso agora vocés tem que prestar atencdo como que constroi.
Nesse arquivo da uma olhadinha mais (figura 103)

Carlos: a distancia desse a aqui vai ser aqui?

Nayara: ah ndo falei que ia ser duas retas.

Adnilson: percebe onde que ta a onde que ta b, 0 que que é a, o que que é b?
Carlos: ndo

Nayara: nao? Sao duas retas que a gente achou

Carlos: qual reta?

Nayara: mddulo de x e modulo de... Aqui 6h, passando na origem.

Carlos: a ta!

Nayara: o a vai ser essa distancia aqui que é 1... E o b 6h

Adnilson: olha s6 essas retas que vocés estdo falando ai, vocés acham que ela faz
parte do.....

Nayara: néo.

Fabiana: eu acho que néo

Carlos: tipo ele nunca vai chegar nessa reta

Adnilson: ahd, so pra ter nocao de onde vai passar.

Fabiana: da marcagdodoaedob

Carlos: vai ser um distante de eixo x e um distante do eixo y

Fabiana: entdo ele fala que ele quer a hipérbole s6 que ao mesmo tempo ele fala
que ele quer a hipérbole de 2a - 2

Carlos: é nesse intervalo aqui

Fabiana: no terceiro ele fala assim: faz a hipérbole e faz de 2 a — 2.

Nayara: ahd

Carlos: vai dar aqui né? Sé que ele quer menor que 1

Nayara: sim

Carlos: como que eu fago menor que 1? ah ele vai querer s6 essa partezinha aqui
serg?

Fabiana: a de dentro? Eu fiz pra foooora. Mas ele quer a parte de dentro... Ai que
desenho feio eihn... Vai ser a parte de dentro.

Adnilson: como que vocés fazem pra saber onde que é maior e onde que é menor?
Nayara: joga 0s pontos

Fabiana: d& os pontos

Nayara: aqui o ponto (0, 0) é menor que 1

Nessa discussao fica evidente que Carlos, Fabiana e Nayara apresentam dificuldades
para tratar conceitos algébricos e geométricos de hipérbole. Observamos também que tal
discussdo foi possivel gracas ao desenho encontrado por Carlos na busca realizada na internet.
Entretanto é oportuno dizer que todos os alunos conseguiram, a partir de pesquisa na internet
ou de discussdo em grupo chegar ao resultado esperado para essa relacao algebrica. Esse fato
mostra uma melhor compreensdo dos conceitos trabalhados. Essa hipOtese pode ser
confirmada pelos proprios alunos. Nayara, por exemplo, diz: “aprendi mais um pouco sobre 0

conceito da hipérbole. No caso a funcéo do a e do b”. Ja Carlos diz que aprendeu “0 processo



136

de construcao da hipérbole e suas assintotas” (figura 104),enquanto Edna diz: “relembrei
conceitos ja aprendidos”.

Figura 104: Atividade 14 — Justificativa - Carlos

Diante dos registros algébricos apresentados nessa atividade, os alunos ndo tiveram
dificuldade para mobilizar e articular conceitos algébricos e geométricos de fungdo constante
e de circunferéncia quando trabalhados com desigualdade, entretanto, necessitaram realizar
pesquisas Vvia internet para associar o registro algéebrico ao registro grafico de uma hipérbole,
assim como de suas propriedades.

E importante lembrar que queriamos valorizar a heterogeneidade dos dois sentidos de
conversdo. Dessa forma, na atividade 11 foi trabalhada a conversdo do registro grafico para o
algébrico referente ao conceito de hipérbole. Diante desse fato e dos resultados apresentados
anteriormente, concordamos com Duval (2003) quando diz que realizar a conversdo em um
sentido ndo significa sucesso no processo inverso, isto €, quando se invertem 0s registros de
partida e chegada.

A partir das dificuldades encontradas pelos alunos, vimos que Nayara (figura 105) e
Carlos (figura 106) fazem uso das ferramentas régua e compasso. Defendemos que a
utilizacdo desses instrumentos facilita a conversdo entre os registros algébricos e gréaficos,
pois, € evidente que as possiblidades de visualizacdo dos registros das coordenadas s&o
melhores nesses registros graficos. Percebe-se ainda que Nayara, Carlos e Edna mobilizam as
assintotas para a construcdo hipérbole. Esse fator mostra que os académicos tém avancado na
compreensdo do conceito de hipérbole. Apesar de os alunos adotarem procedimentos
diferenciados, acreditamos que todos conseguiram atingir o objetivo da atividade, pois, de

uma forma ou de outra, apresentaram um registro gréfico solicitado.
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Figura 105: Atividade 14 - registro grafico — Nayara Figura 106: Atividade 14 - registro grafico - Carlos

Figura 107: Atividade 14 - registro gréfico — Edna Figura 108: Atividade 14 — registro grafico - Fabiana

Em relagdo a atividade 15, inicialmente vale destacar que Carlos e Fabiana
exteriorizaram dificuldades para compreender a expressdo algébrica (y-5)%/4 + x*/25 < 1.
Fabiana diz: “eu ndo t6 entendendo esse aqui 6h. E esse sobre esse sobre 25?”. Da mesma
forma Carlos questiona:

Carlos: isso aqui é assim? T4 tudo dividindo
Adnilson: ndo €.... + aqui na frente

Carlos: como assim? Ey —5 +

Adnilson: é (y - 5)* dividido por 4

Carlos: &hhh dividido por 4... entendi
Adnilson: + x? sobre 25

Fabiana: como é que divide... é tudo?
Carlos: ndo é s6 primeiro

Durante a experimentacdo, Carlos em seus rascunhos reescreve essa expressdo
algébrica como se fosse uma divisdo sucessiva de trés termos, isto &, (y-5)%/(4 + x)%/25 < 1,
mas ndo tivemos acesso a essa prova pois o aluno fez a lapis e apagou. Apesar de Edna e
Nayara ndo realizarem comentarios sobre isso, 0s quatro sujeitos da pesquisa reescrevem a
relacdo algébrica de forma que fique mais claro para eles (figura 109). Esse fato caracteriza
que a variacdo das diferentes formas de escrita pode ser fator de compreensdo ou ndo para
uma mesma expressdo algébrica, pois o registro algébrico apresentado aos alunos provocou

incertezas quanto ao tratamento que se deveria ser dado a essa relacdo algébrica.
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Figura 109: Diferentes formas de escritas para um registro algébrico

A partir dessa dificuldade os alunos comecaram a atividade pela construcdo da elipse.
Para isso, Carlos, Nayara e Fabiana usaram a estratégia Ej, translagdo da elipse y*/4 + x%/25 =
1.

Carlos: um, dois, trés, quatro, cinco

Nayara: é cinco pra baixo?

Carlos: 0i?

Nayara: é cinco pra baixo?

Carlos: é cinco pra cima

Fabiana: é cinco pra baixo ou cinco pra cima

Carlos: pra cima. E cinco pra cima. Ai tipo, a hipérbole seria aqui, 2 e 5. Seria
aqui... Eu vou transladar 5 unidades pra cima

Apesar de chamar a elipse de hipérbole, Carlos mostra-se confiante ao trabalhar
conceitos algébricos e geométricos de elipse, pois justificando a construcdo que realizou no
papel (registro grafico) a partir do registro algebrico, diz: “para construir a elipse verifiquei
0s pontos maximos e minimos dos eixos x e y, sendo v4 =y e V25 = x e observei também que
(y - 5)? é a elipse transladada 5 pontos no eixo y. Com isso a construi considerando todos os
pontos internos, pois é < 1”.

Considerando a elipse com centro C(0, 0) o académico observa 0s pontos que
determinam as extremidades dois eixos, “maximos e minimos”, (-2, 0); (2, 0); (0, -5) e (0, 5) e
afirma, com outras palavras, que a inequacao apresentada na atividade ndo possui centro C(0,
0) pois este foi transladado 5 unidades para cima. Apesar de o aluno ndo deixar explicito o
registro das coordenadas, ele foi indispensavel para a construcdo do registro grafico. Nesse
caso, pode-se notar que Carlos ndo restringe suas estratégias ao tratamento de formulas

matematicas, mas, na relacdo que héa entre o registro algébrico e o registro gréfico.
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Figura 110: registro grafico desenvolvido por Figura 111: registro grafico (_jesenvolyicj_o por Nayara a
Carlos a partir de um registro algébrico partir de um registro algébrico

J& Nayara, ao justificar a constru¢do da elipse diz: “A equagdo de uma elipse
interceptando o eixo x em 5 e -5 e 0 eixo y, transladando 5 unidades pra cima, nos pontos 3 e
7”. Nesse caso a aluna expressa o registro das coordenadas de forma incorreta pois, “5 e -5”
seria (5, 0) e (-5, 0) e “3 e 7” seria (0, 3) e (0, 7). Além disso (5, 0) e (-5, 0) sdo coordenadas
de pontos que pertencem ao gréfico da elipse representada pela equacéo y*/4 + x%/25 = 1 que
possui centro C(0, 0) enquanto (0, 3) e (0, 7) sdo coordenadas de pontos que pertencem ao
grafico da elipse transladada e representada pela equacéo (y — 5)%/4 + x%/25 = 1 de centro (0,
5), assim, essas coordenadas ndo fazem parte do registro grafico de uma mesma elipse. As
dificuldades apresentadas anteriormente ndo estdo evidenciadas no registro gréfico (figura 55)
realizado pela académica. Com isso observamos que a dificuldade de Nayara ndo esta na
conversdo do registro algébrico para o registro grafico, mas sim na conversdo do registro
grafico para o registro discursivo, isto €, a aluna ndo conseguiu descrever no papel, em
linguagem préxima da natural, os conceitos, as propriedades e os procedimentos utilizados
para a construcdo do desenho.

Estamos entendendo por registro discursivo a forma de o académico explicitar, por
meio da linguagem natural (oral ou escrita), 0s conceitos, as propriedades e os procedimentos
matematicos utilizados na resolucdo de uma determinada atividade. Trazemos algumas
consideracdes sobre esse registro, porém sem aprofundamentos, pois ndo faz parte de nossos
objetivos de pesquisa uma investigacao detalhada do registro discursivo.

Fabiana, por sua vez, justifica a construgdo da elipse: “Elipse: interceptos: x =-5ex =
5ey =3ey = 7" Nesse caso, a aluna ndo expressa de forma adequada o registro das
coordenadas (extremidades dos eixos da elipse) e parece ndo perceber que sua afirmacao
significa que a elipse intercepta o eixo X, 0 que ndo é verdade. No entanto, vale ressaltar que
Fabiana, assim como Nayara, apresenta dificuldade com o registro discursivo para expor 0s
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conceitos e estratégias utilizadas, apesar de realizarem com sucesso a conversao do registro

algébrico para o registro gréfico. (figura 112).

Figura 112: registro gréafico desenvolvido por Figura 113: registro grafico desenvolvido por Edna a
Fabiana a partir de um registro algébrico partir de um registro algébrico

Edna usa a estratégia E,, comparando a relacdo algébrica (y — 5)%/4 + x*/25 = 1 com a
equacdo (y - ¢)?/b® + (x — d)¥/a® < 1 sendo 2a a medida do eixo menor, 2b a medida do eixo
menor e P (c, d) o centro da elipse. Ap6s obter o registro grafico desejado, justifica: “para
desenhar a elipse, pesquisei a sua equacdo para confirmar. Ela é simples, vocé consegue
extrair os dados para o desenho imediatamente, o centro é P = (0,5), -2<y<2e-5<x<
5.

Nessa justificativa da académica vimos que o centro da elipse é representado
algebricamente de forma correta pelo ponto P(0, 5). No entanto, ao tentar justificar a extengéo
dos eixos da elipse “-2 <y <2 e —5 < x <5” a aluna ndo consegue explicitar seu raciocinio,

como podemos ver na discussdo apresenta a seguir:

Edna: ali é dois pray.

Nayara: entdo vai dar aqui 6h.

Edna: é vai ser uma elipse aqui 6h.

Nayara: vai ser aqui no ponto... vai ser 2 pra baixo e 2 pra cima né?
Edna: ai depois vocé concorda que vai ser 5 pra ca e 5 pra ca?

Dessa forma notamos que Edna, assim como Fabiana e Nayara, apresenta dificuldade
para realizar o registro discursivo.

Em relacdo a construcdo da cabine do caminh&o (regido limitada por retas) as alunas
Nayara, Edna e Fabiana fazem uso da estratégia Eg, isolando y, atribuindo dois valores para x
e calculando os respectivos valores de y, no entanto, encontram dificuldade para construir o
grafico da funcdo y = - (y + 23)/2.
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Adnilson: que tipo de funcao € essa ai?

Fabiana: uma reta... eu acho... vou dar ponto....

Adnilson: tenta trabalhar isso entéo

Edna: quando x é 0, y é 23. Quando o y for zero o x vai ser.... meu Deus! que coisa
horrorosa, 23 sobre 2.

Até entdo ao fazer uso do registro das coordenadas para obtencdo de um registro
gréafico, os alunos usavam, preferencialmente, coordenadas de pontos sobre 0s eixos e, nesse
caso, ao tentar o mesmo procedimento sdo levados a mudarem de estratégia, pois 0s registros
de coordenadas conseguidos a partir do registro algébrico ndo foram convenientes para obter

o resultado desejado.

Adnilson: o que ta acontecendo, qual é a dificuldade?

Nayara: ah! Mais ai ndo vai dar

Edna: é 0 23 ndo vai da aqui

Adnilson: mas vocés acharam pontos bem longe, o que vocés podem fazer entdo?
Fabiana: achar um ponto menor.... mas é que... sei ndo.

o ~ e -y+23 . .
Ao justificar parte da construcdo Edna diz: “Esta reta 5 < x < %, foi a mais

complicada. Primeiro isolei o y e dei pontos para x e descobri o valor de y. Depois disto
consegui a reta que esta dentro do intervalo 3 <y < 7”. Ja Nayara justifica: “0 primeiro
intervalo é x < y/2 + 23/2 que € uma reta, isolei 0 y e joguei valores para x e encontrei 0y,
como estava pedindo o menor, joguei pontos e achei a regido. E o segundo intervalo €
conhecido”.

Percebe-se que Edna e Nayara ndo conseguem diferenciar com clareza os conceitos
algébricos de equacdo e de inequagdo assim como 0s conceitos geomeétricos de reta e de plano

e, Fabiana afirma ndo saber como determinar pontos do plano para construcdo da reta de

—-y+23

equacgdo x= , isto é, ela apresenta dificuldade com registro de coordenadas conveniente

para a solucéo do problema.

Diferentemente de Edna, Nayara e Fabiana, Carlos usa a estratégia E; atribuindo

T ~ —-y+23 .
valores para y e substituindo na equagéo da reta x= ——— Para conseguir uma das retas que
limitam a regido do plano procurada. Dessa forma Carlos justifica: “para construir a reta,

simplifiquei x= %23 para x = ;y + 11,5 e fiz dois valores para y sendo x =85e x =95

. . . -y+23 , -
(figura 58) e considerei todos 0s pontos 5 < x < yT Com essa estratégia Carlos consegue

as coordenadas (8,5; 6) e (9,5; 4) que fazem parte do grafico procurado.
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Em relacdo a construcdo dos circulos e da regido retangular, os alunos nao
encontraram dificuldades para realizar a conversdo do registro algébrico para o registro
gréfico. Os circulos foram realizados por todos os alunos de acordo com a estratégia Eg
comparando as equagdes com a férmula reduzida da circunferéncia, isto &, (x - a)*+ (y - b)* =

r* conforme o exemplo apresentado a seguir (figura 114).

Figura 114: construcdo do registro gréfico dos circulos - Fabiana

Justificando a construgdo Nayara diz: “como a equacdo é (x - 7)*+ (y - 1)? < r?, temos
que o centro é (7, 1) e raio 1. Como a equacdo esta pedindo a regido menor, pintei o interior
da figura” e referindo-se ao segundo circulo diz: “Do mesmo modo que a primeira, mudando
o centro que é (1,1) e r = 1”. Nayara continua tendo dificuldades para diferenciar os
conceitos algébricos de equagdo e inequacdo, porém, mostra-se confiante ao determinar os
conceitos geométricos de ponto central e raio de uma circunferéncia.

Para a construcdo da regido retangular, como previsto, os alunos os alunos fizeram uso
da estratégia Eg observando os intervalos para x e y e colorindo a regido limitada. Edna diz:
“E facil identificar essa figura: retangulo. J& trabalhamos muito com estes intervalos”.

De forma geral, acreditamos que 0 objetivo dessa atividade foi atingido, pois todos 0s
alunos conseguiram realizar a conversdo do registro algébrico para o registro grafico, isto é,
apresentaram um desenho como 0 que estava previsto na analise a priori. Os alunos
mobilizaram conceitos algébricos de elipse, circunferéncia e retas, mais especificamente
aqueles referentes as regras de translacdo. No entanto um fator que néo foi previsto na anélise
a priori nos chamou atencdo. Diante das justificativas dos alunos, realizadas por escrito, nos
deparamos com uma série de ideias equivocadas que ndo condizem com o resultado final
apresentado por eles. Como seria possivel realizar a conversao entre os registros algébricos e
geométricos sem a devida compreensdo dos conceitos envolvidos? A partir disso notamos que
ndo eram os raciocinios dos alunos que estavam equivocadas, mas sim a forma de externaliza-
los, isto €, os alunos ndo conseguiram realizar a conversdo do registro grafico para o registro

discursivo.
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4.7 SESSAO 06 — CONSTRUGCAO DE UM DESENHO UTILIZANDO OS CONCEITOS
TRABALHADOS

4.7.1 Analise a priori

Atividade 16 — Bloco 5

Esboce, no papel e lapis, um desenho qualquer e, em seguida reproduza-o na tela do
Grafeq.

Com essa proposta acreditamos que a oportunidade de construir um desenho e
reproduzi-lo no software instiga o aluno a mobilizar conceitos ja adquiridos e a buscar novos
com a finalidade de obter sucesso na resolugéo da atividade.

Variaveis Didaticas:

v' Complexidade do desenho: Acreditamos que seus desenhos serdo baseados em
conceitos familiares, talvez naqueles que mais foram utilizados nas atividades
anteriores, ou no que melhor foi assimilado.

v Eixo cartesiano: presenca do eixo: A construcdo do desenho fazendo uso de um
papel que contém o0s eixos instigard o aluno a procurar um posicionamento do
desenho que ira facilitar futuramente o processo de conversao da Representacdo
Geomeétrica para a Algébrica.

Um dos objetivos dessa atividade é analisar a conversdo do registro grafico para o
registro algébrico, para isso, desejamos que os alunos mobilizem a maior quantidade possivel

de conceitos vistos nas atividades anteriores.

4.7.2 Analise a posteriori

Para a construcdo dessa atividade os alunos tiveram acesso a internet para pesquisas
relacionadas a constru¢do do desenho a ser desenvolvido por eles. Assim, a partir dessas
pesquisas e dos conceitos trabalhados anteriormente cada aluno esbogou um desenho em uma
folha de sulfite. Apesar de nossa intencdo ser de que cada académico refizesse seu proprio
desenho no software, os alunos tiveram a ideia de trocar os desenhos entre si e dessa forma
cada um iria refazer no Grafeq um desenho esbocado no papel que néo seria de sua autoria. E
oportuno dizer que essa proposta surgiu logo no inicio da sessdo antes mesmo da construcéo

do desenho na folha de sulfite.
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Ap0s saber que poderiam trocar as atividades entre si, percebemos os alunos mais
envolvidos pela atividade, pois sabiam que cada atividade seria um desafio para quem fosse
resolvé-la. Assim, de imediato decidiram realizar o sorteio dos desenhos produzidos por eles
alegando que deveriam ser “justos” na distribui¢do das atividades. Nesse momento Fabiana e
Nayara fazem referéncia ao desenho elaborado por Carlos alegando implicitamente estar
dificil.

Edna: vai Carlos, eu tirei o seu papelzinho fora porque vocé nao pode tirar vocé
mesmo, ou Vocé quer tirar vocé mesmo?

Fabiana: tem maracutaia nisso ai... Vai pra Nayara, vai pra Nayara. (referindo-se
ao desenho de Carlos)

Nayara: porque pra mim?

Carlos: ai! Peguei justo o seu, que droga rsrsrsrs...

Fabiana: vai pra Nayara, vai pra Nayara.

Carlos: olha isso

Adnilson: vamos ver o resultado do sorteio

Edna: peguei da Nayara

Fabiana: que b... eu vou embora,... eu vou embora com uma dessa... a Carlos néo!
Carlos: é tao bonitinho, é s6 elipse.

Fabiana: ah que coisa chata viu

Nayara: boa sorte Fabiana

Carlos: é s6 elipse

Edna: o sorteio foi justo, pra ninguém ficar brigando.

Fabiana: ndo foi, foi injusto.

Carlos: olha ai oh o que eu tenho que fazer aqui

Nayara: o sol

Carlos: n&o sei como que vou fazer isso aqui, mas beleza.

Edna: ah!!!

Carlos: eu ndo sei como que vou fazer esse sol

Edna: é facinho é so fazer 3 retas

Carlos: trés retas

Edna: ai vocé pensa comigo vocé ja faz uma que intercepta a outra, assim oh
Fabiana: ai misericordia.

Notamos nesse dialogo que os alunos falam de conceitos trabalhados em outras
atividades dessa sequéncia didatica, o que colabora para atingimos o objetivo dessa atividade,
pois esperavamos que 0s alunos mobilizassem e articulassem a maior quantidade possivel de
conceitos vistos nas atividades anteriores.

Quando solicitamos a construcdo de um desenho no papel, ndo definimos se era para
ser com ou sem a presenca dos eixos cartesianos, com isso, Nayara e Fabiana fizeram uso do
registro figural enquanto Carlos e Edna preferiram utilizar o registro grafico na construcdo de
seus respectivos desenhos, como veremos a seguir.

Ao desenvolver o desenho no papel, Nayara optou em realizar um registro figural.
Para isso mobiliza conceitos geométricos de ponto, reta e circunferéncia (figura 115).
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Figura 115: registro figural elaborado por Nayara a ser desenvolvido no software por Edna

Edna ao trabalhar com o registro figural desenvolvido por Nayara sente falta da

presenca dos eixos cartesianos (registro grafico).

Edna: eu fiz os tracinhos ainda, e a Nayara que ndo fez nem os eixos de simetria
aqui...

Nayara: ué por isso mesmo, pra vocé colocar em qualquer canto né.

Fabiana: onde vocé quiser

Nayara: é

Em atividades anteriores ora apresentamos aos alunos atividades com 0s eixos
cartesianos e ora sem, tendo objetivos diferenciados para isso. Edna, ao contrario de Nayara,
acredita que os eixos cartesianos podem facilitar a obtencdo do registro das coordenadas e
consequentemente a construcdo da figura no Grafeq. Ja Nayara e Fabiana preferem nao
apresentar 0s eixos cartesianos em seus desenhos, pois dessa forma é possivel colocar o
desenho em uma posi¢do conveniente para a reconstrugdo no software, por exemplo, com
centro na origem dos eixos, isto é, no ponto P (0, 0).

Diante do registro figural elaborado por Nayara, Edna adota justamente essa
estratégia, coincidindo o centro do desenho com a origem dos eixos cartesianos e apresenta o

seguinte resultado:
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Figura 116: registro grafico desenvolvido no software por Edna

Quando questionada se encontrou alguma dificuldade na resolucédo atividade a aluna
diz: “ndo, pois durante as outras semanas ja trabalhamos os conceitos usados nesta atividade
final” e complementa “com este curso aprendi a ver a matematica de sala de aula de outra
forma. Foi bom, pois apliquei e relembrei os contetdos estudados .

Apesar de observamos a presenca de algumas dificuldades, tais como, translacdo de
uma circunferéncia, compreensdo de propriedades algébricas e geométricas para trabalhar
sistemas de inequacBes, é notoria a mobilizacdo e articulacdo dos conceitos algébricos e
geométricos de ponto, reta, circunferéncia, funcdo constante e de sistemas de inequacdes.

Ja Fabiana, apesar de defender o uso dos eixos cartesianos na construcdo do desenho
apresenta um registro figural na primeira etapa dessa atividade (figura 117). Nesse desenho,

Fabiana mobiliza conceitos geometricos de reta e circunferéncia.
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Figura 117: registro gréafico elaborado por Fabiana a ser desenvolvido no software por Nayara

Diferentemente de Edna, Nayara ndo faz uso da origem dos eixos como centro do
desenho, mas como vértice de um retangulo que representa a parte inferior da igreja a ser
reproduzida (figura 118).
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Figura 118: registro grafico desenvolvido no software por Nayara

Vale destacar que apesar de temos previsto essa possibilidade na andlise a priori de
outras atividades os alunos ainda ndo haviam feito uso dessa estrategia. Mesmo assim, Nayara
ndo apresenta muitas dificuldades. Segundo a aluna “todas as figuras utilizadas no desenho j&
foram estudadas nos encontros anteriores” e ainda diz que “0s graficos das relacGes estédo
mais faceis de fazer, por causa do programa”.
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Dessa forma Nayara mobiliza e articula conceitos algébricos e geométricos de reta,
circunferéncia, funcdo afim e de funcdo constante assim como conceitos algébricos e
geométricos de inequacdes, parte essencial da atividade.

Vale observar que nas duas atividades apresentadas anteriormente, Nayara e Fabiana
ndo estipulam as cores de cada uma das regides que compdem seus respectivos desenhos e
com isso ndo fazem referéncia direta a um trabalho com inequac@es. Ja Carlos e Edna, além
de apresentarem 0s eixo0s cartesianos, escrevem em seus respectivos desenhos as cores para
serem usadas em cada uma das regides, evidenciando um trabalho com inequacoes.

Para construir seu desenho, Edna mobiliza conceitos geométricos de reta e de
circunferéncia (figura 119).

Figura 119: registro gréafico elaborado por Edna a ser desenvolvido no software por Carlos

Ao realizar a conversdao do registro grafico para o algébrico, Carlos afirma ter
encontrado dificuldade na construcdo do desenho “na parte de fazer a inclinacdo da reta”.
(figura 120)
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Figura 120: Video - Atividade 16 — Bloco 05 — Carlos
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No entanto, acompanhando o video do desenvolvimento dessa atividade, observamos
0 académico aproveitando as retroacdes oferecidas pelo software até atingir o Registo
Algeébrico esperado. Ao final da atividade, quando questionado se aprendeu algo, Carlos diz
que “sim, a construir uma reta com inclinagdo”. Assim temos como hipltese que as
retroacdes oferecidas pelo software contribuiram diretamente para esse resultado.

Mesmo com algumas dificuldades, vemos que Carlos mobiliza e articula
satisfatoriamente conceitos algébricos e geométricos de reta, circunferéncia, funcdo afim,
funcdo constante e conceitos algebricos e geométricos inequagdes (figura 121). Vale destacar
gue mesmo sem trabalharmos ideias da funcéo seno em atividades anteriores, Carlos mobiliza

e articula conceitos algébricos e geométricos relativos a essa funcdo de forma adequada.
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Figura 121: registro grafico desenvolvido no software por Carlos

Carlos, assim como Edna, elabora um desenho fazendo uso do registro grafico quando
apresenta os eixos cartesianos e, além disso, estipula uma cor para cada uma das regides que
compdem seu desenho (figura 122). Com isso mobiliza conceitos geométricos de reta,
circunferéncia e de elipse. E importante observar que Carlos utiliza a mesma estratégia usada
na maioria das atividades anteriores quando faz coincidir o centro de desenho com a origem

dos eixos cartesianos.
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Figura 122: registro grafico elaborado por Carlos a ser desenvolvido no software por Fabiana

Assim como Carlos mobilizou conceitos ndo encontrados no desenho trabalhando com
conceitos de funcdo seno, Fabiana vai além do registro gréafico elaborado por Carlos e trabalha
conceitos de parabola (figura 123). Fabiana mobiliza e articula conceitos algébricos e
geométricos de reta, circunferéncia e elipse encontrados no desenho elaborado por Carlos e
também de parabola quando altera o formato da boca e inclui cabelos no desenho. Assim
como os outros alunos, Fabiana diz ndo ter dificuldade para desenvolver essa atividade,
segundo ela, “depois das atividades realizadas durante o curso ficou ainda mais facil de fazer
0 desenho proposto” e conclui dizendo: “com esta atividade e com todo o curso, aprendi e

compreendi melhores maneiras para se trabalhar com sistemas, desigualdades”.
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Figura 123: registro gréafico desenvolvido no software por Fabiana

E conveniente salientar que diante dessas dificuldades a académica soube aproveitar as
retroacOes oferecidas pelo software para realizar as devidas conversdes entre 0s registros
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grafico e algébrico. Na figura 124 Fabiana apresenta dificuldade relacionada a translacéo das
regides que compdem o olho, composto de elipses e circunferéncias.

Figura 124: Video - Atividade 16 — Bloco 05 — Fabiana

Na figura 125 a aluna mobiliza e articula conceitos algébricos e geométricos de funcéo
quadréatica quando trabalha com o coeficiente angular da fungéo para chegar a curva desejada.

.....

Figura 125: Video - Atividade 16 — Bloco 05 — Fabiana

Assim como Fabiana, todos os outros sujeitos dessa pesquisa alegam ter encontrado
pouca dificuldade no desenvolvimento desse problema. No entanto, ao observarmos o video
do dessa Ultima atividade notamos que todos os alunos apresentaram ao menos uma
dificuldade para realizar as respectivas conversdes, como observado anteriormente nas figuras
124 e 125. Consideramos assim, que o software Grafeq foi uma ferramenta importante para o
objetivo dessa atividade fosse atingido. Com seu uso, mesmo com dificuldades, os sujeitos
dessa pesquisa, analisando as retroacfes, conseguiram chegar a uma estratégia 6tima na qual
mobilizaram e articularam de forma adequada conceitos algébricos e geométricos em estudos
da Geometria Analitica.

E oportuno dizer que, assim como fizemos uso tanto de registro gréafico quanto de
registro figural durante a experimentacdo, os alunos o fizeram na realizacdo dessa atividade.
Enquanto Fabiana e Nayara usaram o registro figural ao elaborar seus respectivos desenhos,
Carlos e Edna fizeram uso do registro gréfico. Destacamos esse fato por acreditarmos que o
uso de procedimentos diferenciados influenciou nas estratégias adotadas por aqueles que
refizeram o desenho do Grafeq e que apesar dessa diferenca de procedimentos todos os alunos

de uma forma ou de outra obtiveram sucesso em suas construcoes.
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Para melhor compreenséo dos resultados obtidos ao longo da pesquisa apresentamos a
sequir, parte da evolugdo de cada sujeito participante dessa pesquisa.

Carlos nédo apresenta dificuldades para resolver os problemas 01 e 02, j& na atividade
03 plota no software registros algébricos com excesso de informacdes. Na atividade 04 tem
dificuldade para limitar a regido do plano entre retas paralelas e/ou constantes e tenta para isso
fazer uso do registro das coordenadas, entretanto, na atividade 05 percebemos que o
académico consegue, sem dificuldade, limitar algebricamente a regido do plano que esta entre
retas, mas vale considerar que nesse caso tem-se trés retas concorrentes.

Na atividade 06, Carlos volta a apresentar dificuldade para limitar algebricamente a
regido do plano que esta entre retas paralelas, porém com as retroaces do software expressa
duas relacdes algébricas em funcdo de x e outras duas em funcdo de y assim como deveria
fazer. Percebemos que o académico, pela segunda vez, apresentou dificuldade para limitar
algebricamente regido entre retas, porém na segunda vez consegue avancar em termos de
compreensdo. Ainda no bloco 02, Carlos apresenta dificuldade para trabalhar conceitos de
parabola, elipse e hipérbole.

Na atividade 12 visualiza e constroi a “porta da casa” considerando uma regido
externa a uma elipse e ndo a uma parabola como no desenho apresentado no enunciado da
atividade. Dessa forma, acreditamos que o académico tenha melhor assimilado conceitos
algébricos de elipse. Ao encontro disso, na atividade 13 Carlos constrdi a Bandeira do Brasil e
ndo associa a faixa branca ao conceito de parabola, confirmando a dificuldade encontrada na
atividade 10 relacionada a funcdo quadratica (abertura de uma parabola) e da mesma forma
apresenta dificuldade para trabalhar funcdo afim. O académico consegue o registro grafico
esperado gracas as retroagdes oferecidas pelo software e as discussdes ocorridas durante a
sessdo.

Nas atividades 14 e 15, que tém o registro algébrico como registro de partida, ao
contrario de outras atividades, notamos que Carlos ndo apresenta muitas dificuldades para
desenvolver no papel o desenho pedido. Percebemos que o académico apresenta melhor
compreensdo quando a atividade tem como registro de partida o registro algébrico e o registro
grafico como registro de chegada. Assim, quando a conversdo € no sentido inverso isto é, do
registro grafico para o algebrico, as dificuldades sdo maiores. Pode-se confirmar essa hipotese
na atividade 16, quando o aluno, na utilizacdo do software, novamente apresenta dificuldade
para tratar conceitos algébricos de funcéo afim relacionados a inclinacao da reta.

E interessante notar (figura 122) que Carlos elabora um desenho no qual predomina o

uso de elipse, justamente o conceito matematico que julgamos que ele tenha melhor
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compreensdo. Na mesma figura o académico ndo usa parabola e o0 minimo de retas, conceitos
que teve dificuldade para trabalhar durante a experimentacéo.

Nayara, assim como Carlos apresenta dificuldade na atividade 03 para limitar regido
entre retas concorrentes. De forma semelhante, na atividade 04, a académica néo representa
algebricamente e de forma coerente a regido do plano limitada entre retas paralelas e/ou
constantes tentando para isso fazer uso do registro das coordenadas, assim evidencia
dificuldade para trabalhar com inequacgdes e também com sistemas de inequacgdes do primeiro
grau.

Na atividade 5 a aluna utiliza o registro das coordenadas para representar no papel as
retas que limitam a regido do plano solicitada, conseguindo pintar facilmente com lapis a
regido limitada pelas trés retas, entretanto tem dificuldade para representar algebricamente no
software a mesma regido, pois nesse caso precisa usar sistemas de inequagfes. Destacamos
ainda, o fato de a aluna limitar a regido apenas em funcéo de y, desconsiderando as condicGes
para que uma coordenada (x, y) faca parte de uma regido do plano. Ja na atividade 06, pela
primeira vez, Nayara consegue limitar algebricamente uma regido do plano entre retas
paralelas, porém continua apresentando dificuldade para trabalhar com sistemas de
inequagdes (figura 31). Ainda no bloco 02 e mais especificamente na atividade 10 a
académica tem dificuldade par relacionar Algebra e Geometria quando se fala da abertura da
pardbola e da mesma forma na atividade 11 quando necessita compreender conceitos de
hipérbole. Destacamos nessa atividade que Nayara mobiliza e articula conceitos algébricos de
elipse com algumas dificuldades, porém de forma espontanea.

Na atividade 12, que agrupa varios conceitos trabalhados anteriormente, a aluna
confirma a hipotese que tinhamos a respeito de ela ter dificuldade para tratar conceitos de
funcdo quadratica, pois ndo consegue realizar os tratamentos algébricos necessarios para
representar a regido externa a parabola. Na atividade 08 a académica, além de fazer coincidir
0 centro da circunferéncia com a origem dos eixos cartesianos, incentiva Fabiana a mudar
para essa estratégia. A partir disso, concluimos que Nayara tem dificuldade para tratar a
equacdo da circunferéncia, pois na atividade 12 na qual apresentamos 0s eixos cartesianos na
figura, apresenta dificuldade para representar algebricamente visto que ndo pode coincidir o
centro com a origem dos eixos.

Na atividade 13, a académica volta a apresentar dificuldades para tratar
algebricamente a inclinacdo da reta. Além disso, ndo associa a faixa da bandeira do Brasil
com o gréfico de uma funcdo quadratica confirmando, novamente, a hipdtese que apresenta

dificuldade para desenvolver esse conceito.
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Na atividade 14 ndo tem dificuldade para construir a regido limitada por uma
circunferéncia. Nessa ocasido, na falta do software para usar a estratégia de tentativa e erro,
substitui as coordenadas de um ponto P(X, y) na inequacéo e conclui que o conjunto de pontos
é interno a circunferéncia. Da mesma forma, ndo apresenta dificuldade para representar
graficamente 0 conjunto de pontos internos ao retangulo, entretanto ndo consegue com a
mesma facilidade associar o registro algébrico da hipérbole com seu respectivo registro
gréafico. Apesar dessa dificuldade, no final da atividade a aluna diz que aprendeu como
representar graficamente uma hipérbole a partir do registro grafico.

E oportuno lembrar que nas atividades 14 e 15 trabalhamos com a conversdo no
sentido inverso das outras atividades, isto €, do registro algébrico para o registro grafico.
Assim, é valido dizer que Nayara trabalha os dois sentidos de conversdo como se nhdo
estivessem diretamente relacionados um a outro, pois na atividade 11 realizou a conversédo do
registro grafico para o algébrico de uma hipérbole e na atividade 14 tem dificuldade para fazer
a conversao no sentido inverso. Na atividade 15 Nayara novamente tem dificuldade para
trabalhar com funcdo afim, dessa vez para construir no papel, por meio do registro das
coordenadas, o registro grafico referente a essa funcdo. Assim, notamos que a académica tem
dificuldades relacionadas a funcdo afim nos dois sentidos de conversao.

Na ultima atividade, Nayara, ao fazer no papel o desenho solicitado mobiliza conceitos
geométricos de ponto, reta e circunferéncia. E oportuno dizer que a aluna nio faz uso dos
conceitos geomeétricos de elipse, de hipérbole e de parabola, conceitos esses que a académica
apresentou maior dificuldade para realizar tratamentos e conversdes. Quanto a atividade que
ela desenvolveu no software (elaborado por Fabiana), vale destacar que apesar de ter
dificuldade para realizar tratamentos e conversdes, desenvolve o registro grafico inteiramente
no primeiro quadrante do plano cartesiano, estratégia que ndo havia sido desenvolvida por
nenhum académico e em nenhuma atividade. E oportuno dizer que essa estratégia exige maior
grau de interpretacdo dos conceitos trabalhados visto que existe a necessidade de trabalhar
com translagdes de curvas e/ou regides do plano. Ao final da atividade Nayara diz que todos
0s conceitos ja tinham sido vistos anteriormente e que em consequéncia disso a construgdo
dos graficos ficou mais facil depois de ter trabalhado com o software.

Fabiana, assim como 0s outros académicos, ndo apresenta dificuldade para resolver as
atividades 01 e 02, porém apresenta excesso de informacbes nas relagdes algébricas da
atividade 03. Nas atividades 04 e 05 tem dificuldade para limitar algebricamente uma regido
do plano entre retas paralelas e/ou concorrentes sendo que, quando consegue O registro

gréfico esperado, limita a relacao algébrica (sistemas de inequacdes) apenas em funcédo de y.
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Com a atividade 06 conseguimos notar alguns progressos da académica no que diz
respeito aos conceitos trabalhados. Inicialmente, ndo consegue distinguir equacdes de
inequacdes (figura 36) e em consequéncia disso ndo consegue trabalhar com sistemas de
inequacdes. A medida que vai aproveitando as retroacfes do software, a aluna consegue
limitar algebricamente uma regido entre retas paralelas, entretanto continua apresentando
dificuldades de compreensdo do conceito de sistemas de inequacOes. Essas dificuldades sdo
superadas até o final dessa atividade.

Na atividade 08 Fabiana tenta desenvolver a questdo fazendo a translacdo da
circunferéncia assim como da regido interna e externa a circunferéncia limitada exteriormente
por um quadrado, porém ndo consegue provocar por meio das relagdes algébricas a simetria
necessaria entre as regides limitadas pela circunferéncia e pelo quadrado, evidenciando assim
dificuldade para tratar conceitos de circunferéncia, de inequac@es, sistemas de inequacdes e
simetria. Da mesma forma, na atividade 10 tem dificuldade para tratar algebricamente
conceitos de funcdo quadratica e mais especificamente em relacdo a “abertura” da parabola.
Na atividade 11, aparentemente ndo apresenta dificuldade para trabalhar conceitos de elipse e
de hipérbole, pois ndo faz corre¢des nas plotagens que usou para desenvolver a atividade.

Apos ter desenvolvido no papel ou no software atividades com praticamente todos o0s
conceitos a serem discutidos nessa experimentacdo, Fabiana, na atividade 12, novamente
apresenta dificuldade para tratar e converter conceitos matematicos relacionados a
circunferéncia e a parabola (figura 84). Porém na atividade 13, por meio de uma estratégia
diferenciada ndo prevista na analise a priori, a académica constroi a bandeira do Brasil com a
parte “comprida” na vertical (figura 93), explorando assim conceitos algébricos e geométricos
de funcéo afim e mais especificamente conceitos algéebricos relacionados a inclinacéo da reta.
Notamos que académica ndo mobiliza, de forma imediata, conceitos algébricos de
circunferéncia e parabola; apresenta poucas dificuldades que sdo superadas a partir das
retroagdes oferecidas pelo software. Destacamos o fato de a aluna utilizar parabolas para fazer
a faixa branca da bandeira do Brasil. 1sso mostra progressos na compreensdo do conceito
visto, pois mesmo com dificuldade decide utilizar fungdo quadrética.

Na atividade 14, na qual provocamos a académica a realizar conversdes do registro
algébrico para o gréfico, a aluna tem dificuldade par associar a relacéo algébrica da hipérbole
ao seu respectivo registro grafico. Na atividade 15 ndo consegue de forma esponténea a
construcao da regido limitada pela elipse e da mesma forma pela reta que ¢ parte da “cabine

do caminhao”. Nesse caso, a aluna afirma ndo saber usar o registro das coordenadas para a
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construcdo da reta. E oportuno dizer que Fabiana ndo encontrou dificuldade para construir as
regides internas a circunferéncia e ao retangulo.

Na elaboracdo do desenho da atividade 16, Fabiana mobiliza conceitos geométricos de
circunferéncia e de reta. Nessa parte da atividade a académica néo faz referéncia as regides,
pois ao contrério de outros académicos ndo estipula cores para cada parte do desenho. Quanto
ao desenho desenvolvido por Fabiana (elaborado por Carlos), a aluna mostra melhor
compreensdo dos conceitos trabalhados na experimentacdo. Ao refazer no software o desenho
construido por Carlos a académica altera a forma original da “boca da carinha” (elipse)
passando a desenvolver quase todos os conceitos trabalhados anteriormente. Dessa forma,
mobiliza e articula conceitos algébricos e geométricos de circunferéncia, elipse, parabola e
reta. Destacamos ainda, o fato de a aluna utilizar, por vontade propria, o0 conceito de funcéo
guadratica para fazer o “cabelo ¢ a boca” da “carinha”. Notamos que apesar das dificuldades ¢
possivel, diante do software, melhor compreensdo de conceitos da Geometria Analitica.

Na primeira atividade, Edna destaca-se pelo fato de utilizar tanto estratégia algébrica
guanto geomeétrica. Entretanto, nas atividades 01 e 02 apresenta dificuldade conceitual de
construcdo do grafico de uma funcdo afim quando sugere a necessidade de 3 pontos para
construcdo do gréfico que representa uma funcdo afim. Na atividade 03 tem dificuldade em
trabalhar com inequacdes, ndo conseguindo de imediato as condi¢cdes para um conjunto de
pontos pertencer a regido do plano solicitada.

Na atividade 04, assim como os outros alunos, tem dificuldade para limitar
algebricamente o registro grafico entre retas paralelas e/ou constantes além de deixar todos 0s
registros algébricos em funcéo de y. Em relacédo a atividade 05 utiliza a estratégia de tentativa
e erro, porém, representa inicialmente no papel, por meio do registro das coordenadas, a
regido interna as trés retas. Entretanto quando tenta refazé-la no software nao consegue com a
mesma facilidade representar algebricamente a regido pedida. Edna falta em um dos encontros
e com isso ndo faz as atividades 06 a 10. Na atividade 11apresenta dificuldade para trabalhar
com elipse e com hipérbole. Notamos que a académica aproveita as retroacdes do Grafeq para
atingir o objetivo da atividade.

Na atividade 12, a académica tem dificuldade para tratar algebricamente o conceito de
funcdo quadratica e em seguida para trabalhar com elipse e circunferéncia, entretanto ainda
nessa atividade percebemos que a académica progride em termos de compreensao quando
observa e analisa os resultados apresentados no software. No geral, Edna recebe ajuda de
Carlos para desenvolver praticamente todos 0s conceitos algébricos.
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Na atividade 13, a aluna ndo consegue trabalhar algebricamente a inclinacdo da reta,
com isso ndo completa a atividade. Nessa ocasido a académica mostra interesse e se propde a
desenvolver e concluir a atividade em casa (papel e lapis). Antes do inicio das atividades do
quinto encontro Edna desenvolve em alguns minutos a bandeira do Brasil evidenciando
dificuldade para tratar algebricamente conceitos de fungdo quadratica, porém consegue, a
partir de analise das retroagdes do software, o registro grafico proximo do esperado. Vale
destacar que apesar de a aluna conseguir o registro grafico continua tendo dificuldade; por
exemplo, ainda utiliza excesso de informacdes nas relacdes algebricas plotadas no software.

Na atividade 14, Edna diz que relembrou conceitos ja aprendidos. Nesse caso a
académica refere-se mais especificamente ao conceito de hipérbole. Vale ressaltar que, tanto
para a construcdo da hipérbole na atividade 14, quanto da elipse na atividade 15 a aluna
necessitou fazer pesquisas via internet ou via livros para distinguir e associar as equacdes da
elipse e da hipérbole e suas respectivas curvas. E oportuno dizer que Edna ja havia trabalhado
esses dois conceitos na atividade 11, porém realizou a conversdo do registro grafico para o
algébrico e nas atividades 14 e 15 quando o sentido de conversdo foi invertido ndo associa
esses problemas aquele da atividade 11, pois tendo realizado a conversdo do registro
geométrico para o algébrico tem dificuldade para trabalhar o sentido inverso da conversdo.
Ainda na atividade 15 a aluna tem dificuldade para fazer o registro gréafico representante de
uma funcdo afim, assim como a regido limitada por essa reta, entretanto ndo apresenta
dificuldade para representar algebricamente a regido interna ao retangulo e nem a regido
interna a circunferéncia.

Na atividade 16, para construir no papel um desenho qualquer, Edna mobiliza
conceitos geométricos de reta e circunferéncia. Percebe-se que a académica ndo usa hipérbole,
elipse e parabola, conceitos esses que teve maior dificuldade para trabalhar. Acreditamos que
por ndo fazer uso desses conceitos na ultima atividade, ainda tenha dividas relacionadas a
mobilizacdo e articulacdo dos conceitos algébricos e geometricos.

Edna desenvolve no Grafeq o desenho elaborado por Nayara, composto por reta e
circunferéncia. Assim, trabalha conceitos que aparentemente tem mais facilidade. Dessa
forma mobiliza e articula satisfatoriamente conceitos algébricos e geométricos de fungéo
constante e de equacéo da circunferéncia assim como de inequacdes e sistemas de inequacdes.
Diante do software, apresenta dificuldade para representar algebricamente cada regido, porém
resolve mais facilmente que nas atividades anteriores.

De forma geral, destacamos que 0s quatro sujeitos da pesquisa tiveram algum avango

na compreensdo dos conceitos trabalhados. Apesar de utilizarem estratégias distintas entre
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eles os avangos ocorridos a partir das discussdes em grupo e das retroa¢des do software sdo
praticamente 0os mesmos para todos os académicos. Vale destacar o tratamento e converséo
dos conceitos de funcdo afim (inclinacdo da reta), funcdo quadratica (abertura da parabola),
equacdo da hipérbole, inequacdes e sistemas de inequacbes, como principais dificuldades
encontradas pelos alunos. Entretanto, esses e outros conceitos foram trabalhados e, mesmo
com dificuldade, os alunos conseguiram resultado positivo ao final de cada atividade, em
especial naquelas que foram desenvolvidas com o software quando puderam, em conjunto,
fazer descobertas relacionadas aos conceitos trabalhados.

Diante dessas consideracBes construimos um quadro, apresentado a seguir,
relacionando conceitos trabalhados e dificuldades encontradas por cada aluno. Nesse quadro
consideramos inclusas as dificuldades de mobilizacdo de conceitos, assim como as

dificuldades de conversdo entre os diferentes registros presentes nas atividades.
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Principais
dificuldades Carlos Edna Fabiana Nayara
(algébrico e
geomeétrico)
Funcdo afim Funcdo afim Funcdo afim Funcdo afim
Bloco 01 Inequacdes Inequacdes Inequagdes Inequagdes
Sistemas de Sistemas de Sistemas de Sistemas de
inequacoes inequacoes inequacoes inequacdes
Funcéo afim Funcéo afim Funcdo quadratica
Funcdo quadratica Funcdo quadratica | Circunferéncia
Elipse Elipse Circunferéncia Hipérbole
Bloco 02 Hipérbole Hipérbole Elipse Sistemas de
Sistemas de Sistemas de Hipérbole inequacoes
inequacoes inequacoes Sistemas de
inequacoes
Funcdo quadratica | Funcdo quadratica | Funcdo quadratica
Funcdo afim Funcdo afim Funcdo modular
Funcéo afim Circunferéncia Circunferéncia Circunferéncia
Bloco 03 Inequacbes Elipse Elipse Elipse
Sistemas de Inequacéo Inequacéo Inequacéo
inequacoes sistemas de Sistemas de sistemas de
inequacoes inequacoes inequacdes
Hipérbole Hipérbole Hipérbole Hipérbole
Bloco 04 Inequacdes Inequactes Inequacdes Funcdo afim
Funcdo afim Funcdo afim
Funcéo afim
Funcdo quadratica
Funcdo afim Circunferéncia Elipse Funcdo afim
Bloco 05 Inequacéo Inequacéo Circunferéncia Circunferéncia
sistemas de Sistemas de Inequacéo Inequacéo
inequacoes inequacoes Sistemas de sistemas de
inequacoes inequacoes

Quadro 2: relagdo conceitos trabalhados, dificuldades e aluno.

Foi realizada uma discussdo com os alunos com a intencdo de alerta-los sobre a
importancia da compreensao das condi¢fes para que uma coordenada (x, y) faca parte de uma
curva. Como vimos no quadro 2, existe a presenca constante de dificuldades relacionadas a
inequacgbes e sistemas de inequagdes e inclusive na Ultima atividade realizada, ainda
continuavam apresentando dificuldades relacionadas a esses conceitos. Porém, é oportuno
lembrar que todos os problemas propostos foram concluidos com sucesso, assim,
consideramos que, apesar das dificuldades, é possivel levar os alunos a mobilizarem e
articularem conceitos algébricos e geométricos em estudos da Geometria Analitica. Para isso,
deve-se pensar em problemas que instiguem a curiosidade dos educandos. Em nosso caso,
avaliamos que o software Grafeq foi indispensavel para esse resultado, assim como as

atividades previamente preparadas.
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Ainda em relacdo ao quadro 2 vale destacar que todos os alunos tiveram dificuldade

para tratar algebricamente uma funcgéo afim e, mais especificamente em relacéo a inclinagéo

da reta. A principio esse seria um conceito relativamente simples e que seria facilmente

trabalhado, pois

[...] nos livros didaticos e nos programas de matematica, é dada uma énfase enorme
ao estudo tedrico das funcGes afins, de forma que poderiamos chamar de
“esgotante”, pois sdo destacados separadamente: a expressdo algébrica, o coeficiente

angular, o coeficiente linear e o gréafico. (SOUZA 2008, p. 186)

Dessa forma acreditamos que, apesar de esse conceito ser bastante trabalhado desde o

final do ensino fundamental, ndo é realizado, nas escolas, um estudo de conversdes entre 0s

registros gréaficos e algébricos de fungdo afim.

As dificuldades apresentadas no quadro 2 surgiram quando provocamos 0s académicos

a realizar conversdes entre os registros trabalhados. Para melhor compreensdo da origem das

dificuldades apresentamos a seguir o quadro 3 que relaciona cada bloco de atividades com as

respectivas conversoes realizadas pelos sujeitos da pesquisa.

Carlos Edna Fabiana Nayara
RC para RA RC para RG RA para RG RC para RG
Bloco 01 RC para RG RA para RG RG para RA RC para RA
RA para RG RG para RA RC para RA RA para RG
RG para RA RG para RA
RC para RA RA para RC RC para RA
Bloco 02 RC para RG RF para RA RC para RG RF para RA
RF para RA RF para RA RG para RA
RG para RA RG para RA
Bloco 03 RG para RA RG para RA RG para RA RG para RA
RF para RA RF para RA RF para RA RF para RA
RA para RG RA para RG RA para RG RA para RG
Bloco 04 RA para RC RA para RC RA para RC RA para RC
RC para RG RC para RG RC para RG RC para RG
Bloco 05 RG para RA RF para RA RG para RA RF para RA

Quadro 3: conversdes realizadas por cada sujeito da pesquisa em cada bloco de atividades

As diferentes possibilidades de conversdo para uma mesma atividade originam uma

diversidade de procedimentos utilizados que contribui para sabermos de que forma os alunos

mobilizam e articulam conceitos algébricos e geométricos em estudos da Geometria Analitica.

Em algumas atividades desenvolvidas com papel e lapis o aluno poderia optar em

utilizar métodos algébricos, geométricos ou os dois, isto &, algebrico e geométrico para a

resolucdo de um problema. Considerando que tomamos o cuidado de néo interferir na
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estratégia do académico apresentamos o seguinte quadro resumo das escolhas dos alunos

nessas atividades:

Carlos Edna Fabiana Nayara

Resolucéo Resolucéo Resolucéo Resolucéo

Atividade 01 algébrica algébrica e algébrica algébrica
geométrica

Resolucéo (ndo estava Resolucéo Resolucéo
Atividade 07 algébrica e presente nesse geométrica algébrica

geométrica dia)

Resolucéo (ndo estava Resolucéo Resolucéo
Atividade 09 algébrica presente nesse algébrica e algébrica

dia) geométrica

Quadro 4: escolhas realizadas pelos alunos (Algebra e/ou Geometria)

Observa-se que os académicos preferem trabalhar com estratégias que utilizam a
representacdo algébrica para a resolucdo de uma determinada atividade. Contudo destacamos
Fabiana que prioriza a estratégia geométrica sem desprezar a algébrica e Nayara que utiliza a
resolucdo puramente algébrica. Nesses casos, acreditamos que ndo € conveniente uma
resolucdo puramente algébrica ja que existe a possibilidade de um tratamento geométrico,
assim consideramos que quanto mais conceitos mobilizados e articulados melhor sera a
compreensdo do conceito estudado.

Em outras atividades os académicos tinham a opc¢do de refazer um determinado

desenho no software utilizando estratégias de sobreposi¢cdo ou de justaposicao.

Carlos Edna Fabiana Nayara
Atividade 03 Justaposicédo (4 Justaposicéo (4 Justaposicdo (4 Justaposicéo (4
relagdes) relagdes) relacdes) relagdes)
Atividade 08 Justaposicdo (2 (ndo estava Justaposicao (2 Sobreposicdo (2
relacdes) presente nesse dia) relacdes) relagdes)
Atividade 12 Justaposicéo (3 Justaposicao (2 Justaposicdo (2 Justaposicéo (4
relacdes) relagdes) relacdes) relagdes)
Justaposicao (11 Sobreposicao (4 Justaposicdo e Justaposicdo e
Atividade 13 relacdes) relagdes) Sobreposicdo (7 Sobreposicdo (7
relagdes) relagdes)
Sobreposicdo (8 Sobreposicdo (12 | Sobreposicéo (15 Justaposicdo e
Atividade 16 relacdes) relagdes) relacdes) Sobreposigdo (13
relagdes)

Quadro 5: escolhas realizadas pelos alunos (justaposicdo ou sobreposicéo)

A mobilizacao e articulacdo de conceitos algébricos e geométricos exige maior grau de
interpretacdo quando é trabalhado com a justaposicdo de figuras. Nesse caso trabalham-se

conceitos algébricos relacionados a sistemas de inequacBes enquanto que utilizando
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sobreposicdo de regides basta trabalhar com inequacbes. Destacamos as atividades
desenvolvidas por Carlos que prefere utilizar a justaposicdo de figuras. Durante a
experimentacdo pudemos perceber que esse aluno prefere trabalhar com desafios e, essas
atividades tornaram-se cada uma delas um desafio para Carlos quando resolvidas por
justaposicéo. Segundo Duval (2003) é o aluno quem realiza as conversdes e cabe ao professor
provoca-lo para que isso ocorra. Dessa forma acreditamos que as diversas possibilidades de
resolucdo, em particular aquelas por justaposicdo de figuras, contribuiu para esse fim, isto é,
para que os alunos mobilizassem e articulassem os conceitos envolvidos em cada atividade.
Procurando saber como os alunos mobilizam e articulam conceitos algébricos e
geométricos envolvidos em estudos da Geometria Analitica observamos como relacionam o
eixo cartesiano com o desenho trabalhado. Para algumas atividades os alunos tinham a opcao
de utilizar os eixos na posi¢do que considerassem conveniente para a resolugédo da atividade.
Com isso percebemos que a maioria dessas atividades coincide ponto “central” do desenho

com a origem dos eixos cartesianos.

Carlos Edna Fabiana Nayara
Atividade 03 X X X X
Atividade 08 X X X
Atividade 11 X X X X
Atividade 13 X X X X
Atividade 16 X X

Quadro 6: escolhas realizadas pelos alunos (utilizagdo da origem dos eixos cartesianos para construcdo do
registro grafico)

Assim observamos que o0s académicos, quando tém oportunidade de escolha,
mobilizam e articulam conceitos algébricos e geométricos em estudos da Geometria Analitica
utilizando o ponto P(0, 0) do plano cartesiano como referéncia para constru¢do dos desenhos,
pois dessa forma evita-se, na maioria das atividades, um trabalho com translacGes de gréaficos
ou regides do plano. Pudemos observar durante a experimentacdo que essa estratégia é
decorrente da dificuldade que os alunos tém em mobilizar e articular conceitos algébricos e
geométricos.

Constatamos ainda que diante das dificuldades ja apresentadas anteriormente, 0s
alunos necessitaram realizar pesquisas em livros, apostilas e internet para mobilizarem e
articularem conceitos algébricos e geometricos, por exemplo, de elipse e de hipérbole. Os
académicos tiveram dificuldade de associar curvas ou regides as respectivas equagoes e vice
versa, isto €, apresentaram dificuldades nos dois sentidos de conversio. E oportuno lembrar

gue mesmo realizando pesquisas a conversdo nao ocorria de forma imediata. Mais
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especificamente na conversdo do registro grafico ou figural para o algébrico o software
complementava as informagdes obtidas via internet/livros, pois & medida que os alunos
plotavam relacGes algébricas erradas refletiam sobre os respectivos registros graficos tendo a

oportunidade de reformular as relacGes algébricas.
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CONSIDERACOES FINAIS

Durante a revisao de literatura sobre o ensino e aprendizagem da Geometria Analitica,
constatamos, a partir das orientacBes curriculares para 0 ensino e a aprendizagem da

matematica no Ensino Médio, que

O trabalho com a Geometria Analitica permite a articulacdo entre Geometria e
Algebra. Para que essa articulagio seja significativa para o aluno, o professor deve
trabalhar as duas vias: o entendimento de figuras geomeétricas, via equacdes, e 0
entendimento de equacdes, via figuras geométricas. (BRASIL, 2006, p. 77).

No entanto, observamos nos estudos de Santos (2002), Richit (2005), Silva (2006),
Maia (2007), Goulart (2009) e Bezerra (2009) que alunos do Ensino Médio e também de
Licenciatura em Matematica apresentaram dificuldades para articular conceitos de Geometria
Plana e de Algebra em estudos da Geometria Analitica.

Ainda na fase inicial da engenharia didatica (anélises preliminares), constatamos a
partir das Diretrizes Curriculares para Cursos de Matematica que o contelido de Geometria
Analitica é comum a todos os cursos de Matematica e que o principal objetivo dos cursos de
Licenciatura em Matematica € a formacdo de professores para a Educacdo Basica. Assim,
iniciamos esse estudo a partir de uma inquietagdo: como alunos de um curso de Licenciatura
em Matematica mobilizam e articulam conceitos de Geometria Plana e de Algebra em estudos
da Geometria Analitica? Essa passou a ser nossa questdo de pesquisa.

Na tentativa de responder essa questdo nos propomos a investigar a mobilizacdo e
articulacdo de conceitos de Geometria Plana e de Algebra em estudos da Geometria Analitica
por alunos de um curso de Licenciatura em Matematica. Tomamos por base a teoria de
registros de representacdo semiotica (DUVAL, 2003) segundo a qual o conhecimento
matematico depende dos registros de representacdes semioticas de forma que, para haver
compreensdo do conteudo estudado o pesquisador deve instigar o aluno transitar por
diferentes registros. Também encontramos no software Grafeq uma ferramenta tecnolégica
que possibilitou a criacdo de um ambiente no qual os académicos puderam refletir, tratar e
converter os diferentes tipos de registros envolvidos em cada atividade proposta.

Para o desenvolvimento dessa pesquisa utilizamos a Engenharia Didatica como
metodologia. Portanto, nosso trabalho foi baseado na formulagdo, realizagédo, observacgéo e
andlise de uma sequéncia didatica. De acordo com essa metodologia organizamos uma

sequéncia didatica composta por cinco blocos de atividades de naturezas distintas.
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E oportuno dizer que de acordo com Duval (2003) o professor/pesquisador deve
instigar os alunos a realizar as devidas conversdes entre registros. Assim, de acordo com a
teoria e a metodologia utilizada, organizamos uma sequéncia de atividades com o objetivo
provocar nos alunos o interesse por tais conversdes. Também é oportuno dizer que néo
deixamos de valorizar o papel do pesquisador diante dos alunos no momento da
experimentacdo, entretanto, entendemos que de acordo com a teoria utilizada, em nossas
analises o foco deveria estar na mobilizacdo e articulagdo dos conceitos trabalhados pelos
alunos. Dessa forma trazemos algumas consideracgdes.

Os blocos 01 e 02 tinham como objetivo principal investigar nas atividades
desenvolvidas pelos alunos, a mobilizacdo de propriedades relacionadas a fungéo afim, funcéo
quadratica, equacdo da circunferéncia, equacdo da elipse e equacdo da hipérbole, bem como
de suas respectivas representaces graficas. Da mesma forma, tinhamos como objetivo
analisar, a partir dessas atividades, a mobilizacdo de conceitos relacionados a inequacdes e
sistemas de inequagdes, assim como suas representacdes gréaficas.

De modo geral os alunos ndo apresentaram muitas dificuldades para mobilizar
conceitos de ponto e reta quando trabalhado com papel e lapis, no entanto, fazendo uso do
software, ndo conseguiram com a mesma facilidade realizar a conversdo do registro figural
para o registro algébrico diante de uma atividade que relacionava fun¢do afim e inequacéo,
isto é, regides do plano limitadas por retas. A mesma dificuldade ocorreu no trabalho com
conceitos de circunferéncia, elipse, hipérbole sendo que a converséao do registro grafico para o
algébrico ndo ocorria de forma imediata. Destacamos, porém, aquelas dificuldades
encontradas no tratamento da funcdo quadratica na qual os académicos nédo articulavam a
propriedade que altera a abertura do grafico que representa essa funcao.

Percebemos ainda que, a medida que desenvolviam as atividades no software, 0s
alunos plotavam expressdes algébricas desnecessarias para representar uma determinada
curva ou regido. Consideramos esse fato uma suposta dificuldade de compreensdo dos
conceitos trabalhados, isto é, na conversao entre registros. Da mesma forma observamos que
ao fazer uso do software, os alunos estavam plotando e reformulando ou apagando os
registros algébricos referentes aos registros graficos com rapidez digna de observagéo: seria
essa estratégia (tentativa e erro) uma forma de “escapar” das dificuldades de compreensdo dos
conceitos trabalhados?

Ja em outras atividades, notamos que os alunos ao representar algebricamente uma
determinada regido do plano, definiam o conjunto de pontos apenas em fungdo de .

Concluimos, nesse caso, que essa dificuldade tem origem na compreensdo que os alunos tém
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do significado algébrico de um ponto de coordenadas (X, y) pertencer ou ndo a uma regido do
plano.

O bloco 03 tinha como objetivo principal provocar a conversdo do registro grafico
e/ou figural para o registro algébrico. Nas atividades que compunham as sessdes desse bloco,
os alunos apresentaram dificuldades na operacdo de tratamento de conceitos algébricos de
sistemas de inequagdes, de circunferéncia, de elipse, de pardbola e de funcdo afim ao tentarem
realizar a conversao entre os registros grafico e algébrico, em particular, nos casos que usaram
a estratégia de translacdo dos graficos representados por funcdes, equacdes ou inequacdes.
Constatamos que, apesar de termos realizado uma discussdo com os alunos a respeito do
excesso de informacdes nas relacdes algébricas, eles continuaram com essa estratégia, isto €,
dando condicBes a uma relacdo algebrica sem necessidade. Entretanto, vale observar que
ocorreram em menor frequéncia que no bloco anterior, assim como o nimero exagerado de
plotagens erradas ou reformuladas. De forma similar notamos a preocupagdo dos alunos em
limitar uma regido tanto para X quanto para Yy, valorizando assim as condi¢des algébricas para
um ponto pertencer a uma regido do plano.

Considerando que buscamos desenvolver uma sequéncia de atividades de forma a
valorizar a heterogeneidade dos dois sentidos da conversdo, o bloco 04 tinha por objetivo
principal provocar a conversao do registro algébrico para o registro grafico (representacdo
grafica no papel). Nesse caso, destacamos as dificuldades de conversdo entre 0s registros
algébricos e graficos passando pelos registros das coordenadas relacionadas aos conceitos de
funcdo afim e de hipérbole, pois foi comum para a maioria dos sujeitos dessa pesquisa.

De forma geral, observamos que os alunos ndo apresentaram muitas dificuldades
relacionadas aos conceitos de geometria, e sim para reconhecer e tratar, por exemplo, a
equacdo de uma elipse. Em outras palavras, essa dificuldade pode ser traduzida como uma
dificuldade de conversdo do registro algébrico para o grafico. Além disso, mais
especificamente sobre a atividade 15, os alunos ndo conseguiram representar de forma
adequada, por meio do registro discursivo, os procedimentos utilizados para a construgédo da
atividade quando solicitamos que justificassem suas estratégias de construcéo do problema.

Ja no bloco 05, atividade 16, observamos que os desenhos desenvolvidos pelos alunos
no papel contemplaram nosso objetivo de pesquisa para esse problema, pois agruparam boa
parte dos conceitos trabalhados anteriormente. Entretanto, apesar de os alunos ja terem um
primeiro contato software/conceitos todos apresentaram ao menos uma dificuldade para

realizar a conversao do registro grafico ou figural para o algébrico.
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Percebemos ainda que diante das dificuldades encontradas, os académicos souberam
aproveitar as retroacoes oferecidas pelo software para que pudessem realizar as conversoes
que cada atividade exigia. Nessas atividades apresentamos um registro grafico ou figural ao
aluno que por meio do Grafeq descreviam, a partir da compreensdo que tinham do conceito
trabalhado, relacdes algébricas referentes a cada curva ou regido do plano. Dessa forma,
quando o registro algébrico descrito no software ndo representava a curva ou regido esperada
0s académicos reviam 0s conceitos e estratégias usadas até que ocorresse a conversdo do
registro grafico ou figural para o algébrico.

Entendemos, diante de nossos objetivos e das atividades propostas, que os alunos
foram instigados, por meio do Grafeq, a mobilizarem e articularem conceitos algebricos e
geométricos em estudos da Geometria Analitica. Por meio desse software, observamos 0s
académicos evidenciarem suas dificuldades. Dificuldades que se fizeram presente em quase
todas as atividades desenvolvidas com o Grafeq, porém, superadas gracas a abertura que o
software proporcionou ao aluno, pois por meio do Grafeq os académicos puderam organizar
suas ideias e assim participar do processo de construcdo de conhecimento relativo a cada
atividade.

Entendemos também que cada registro algébrico referente a um registro grafico ou
figural executado pelo software e estando de forma incorreta proporcionou aos alunos tal
oportunidade de construcdo de conhecimento, pois diante das retroacdes oferecidas pelo
software cada aluno pode refletir, reformular ou trocar o registro algébrico fazendo isso
quantas vezes fosse necessério para melhor compreenderem a articulacio entre a Algebra e a
Geometria Plana. Com outras palavras, dizemos que os académicos, por meio do software,
puderam explorar regras e propriedades de conceitos matematicos até conseguirem realizar a
conversdo do registro grafico ou figural para o registro algébrico tendo no software a
confirmacéo de tal conversao.

E oportuno também dizer que diante dos problemas propostos, das dificuldades
encontradas, do software ou do papel e lapis os académicos apresentaram uma série de
procedimentos que enriqueceram a forma de mobilizarem e articularem 0s conceitos
algébricos e geométricos em estudos da Geometria Analitica. Nas atividades desenvolvidas
com papel e lapis os alunos utilizaram tanto métodos algébricos quanto geométricos sendo
que deram maior preferéncia para procedimentos algébricos.

Da mesma ocorreu nas atividades desenvolvidas com o software nas quais 0s
académicos desenvolveram as atividades por justaposicdo de figuras ou por sobreposicéo, e

nesse caso notamos que grande parte das atividades foram solucionadas por justaposi¢do. Em
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outros problemas os académicos tiveram a oportunidade de desenvolver, a partir do software,
um registro grafico em uma posicdo qualquer do plano cartesiano. Nessas atividades notamos
que os alunos preferem coincidir o centro do desenho com o ponto P (0,0) do plano
cartesiano, pois dessa forma as translagdes de curvas ou regifes sdo reduzidas de forma
consideravel tornando mais facil a resolucédo da atividade.

Como exemplo de procedimentos que contribuiram para o enriquecimento da
mobilizacdo e articulagdo dos conceitos trabalhados citamos a construcdo da bandeira do
Brasil, atividade 13, na qual a académica Fabiana construiu o registro grafico com a parte
comprida da bandeira (retangulo) na vertical e para isso teve que desenvolver estratégias
diferenciadas daquelas trabalhadas anteriormente. Estratégias que estavam relacionadas mais
especificamente a conversdo do registro grafico para o algébrico referente a funcdo afim e a
funcdo quadratica. Ainda nessa atividade, Carlos adotou a estratégia de justaposicdo de figura
dividindo a bandeira em 11 regides do plano cartesiano. Esse procedimento fez Carlos
mobilizar e articular conceitos de inequacOes e de sistemas de inequacgdes para considerar
regides internas ou externas a uma determinada curva.

Enfim, nossos resultados mostram que um trabalho que explore a Geometria Analitica
em estreita relagdo com a Algebra e a Geometria, levando os alunos a praticarem
transformacdes do tipo tratamento e conversdes deve levar a uma melhor apreensdo dos
objetos da Geometria Analitica. Entretanto, apesar do trabalho desenvolvido algumas
dificuldades persistiram até o final. Acreditamos que ha necessidade de realizar trabalhos da
mesma natureza da desenvolvida nessa pesquisa, mas que tenha maior duracéo.

Assim, deixamos como sugestdo para futuras pesquisas, um estudo detalhado sobre
conversdes e também tratamento, em estudo da Geometria Analitica tomando por base um
referencial teorico relacionado ao uso das Tecnologias da Comunicacdo e da Informacéo e

mais especificamente em relagdo ao computador e ao software Grafeq.
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APENDICE: SEQUENCIA DE ATIVIDADES UTILIZADAS NA PESQUISA

Atividade 01 — Bloco 1

O ponto P; (-1, 5) faz parte do conjunto de pontos que satisfazem a relacdo y + x = 3?

Justifique sua resposta.

Atividade 02 — Bloco 1

Construa, com auxilio de papel e lapis, o gréfico da funcdo y = 2x + 4. Descreva 0 processo

de construgéo.

Atividade 03 — Bloco 1

Reproduza a figura abaixo no Grafeq. Justifique sua construgéo.

Atividade 04 — Bloco 1

Reproduza a figura abaixo no Grafeq. Descreva o processo de construcao.

y

7

yyyyyyyyyyy

Atividade 05 — Bloco 1

Construa no Grafeq a regido do plano delimitada pelos graficos das fungdes y = 3x + 3, y = -X

+ 3 ey=x+ 2. Descreva o processo de construcdo da regido.

Atividade 06 - Bloco 01

Construa no Grafeq a regido do plano delimitada pelas relagfes x —y =-5,x +y =5, x+y =

5e x +y=-5. Descreva 0 processo de construcdo da regiéo.
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Atividade 07 — Bloco 2
Determine a posicdo relativa do ponto P, (-1, -2) em relacdo ao gréfico definido pela equagéo

x? + y* = 97 Justifique sua resposta.

Atividade 08 — Bloco 2

Utilizando o Grafeq construa a regido apresentada abaixo. Justifique sua construcéo:

Atividade 09 — Bloco 2

O ponto P; (1, 2) pertence ao conjunto de pontos que satisfaz a relacdo y = x? - 4? Justifique

sua resposta.

Atividade 10 — Bloco 2

Construa no Grafeq o conjunto de pontos representado pela figura abaixo. Justifique cada

etapa da construcéo.

Atividade 11 — Bloco 2
Observe o conjunto de pontos (X, y) e esboce-os no Grafeq.

Atividade 12 — Bloco 3

Utilizando o Grafeq construa o desenho apresentado abaixo. Justifique sua construcéo:
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Atividade 13 — Bloco 3

Construa no Grafeq a bandeira do Brasil. Justifique cada uma das construcdes.

Atividade 14 — Bloco 4

Esboce, no papel e no mesmo plano cartesiano, as regifes delimitadas pelas relacdes

apresentadas a seguir. Justifique suas construcoes.

2 _ .2 —
(X'4)2+y2<4;(X+4)2+y2<4;{x y <1{ 6<x<6

—2<y<2'l2<y<4

Atividade 15 — Bloco 4

Esboce, no papel e no mesmo plano cartesiano, as regides delimitadas pelas relagdes
apresentadas a seguir. Justifique suas construcoes.

_ -y+23

{ 3<x<10, 5<X<_2 ,(y-5)2/4+X2/25<1, (X'7)2+(y'1)2<1;(X'1)2+(y'1)2
2<y<3 3<y<7

<l

Atividade 16 — Bloco 5

Esboce, no papel e lapis, um desenho qualquer e, em seguida reproduza-o na tela do Grafeq.



