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RESUMO

Este texto trata do Estudo de Caso realizado sobre “O Conceito Fractal e sua Presenca
Pedagdgica na Educagdo Bésica”. O objeto de estudo € o Conceito Fractal, que € constitutivo
do conhecimento matematico, no exame de como vem se estabelecendo no Ensino
Fundamental e no Ensino Médio. A fim de organizar um conhecimento pedagdgico acerca do
tema Fractal, procurou-se estabelecer um didlogo com a literatura existente, como os
Parametros Curriculares Nacionais, que orientam a inclusdo do estudo desse tema no curriculo
de Matematica; estudos académicos que vém explorando o assunto por enfoques conceituais e
pedagégicos e que visam, também, estabelecer esse tema na matematica escolar; livros
cientificos que vém consagrando o tema na literatura matematica; e livros didaticos da
Educagdo Bésica. O conceito fractal foi estudado e descrito considerando os aspectos
geométrico, topoldgico e o da linguagem. Para identificar a presenca do conceito fractal na
Educagdo Bésica, foram escolhidos livros didaticos aprovados pelo Plano Nacional do Livro
Didético, dos anos 2011 e 2012, que apresentavam mais licdes sobre fractais. Apds a
descricdo do desenvolvimento das respectivas licdes, efetuou-se a andlise das ocorréncias dos
objetos de aprendizagem de conceitos, classificados como fatos particulares, classes, relacdes
e estruturas, critérios epistemoldgicos orientados por Frangois Marie Gérard e Xavier
Roegiers, em Conceber e Avaliar Manuais Escolares (1998), referéncia permanente nas
orientagdes do Plano Nacional. Esses procedimentos possibilitaram constatar que, na maioria
das situacdes analisadas, o tema fractal € vinculado as figuras geométricas e, em alguns
exemplares, observa-se uma preferéncia por atividades similares aos temas convencionais da
matemadtica, sem uma explora¢do maior do conceito fractal. Os textos apresentados nos livros
didéticos ainda ndo expdem uma organizacdo sistemadtica dos assuntos dos fractais, como
fazem com os temas da matemdtica convencional.

Palavras-chave: Dimensao fractal. Educagdo bésica. Fractais. Geometria fractal.



ABSTRACT

This research deals with a case study based on “Fractal Concept and its Pedagogical Presence
on Basic Education”. The main objective is to study the “Fractal Concept”, which is a
component of mathematical knowledge, analyzing how this concept has been established in
elementary and high school. In order to organize a pedagogical reasoning about Fractal, a
review on existent literature was developed, analyzing the National Curricular Parameters,
which orient approaches of this theme in mathematical curriculum; academic studies that have
been exploiting the subject by conceptual and pedagogical focus, and aim to introduce this
theme in schools; scientific books that have been reinforcing the topic in mathematical
literature; and school books adopted on Basic Education. Fractal was studied and described
according to geometrical, topological and language aspects. In order to identify the presence
of fractal on Basic Education, I have selected school books approved by School Book
National Plan 2011/2012, which presented more lessons on fractal. After describing the
development of these occurrences, I analyzed the occurrences of learning objects focused on
concepts and criteria, classified as specific facts, categories, relations and structures;
epistemological criteria oriented by Francois Marie Gérard and Xavier Roegiers, in Design
and Evaluate School Manuals (1998), a permanent reference, adopted according to School
Book National Plan. In most of the situations, those procedures indicated that fractal is related
to geometrical shapes, and in some book copies there is a tendency to apply activities that are
similar to the most conventional themes in Mathematics, rather than exploit the fractal
concept. Texts in school books have still not shown a systematic organization of subjects
related to fractal, as it has been done with conventional Mathematics topics.

Keywords: Fractal Dimension. Basic Education. Fractal. Fractal Geometry.
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1 INTRODUCAO

Dada a frequéncia do tema Fractal em revistas, livros e sites cientificos ou de
informacao, € valido considerar que os fractais podem se tornar um objeto de ensino e de
aprendizagem da Matemadtica, com possibilidades e potencialidades, além da visualizacdo de

um estilo diferente de formas geométricas.

Amplos o bastante para traduzir resisténcias e desconfiancas, principalmente dos
matematicos, os Fractais podem ser incorporados aos contetidos ja existentes da matematica

escolar, tornando o trabalho didatico mais interessante e com nuances de modernidade.

O objeto deste texto € a descricdo do Estudo de Caso realizado com o objetivo de
organizar um conhecimento pedagégico acerca de O Conceito Fractal e Sua Presenca
Pedagogica na Educagdo Bdsica. Buscou-se examinar e descrever o “Conceito Fractal” como
constitutivo de conhecimento da Matematica, no exame de como vem se estabelecendo no

Ensino Fundamental e no Ensino Médio.

Fractal, como estd tratado neste texto, € um conceito construido, ou que vem sendo
construido, sob as normas cientificas da Matemadtica, a partir de observacdes e de nogdes

desenvolvidas sobre formas da natureza.

Com o objetivo de organizar um conhecimento pedagdgico acerca desse assunto, fez-
se necessdria a constituicdo de um cendrio investigativo em torno do conceito e da sua
presenca pedagdgica, resultando, assim, na questdo-problema da investigacdo: Como o

Conceito Fractal vem se Estabelecendo na Educagdo Bdsica?

Esse objeto de estudo estd vinculado ao campo de pesquisa da Educacao Matematica,
por meio da temdtica de investigacdo do processo ‘“‘ensino-aprendizagem da Matematica”.
Desde 1994, Jeremy Kilpatrick, professor do Instituto de Educacdio em Matematica da
Universidade da Geodrgia, Estados Unidos, identificou os fractais como um ‘“novo
conhecimento” e uma nova tendéncia dentro do processo de ensino-aprendizagem, pois para
ele, “[...] a medida que surgem novos conhecimentos e novas tecnologias e aplicagdes da
matematica, t€ém surgido pesquisas sobre como estes poderiam ser ensinados e/ou aprendidos
na escola. Um exemplo disso sdo os fractais [...]” (FIORENTINI; LORENZATO, 2009, p.
42).
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O tema Fractal conta com pouco mais de 35 anos de desenvolvimento, sendo
considerado um tema novo na Matemadtica e, por isso, tem se tornado alvo de criticas,
desconfiancas e de resisténcias. “O milagre € que a geometria fractal tenha sobrevivido aos
males de infiancia que devastam as iniciativas intelectuais, particularmente aquelas que
assumem um tom de sintese.” (MANDELBROT, 1998, p. 207). Essa resisténcia ndao ¢é
exclusividade da geometria fractal, exemplo disso s@ao os nimeros negativos, irracionais €

imaginarios.

Mandelbrot (1998), que iniciou o uso da palavra “Fractal” para designar a ideia, diz
que “Geometria Fractal é o estudo de diversos objetos, tanto mateméticos como naturais, que
ndo sdo regulares, mas rugosos, porosos, ou fragmentados, sendo-o no mesmo grau e em
todas as escalas”. Alves (2007, p. xxxiii), em uma sintese matemaética, diz que “Fractal ¢ uma
forma composta de partes que de algum modo sdo semelhantes ao todo.” Associa-se a forma
fractal a trés nocoes: autossemelhanca, complexidade infinita e dimensdo ndo-inteira. Essas
nocdes ficam evidentes e mais claras quando tratamos de sequéncias geométricas. A
autossemelhanga provém da semelhanga entre si dos elementos que vao compondo as formas
até a forma fractal. A complexidade infinita diz respeito a complexidade das formas que
convergem a forma fractal no mesmo grau e em todas as escalas. A dimensdo nio-inteira € a
no¢do que, segundo Alves (2007, p. xxxv), diz respeito a medida que um determinado
conjunto ocupa no espago natural a que pertence, como 0 espago em uma reta, em um plano

ou no espago volumoso. Para Sallum (2005), a dimensdo ndo-inteira traz o nome fractal.

Em relacdo a aceitacdo ou ndo da geometria fractal no meio académico, o matematico
polonés falecido em 14 de outubro de 2010, Mandelbrot (1998, p. 207-208) afirma que “De
uma forma mais geral, a geometria fractal € largamente aceita, [...] Nao obstante, ainda ndo se
tornou ‘“‘académica”, mantendo uma diversidade que ¢ intrinseca, rara, divertida e

importante.”

O fato de a geometria fractal ndo ser académica e também ser considerada muito nova
ndo diminui a sua importancia, pelo contrdrio, pois é sabido que “[...] Frequentemente um
conhecimento € amplamente utilizado na ci€ncia ou na tecnologia antes de ser incorporado a
um dos sistemas légicos formais do corpo da Matemadtica [...]” (BRASIL, 1998, p. 25), e é
justamente por isso, que a geometria fractal pode contribuir com a visdo de que a Matemdtica

ndo € um corpo de conhecimento imutdvel e verdadeiro. Tudo nos mostra que os fractais
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[...] Justamente por representar a matemdtica do futuro, é muito mais
interessante para o jovem. Os problemas tratados s@o mais interessantes, a
visualizagdo € no estilo moderno, parecido com o que se vé em TV e nos
computadores. (D’AMBROSIO, 1996, p. 59).

O argumento de que a Matematica é uma ciéncia viva estd apoiado na multiplicidade

das teorias matematicas, que

[...] amplia-se, nos tempos presentes, com o tratamento cada vez mais
importante dos fendmenos que envolvem o acaso — a Estatistica e a
probabilidade — e daqueles relacionados com as nog¢des matematicas de caos
e de conjuntos fractais. (BRASIL, 1998, p. 25).

Devido a essa multiplicidade

Pode-se prever que na matemética do futuro serdo importantes o que hoje se
chama matemdtica discreta e igualmente o que se chamavam “casos
patoldgicos”, desde a ndo-linearidade até a teoria do caos, fractais, fuzzies,
teoria dos jogos, pesquisa operacional, programacdo dindmica. [...]
(D’AMBROSIO, 1996, p. 59).

Pouco a pouco, as ampliacdes das teorias matemdticas vao inspirando novas pesquisas
no intuito de transpor o saber cientifico para o saber a ensinar e, segundo Kilpatrick (1998), a
geometria fractal estd inserida nesse contexto. Constatou-se um fato interessante: esse tema €
parte integrante das Diretrizes Curriculares para Educacdo do Estado do Parand, as quais
orientam o estudo da geometria fractal; orientam, ainda, que esse estudo deve colaborar para
que o aluno no Ensino Fundamental compreenda nocdes de geometrias ndo-euclidianas: “[...]
geometria projetiva (pontos de fuga e linhas do horizonte); geometria topoldgica [...] € no¢dao

de geometria dos fractais.” (PARANA, 2008, p. 56).
Destacam, também, que

[...] no Ensino Médio se aprofunda os estudos das Nocdes de Geometrias
ndo-euclidianas ao abordar a Geometria dos Fractais, Geometria Hiperbdlica
e Eliptica. Na geometria dos Fractais pode-se explorar: o floco de neve e a
curva de Koch; tridngulo e tapete de Sierpinski, conduzindo o aluno a refletir
e observar o senso estético presente nessas entidades geométricas, [...]
(PARANA, 2008, p. 57).

Além do relato dos pontos de vista dos pesquisadores em Educa¢do Matemdtica, como
Ubiratan D’ Ambrosio, em Educacdo Matemdtica da Teoria a Prdtica (1996), e Jeremy

Kilpatrick, Investigacion en Educacion Matemdtica: su Historia y Algunos Temas de
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Actualidad (1998), das orientacdes de documentos oficiais da Secretaria de Educacdo Bésica
brasileira como os Pardmetros Curriculares Nacionais (1998), e o documento oficial do
Estado do Parand, Diretrizes Curriculares de Matemdtica para a Educagcdo Bdsica (2008),
foram também encontradas vdrias pesquisas académicas que utilizam a teoria fractal em
diversos campos do conhecimento como, por exemplo: a) Medicina: Marcelo Bezerra de
Melo de Mendonga e outros, em Andlise Fractal da Vasculatura Retinica: Métodos de
Segmentagdo e de Cdlculo Dimensional (2007); b) Desenvolvimento Urbano: Fabiano José
Arcadio Sombreira, em A Logica da Diversidade: Complexidade e Dindmica em
Assentamentos Espontdneos (2003); c) Biologia: F. M. S. Angelis-Reis e W. S. Romanha, em
a Dimensdo Fractal como um Pardametro no Estudo do Granuloma na Esquistossomiase

Experimental (2006).

O estudo dos documentos oficiais e também das pesquisas académicas em Educacao
Matemidtica confirmaram que o conceito fractal, objeto de estudo desta pesquisa, é de
natureza pragmadtica, ou seja, os fractais estdo relacionados a melhoria da qualidade do ensino

e da aprendizagem.

As incertezas que pairavam sobre a importancia desse estudo e os primeiros indicios
da presenca dos fractais nos livros diddticos estimularam a busca por respostas que pudessem
ser mais reveladoras. A participacdo no II Seminério Internacional & Educagdao Matematica,
em 2009, trouxe a oportunidade de compartilhar essa inquietacdo com o palestrante Ubiratan
D’ Ambrosio, professor e doutor em matematica, o qual exp0s alguns argumentos favoraveis a

continuidade de estudos sobre esse assunto.

Visto a presenca do tema Fractal em diferentes estudos, publicacdes e até mesmo em
orientagdes curriculares oficiais e a fim de atingir o objetivo desta pesquisa que € o de
organizar um conhecimento pedagdgico acerca desse assunto, procurou-se identificar, por
meio de pesquisas em livros didaticos, a presenca do conceito Fractal na Educacdo Basica,

bem como o modo de apresentacao e de desenvolvimento desse assunto.

Buscou-se, inicialmente, identificar a presenga do conceito fractal na Educacdo Basica
por meio da revisdo académica, a fim de organizar uma unidade de conhecimento ou esséncia
compreensiva desenvolvida nos estudos académicos voltados para a Educacdo Matematica.
Em seguida, foram escolhidos livros didaticos aprovados pelo Plano Nacional do Livro

Didéatico (PNLD), do Ministério da Educacgdo brasileiro, anos 2011 e 2012, que apresentavam



19

mais licdes sobre Fractais. Apds a descri¢cdo do desenvolvimento dado as respectivas licdes
sobre Fractais, efetuou-se a andlise das ocorréncias dos objetos de aprendizagem de conceitos,
classificados como fatos particulares, classes, relacoes e estruturas, critérios epistemoldogicos
orientados por Francois Marie Gérard e Xavier Roegiers, em Conceber e Avaliar Manuais
Escolares (1998), referéncia permanente dos Guias de Livros Diddticos, do PNLD, desde
2004. Na mesma organizagdo tedrica, procurou-se, também, avaliar e descrever as situacdes
motivadoras da aprendizagem, que dizem respeito as articulagcdes necessarias do conceito
especifico com situacdes de contextualizacdo, favordveis as construgdes conceituais. Vale
destacar que fatos particulares sdo situagdes naturais em que o objeto aparece em nosso meio;
classes sdo distintas constituicdes do objeto, que no caso fractal, podem ser numéricos,
geométricos e algébricos; relacdes, quanto as operacdes em que os fractais aparecem; e

estruturas, quanto ao nimero de relacdes do objeto.

O estudo do conceito fractal foi realizado levando-se em conta trés aspectos: o
topoldgico, o geométrico e o da linguagem. As nog¢des topoldgicas que se buscou desenvolver
se fazem necessdrias porque hd a classe dos fractais algébricos, construidos mediante teorias
topoldgicas, que sdo aqueles obtidos por “sistemas de fungdes iteradas”, onde é utilizado o
estudo de métricas, do espago métrico e da métrica de Hausdorff. J4 o aspecto geométrico fez-
se necessario porque apresenta grandes possibilidades da Teoria Fractal para o ensino da
Matemadtica na Educacdo Bésica e o aspecto da linguagem, porque a geometria fractal

também € uma linguagem.

A partir de leituras de Pedro da Ponte (2006) e de Yin (2010); e devido a natureza do
objeto de pesquisa, adotou-se a estratégia de investigacdo Estudo de Caso. Essa estratégia,
que ndo se impde como “método”, mas que delineia uma organizagao cientifica para o estudo,
vem favorecendo na compreensao de estudos desta orientagdo, como também na compreensao

do préprio objeto.

Segundo Pedro da Ponte (2006), Estudos de Casos podem ser exploratérios, analiticos,
descritivos ou de outra modalidade. Nao t€ém que ser exclusivos de uma ou outra modalidade,
mas sao particularisticos, no sentido que buscam constituir o conhecimento universal a partir
dos casos particulares, como neste estudo intitulado O Conceito Fractal e sua Presengca
Pedagogica na Educagdo Bdsica. Ao constitui-lo assim, concebe-se no Estudo de Caso a
relacdo particular do pesquisador com seu objeto, cujo conhecimento cientifico acarretado da

pesquisa tem valor universal.
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Mediante as caracteristicas da estratégia Estudo de Caso, esta pesquisa € considerada
um estudo essencialmente descritivo, visto que se procurou conhecer, de modo descritivo e
conjugado, a constitui¢io matemadtica do conceito fractal, bem como a realidade pedagdgica
desse conceito no ensino da Educacdo Basica. Investigou-se, portanto, a realidade de uma

situacdo pedagdgica que veio se manifestando na descri¢do do conhecimento.

Como o objetivo desta pesquisa € organizar o conhecimento sobre o tratamento
dispensado pelos livros didaticos e pelos estudos académicos ao assunto fractal, procurou-se
estabelecer um didlogo com a literatura existente, visando contribuir na formagao de futuras
hipdteses de outros estudos sobre o conceito fractal e sua presenga pedagdgica. Esta pesquisa
foi tratada como bibliogridfica e documentédria porque foi realizada por meio de leituras

diversas, em producdes académicas e livros escolares que tratam do tema em referéncia.

Dada a importancia e a complexidade do tema, este trabalho foi organizado em 5
capitulos: sendo o primeiro a Introdugdo; no segundo, O Conceito Factral, apresentou-se uma
das principais caracteristicas do conceito fractal que é a dimensdo fractal. Buscando atribuir
significados ao valor ndo-inteiro da dimensao, foram desenvolvidas e descritas atividades que
podem ser aplicadas na Educagdo Bésica; no terceiro, a Revisdo Académica que possibilitou
uma visualizagdo da presenca pedagdgica do conceito fractal, fornecendo, assim, um
panorama geral de como ele vem se estabelecendo como objeto de ensino e, também, uma
andlise da importancia do seu estudo para a compreensdo de homem e de mundo, alinhados
com o pensamento sistémico; no quarto, em A Presenca Pedagogica dos Fractais em Livros
Diddticos, foram expostas as andlises de atividades envolvendo fractais, apresentadas nos
livros didéticos do Ensino Fundamental e Médio, aprovados pelo PNLD de 2011 e 2012
respectivamente, expondo, ainda, algumas conclusdes provenientes desta investigacio; e por

altimo Uma Sintese Conclusiva.

Enfim, a organizacdo desse conhecimento pedagdgico acerca do conceito Fractal
podera favorecer mais reflexdes sobre o tema e, doravante, aliada a novas pesquisas,
contribuir de forma efetiva para a melhoria da qualidade do ensino e da aprendizagem da

Matematica.
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2 O CONCEITO FRACTAL

Em diferentes pesquisas, como em Alves (2007), é considerado que o conceito de
Fractal € simples nas primeiras no¢des, como naquelas que aparecem ilustradas nos manuais
do Ensino Fundamental, mas “ndo é facil defini-lo de modo formal”. Segundo a autora, a
ideia é formada e € mais ttil quando entendida de forma abrangente, por muitas imagens e
contextos. Portanto, como anunciada na parte introdutéria deste texto, o conceito fractal foi

abordado pelos aspectos Geométrico, Topoldgico e da Linguagem.

2.1 O QUE SAO FRACTAIS

Fractal € um conceito da Matematica que € expresso com a ideia de “[...] uma forma
composta de partes que de algum modo sdo semelhantes ao todo.” (ALVES, 2007, p. xxxiii).
Uma forma fractal pode estar presente como objeto geométrico, como objeto numérico ou

como objeto algébrico, dependendo da representagcdo sobre a qual a definimos.

Mandelbrot (1998, p. 207), ao escrever a teoria fractal, afirma que a “Geometria
Fractal ¢ o estudo de diversos objetos, tanto matemdticos como naturais, que ndo sao
regulares, mas rugosos, porosos, ou fragmentados, sendo-o no mesmo grau e em todas as

escalas.”

FIGURA 1 - Curva de Peano

Fonte: Alves (2007, p. 42).
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Na Figura 1, o quadrado € um fractal. Essa afirmacdo assenta como verdadeira quando
¢ justificada mediante o procedimento iterativo da curva de Peano'. Pode-se compreender que
essa curva preenche todo o espago do plano compreendido no quadrado euclidiano. Para se ter
uma ideia desse fato, basta considerar um sistema de eixos cartesianos com origem no inicio
da curva de Peano e o eixo das abscissas dado pelo proprio segmento. Na iteracdo de ordem k,
a curva estard cobrindo pontos da superficie com abscissas dadas por racionais de
denominadores 3* decrescendo em 1/3 na ordem seguinte. Fato semelhante pode ser visto para
ordenadas. Em consequéncia, a superficie de cada quadradinho gerado pela curva tende a
zero. Isso induz a confirmacdo de que a curva cobre toda a superficie. Neste capitulo serdo
descritas formas de se calcular o valor da dimensao desse objeto fractal, que € dois. O valor da
dimensao fractal, em geral, € um nimero nao-inteiro, mas se for um nimero inteiro, o todo

serd irregular ou com detalhes.

Sobreira (2003) levanta questionamentos sobre a utilidade de se calcular a dimensao
ndo-inteira de um objeto, mais especificamente, da aplicabilidade ou significado desses
nimeros para um urbanista, ou seja, qual o significado que se deve atribuir a informacao de
que a dimensdo fractal de malha (d,,) da cidade americana de Boston é 7,69, enquanto da
cidade de Budapest, capital e a maior cidade da Hungria, d,, € préxima de /,72. Sobreira
(2003, p. 140) afirma que ha autores que se utilizam dessas informacgdes para definir

postulados estéticos:

[...] as melhores criacdes (sejam nas artes pldsticas, na arquitetura ou
urbanismo) seriam aquelas compostas por elementos nas mais diversas
escalas. O que nos agradaria nos edificios ou em uma cidade seria a mistura
de regularidade e surpresa [...].

Mandelbrot (1998, p. 207), destacou a autossemelhanga como uma das principais
nogoes, ao afirmar que a “Geometria Fractal € o estudo de diversos objetos, tanto matematicos
como naturais, que ndo sdo regulares, mas rugosos, porosos, ou fragmentados, sendo-o no
mesmo grau em todas as escalas”. A autossimilaridade pode ser: estritamente autossemelhante
(deterministica), ou autossemelhanga aproximada, ou ainda, autossemelhanca estatistica (nao-

deterministica). As baias, por exemplo, sdo estatisticamente semelhantes as linhas litoraneas e

' Para se construir a curva de Peano, comega-se, por exemplo, com um segmento de reta unitiria e em seguida
colocamos os nove segmentos de comprimento 1/3. Aplica-se o mesmo procedimento para os nove segmentos
e assim infinitas vezes.
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a rugosidade das cordilheiras esta reproduzida estatisticamente num simples pedago de rocha.

A autossimilaridade ndo ocorre em todos os fractais, nem em todas as partes de um fractal.

As nuvens nio sio esferas, as montanhas nio sdo cones, as linhas costeiras nio sio
circulos, a casca das arvores ndo ¢é lisa e os relampagos ndao viajam em linha reta
(MANDELBROT, 1983 apud ALVES, 2007). Nessas afirmacdes repousa a noc¢do de
irregularidade, pois o autor buscou mostrar exemplos de objetos naturais que ndo sao
regulares e que, se observados bem, possuem muitos graus de detalhes e reentrancias; o grau
de detalhamento se mostra na medida em que se aproxima do objeto, e isso tem a ver com a
no¢do de escala. Para tornar mais compreensivas as nocdes de irregularidade e escala,

Mandelbrot (1998) pergunta: “Quanto mede, afinal, a costa da Bretanha?”

Mandelbrot (1998, p. 30) ilustra a no¢do de escala sugerindo que se imagine

[...] um homem que caminhe ao longo da costa, percorrendo o caminho mais
curto possivel, garantindo, contudo, que nunca se afaste da linha costeira
mais do que uma dada distancia 1. Depois repete-se o processo, tornando a
distancia maxima do homem a costa cada vez menor. Em seguida substitui-
se 0 nosso homem por um rato, depois por uma formiga e assim por diante.
Mais uma vez, quanto mais préximo o animal se mantiver da costa, mais
longa serd, inevitavelmente, a distancia a percorrer.

Com essa ilustracdo, o autor sugere que a extensao do objeto depende do instrumento
com o qual é medido. Mas pode um objeto ter extensdo relativa? A resposta a esse
questionamento vai além da aparente obviedade, pois estd ligada a maneira com a qual se
olham os sistemas naturais e humanos. Ressalta-se que existem diferentes visdes de homem,
de mundo, de conhecimento e de ciéncia que, neste caso, constitui a diferenca entre dois
paradigmas: o paradigma tradicional da ciéncia e o que representa uma novidade ao

paradigma da ciéncia, chamado de novo paradigma da ciéncia. No paradigma tradicional,

[...] o destaque é dado a separacdo sujeito/objeto, a representacio do espago
fisico como sendo apenas o euclidiano, ao cdlculo exato, priorizando,
portanto, os aspectos quantitativos da Matemdtica. [...] Na sistémica, a
metafora que a expressa € a da rede, que diz da impossibilidade de separar o
sujeito que conhece do objeto conhecido e da inexisténcia de uma hierarquia
de a prioris. (BAIER, 2005, p. 5, grifo do autor).

A fim de que se possa avancar na constru¢do de outra no¢do, a dimensao fractal, é

preciso ter depreendido estas duas caracteristicas dos fractais: a irregularidade e a escala.
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Antes do estudo da dimensdo fractal, é necessario retornar a pergunta de Mandelbrot
(1998); “Quanto mede, afinal, a costa da Bretanha?” Se a costa for considerada um objeto
fractal, a pergunta estd inadequada, por isso, serd colocada nos seguintes termos: Quanto
irregular € a costa da Bretanha? ou Quanto € a sua fragmentacao? Dita dessas maneiras, agora
ha condic¢des de prosseguir no estudo; para isso, precisa-se compreender um pouco a principal

caracteristica de todo objeto fractal, a dimensao fractal.

A dimensao fractal ¢ uma medida do grau de irregularidade e de fragmentagdo. “Um
fato muito importante: ao contrario dos nimeros dimensionais correntes, a dimensao fractal
pode muito bem ser uma fragdo simples, como 1/2 ou 5/3, ou mesmo um ndmero irracional,
como log 4/log 3 = 1,2618... ou n.” (MANDELBROT, 1998, p. 14). Portanto, as linhas
costeiras sdo exemplos de fractais naturais que nio sdo compostos por linhas retas e curvas
suaves. “[...] os objetos fractais sdo fragmentados e irregulares, compostos por sucessoes de
subestruturas, que sdo notadas a medida que observamos o objeto de forma mais e mais

detalhada.” (FRANKHAUSER, 1997 apud SOBREIRA, 2003, p. 58).

Em suma, o conceito fractal estd relacionado com as nog¢des de autossimilaridade,

escala, irregularidade, e com a principal de todo objeto fractal, a dimensao fractal.

2.2 DO ASPECTO GEOMETRICO

A producdo geométrica estd, em geral, a frente de toda a atividade compreensiva da
teoria fractal. Os chamados fatos particulares, tomados de Gérard e Roegiers (1998), como
um dos objetos de aprendizagem dos conceitos sdo, para o estudo dos fractais na Educagdo
Basica, as entidades materiais que servem de inspiracdo para o assunto fractal. A forma das
nuvens, a linha do litoral, a formacao das folhas, a radiografia do pulmao ganham atengdo e
sdo levadas a certas formas geométricas que lhes competem, como a curva de Koch e o
diagrama do pulmao de Mandelbrot, resultando, dai, os conteidos da Geometria Fractal. Essa
geometria, como de regra na formacdo dos conteidos da Matematica, ganha o estatuto de
teoria a partir da abstragdo como compreensao. No estudo de Machado (2001), esses objetos
da Matematica sao da abstrag@o, sem existéncia separada da existéncia dos objetos empiricos
e que a abstracdo, na relagc@o entre as instancias, € exatamente aquilo que nos € necessdrio ao

ato da significacao.
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Segundo Alves (2007), a partir da segunda metade do século XIX é que comecaram
aparecer os objetos, hoje tidos como objetos fractais. O triangulo de Sierpinski, o conjunto de
Cantor, a curva de Peano, a curva de Koch e floco de neve vém formando uma grande familia
de formas geométricas, constituindo o cendrio visivel da Geometria Fractal e com presenca
marcante nos variados estudos académicos. Em meio a esta familia de formas é que a grande
expressdo tedrica de fractal, como uma “forma”, faz sentido, assim como as nog¢des de

autossimilaridade, de complexidade infinita e de dimensao fractal.

Serdo descritos alguns fractais geométricos presentes em atividades dos livros

didéticos, que serdo analisadas em capitulo posterior.

FIGURA 2 - Objetos fractais: a) curva de Koch; b) conjunto de Cantor; ¢) floco de neve de Koch

Inicio:
Existem objetos que ndo podem ser descritos por
retas, COmo essa acima.

a .
1% fase: Entdo, é como se fosse retirado um pedaco da reta.

S

2° fase: £ depois mais outros pedagos.
g WY RN TSR VEDN DS o SRR
32 fase: A operacdo de esburacar a reta seria repelida

inumeras vezes...

42 fase: ... até se ter uma ideia do que aconteceria se fosse
quebrada infinitas vezes.

E assim sucessivamente...

T

Fonte: Smole e Diniz (2010b, p. 246) e Reis e Trovon (2009b, p. 9).

D l (c)

A curva de Koch é uma forma geométrica em que nela ndo hd tangente. Para obté-la,

parte-se de um segmento de reta. Depois € dividido em trés segmentos iguais e substituido o
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segmento central por dois outros segmentos que formariam um tridngulo equilatero com o
segmento central que foi retirado. Desta maneira, obtém-se quatro segmentos idénticos, em
que serdo realizados os mesmos procedimentos com cada um deles, e assim sucessivamente.

Na realidade, o limite do qual se aproxima a Figura 2a € chamada de curva de Koch.

O conjunto de Cantor, ou também conhecido como Poeira de Cantor, ¢ uma forma
geométrica obtida a partir de um segmento de reta. Primeiro, divide-se esse segmento em trés
partes iguais e retira-se o segmento central. Repetem-se esses mesmos procedimentos com 0s

dois segmentos restantes, e assim sucessivamente (FIGURA 2b).

O floco de neve de Koch € gerado inicialmente com um tridngulo equildtero de lados
unitarios; em seguida, divide-se em trés cada um dos segmentos unitdrios, constrdi-se um
triangulo equildtero no ter¢o do meio e, finalmente, retira-se a base de cada um dos novos
triangulos equildteros. Continuando esse processo indefinidamente, obtém-se uma curva
limite chamada de floco de neve, que além de ndo ter tangente em nenhum dos seus pontos,

apresenta um comprimento infinito (FIGURA 2c).

FIGURA 3 - Formas geométricas: a) tridngulo de Sierpinski; b) conjunto de Mandelbrot (a figura
maior corresponde a uma ampliagao detalhada da figura menor)

(a)

¥

(b)

Fonte: Smole e Diniz (2010a, p. 73) e Ribeiro (2010e, p. 95).
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O tridngulo de Sierpinski é a forma geométrica mais usual, tanto nos trabalhos
académicos, quanto nos livros didaticos. Sua forma € obtida a partir de um tridngulo
equildtero no plano. Marcam-se os pontos médios dos trés lados e em seguida ligam-se esses
pontos, formando quatro novos tridngulos equildteros. Apds isso, elimina-se o tridngulo
central, e, em seguida, aplicam-se os mesmos procedimentos para os trés triangulos restantes,

e assim sucessivamente (FIGURA 3a).

A partir de 1980 a Geometria Fractal ganha um novo e definitivo aliado, o
computador. Agora, agregam-se ao universo das formas abstraidas das instancias empiricas,
as formas geradas por computacdo. Traca-se detalhadamente o gréafico da funcdo complexa
f(z)=z"+c, sendo ¢ um ndmero complexo. Esse griafico € conhecido como conjunto de
Mandelbrot, que tem vistosa presenga no cendrio da geometria fractal, sendo referéncia
obrigatdria para a percep¢ao geométrica das caracteristicas essenciais dos objetos fractais no

contexto do conceito fractal (FIGURA 3b).

A fungdo complexa € iterada muitas vezes, com ¢ variando sistematicamente sobre
uma porcao do plano complexo. Se nesse processo de iteragdo resultar valores que tendem ao
infinito, o ponto ¢ permanece com a cor de fundo da tela; caso contrdrio, atribui-se a cor
branca para c. As paredes da prisdo, entdo, vao tomando a forma do conjunto M de

Mandelbrot.

2.3 DO ASPECTO TOPOLOGICO

Nesta se¢do reportamos a classe dos fractais definidos como espagos topoldgicos. Sem
reconstruir as sutilezas formais dos fractais desta classe, apenas pretendemos interpretar e
descrever a compreensdo que julgamos pertinente a pesquisa. De antemao, devemos recolocar
a ideia descrita em Alves (2007, p. xxxiii) de que um fractal € uma forma composta de

infinitas partes de algum modo semelhante ao todo.

Assim dito, é o fractal na sua natureza sintética, como objeto intuitivo abstraido de
situagdes concretas. Aproximada essa ideia a modelos tedricos, pode-se compreender o fractal
como um conjunto infinito de elementos semelhantes entre si, compreensao que possibilita
tratd-lo com a formalidade matemadtica da Topologia. Neste tratamento o objeto fractal ganha

natureza analitica e, numa terminologia da psicologia da aprendizagem, transcende da
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abstracdo empirica para a abstracdo reflexiva. Esta compreens@o nos interessa na medida em

que queremos tratar o conceito fractal como objeto de aprendizagem.

No conjunto fractal, de infinitos elementos semelhantes, a ideia de “semelhanca” é
referente a forma, e esta semelhanca participa unificando a natureza constitutiva do conjunto e
as partes. Os exemplos diddticos convencionais de conjuntos topoldgicos sdo conjuntos de
nimeros reais obtidos por alguma propriedade, conjuntos de segmentos da reta geométrica
obtidos com alguma relacdo, conjuntos de regides euclidianas no espaco plano ou no espago
volumoso. Numa abstragdo a partir desses modelos € introduzida a no¢ao de “bola” e, como
em Lima (1970), define-se bola aberta e bola fechada no espaco métrico. Sob a métrica que
induz o espaco métrico é que deve estar a nocdo de raio dessas bolas. Na formalidade
matemdtica do fractal € razodvel pensar o fractal como um conjunto do plano euclidiano,
como ¢é o tridngulo de Sierspinsk. Hd exemplos numéricos, como sucessdes numéricas
convergentes e outros com representagdes na reta, como o conjunto de Cantor, que sio

modelos estratégicos para a compreensao.

Na teoria convencional dos espagos topoldgicos, repetida em diferentes livros sobre
topologia, o conceito de “aberto” ou “bola aberta” ou “conjunto aberto”, é compreendido
como os subconjuntos do conjunto topolégico, ou do espaco topoldgico, dos quais qualquer
elemento centraliza um subconjunto também aberto contido no préprio elemento. Na
matemadtica fractal descrita, onde € desenvolvida a classe fractal dos conjuntos topoldgicos,
este conceito de “aberto” ou de “fechado”, cai sobre as partes semelhantes que também se

decompdem em partes semelhantes.

Nesta abordagem matematica dos fractais, tomamos o que desenvolve Alves (2007),
que sdo os fractais definidos por sistemas de funcdes iteradas. Trata-se de um modelo tedrico,
onde a formacdo fractal se da por iteracdes de uma aplicacdo f sobre um conjunto X, numa

sucessao até ao ponto fixo das iteragcdes.

2

O conjunto X aqui considerado é o conjunto que reldne os elementos gerados nas
iteracdes de f até ao ponto fixo, que é alcangcado na convergéncia de f a forma idéntica. O
ponto fixo a que referimos € definido nas aplicagdes de uma funcio f em um conjunto X e,

escrito por xz, € aquele em que f(xy) = xy.

No processo iterativo por f na formagdo fractal, o elemento xy € a forma fractal. O

conjunto X retne os elementos gerados no processo iterativo até ao ponto xy. Neste sentido,
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antes que aquele conjunto X seja um conjunto topoldgico ou que ganhe uma topologia, ele
deve estar munido de uma métrica e ser com ela um espaco métrico. A medida chamada
métrica é formalmente necessdria como a operagdo pela qual distingue-se um do outro os
elementos do espaco métrico. Nesta formalidade, como declara Alves (2007, p. 4): “Um
fractal € o ponto fixo de um sistema de fungdes iteradas num espaco métrico completo

munido da métrica de Hausdorff.”

Para facilitar a compreensdo dessa ideia, serd sintetizado o que se constitui como
métrica, como espago métrico e como métrica de Hausdorff a fim da formacao, nesta classe
analitica, do significado fractal. Uma métrica em X é uma aplica¢do d de X x X em R com as

seguintes propriedades:

d(x,y) =d(y, x); x,yemX;

d(x,y) > 0;

d(x,x) =0; xemX;

d(x,y) <d(x,z) + d(zy); x, y, zem X.

Um espago métrico, em qualquer compéndio do assunto, € um par (M, d) formado por

um conjunto M e uma métrica d em M, as vezes dito apenas espaco métrico M. Um exemplo

comum € o conjunto R dos nimeros reais com a métrica usual d(x, y) = |x —y|, que € o espago

métrico da reta. Intuitivamente sdo vélidas para esta d as quatro propriedades que ali
transcrevemos da defini¢cdo de métrica. Esta métrica € a propria distancia entre abscissas na

z

reta real. Como mais um exemplo, a distdncia usual no plano cartesiano é a métrica na

expressdo d =,/(x, - x; )2 +(y> - y; )? , que satisfaz aquele sistema de quatro propriedades.

A forma fractal como ponto fixo no sistema de fungdes iteradas tem que uma parte
qualquer também se desenvolva pelas interacdes ao mesmo ponto fixo. Com este fato, a forma
fractal munida da chamada métrica de Hausdorff, é dita um espaco métrico completo. Vale
ressaltar que a forma fractal assim formalizada € uma ideia de um conjunto das partes de um
conjunto. A seguir, serd descrita a métrica de Hausdorff, para munir este conjunto das partes e

dar-lhe a estrutura de espaco métrico.
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Sejam (S, d) um espaco métrico completo e o seu conjunto das partes
X={A CS/A+# ¢}/, sendo cada parte A como conjunto fechado e limitado. A métrica de
Hausdorff em X € escrita por: h(A, B) = max {d(A, B), d(B, A)}; A, B c X;
d(A, B) = max {d(x, B), x € A} ed(x, B) = min {d(x, y)}; d(x, y) ja é definida.

FIGURA 4 - Propriedade intrinseca da métrica de Hausdorff de separar os elementos do espaco
métrico

Um espago topolégioo X cha-
ms-se um espogo de Hausdorf] (ou
espago separado) quando, dados
dois pontos erbitrérios = » y em X,
existem abertos 4, B C X tais que
zEA YEBe ANB=g,

Fonte: Lima (1970, p. 62).

Verifica-se que a métrica de Hausdorff estd definida, ndo em um simples conjunto,
mas ja em um espaco métrico. Esta métrica escrita por / € expressa segundo uma métrica d. A
métrica “d” distingue os elementos em S e a métrica “h” distingue os elementos no conjunto X
das partes de S. Essa métrica h é, por vezes, chamada métrica da separacdo, e o espaco

topolégico X, induzido por ela, é chamado espaco separado (FIGURA 4).

2.3.1 Dimensao fractal

Alves (2007) afirma que a dimensao fractal € uma caracteristica das mais importantes

do conjunto fractal. Cita a dimensao euclidiana de Os Elementos®* como 1, 2 e 3 conforme a

2 A dimensdo euclidiana se encontra descrita na famosa obra de Euclides, Os Elementos. O livro I traz as
seguintes definicdes: “1. Ponto é aquilo de que nada é parte; 2. E linha é comprimento sem largura; [...] 4. E
linha reta € a que estd posta por igual com os pontos sobre si mesma; e 5. E superficie é aquilo que tem
somente comprimento e largura.” (EUCLIDES, 2009, livro I, p. 97). Ja o livro XI traz: “1. Sélido € o que tem
comprimento e largura e profundidade.” (EUCLIDES, 2009, livro XI, p. 481).
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fronteira da figura euclidiana, se constituida de pontos, de linhas ou de superficies. Na
geometria fractal a convencdo € outra, onde a dimensao fractal diz respeito a irregularidade da

forma e pode até nao ser inteira.

Na descri¢do do préprio Mandelbrot (1998, p. 14), que surge com a teoria fractal, a

dimensao fractal pode ser concebida com a noc¢do de

[...] curvas planas muito irregulares, que sua dimensao fractal se situa entre 1
e 2, a respeito de certas superficies muito enrugadas e cheias de pregas, que
a sua dimensao fractal estd entre 2 e 3 e, enfim, conjuntos de pontos sobre
uma linha cuja a dimens@o fractal estd entre O e 1.

Capra (2006) complementa, expondo que o conceito de dimensao fractal € uma nogao
matemadtica, porém se aproxima de nossas experiéncias com a natureza. Por exemplo,
“Quanto mais denteados forem os contornos de um relampago ou as bordas de uma nuvem, e
quanto mais acidentadas forem as formas de uma linha litoranea e de uma montanha, mais
altas serdo suas dimensdes fractais.” (CAPRA, 2006, p. 119). Vemos que o autor se utiliza da

“geometria da natureza”.

Ha muitas maneiras de se definir a dimensdo fractal, no entanto, uma vez definida
quaisquer uma delas, e determinado o valor D para ela, “[...] pode-se tentar definir um
conjunto fractal como sendo, ou um conjunto para o qual D € um nidmero real nio inteiro, ou
um conjunto para o qual D € um inteiro, mas o todo é “irregular”.” (MANDELBROT, 1998,
p. 176, grifo nosso). Antes de formalizarmos matematicamente a dimensdo fractal,

procuramos uma compreensao mais intuitiva desse conceito. Capra (2006, p. 119) afirma que

[...] uma linha denteada em um plano preenche mais espaco do que uma
linha reta, que tem dimensao 1, porém menos do que o plano, que tem
dimensdo 2. Quanto mais denteada for a linha, mais perto de 2 estard sua
dimensdo fractal. De maneira semelhante, um pedaco de papel amarrotado
ocupa mais espago do que um plano, porém menos do que uma esfera. Desse
modo, quanto mais amarrotado e apertado estiver o papel, mais perto de 3
estard sua dimensao fractal.



FIGURA 5 - Curvas planas irregulares de dimensao fractal entre 1 e 2
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Fonte: Edilson de Moura, 2011.
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FIGURA 6 - Iniciador-gerador da Figura 5

(a) (b)

(c) (d)

Fonte: Edilson de Moura, 2011.

FIGURA 7 - Curva no 4° estdgio de desenvolvimento
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Fonte: Edilson de Moura, 2011.

Destacamos na Figura 5 um exemplo de curvas que foram construidas no plano e tem
dimensodes diferentes. Vale observar que quanto mais detalhes e reentrancias tiver a curva,
maior serd a sua dimensao. Sendo assim, dp (dimensdo da Figura 5b) tem maior dimensao,
portanto: dg > d4 > dp > dc. As curvas da Figura 5 foram construidas a partir de um dos
iniciador-gerador. Exemplificaremos a constru¢do de um deles a partir do estidgio em que se

encontra a curva da Figura 5Sa.
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Primeiro, toma-se a peca correspondente ao iniciador-gerador da curva que, no nosso
caso € a Figura 6a, depois, substitui-se cada segmento da Figura 5a pela peca geradora; para
isso, a peca geradora terd que diminuir ou ficar numa escala menor para que possa ser
encaixada por completo em cada segmento. Feito isso, obtém-se a curva da Figura 7, que esta

no 4° estagio de desenvolvimento.

Percebe-se que apesar da curva da Figura 7 apresentar visualmente mais detalhes do
que a da Figura Sa, elas tém a mesma dimensdo, pois apenas estdo em escalas e fases de
desenvolvimento diferentes. Para que os nossos sentidos ndo nos enganem, precisamos
formalizar matematicamente maneiras de quantificar a dimensdo fractal. Esses exemplos
podem servir como atividades para as séries iniciais do Ensino Fundamental, pois
desenvolvem conceitos de homotetia, dimensao fractal (sob o aspecto geométrico), escala, e

padrao.

Existem muitas definicdes de dimensdo, o que pode gerar resultados numéricos
diferentes quando aplicadas a0 mesmo conjunto fractal. Alves (2007, p. xxxv) afirma que “O
valor da dimensdo € um indicador da quantidade de espaco que ocupa um determinado
conjunto. E uma medida das proeminéncias das irregularidades de um conjunto quando
observado a uma escala muito pequena.” Entdo, a seguir, serd demonstrada uma maneira de se

calcular a dimensao fractal por meio da contagem de caixas.

Para se calcular a dimensao fractal por meio da contagem de caixas de um conjunto
plano F, primeiro, desenha-se uma rede-¢ de quadrados (caixas) e conta-se, para varios
valores de & (escala) cada vez menores, o nimero N, F) de quadrados (caixas) que se
sobrepde ao conjunto. A dimensdo € a razdo logaritmica, a qual N,(F) cresce quando ¢ tende
para zero e pode ser estimada pelo declive do grafico de log N,(F) em funcdo de (—log ¢).
Pode-se dizer também que o nimero de quadrados da rede-¢ que intersecta F' € um indicador
de quao espalhado ou irregular é o conjunto, quando examinado a escala €. A dimensao reflete
quao rapidamente as irregularidades se desenvolvem a medida que ¢ tende para zero. Ou seja,

quanto maior o declive do gréifico ou a razdo logaritmica maior a dimensao.
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FIGURA 8 - Tamanho de caixas versus nimero de células ocupadas: a) escala 1/4; b) escala 1/8;
c) escala 1/12; d) escala 1/16; e) escala 1/24; f) escala 1/32

(a) N (b)

(c) d)

-

i)

Fonte: Edilson de Moura, 2011.
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Para se compreender melhor esse processo descrito por Alves (2007), determinamos a

dimensao fractal de um ramo de pinheiro, o qual depois de colhido foi escaneado, a fim de

que pudéssemos submeté-lo ao processo de contagem das caixas (quadrados) que se

sobrepunham a ele (FIGURA 8). Verifica-se que na Figura 8a, os onze quadrados da malha

tém alguma parte do ramo, entdo N (F) = 11 e aescalae = 1/4.

TABELA 1 - Dimensao fractal do ramo do pinheiro

Escala ¢ 1/4 1/8 1/12 1/16 1/24 1/32
N.(F) 11 30 60 101 208 334

—log ¢ 0,602 0,903 1,074 1,204 1,380 1,505
log N.(F) 1,041 1,477 1,778 2,004 2,318 2,523

Fonte: Edilson de Moura, 2011.

Os valores obtidos na contagem dos quadrados N,(F) e sua respectiva escala ¢ geraram

as coordenadas (—log & log N(F)), as quais foram, em seguida, inseridas no software

GeoGebra (TABELA 1).

FIGURA 9 - Grifico da reta de regressdo linear por meio da ferramenta Reta de Regressdo, em

software especifico
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-0.2 /5 0z 04 08 oe 1 12 14 18 18

Fonte: Edilson de Moura, 2011.
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Finalizando, construimos a reta de regressdo linear’ por meio da ferramenta Reta de

Regressao Linear, daquele software (FIGURA 9).

Este método da dimensao de contagem das caixas € utilizado para estruturas fractais
que nao sao totalmente autossemelhantes. A curva de Koch e o conjunto de Cantor sdo
exemplos de fractais com autossemelhanca exata. Contudo, a definicdo da dimensdo de
contagem de caixas também permite calcular o valor da dimensdo fractal para os objetos

fractais com autossemelhanca exata.

Pode-se observar que o tamanho relativo do ramo cresce a medida que o tamanho das
caixas diminui. Essa taxa de crescimento, representada pela inclinacdo da reta do gréfico

logaritmico, dird quanto quebradico ou tortuoso € o ramo ou o objeto.

Resumindo, o cdlculo da dimensdao por meio da contagem de caixas pode ser

simplificadamente entendido da seguinte forma:

[...] divide-se a drea do conjunto analisado em um certo nimero de caixas
iguais. Conta-se o nimero de caixas em que existe pelo menos um ponto do
conjunto. Repete-se o procedimento para vdrios tamanhos de caixas. Os
dados (tamanho de caixas versus nimero de células ocupadas) sdo lancados
num grafico logaritmico (pois neste grafico a lei de poténcia € convertida em
funcio linear, sendo possivel medir o expoente da fun¢do, que corresponde a
inclinacdo da reta resultante apds uma regressao linear). A dimensdo fractal,
neste caso, equivale a inclinagdo do grafico (SOBREIRA, 2003, p. 65-66).

Se os objetos forem pouco fragmentados (mais euclidiano), o valor relativo da
medi¢do em diferentes escalas muda pouco e a inclinacao do grafico € pequena. A inclinag@o

do gréfico indica quanto quebradi¢o ou detalhado € um objeto.

Mas, que significado hd quando afirmamos que o ramo do pinheiro tem dimensdo
1,757 E necesséario buscar, entdo, uma compreensao significativa que possa ser atribuida pelos

sujeitos, pois na postura fenomenolégica e no ambito da educagao,

[...] é importante privilegiar a atribuicdo de significados as teorias, as
expressoes artisticas, literdrias, histéricas, enfim, ao mundo onde vivemos. E
importante que as atividades sejam dirigidas de modo que o sentido se faca

para o aluno, gerando compreensao, interpretacdo e comunica¢do de maneira

3 O coeficiente angular da reta: 1,05x — 0,6y = 0,06 obtida por meio do software GeoGebra, representa a
dimensdo fractal do ramo do pinheiro. Portanto D = 1,75.
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que significados sejam atribuidos. “Ao trabalhar fenomenologicamente no
ambito da educagdo escolar, a postura é a de buscar pelo sentido e pelo

significado do que se faz e do que se escolhe” (BICUDO, 1999 apud
BAIER, 2005, p. 133).

No intuito de atribuirmos significado a dimensdo fraciondria, faremos uso de uma

variante da curva de Von Koch, a qual € interpretada como o modelo de pulmao.

FIGURA 10 - Variante da curva de Von Koch, interpretada como modelo de Pulméo

Fonte: Mandelbrot (1998, p. 49).

Como se pode ver na Figura 10, no pequeno diagrama a esquerda, cada

pulmao € um tridngulo isésceles, ligeiramente obtuso (tem um angulo de 90°+¢):

[...] A traqueia é limitada por um diedro de angulo 2¢. A traqueia
junta-se, de cada um dos lados, um bronquio, também limitado por
um angulo de 2e¢. [...] de cada segmento do contorno externo parte
um tridngulo de carne, que divide o l6bulo correspondente em dois
sublébulos. Acrescentamos assim sucessivamente, ora de um lado
ora do outro, subsub-bronquios e subsubtridngulos de carne
(MANDELBROT, 1998, p. 48).

Segundo Mandelbrot (1998, p. 48),

[...] trata-se de um modelo mediocre, mas é suficiente para por em evidéncia
a ligacdo que existe entre, por um lado, as conexdes que permitem a este
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6rgdo estabelecer um contacto intimo entre o ar e o sangue e, por outro lado,
o conceito de objeto fractal.

Se continudssemos o processo de construcdo desse objeto fractal indefinidamente,

Mandelbrot (1998, p. 48) afirma que

[...] acabariamos por obter uma sec¢do de pulmdo ideal, que seria
uma curva de comprimento infinito e com dimensao D ligeiramente
inferior a 2. Extrapolando para tr€s dimensdes, obteriamos entdo
uma superficie pulmonar com dimensdo ligeiramente inferior a 3.

Quando Mandelbrot (1998) afirmou que a dimensdo do pulmio era ligeiramente
inferior a trés, possivelmente estava atribuindo significado a dimensao fraciondria do objeto
fractal, relacionando-o a eficiéncia do pulmdo humano que tem um volume pequeno e uma
area enorme, condizente com o modelo fractal sugerido, o qual apresenta drea maxima —

indefinida, pois depende da escala de observagao - mas com volume minimo.

Em relagcdo ao exemplo do pinheiro, qual o significado que podemos atribuir ao valor
fraciondrio da dimensdo do ramo? Quando calculamos a dimensdo por meio da contagem de
caixas, obtemos a irregularidade do contorno do ramo do pinheiro, ja que a dimensdo esta
entre um e dois, e, valendo-nos do exemplo dado por Mandelbrot (1998), inferimos que a
arvore pinheiro tem dimensdo fractal entre dois e trés. Sendo assim, podemos atribuir um

significado condizente a disposicao da copa das arvores, pois Romanha (2009) afirma que

A disposi¢do fractal da copa das 4rvores potencializa e maximiza a
exposicdo de uma quantidade enorme de folhas ao sol, permitindo maior
eficiéncia na captacdo de luz. A disposi¢do fractal das drvores adultas
também permite que elas lancem novos ramos durante todo o ano sem que o
aumento do perimetro da copa seja perceptivel. Entdo, uma estrutura fractal
fornece o maximo de eficiéncia com o minimo de ocupacdo de espaco.

Existem varias maneiras de se medir a dimensao fractal: uma, que € o calculo
por meio da contagem de caixas ou dimensdo da malha, e outra, que é a dimensao de
Hausdorff-Besicovitch, a qual estd em conformidade com a dimensao usual de espacos usuais.
O termo dimensdo fractal estd associado ao processo de contagem das caixas ou a de

Hausdorff.

A formulacdo precisa da dimensdo de Hausdorff-Besicovitch nao serda apresentada

neste estudo, pois além de ter sido pouco reveladora, transcendeu o ambito desta
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investigacdo. No entanto, foram constatados na dissertacdo de Alves (2007),
subsidios para o aprofundamento desse estudo. Mas, para se ter uma visdao geral do

que seja essa dimensdo, Stewart (1991, p. 237) afirma que

[...] a ideia basica € definir o volume d-dimensional de uma figura
para d arbritirio (ndo inteiro). Assim, a dimensdo de Hausdorff-
Besicovitch da figura é o valor d para o qual o volume d-dimensional
muda de infinito a zero. Cada figura tem um valor especifico de d no
qual o volume d-dimensional faz tal desvio.

Por parecer-nos pouco reveladora essa formulacdo da dimensdo de Hausdorff-
Besicovitch, faz-se necesséario o estudo do conceito escala, a fim de atribuirmos significado,
pois a maior parte das defini¢des de dimensdo de um conjunto depende de uma medicao desse
conjunto na escala ¢, que quantifica a sua irregularidade quando observada. Carvalho et al.
(1986) apresenta os conceitos escala e dimensdo de Hausdorff-Besicovitch de forma
esclarecedora e bem organizada, por isso, com o intuito de apreendermos melhor aqueles

conceitos, serdo descritas algumas ideias centrais.

FIGURA 11 - Esquema para calcular o comprimento de uma curva

TL/?U

L(g) =¢.N(g)

57]

Fonte: Edilson de Moura, 2011.

Mandelbrot (1998) fez uma pergunta provocativa a respeito do comprimento da costa
da Bretanha e, depois, concluiu que o comprimento dependeria da escala. Assim, se usada
uma régua de tamanho & para medir o comprimento do litoral (ou de uma curva), ele serd

igual ao comprimento ¢ multiplicado pelo nimero de vezes que a régua foi tomada ao
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contornar a costa. Entdo, se o tamanho da régua usada para medir a costa, diminuir, seu

comprimento aumentard (FIGURA 11).

O meteorologista Lewis Richardson aplicou essa defini¢io para determinar o
comprimento da costa de diversos paises e descobriu que, para cada um deles, o nimero de
segmentos na escala satisfaz a Lei Empirica: N(¢) = K . ¢”, onde K e D sdo constantes que
dependem da formacdo costeira do pais. Temos entdo:

Le) = ¢ . Ni) = (¢ . & Ne)e? = (¢"° N(e))/e®, fazendo N(e)e® = K, temos que

L(e) =K. &P e N(e) = K. . Dai, concluimos que:

L=1lim(L(e)) = lim (K.¢" " )=lim |k o.-L| =lim |x 1| - o ou seja, o
e —0 e —0 e —0 8D e—0 e ’ 4

comprimento total L da costa tende ao infinito.

Reiterando que a dimensdo de Hausdorff-Besicovitch estd em conformidade com a

dimensao usual de espagos usuais, mostraremos como ocorre essa adequagao.

FIGURA 12 - A dimensdo euclidiana
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| —

N = 25 partes ; r=

1
N =125 partes; r = = =

1
3V125 3 53 5

Fonte: Carvalho et al. (1986, p. 20-21).
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Um objeto unidimensional, como um segmento de reta, também possui a propriedade
de se reproduzir similarmente. Ele pode ser dividido em N pecas em forma de segmentos

idénticos, cada uma das quais reduzidas pela razao r do todo (FIGURA 12), da seguinte

1
forma: r=—.
N

Analogamente, um objeto bidimensional, como um quadrado no plano, pode ser

dividido em N pecas em forma de quadrados autossimilares, as quais estdo reduzidas pela

- ) 1 ) ) .. )
razdo r do todo, da seguinte forma: r=——. Por fim, um objeto tridimensional, como um

JN

cubo sélido, pode ser dividido em N pecas pequenas em forma de cubos, cada um dos quais

1
reduzidos pela Razdo: r=——.
IN
Um objeto autossimilar de dimensdo D pode ser dividido em N pequenas réplicas

(pecas) de si proprio, cada uma das quais reduzidas por um fator r, da seguinte forma:

1

r=—.
N
Podemos escrever: r.AN =1; depois, elevando a D membro a membro, teremos:

. N = 1. Para obtermos o valor de D a partir desta equacio exponencial devemos aplicar o

logaritmo decimal membro a membro, da seguinte maneira: log (r” . N) = log 1.

Pelas propriedades de logaritmo, teremos: log r + log N = log I, ou seja,

-log N _ log N _log N1 , portanto,

D .logr+log N =0;Entao, D= =
logr  -logr logr

log N

log UJ

Mandelbrot (1998) chama D de dimensdo fractal da curva, que difere da dimensao

D=

euclidiana por ndo precisar ser, necessariamente, um ndmero inteiro. A magnitude de D € a
medida da “rugosidade” da curva. Para entender como objetos autossimilares se relacionam

1

com as leis de Richardson, basta fazer: K= I, e =re N=—;.

7
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Um fractal primitivo que destacaremos estad ligado ao nome de Georg Cantor (1845-
1918), que criou um conjunto obtido por meio da fragmentacdo do intervalo [0, 1] e

reconhecido por Mandelbrot (1998), muitas décadas mais tarde, como um fractal.

FIGURA 13 - A dimensdo fractal do Conjunto de Cantor

Fonte: Carvalho et al. (1986, p. 25).

O conjunto de Cantor* é obtido da seguinte maneira: divide-se o intervalo Ip=[0, 1] em

trés partes autossimilares, e em seguida, retira-se de Iy, seu terco médio aberto (FIGURA

1 2
13a). Na Figura 13b, encontramos, assim, I] = [0, 5} U {E ]]

No passo seguinte, divide-se cada intervalo de I; em trés partes autossimilares e

retiramos seus respectivos tercos médios abertos. Obtemos, na Figura 13c, assim,
1 =lot|u|23\v|s 2 u|d 1]
2 9 9 9 99 9

Repetindo-se o processo indefinidamente, chega-se ao conjunto de Cantor, que &

formado por todos os pontos que ndo foram retirados. Nota-se que os pontos extremos 0, 1,

i, g L. , pertencem ao conjunto de Cantor, uma vez que em cada etapa da constru¢do sao

-

3 39

retirados apenas pontos interiores dos intervalos anteriores. Como em cada etapa obtém-se

‘0 conjunto de Cantor tem dimensao fraciondria entre o ponto e a reta, ou ainda, entre 0 e 1.
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dois novos intervalos, temos que N = 2. Por outro lado, vimos que cada intervalo € dividido

em trés partes autossimilares, logo a razdo r = 3

Assim, a dimensao fractal do conjunto de Cantor € dada pelo algoritmo:

log N
p="2 ,entdo D = log 2 =0,6309 . Também pode-se calculd-la em relag¢do a Figura 13,
log e’ log 3
, . log 4
sO que neste caso, N =4 e ¢ = 1/9, sendo assim D = Tog O =0,6309.
08

FIGURA 14 - A dimensao de objetos com autossemelhanca exata

1
D;- kg N
log £~}
13
N=4deg'=3— D,-!9%3 jst0¢é D,-1,4650.
log 3
14
N=See'=md— Dy 1988 is106 Dy - 1,5000. —_— —
log 4

wm / \

N=4eegl=3— D,-1924 is0é D.-12619. o,
log 3

14
N=6ecl=4— Ds- 102 6 s é D, -12025. A g
log 4 /

Fonte: Edilson de Moura, 2011.

Do exposto até o momento, pode-se calcular, agora, a dimensao das curvas da Figura 5

que esta descrita na Figura 14.

Vale ressaltar que, cada uma das maneiras de se calcular a dimensdo fractal, pode
gerar uma medida distinta. Isso significa dizer que a dimensdo fractal ndo € unica, pois
depende do método de observacdo e medi¢do utilizada. Além desses procedimentos

apresentados, existem outras categorias de dimensdes fractais, todas categorizando o objeto
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segundo a sua fragmentagdo, mas a partir de visdes distintas. O conceito dimensao, apesar de
sua importancia para aquisi¢do do conceito fractal, vem sendo explorado apenas como uma

curiosidade, tanto em trabalhos académicos como nos cursos oferecidos a professores.

2.3.2 Atratores

Pelo fato de o conceito de atrator ser relevante para a compreensdo e aquisicdo do
conceito fractal e também por estar presente em livros didaticos da Educagdo Bésica, objeto
de nosso estudo, serdo evidenciados os seus principais aspectos; serd apresentada, também,

uma atividade constante num livro didatico do 9° ano do Ensino Fundamental.

Segundo Stewart (1991, p. 239), “[agora] tudo ficou bem mais claro. Em particular, a
distingdo geométrica entre formas regulares, como circulos e esferas — isto €, multiplos — e
formas irregulares, como fractais [...]”. Essas distingdes entre as geometrias euclidianas e
mandelbrotianas (geometria de Mandelbrot) se tornaram mais evidentes apds o estudo do

conceito dimensao fractal, que € aquele

[...] esquisito nimero fraciondrio inventado por Hausdorff e Besicovitch,
desprezado pelos cientistas da &rea aplicada até que Mandelbrot o
ressuscitou, poliu e explorou, vem a ser uma propriedade-chave do atrator,
governando vdrias caracteristicas quantitativas da dindmica (STEWART,
1991, p. 239).

Souza e Pataro (2009b, p. 107) trazem no livro escolar do 9° ano do Ensino

Fundamental uma atividade (FIGURA 36), da qual apresentaremos apenas um de seus itens:

O modelo de Verhulst citado no texto [A matemética do caos] € dado por
y=k.p.(I-p), noqual k representa uma caracteristica da populagdo e p
(cujo valor mdximo € 1) representa o percentual do nimero de individuos
vivos nessa populacdo. Com o auxilio de uma calculadora, considere k = 4,5
e use os valores 0,25; 0,5; 0,75 para p. Em seguida faga o mesmo para k = 5.
O que vocé pode observar?

Para Baier (2005), torna-se urgente o estudo da dindmica populacional, por meio do
modelo Logistico May, relacionado com os temas fractais, fun¢do composta, e fungdo
quadratica. Para realizar-se um estudo da dinamica populacional com essa abordagem, faz-se
necessaria a compreensao das nocdes de atrator, iteragdo e Orbita, além do estudo do processo

de iteracdo grafica, os quais também sdo relevantes para o estudo do conceito fractal.
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Sobre o conceito atrator, Mandelbrot (1977 apud BAIER, 2005, p. 92) afirma que

Um atrator que evolui por um processo de alongamentos e dobras é chamado
de atrator estranho, denominagdo introduzida por Ruelle e Takens. E
também denominado atrator cadtico ou atrator fractal. “Muitos livros de
Mecénica se referem aos sistemas dindmicos cujos atratores sdo pontos,
aproximagdes de circulos ou outras formas de Euclides. Mas eles sdo raras
excegdes, e o comportamento da maioria dos sistemas dindmicos &
incomparavelmente mais complexo: seus atratores ou repulsores tendem a
ser fractais.

Ja para Stewart (1991, p. 121-122), “A esséncia de um atrator € ser uma por¢ao do
espaco de fase tal que qualquer ponto que se ponha em movimento nas suas proximidades se
aproxima cada vez mais dele.” Capra (2006, p. 119), afirma que o atratror serviu de elo entre
a geometria fractal e a teoria do caos, pois quando Mandelbrot publicou o seu primeiro livro,
ainda ndo estava clara a conexdo entre a geometria fractal e a teoria do caos, mas nao

demorou muito para que se descobrisse que

[...] os atratores estranhos sdo exemplos extraordindrios de fractais. Se partes
da sua estrutura sdo ampliadas, elas revelam uma subestrutura em muitas
camadas nas quais os mesmos padrdes sdo repetidos muitas e muitas vezes.
Por isso, tornou-se comum definir atratores estranhos como trajetdrias no
espaco de fase que exibem geometria fractal.

Porém, ndo € possivel predizer em que ponto do espaco de fase a trajetéria do atrator

passara num certo instante, porque mesmo que

z

[...] o sistema seja governado por equacdes deterministas, ¢ uma
caracteristica comum de todos os sistemas cadticos. No entanto, isto nao
significa que a teoria do caos ndo é capaz de quaisquer previsdes. Ainda
podemos fazer previsdes muito precisas, mas elas se referem as
caracteristicas qualitativas com do comportamento do sistema € ndo aos
valores precisos de suas varidveis num determinado instante. Assim, a nova
matemadtica representa uma mudang¢a da quantidade para a qualidade, o que é
caracteristico do pensamento sistémico em geral. Enquanto a matemaética
convencional lida com quantidades e com férmulas, a teoria dos sistemas
dindmicos lida com qualidades e com padrdes. (CAPRA, 2006, p. 116).

Atratores que ndo sdo pontos, circulos ou outras formas de Euclides sdo chamados de

atratores estranhos. Sobre esse termo, Stewart (1991, p. 134, grifo do autor) comenta que

O nome € uma declaracdo de ignordncia: sempre que os matematicos
chamam algo de “patoldgico”, “anormal”, “estranho”, ou coisa parecida, o
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que isto significa é: “Ndo entendo que diabo ¢ isto”. Mas ¢ também uma
bandeira, que transmite uma mensagem: Posso ndo entendé-la, mas ela
certamente me parece importante.

Para se compreender a ideia de Stewart (1991) sobre atratores, é preciso estudar o

conceito de iteracao. Alves (2007, p. 4, grifo nosso) afirma que

Os fractais definidos por sistemas de funcoes iteradas constituem apenas
uma pequena classe dos fractais, mas esta forma de construir fractais é muito
util para trabalhar o conceito de fractal com os alunos dos ensinos bésico e
secunddrio porque, por um lado é simples de entender e, por outro, pode
interligar muitos conceitos matematicos.

Numa abordagem para a Educagdo Bésica, pode-se considerar que “[...] fractal é o
ponto fixo de um sistema de fun¢des iteradas num espago métrico munido de uma métrica de

Hausdorff.” (ALVES, 2007, p. 4).

2.3.3 Iteragdo

Para se obter uma melhor compreensao das nocdes de iteragcdo, atratores, repulsores, e
Orbitas, serdo utilizados alguns exemplos utilizados por Carvalho et al. (1986) e Peitgen et al.

(1991).

Provavelmente algum estudante ja tenha iterado funcoes:
R(x)=+/x; Q(x)=x2; S(x)=senx; C(x)=cosx, introduzindo um nidmero qualquer na
calculadora e acionando repetidas vezes a tecla correspondente a uma dessas fungdes reais.
Ao iterarmos func¢ao real R(x)= \/; , para x = 196, temos:

RI(196)=14; R2(196)=3,7416; R3(196)=19343; R4(196)=1,3908;  R5(196)=1,1793;
R6(196)=1,0859; R7(196)=1,0420; ... ;R13(196)=1,0006;...; R16(196)=1,0000; ...

A listagem obtida por meio da sequéncia sucessiva de iteracdes de um nimero de
valores de R" (x), onde R"(x)=(Ro R o R o ... o R)(x), n vezes, é chamada de 6rbita do valor

inicial. Entao:

A Oorbita de um ndmero € a listagem obtida por meio da sequéncia sucessiva de

iteracoes de R" (x).
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No exemplo anterior, a Orbita de 196 serd a sequéncia (196, 14; 3,7416; 1,9343; ...),
que, por sua vez, converge para 1. De fato, pode-se provar que, isto acontece nao importando

o ndmero introduzido inicialmente na calculadora.

Tomemos a funcdo Q(x) = Yex= 2,3, entdo a orbita do numero 2,3 € a sequéncia:

(2,3; 5,29; 27,9841, 783,1099; ...) = .

Mas esse fato ocorre sempre? Vejamos o que acontece quando x = 0,5. Iterando a
funcdo Q(x), entdo, a 6rbita é: (0,5, 0,25, 0,0623; 0,0004; ... ) = 0. Ao passo que, se x = [, a
orbitaé (1,1,1,1,1,1...) = 1.

Tomemos agora a fun¢do S(x) = sen x e x = 56 rad, entdo, a 6rbita do nimero 56 rad é
a sequéncia: (56, -0,522; -0,498; -0477; ...) — 0. Uma curiosidade é que a Orbita converge

vagarosamente para zero.

Retornando, entdo, a questdo bdsica dos sistemas dinamicos: pode-se predizer o

destino das orbitas sob iteracdo? Tal pergunta é semelhante a que jd foi feita antes: pode-se
predizer acontecimentos a longo prazo? Para os sistemas R(x)= \/; ; O(x) = X’ S(x) = sen x,

aresposta € sim.

Aqui estd mais um exemplo cujo destino das Orbitas pode ser previsto. Tomemos,
C(x) = cos xe x = 56 rad. Temos:
C'(56) =0,8532; C*(56) =0,6576; C°(56) =0,7915; C*(56) =0,7028;
C’(56) = 0,7630;...; C'°(56) = 0,7395;...; C**(56) = 0,739085.

A Oorbita de 56 rad é uma sequéncia que tende a 0,739085... Novamente, é
demonstravel que este fato ocorre para todo valor inicial de x; ou seja, todas as drbitas do
cosseno sdo estaveis. Entdo: “Uma Orbita estdvel € aquela que tem a propriedade de: fazendo

uma pequena variacdo no valor inicial, a Orbita resultante se comporta de forma similar.”

As fungdes: R(X)Z\/;, \vd erR*+; S(x) =senx, VxelR,eC(x) = cos x, Vx € IR, todas

tém Orbitas estaveis.

Pode-se pensar nas Orbitas estdveis como boas Orbitas, no sentido de que se seu
sistema dinamico representa um processo fisico, cujo resultado pode-se predizer e se a Orbita

resultante € estdvel, os pequenos erros de observagdes e arredondamentos que podem ocorrer
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ndo tém importancia. Infelizmente, nem todas as drbitas sdo estdveis. Mesmo sistemas mais
simples possuem Orbitas que estdo longe de serem deste tipo. Estas 6rbitas sdo chamadas de

instaveis ou oscilantes.

Retornando a atividade citada anteriormente na secdo 2.3.2, por Souza e Pataro
(2009b, p. 107) observa-se que os autores mudam os valores de k e esperam que o aluno faca
inferéncias e conclua que “[...] uma pequena alteracdo na fun¢@o para 0 mesmo k provoca
grandes oscilagdes para o valor de y.” Outra maneira de se obter esta conclusao seria por meio

de anlises da 6rbita de x, = I para a funcdo Q(x) = x°.

Este é um exemplo de ponto fixo para o sistema dindmico; mas esta Orbita simples é

instdvel. Suponha que cometéssemos um erro+ 0,/ no valor inicial xp = /, entdo:

sex=0,9;entdo lim Q"(0,9)=0.

n — oo

se x, =1,0;entdo lim Q"(1,0)=1.

n — oo

sex=1,1;entdo lim Q"(1,1)=oco.
n — oo
Seja f: X —X uma aplicacdo de um espaco métrico nele préprio. Chama-se ponto fixo

de f'a um elemento x tal que f{xy) = xy.

Assim, a 6rbita do ndmero / é instdvel para Q(x) = x°, pois para uma “pequena”
variacdo no valor inicial (x,) temos que as Orbitas convergem para valores totalmente

distintos.

“O conjunto de todos os pontos cuja orbita € instdvel (ndo estdvel), € chamado
Conjunto Caotico. Como vimos, pequenas mudancas de parametro podem alterar
radicalmente a caracterizacdo do conjunto cadtico.” (CARVALHO et al., 1986, p. 84, grifo

nosso). Entao: “Conjunto Cadtico € o conjunto de todos os pontos cuja Orbita € instavel.”

Frequentemente, “[...] o conjunto dos pontos cujas Orbitas ndo sdo estdveis forma um
fractal. Assim, esses fractais sdo dados por uma regra precisa — eles sdo simplesmente o

conjunto cadtico de um sistema dinamico.” (CARVALHO et al., 1986, p. 84, grifo nosso).
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Estudaremos detalhadamente o modelo de Verhulst que consta no livro escolar de
Souza e Pataro (2009b), apresentado anteriormente. Esse modelo € representado por uma
funcdo real y = k. p . (I — p) introduzida para exemplificar o crescimento populacional de
certas espécies. Segundo Baier (2005), o estudo da dinamica populacional, por meio do
modelo logistico de May, relacionado com os temas fractais, fun¢cdo composta e fungdo

quadratica, tornam evidente a dependéncia das condi¢des iniciais.

Suponhamos que exista uma espécie cuja populacdo aumente e diminua durante um
certo tempo, num meio ambiente controlado. Ecologistas tém sugerido vérios modelos
matemadticos para predizer o comportamento dessa populacio em longo prazo. Medimos a
populacdo da espécie no final de cada geragcdo e indicamos por x, sua porcentagem apos n

geragdes, onde 0 < x, < 1.

Uma equacdo que pode ser utilizada para descrever ou modelar o crescimento € dado
por: f(x) = r. x(1-x); onde r é uma constante que depende das condi¢des ambientais, como por

exemplo, a quantidade de comida presente.

Usando esta fung¢do quadritica na varidvel x, deduzimos a populacdo da geracdo
seguinte, baseando-nos apenas no conhecimento da populagdo da geracdo precedente e da

constante r.
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FIGURA 15 - Representagdo grifica: a) da curva x , , =-r.x2 +r.x ;b) da tabela com os valores

+1
maximos da fun¢do y =r. x.(I —x); c)dascurvasy =r. x.(I —x)ey =x; d) dacurva

r-1
w=rt
p
(a) (b)
N X r fx)=y

0,5 02 0,05

0,5 04 0,10

0, 0,6 0,15

0,5 0.8 0,20

0,3 1.0 0,29

0, 12 0,30

0.5 14 0,35

0,5 1.6 0,40

0,5 18 0,45

0,5 20 0,50

(d)
Fonte: Carvalho et al. (1986, p. 71-74).

O uso do fator (/ - x,), € mais do que simplesmente deduzir o crescimento, indica a
qudo numerosa a populagdo vird a ser. A equagdo do segundo grau: -r.x. +r.x, =0, admite

0 e 1 como raizes; portanto, a populacdo alcancard um méximo quando x, = 0,5 (FIGURA

15a).

Vamos observar agora a variagdo dos maximos das fungdes em relag@o a r. Para isso,
atribuamos a r valores pertencentes ao conjunto {0,2; 0,4 ;0,6 ;0,8 ;1,0 ;1,2; 1,4; 1,6; 1,8;
2,0}, e x = 05 Em seguida, determinamos os respectivos maximos da fungdo:
y=flx) =r.x. (Il —x) para cada valor de r (FIGURA 15b). Verificamos que y = f{x) varia

linearmente com r € que Vi = 0,25 . 1.
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Os pontos de intersec¢do das pardbolas definidas por r com a reta y = x, determinam
os pontos fixos (FIGURA 15c). Para determinar os pontos fixos resolvemos o sistema de
equagdes formadas pory =r. x. (I —x)ey = x. Entdo,oux =0ou-r.x +r—-1 = 0.

. . . - . r-1
Ja sabemos que x = 0 € um ponto de intersec¢do; o outro serd: x= f{r)=——.
r

Por meio do esboco do grifico dessa fungdo, concluimos que, com r > 0 (uma vez que
se trata de uma constante dependente das condi¢des ambientais), a populacdo tende a se

estabilizar quando r cresce (FIGURA 15d).

Se 0 < r <4, esta equagdo leva o intervalo unitdrio nele mesmo e podemos restringir
nossa atencdo ao intervalo [0, 1], ou seja, 0 < r < [. Notemos que com a extin¢do da

populagdo, x, decresce a zero e ela, certamente, nunca se recuperara.

FIGURA 16 - Modelo de crescimento para varios valores de r

(a) y=fx)=r.x.(1-3)
r 05 o7 13 0 =6 33 3.5 40
% 0,5 05 05 05 05 05 05 05

I iteragio | 0125 | 0175|035 |05 0650 |0852 |0875
2 iteragio [ 0055 (0101 0285 [05 0592 | 047 |0.383
¥ itaracio | 0026 | 0064 0265 [0,5 0688 (0838 |0.87
4 iteagio | 0013|0042 0253 |05 0607|0481 [0.501
& iteacio | 0006 | 0028 0246 |05 0620 |08 [0.875
6 iteracio | 0003|0019 0241 |05 0613 |04 |0,383

[T iteragho 0002|0013 [0238 |05 0617|0824 0827
¥ iteraclo | 0001 | 0008 | 0236 |05 0614|047 0,501
Fiteraglo [0000 |0006 |0234 |05 0616 | 0824|0875
10" iterscio | 0000 [0004 [0233 [0S 0616 | 047 |0.383

11°iteracio | 0000 | 0003 |0232 |05 0616 0824 |0.87

12° iteracio | 0000 0002 [ 0232 |05 0616 _|04™ |0.501

13" iteracio | 0000 | 0001 |0232 |05 0616 |0824 |0875

14" iteragio | 0000 | 0000 | 0232 |05 0616 |04/™ |0383

15" iteracio | 0000 | 0000 | 0232 |05 0616 | 0824|087

(b)
() D= roneti= ;

Fonte: Carvalho et al. (1986, p. 70 e 74).

(=] (=] i=][=]f=] (=] (=] =] (=] =] =] (=] [=1 (=] [

®

Listamos as porcentagens previstas por esse modelo para varios valores de r. Notemos

que quando r é “pequeno”, o destino parece quase previsivel. De fato, para um valor inicial
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xo=05¢er=05o0ur=0,7apopulacio desaparece apds algumas geracdes, enquanto que
parar = 1,3;r = 2 e r = 2,6 ela tende a se estabilizar (admite um valor limite definido)

(FIGURA 16a).

Se r > 3, os resultados gerados sdo assustadoramente diferentes. Para r = 3,3, os
valores limites tendem a oscilar entre dois resultados distintos. Para r = 3,5, a oscilacdo
ocorre entre quatro valores diferentes. Finalmente, quando r = 4 e xp = 0,5 temos o
desaparecimento da espécie apds apenas duas geragdes. Como o valor inicial tomado foi
xo= 0,5 em todos os casos, observamos que a primeira iteracao fornece y, =0,257.

Se xp = 0,4 e r = 4 teremos (0,4; 0,96, 0,154, 0,520; 0,998; 0,006 ; 0,25; 0,099; ...), ou seja,

um total de populacdo completamente aleatorio.

Certos valores de r levam a resultados totalmente previsiveis (um valor limite fixo ou
periodicamente repetido), mas outros fornecem resultados randémicos. Esta € a natureza
imprevisivel desse processo. Sobre a importancia do estudo dos fractais randomicos, Baier
(2005, p. 141, grifo nosso) destaca, comparando os fractais cldssicos aos randdmicos,

afirmando que

Estes fractais classicos estdo difundidos pela internet, em revistas populares
e em materiais diddticos. Pela sua aproximagdo com a postura mecanicista,
sdo confortavelmente aceitos, pois seu processo de construcdo € regular. No
entanto, € o estudo dos fractais randdémicos que pode contribuir para o
entendimento da concepg¢do de mundo instaurada desde a criagdo da teoria
quantica, onde a aleatoriedade ¢ presenca.

O principal componente na formulacdo matemadtica do exemplo que demos, cuja
equacdo vem sendo utilizada por ecologistas desde aproximadamente 1950, foi a iteracdo’, ou
seja, a repeticdo do processo muitas vezes (FIGURA 16b). Isto é exatamente o que foi feito

para gerar a tabela (FIGURA 16a).

> Processos deste tipo sdo encontrados em todas as ciéncias exatas; por exemplo, para fazer a descricio de
fendmenos naturais, por equagdes diferenciais, Isaac Newton e Gottfried Liebniz, basearam-se no principio de
feedback. O processo dinamico determina a localizacdio e a velocidade de uma particula num determinado
instante, a partir de seus valores no instante precedente (CARVALHO et al., 1986).
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Verificamos na Figura 16a que a funcdo, f{x) = r. x. (I-x) parax = 0,5 e r = 0,5, gera
a oOrbita de 0,5 que é a sequéncia (0,5; 0,125; 0,055; 0,026, 0,013; 0,006, 0,003; 0,002;
0,001; 0; 0; ...) = 0.

Quando 0 < r < 4, a fungdo leva [0, 1] nele mesmo e podemos restringir a atencao
nesse intervalo. Particularmente, se 0 < r < I, f tem um ponto fixo zero, uma vez que

fl0)=r.0.(1-0)=0.Como f"(x) =0 para todo x ¢ [0, 1], ele é atrator.

Quando / < r < 3, o ponto fixo € instavel, pois para uma pequena variacdo no valor
inicial, as Oorbitas convergem para valores distintos. Por exemplo, f "(0) — 0 mas,

£7(0,01)=0,5.

-1

A func¢do f tem um ponto fixo estdve quando r estd entre / e 3, uma vez que:

r

f(r']J:r.(r'lj{L(r']ﬂ:(r_])_(r'r+]J: r-1ef"x) » 1. paratodo x € J0,1].

r r r r r T

Vejamos alguns exemplos de 6rbitas quando r = 2.

fix)=2.x.(1 -x)

(0,1; 0,18; 0,29; 0,41; 0,48, 0,5; 0,5; ... ) = 0,5; f"(0,1) —=0,5.

(0,01, 0,02; 0,04, 0,08; 0,15; 0,26; 0,40; 0,48; 0,5, 0,5; ... ) = 0,5; f"(0,01) —0,5.
(0,2; 0,08; 0,15; 0,26, 0,38, 0,47; 0,49, 0,5; 0,5; ...) = 0,5, f"(0,2) —0,5.

Quando r aumenta para 3 o ponto fixo r-1 =§= 0,67 fica instdvel. Surgindo 6rbitas

r

de periodo 2, para as quais muitos pontos de /0, I/ sdo atraidas.

Dizemos que um nimero real x tem periodo 2 quando a partir de um nimero qualquer

An . .2
da sequéncia for iterada duas vezes, gerar ele mesmo, ou seja f “(x) = x.
Observemos algumas orbitas para entender melhor este fato.

Sequéncias de periodo dois:

a) (0,1;0,27; 0,6; 0,72; 0,6; 0,72; 0,6; ... ); pois: £1(0,6) = 0,72 = f?(0,6) = 0,6.
b) (0,2; 0,48; 0,75; 0,56; 0,74; 0,58; 0,73; 0,6; 0,72; 0,6; 0,72; 0,6; ... ); pois:
fFl,6)=072-%0,6) = 0,6.
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¢) (0,21; 0,5; 0,75; 0,56; 0,74; 0,58; 0,73; 0,6; 0,72; 0,6; 0,72; 0,6; ... ); pois:
frl0,6)=072-r%0,6) = 0,6.

Quando r estd “préximo” de I + /6 = 3,45 as 6rbitas de periodo 2 ficam instdveis e
sao substituidas por Orbitas estdveis de periodo 4. Entdo, fazendo r = 3,45, temos
fix) = 3,45 . x(1 - x). Determinadas as érbitas dos nimeros 0,/ e 0,316 temos:
(0,1;0,31;0,74; 0,66, 0,77, 0,61 ; 0,82; 0,51 ; 0,86, 0,41 ; 0,83; 0,49; 0,86, 0,41 ; ...)
(0,316, 0,75; 0,65; 0,78; 0,59; 0,84, 0,46, 0,86, 0,41 ; 0,83, 0,49; 0,86, 0,41 ; ... )

O ndmero 0,86 tem periodo 4 pois, f(0,86) = 0,4];f2(0,86) =0,83 ;f3(0,86) =049¢
£*0,86) = 0,86.

Teremos Orbitas estiveis de periodo 4 para valores “proximos” a este considerado (nas
vizinhangas desse valor) como, por exemplo, para r = 3,44, r = 3,435; r = 3,43. Conforme r
aumenta, encontramos um valor para o qual as 6rbitas de periodos 4 ficam instaveis e sao

substituidas por Orbitas estdveis de ordem & e assim por diante.

Um fato interessante neste processo € que as Orbitas de periodo 2° ocorrem com mais
frequéncia até que r seja aproximadamente 3,570. Conforme r se aproxima deste valor, a
separacdo repetida de 6rbitas de periodo 2° em 6rbitas estdveis de periodo 2°* produz uma
sequéncia de Orbitas atratoras que se aproximam de um conjunto do tipo do conjunto de

Cantor.

Quando 3,570 < r < 4, muitos tipos de comportamentos podem ocorrer, mostrando

quao imprevisivel € f(x) =r. x. (I - x).

A nossa investigacdo buscou encontrar atividades que pudessem promover ligacdes
entre os contetidos da Matematica e os demais temas do curriculo do Ensino Bésico. Na
verdade foram encontrados muitos autores afirmando que os fractais poderiam contextualizar

varios assuntos do curriculo, no entanto, ndao diziam como.



FIGURA 17 - Diagrama de Bifurcacgdo
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Fonte: Carvalho et al. (1986, p. 87).

FIGURA 18 - Iteragao grafica
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Fonte: Peitgen et al. (1992, p. 11-12).
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A melhor maneira de perceber o comportamento complexo da equacdo simples é
através do uso de graficos relacionando x e r. Esses graficos s@o citados, usualmente, como

Diagramas de Bifurcag¢ao (FIGURA 17).

A Figura 18 apresenta o processo de iteracdo grafica, que € simples, mas poderoso,
aproveitando ao méximo os nossos sentidos visuais. Para isso, partimos de um exemplo dado
por Barbosa (2005) que foi adaptado para que pudéssemos perceber a importancia do
mapeamento e dos padrdes que sdao conceitos matematicos fundamentais para a construgao da
ciéncia alinhada com o pensamento sist€émico. Também nos valemos de algumas ideias de

Peitgen et al. (1992) e de recursos do software Geogebra.

A iteracdo grafica € um processo simples. O algoritmo do desenho nada mais é do que
constru¢do de segmentos verticais e horizontais. Em primeiro lugar, partimos do grafico de
uma func¢do e depois para a diagonal y = x, o que reflete de volta para o grafico novamente.
Repetindo o processo vérias vezes é gerado um caminho continuo e alternando segmentos
verticais e horizontais. Podemos aprender muito sobre o comportamento da fun¢do de forma

visual na iteragdao do caminho.

O algoritmo da iteragdo grafica é o seguinte: primeiro, partindo de um valor qualquer
de x, tracamos uma reta vertical que intercepte a curva (funcio), depois, partindo do ponto de
intersec¢do, tracamos uma reta horizontal até interceptar a diagonal (y = x), por fim, partindo
desse ponto de interseccdo, tracamos uma reta vertical que intercepte a curva, e assim
sucessivamente. Em outros termos, para obtermos tal caminho, primeiro desenhamos um
segmento vertical para a curva e um segmento horizontal de 14 para a diagonal. O processo
geométrico central desta atividade é a sequéncia repetida destas duas etapas, repetidas vezes,

cada vez usando o dltimo ponto final como o préximo ponto de partida.
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FIGURA 19 - Iteragdo grafica da fungao: f{x); g(x); e h(x)
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Fonte: Edilson de Moura, 2011.

Na Figura 19a, x = 1 é um ponto fixo e € atrator; na Figura 19b, x = 1 € um ponto fixo
e € repulsor; e na Figura 19¢, x = 1 € um ponto fixo e € atrator. A Figura 19 € obtida pelo

(x+1)

processo de iteracdo gréfica das funcdes reais: f{x)= NES gx)=2x-1; e h(x)= p
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FIGURA 20 - TIteragdo grafica da fungio w(x) com ¢ > 1/4
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Fonte: Edilson de Moura, 2011.

Estudaremos a iteracdo grafica da funcdo real quadrdtica: w(x) = x° + ¢ (x real, ¢
constante). Resolvendo o sistemay = x e w(x) = x*+¢, encontramos a equacao: X-x+c=0,
que pode ser reescrita como (x — 1/2 ) = 1/4 — ¢, entdo: se ¢ > 1/4, logo w(x) ndo terd ponto

fixo, o que significa que a pardbola fica inteiramente acima da reta y = x (FIGURA 20a).

Se ¢ = 1/4, logo a fun¢do w(x) tem um tnico ponto fixo cujo valor € x = 0,5, obtida da
solucdo da equacdo: x*— x + 0,25 = 0. O que implica dizer que w(x) tem um ponto fixo que é
repulsor para x > 0,5 e x < - 0,5; e atrator para -0,5 < x < 0,5 (FIGURA 20b). Se houver um

desvio de + 0,3 no valor do ponto fixo xp = 0, 5. Entao:
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Se x = 0,8; entdo 0,5 € ponto fixo repulsor para x > 0,5 ou x <-0,5.

Se x = 0,2, entdo 0,5 é ponto fixo atrator para - 0,5< x < 0,5.

FIGURA 21 - TIteragdo grafica da funcio w(x) com ¢ < 1/4
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Fonte: Edilson de Moura, 2011.

Se ¢ < 1/4, logo a funcao: w(x) tem dois pontos fixos. Consideremos para exemplificar
¢ = -2, entdo w(x) = x°- 2. A solucdo da equacao: X-x-2=0&éx=-loux=2 que sao o0s

pontos fixos de w(x) (FIGURA 21).

Entdo, se x = 2,1 terd orbita (2,1; 2,41; 3,8081; 12,5016...; 154, 29...) = «; ou seja, 2
€ ponto fixo repulsor para x > 2. Se x = 1,5, entdo terd o6rbita (1,5; 0,25; -1,93...; 1,7573...;
1,076...). Agora, ndo é simples tirar alguma conclusdo apenas olhando para a sequéncia
numérica, ou ainda, quando x € I < x <2. Dessa forma, faz-se necessdrio representar as
fungdes w(x) = X¥-2e y = x no software GeoGebra e aplicar o algoritmo do desenho da
iteracdo gréfica (figura 2.21). A Figura 21 mostra que o caminho rodeia o ponto fixo (-1, -1),

como um redemoinho de um sifao; logo esse ponto fixo € atrator.
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Se x = -1,8, entdo a sua orbita € (-1,8; 1,24, -0,46...; -1,78...; 1,19046...), de novo
rodeardo o ponto fixo (-1,-1) como um redemoinho em sifio. E importante observar que as
Orbitas para pontos do intervalo -2 < x < 2 estdo nele inteiramente contidas, de onde se pode

dizer que as 6rbitas sdo prisioneiras.

Se x = -2,2, entdo a orbita € (-2,2; 2,84, 6,06...; 34,79...; 1208,44...) — oo; entdo -1 é

ponto fixo repulsor para x < -2.

Para ponto inicial x = -2 temos w(-2) = 2 e sucessivamente w'(-2)=2(i> 1), ou que

x = -2 é ponto aparentemente fixo ou eventualmente fixo.

Em suma, se ¢ < 1/4, entdo temos dois pontos fixos, portanto para x > 2 ou x < -2 0
ponto fixo x = 2 € repulsor; e se -2 < x < 2 o ponto fixo x = -/ € atrator. Podemos dizer
também que as Orbitas sdo prisioneiras no intervalo -2 < x < 2; e fugitivas para x >2 ou

x<-2.

FIGURA 22 - Conjunto de Mandelbrot
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Fonte: Carvalho et al. (1986, p. 147).
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Se iterarmos a fun¢@o complexa f(z) = z° + ¢, o resultado é uma sequéncia de nimeros
complexos que apresenta uma estranha danca no plano complexo. Para obter o conjunto de

Mandelbrot (FIGURA 22) utilizamos z = 0 + 0i como ponto inicial; poderiamos, entdo,
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perguntar o que ocorre quando algum outro valor inicial for fixado. Sabe-se que, nesse caso, o

resultado € sempre uma versao deformada do conjunto de Mandelbrot.

Do ponto de vista técnico-histérico, o trabalho de Mandelbrot (1998) é uma unido
muito bem feita dos estudos realizados por Verhulst, Julia, Fatou, Poincaré e Kolmogorov.
Esse trabalho s6 foi possivel, na década passada, devido as facilidades proporcionadas pelos

computadores.

2.4 DO ASPECTO DA LINGUAGEM

Ludwig Josef Johann Wittgenstein (1889-1951), filésofo austriaco-britanico e um dos
principais fil6sofos da linguagem do século passado, tem sua obra prima em Tractatus
Logico-Philosophicus (1921), na qual, como estd em Giles (1993, p. 261), afirma: “[...] Os
limites de minha linguagem denotam os limites do meu mundo.” Vem como compreensao que
fundamenta nossa busca. Desenvolver condi¢des para o uso da linguagem, como meio da acao
intelectual, é tudo o que incessantemente fazemos. Um aspecto da aprendizagem matematica
¢ este. Entdo, do ponto de vista de que a teoria fractal visa ao desenvolvimento da nossa
linguagem para a matemadtica, temos que esse novo conhecimento estd na marcha natural da
ampliacdo dos limites da ciéncia. Serdo descritos alguns estudos que mostram a presenca de

conhecimentos sobre fractais empregados em diferentes dominios de atividades.

Angelis-Reis e Romanha (2006, p. 13) investigaram os granulomas hepdticos na

esquistossomose e identificaram

[...] uma topologia colagénica irregular e varidvel, semelhante a uma
estrutura fractal apds varias iteracdes. Fractais sdo uma familia de formas
constituidas por unidades iguais (auto-similares) que se ramificam
infinitamente em escalas cada vez menores. A unidade inicial, ou seja,
aquela que se mostra repetitiva diante de “infinitas” iteracdes, ¢ denominada
de embrido fractal ou pré-fractal.

Para se estudar aquelas propriedades geométricas, os pesquisadores buscaram observar
a forma para entdo identificar padrdes. Angelis-Reis e Romanha (2006, p. 14), ao analisarem

os figados de camundongos infectados apds o inicio da reacdo periovular, encontraram

[...]. a presenca de residuos vasculares de coldgeno que se difundiam pelo
tecido formando estruturas fractais de dificil caracterizagao geométrica. Aos
38 dias de infecc¢do, entretanto, foi possivel perceber dois padrdes de difusao
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de fibras. Um de origem vascular e outro de origem fibroblastdide situado
perifericamente. No padrdo periférico identificamos o embrido.

Capra (2006, p. 38) destaca que “[...] o entendimento do padrdao de auto-organizagdo é

a chave para se entender a natureza essencial da vida.” Por isso, os cientistas procuram por

padrdes, pois nas ciéncias a repeti¢do significa um padrdo e nds inferimos muitas conclusdes

justamente pelo comportamento repetitivo dos eventos. O antropdlogo busca identificar

padrdes da cultura, o psicélogo olha para os padrdoes de comportamento, o musico se encanta

com os padrdes ritmicos e o matematico investiga padrdes numéricos, geométricos, buscando

uma ordem e uma estética. Pode-se dizer que € da natureza humana identificar e analisar

padrdes, construindo para si significados e ampliando a linguagem.

Outro exemplo vem de organizacdes empresariais. Baier (2005, p. 69, grifo do autor)

destaca que

Na contemporaneidade, concepcdes sistémicas sdo utilizadas nas empresas
industriais, uma vez que administradores passam a considerar ndo apenas o
grande nimero de componentes individuais envolvidos, mas também os
efeitos origindrios das indmeras interacdes. A medida que se tornam mais
complexas, algumas empresas assumem o entendimento da organiza¢do dos
negdcios como um sistema social vivo, sendo incorporadas muitas ideias
vindas da Ecologia.

Torres (2005, p. 1) se apropria das caracteristicas dos fractais e as utiliza como uma

linguagem aplicada as organizacdes:

[...] devemos reduzir a unidade padrdo de medida, e medimos a qualidade de
uma empresa e de uma pessoa pelo conhecimento e pela sabedoria que elas
tém e sdo capazes de gerar. Uma empresa pode aumentar seus limites: 1)
dando maior atencdo aos pequenos detalhes e desenvolvendo dados mais
especificos de seus padrdes (reducdo da medida do padrdo cognitivo); 2)
reformulando um padrio ji existente, pelo desenvolvimento de novas
interpretagdes de eventos passados.

Quanto a noc¢do de autossimilaridade, Torres (2005, p. 5) afirma que

A visdo fractal da organizacdo € a iterativa reflexdo de toda a organizagdo
em cada uma de suas partes. A dindmica de funcionamento de uma
organizacdo deve ser vista como ela toda se refletindo iterativamente ou
recursivamente em cada uma de suas Unidades componentes. Nao é uma
visdo hierdrquica, para cima e para baixo e sim uma visdo em zoom — uma
visdo fractal.
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Portanto, a linguagem fractal tem se tornado cada vez mais presente no mundo das
pessoas e do trabalho, tanto é, que Stewart (1991, p. 260), fundamentado em John
Archibald Wheeler (1911-2008), afirma que “[...]. Hoje, ninguém que nao tenha familiaridade
com os fractais serd considerado cientificamente alfabetizado.” E por se tratar justamente de
um conhecimento bdasico, é importante incorpord-lo a formacao do aluno, pois a aquisi¢ao
desse conhecimento tanto preparard o aluno cientificamente, como também, aumentara a sua
capacidade de utilizar diferentes tecnologias em diferentes dreas de atuacdo, que segundo os

PCNEM, esse € o alvo principal da Educagao Bésica (BRASIL, 2000a).
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3 REVISAO ACADEMICA

Neste capitulo serd apresentado um panorama das investigacdes que contém o tema
fractal ou fractais, os quais foram tomados para esta pesquisa, buscando organizar uma
unidade de conhecimento compreensiva do conceito fractal para o ensino de matematica.
Fiorentini e Lorenzato (2009) dizem que a revisdo académica ndo s6 aprofunda teoricamente

o conhecimento como d4 sustentacao a investigacao.

3.1 BANCO DE TESES DA COORDENACAO DE APERFEICOAMENTO
DE PESSOAL DE NIVEL SUPERIOR

Para se compreender como o tema fractal vem se estabelecendo, em especial, como
conteddo para a Educacdo Bésica, foi consultado o banco de teses da Coordenacdo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), onde se verificou que o primeiro
registro desse tema ocorreu em 1987. Vale destacar que o periodo compreendido para o
respectivo estudo foi entre 1987 a 2009. Constatou-se o aumento, com o passar dos anos, do

uso dos termos fractais ou fractal nos estudos.

TABELA 2 - Quantidade de estudos académicos no banco de teses da CAPES relacionados com os
termos fractal ou fractais, no periodo de 1987-2009

Periodo Nimero de estudos
1987 a 1989 6

1990 a 1994 27

1995 a 1999 78

2000 a 2004 142

2005 a 2009 178

Total 431

Fonte: Edilson de Moura, 2011.

As informagdes foram geradas ao se inserir os termos no buscador da CAPES e, em

seguida, os mais de 400 resumos foram acessados, a fim de se identificar a area do
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conhecimento e o nivel de titulacdo da pesquisa (TABELA 2). Desse modo, encontramos

€sses termos na

[...] astronomia, administragdo, agronomia, arquitetura e urbanismo,
biologia, biometria, botanica, fisica, ciéncia da computacdo e matemadtica
computacional, ciéncia florestal, ciéncias bioldgicas, ci€ncias contdbeis,
ciéncias geodésicas, comunicagdo, comunicagdo e semidtica, ecologia,
educacdo, educagdo fisica, engenharia agricola, engenharia ambiental,
engenharia biomédica, engenharia civil, engenharia de alimentos, engenharia
de minas, engenharia de petrdleo, engenharia de producdo, engenharia dos
materiais, engenharia e tecnologias espaciais, engenharia elétrica, engenharia
eletronica e computacdo, engenharia florestal, engenharia hidrdulica,
engenharia mecanica, estatistica, estruturas, fisioterapia, fitotecnia,
geociéncia, geofisica, geografia, geologia, geotecnia, histdria, irrigacdo e
drenagem, letras, entre outros. (MOURA; MACHADO, 2010, p. 10).

Vale destacar que o aparecimento crescente dos termos pode ndo implicar,
necessariamente, no aumento do uso da Teoria Fractal ou da Geometria Fractal; assim, por
exemplo, alguns dos estudos podem conter o termo fractal com sentido de fragmentado ou
quebrado, ndo guardando com isso, uma relacdo mais efetiva e direta com a teoria. Por outro
lado, pode ocorrer o caso de um estudo ndo ter aquelas palavras-chave e, no entanto, utilizar a
Teoria Fractal. Mas, ao que tudo indica, segundo Capra (2006, p. 118, grifo do autor), a
grande maioria dos estudos utilizam a Teoria e a Geometria Fractal como linguagens, visto
que, foi Mandelbrot que “ [...] introduziu o termo ‘fractal’ para caracterizar sua invencao e

publicou seus resultados num livro espetacular, The Fractal Geometry of Nature [...]”.

TABELA 3 - Quantidade de estudos, no banco de teses da CAPES, sobre fractais na drea de
Matemadtica e Educacao, no periodo de 1987-2009

Area do conhecimento Niimero de estudos
Educacgao 9
Educacdo para Ciéncia 1
Educacdo Matematica 5
Educagao em Ciéncia e Matematica 2

Ensino de Matemédtica 1

Ensino das Ciéncias 1
Matematica 5
Matemadtica Aplicada 9

Total 33

Fonte: Edilson de Moura, 2011.
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Os termos fractal e fractais também foram encontrados nos estudos nas dreas de
Educagdo e Ensino de Matematica, numa proporc¢ado ligeiramente maior do que nas dreas de
Matemadtica e Matematica Aplicada, sendo que desse total de investigagcdes, 60% sao em nivel

de mestrado e os demais em nivel de doutorado (TABELA 3).
O aumento do uso do termo fractal na academia pode ser justificado pelo.

[...] grande fascinio que a teoria do caos e a geometria fractal exercem sobre
as pessoas envolvidas em todas as disciplinas — desde cientistas a
empresarios e a artistas — pode ser, de fato, um sinal de esperanca de que o
isolamento da matemadtica estd terminando [...] (CAPRA, 2006, p. 129).

Para Capra (2006) o isolamento da matemadtica € um fendmeno novo, pois a histéria
mostra que, durante muitos séculos, mateméaticos como Omar Khayydm, Descartes, Newton,
Leibniz e Gauss, todos produziram avancgos cientificos em outros campos. A exemplos desses,
comenta Capra (2006, p. 129), poderiam ser acrescentados dezenas de outros, pois

[...] a matemdtica nunca foi separada de outras dreas do conhecimento e da
atividade humanos. No entanto, no século XX, o reducionismo, a

fragmentacdo e a especializacdo crescentes levaram a um extremo
isolamento da matematica, at€ mesmo no ambito da comunidade cientifica.

Constata-se que, conforme banco de teses da CAPES, varias dreas do conhecimento se
utilizam do termo fractais em suas pesquisas. Além disso, vimos que a teoria fractal provoca
grande fascinio nas pessoas, o que, segundo Capra (2006), pode contribuir para unir, ligar e
aproximar a matemdtica das regides do conhecimento que estdo compartimentizadas ou
isoladas. A compreensdo de aproximar a matemdtica de outros conhecimentos também ¢é

compartilhada pelos PCNEM.

Os PCNEM nado s6 defendem a importancia de se ligar as diversas dreas do
conhecimento, mas também, os diversos conteidos da prépria matemadtica que estdo
nucleados. Para isso, deve-se promover a interdisciplinaridade e o desenvolvimento das
competéncias bdsicas, que sdo as “[...] Da capacidade de abstracdo, do desenvolvimento do
pensamento sistémico, ao contrario da compreensdo parcial e fragmentada dos fendmenos

[...]”. (BRASIL, 2000a, p. 11, grifo nosso).

Esses Parametros enfatizam, ainda, que alguns elementos sdo essenciais nha
composi¢ao de temas ou topicos em Matematica, os quais devem ser escolhidos a partir de

alguns critérios, sendo que, desses critérios, o central
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[...] € o da contextualizacdo e da interdisciplinaridade, ou seja, € o potencial
de um tema permitir conexdes entre diversos conceitos matematicos e entre
diferentes formas de pensamento matematico, ou, ainda, a relevancia cultural
do tema, tanto no que diz respeito as suas aplicacdes dentro ou fora da
Matemadtica, como a sua importincia histérica no desenvolvimento da
prépria ciéncia. (BRASIL, 2000b, p. 43).

Os estudos expostos a seguir foram organizados por meio de um roteiro de fichamento
sugerido por Fiorentini e Lorenzato (2009). Esses autores acreditam que a realizacdo de
leituras e andlise de relatos de pesquisas contribuem, efetivamente, para que o futuro

pesquisador possa se apropriar da dindmica e da estrutura de uma investigacao, além do que,

[...] Essa leitura/andlise ndo deve restringir-se apenas aos bons exemplos de
pesquisa. Muitas vezes podemos tirar ricas licdes de um mau trabalho de
pesquisa, pois também aprendemos a partir dos erros dos outros. Mas para
isso é necessdria a realizacdo de uma boa andlise do trabalho. Nessa
dindmica, o futuro pesquisador ndo apenas se apropria do processo de
pesquisa como, também, aprende a avaliar um relatério de pesquisa. (p.
189).

3.2 ESTUDOS ACADEMICOS

Dos sete estudos académicos selecionados na drea de educacdo ou ensino, quatro
forneceram contribui¢des significativas para a nossa questdo-problema de investigagdo,
enquanto os demais ajudaram a construir um panorama histérico da presenga pedagdgica do
conceito fractal no campo da Educacdo Matemadtica. Os trabalhos nao serdo descritos por

ordem de qualidade, mas sim, numa sequéncia que julgamos mais compreensiva.

3.2.1 Ricardo Ronald Eberson — Um estudo sobre a constru¢do de fractais em
ambientes computacionais e suas relacdes com transformacoes

geométricas no plano (2004)

Dos estudos académicos selecionados, a investigacao mais antiga que tivemos acesso é
de 2004. O autor apoia o seu estudo em trés temdticas principais como base de sustentacdo

conceitual:
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[...] a apresentacdo da Geometria Fractal, enquanto objeto do saber
matemadtico; a andlise de ambientes informaticos de aprendizagem humana,
enquanto meios de representacio desses objetos matemdticos; e a utilizagdo
didética desses ambientes, visando a identificacdo de situacdes de ensino que
explorem a construgdo de fractais. (p. 55).

Com o intuito de aprofundar e relacionar as trés temadticas, o autor formula as

seguintes questdes de pesquisa:

Que transformagdes resultam do esforco de representacdo decorrente da
passagem dos modelos matematicos, utilizados na constru¢do de objetos
fractais, para modelos computdveis, utilizados em ambientes informéticos de
aprendizagem? Quais as consequéncias dessas transformacdes numa
perspectiva didatica?

Que contribui¢cdes podem advir da utilizagao dos processos de construcdo de
fractais, assim como dos conceitos matematicos a eles relacionados, no
sentido da contextualizagdo do ensino e aprendizagem de determinadas
nog¢des matematicas? (p. 55)

A principal tendéncia ou abordagem metodoldgica do estudo estd fundamentada nas
concepcoes tedricas de Transposi¢do Informética, de N. Balacheff, em Eclairage Didactique
sur les (1994) e La Transposition Informatique, un Nouveau Probléme pour la Didactique

(1998).

A sintese extraida é que o estudo contém a elaboragdao de uma proposta de sequéncia
didatica envolvendo o conceito de Transformagdes Afins no Plano, contextualizada com a
constru¢do de objetos fractais a partir da utilizacdo ferramentas informaticas, MicroWorlds
LOGO e Geome Tricks, para alunos de graduagdo em matematica ou afins. O estudo explicita
que n3o houve experimentacdo da sequéncia diddtica por motivos decorrentes da
complexidade e da amplitude das questdes envolvendo a Geometria Fractal e o uso de
ferramentas computacionais. Em sua conclusdo, o estudo apresenta véarias sugestdes
direcionadas para o Ensino Médio, envolvendo possiveis contextualizacdes de conteidos
como matrizes, sistemas de funcdes, sequéncias numéricas, representacdes graficas,
sequéncias complexas, limites e nimeros irracionais, porém, o estudo ndo mostrou como

realizar tais contextualizacoes.
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3.2.2 Andrea Gomes Nazuto Gongalves — Uma sequéncia de ensino para o

estudo de progressdes geométricas via fractais (2007)

Este segundo estudo toma as seguintes questdes investigativas: Como a utilizagdo dos
fractais pode ser motivadora na percepcdo da autossemelhanca? Como a autossemelhanca
pode contribuir no processo de generalizacdo das formulas da progressdo geométrica para

alunos de Ensino Médio?

A principal tendéncia ou abordagem metodoldgica do estudo estd fundamentada nos
pressupostos de Parzysz, Machado, Vergnaud e na Geometria Dindmica. No entanto, a
sequéncia de ensino foi projetada de acordo com a metodologia da engenharia didatica e foi

analisada segundo o planejamento feito a priori.

A base documental para anélise se constitui de livros diddticos do Ensino Médio, das
atividades da sequéncia de ensino propostas pela pesquisadora, das anotacdes dos professores-

observadores, das gravagdes dos didlogos das duplas e o questiondrio diagndstico.

Gongalves analisou trés livros diddticos que continham as progressdes geométricas.
Para isso, foram definidas as seguintes categorias de andlise: inicia por exemplo numérico;

contextualiza; utiliza fractais na contextualizacdo; e utiliza fractais em exercicios.

A autora concluiu que os fractais confeccionados por meio de dobraduras, por meio do
dinamismo dos softwares de geometria dinamica ou pela observacdo das geracdes do tetra-
circulo, facilitam a compreensdo da autossemelhanca na medida em que os alunos observam
suas caracteristicas; por meio dessas atividades, o aluno descobre propriedades inerentes aos
fractais e passa a desenvolver um processo de generalizacdo. Esta autossemelhanca também
faz despertar o senso estético, que age motivando o aprendizado matematico. Gongalves
planejou uma sequéncia de ensino com muitas atividades e constatou que essa dindmica
resultou em cansaco e certa desmotivacdo nos alunos, pois tinham pouco tempo para
desenvolver habilidades com materiais manipulativos, com apreensdo dos conceitos
programaticos de dois softwares, com o conceito de Progressdes Geométricas, com o0s

conceitos da geometria fractal, conceito de semelhanca, e tantos outros.
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3.2.3 Hamilton Cunha de Carvalho — Geometria fractal — perspectivas e

possibilidades no ensino de matemaética (2005)

Este ¢ um estudo de investigacdo no qual foi planejado um curso sobre a geometria
fractal. Foi realizado por Carvalho, que € professor de Matematica da rede publica de ensino.
A reflexdo sobre sua prética docente o conduziu a querer investigar o porqué de a Matematica

ser considerada, pela maioria dos alunos, dificil de ser aprendida, chata e sem significado real.

Alguns questionamentos como: quais as vantagens de se ensinar a geometria fractal e
quais os pontos favordveis dessa teoria para o ensino-aprendizagem, contribuiram na
formulacdo da sua questdo investigativa: “Ao trabalhar com atividades de Geometria Fractal,
quais sdo os fatores que influenciam no aprendizado de alguns tépicos da Matemdtica
curricular em alunos do 3°ano do Ensino Médio?” (p. 2). Em relacdo a principal tendéncia

metodoldgica e aos sujeitos de pesquisa, o autor descreve:

Em nossa pesquisa, muito inspirados na metodologia utilizada por Baraldi
(1999), optamos pelo enfoque qualitativo, em especial, do estudo de caso.
Nosso caso consistiu num curso sobre Geometria Fractal ministrado por nds.
O publico alvo foram 11 alunos do 3° Ano do Ensino Médio, da escola
Placido de Castro, na cidade de Santarém-Pa. Nesta escola também
trabalhamos lecionando a disciplina Matematica. E importante ressaltar que
dos 11 alunos que iniciaram o curso, apenas 7 deles conseguiram conclui-lo.
Todos eram nossos alunos no ensino regular. (p. 18).

As informagdes que constituem a investigacdo provém da observagdo direta; do teste
especifico; e do questiondrio, todos aplicados durante o curso Geometria Fractal para o
Ensino Médio que teve a duracdo de cinco dias. A observacdo direta teve o propdsito de
anotar falas e impressdes do comportamento dos alunos durante as aulas, enquanto o
questiondrio objetivava captar as impressoes dos alunos acerca da Matemdtica, da Geometria
Fractal, das atividades do curso e dos conteddos matematicos abordados tanto em suas

trajetdrias escolares, quanto dentro do curso.

O autor buscou novos caminhos, os quais conduziram-no ao encontro da Geometria
Fractal, que se lhe apresentou mais interessante, moderna e mais proxima da linguagem dos

alunos, possibilitando, assim, uma aprendizagem mais significativa da Matematica.
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3.2.4 Arlete Aparecida Oliveira de Almeida — Os fractais na formac¢ao docente

e sua pratica em sala de aula (2006)

Este quarto estudo tem o objetivo de investigar os fractais na formacdo docente e sua
pratica em sala de aula. A autora teve o seu primeiro contato com o tema, numa aula
demonstrativa, na qual foram apresentados exemplos de situacdes da vida que poderiam ser
relacionados com a Matematica. Depois de dezessete anos de seu encontro com o tema,
Almeida retornou ao Campus Universitdrio para iniciar a pés-graduacao e estranhou o fato de

se ter avancado tao pouco no estudo da geometria fractal para a Educacio Basica.

Com o objetivo de contribuir para o avango do estudo da geometria fractal na sala de
aula, a autora se propde a responder as seguintes questdes investigativas: Quais as
possibilidades de mudanca de atitude do professor de matemdtica de modo a encaminhar um
trabalho inovador em sala de aula? Serd que por meio de um mini-curso, seria possivel
proporcionar ao professor condigcoes para que ele pudesse encaminhar um trabalho inovador
em sala de aula? Como produzir um encadeamento metodologico que proporcione ao
professor visualizar um novo momento para o ensino, levando-o a transpor as resisténcias
que possui pela propria formacdo académica que teve? Como desenvolver um encadeamento

metodologico que possa ser aplicado na sala de aula?

Almeida pretendia responder essas questdes investigativas no decorrer do mini-curso
que foi dividido em duas sessodes, aplicadas em dois dias. Para alcancar esse seu objetivo,
elaborou uma sequéncia diddtica com o propdsito de fomentar possibilidades para que, a
partir delas, o professor adquirisse condi¢cdes de encaminhar a geometria fractal para a sala de

aula, provocando assim, mudancas nas praticas pedagogicas. Além disso, pretendeu

Observar de que forma os professores atuam a frente de uma nova proposta
de trabalho para a sala de aula, contribuindo para uma formacao reflexiva
dos pesquisadores frente ao estudo das possibilidades de inovagdo do
professor de matemdtica sobre a abordagem de um novo contetdo:
Geometria dos Fractais. (p. 29).

Almeida afirma que elaborou “[...] uma sequéncia diddtica para aplicar aos
professores, ja como um possivel modelo a ser reutilizado em sala de aula.” (p. 34), porém
ndo foi essa a proposta inicial do trabalho, que era um projeto pedagdgico realizado pelos

proprios professores ao final do mini-curso.
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Os sujeitos da pesquisa eram professores da rede publica da regido Sul da cidade de
Sdo Paulo, composta por 84 escolas do Ensino Fundamental I, II e Ensino Médio, dos
periodos diurno e noturno. Como a Diretoria de Ensino ja realizava reunides com os
professores, isso contribuiu para a aplicagao de um questiondrio diagndstico aos oitenta e trés

professores que frequentavam as reunides; apenas cinco ndo participaram do mini-curso.

O mini-curso foi elaborado a partir desse questiondrio diagndstico, composto por nove
questdes objetivas, que produziram informagdes sobre o nivel de conhecimento dos
professores relacionado a geometria fractal. Além desse, Almeida realizou outro questionario
formado por cinco questdes, que foram aplicadas duas vezes, sendo uma no inicio do primeiro
dia e a outra, ao final do mini-curso. Sdo elas: 1- Vocé ja ouviu falar sobre fractais, tem
formulado uma ideia a seu respeito. Se ndo, o préprio nome deve levéi-lo a fazer referéncia
sobre o seu significado. 2- Professor, como a matemdtica da escola se relaciona com a sua
histéria de vida? 3- Professor, vocé percebe a necessidade de inserir novos rumos para o
ensino da matematica? Cite essas necessidades e suas justificativas. 4- Vocé acha que a sua
area de atuacdo como professor de Matematica, deve seguir os padrdes propostos durante sua
formacdo? Comente. 5- Vocé percebe algum obstaculo, no ensino da matematica para abordar
adequadamente assuntos que ainda ndo foram inseridos no nosso curriculo? Quais? Essa
reaplicacdo tinha o objetivo de produzir informacgdes que permitissem verificar se houve
mudangas de atitude do professor € se o mini-curso havia proporcionado ao professor

condi¢Oes para que ele encaminhasse a geometria fractal para a sala de aula.

Devido a importancia da andlise do questiondrio reaplicado para a investigacao, serd
detalhada apenas a andlise da primeira questdo, realizada por Almeida, pois € aquela que tem
mais aproximacdo com o nosso objetivo, que € buscar uma esséncia compreensiva
desenvolvida nesses estudos. Essa questdo foi analisada quantitativamente por meio de cinco
categorias, da seguinte forma: 20% sabem exatamente o significado da palavra; 20% se
referem ao conceito de fracdo; 30% nao conseguiram identificar o significado da palavra;
28% relacionaram a palavra a geometria ou a alguma aplicacdo; e em 2% as respostas nao
tinham relagdo com a pergunta. Essa mesma questdo, reaplicada no final do curso, produziu
uma segunda andlise, a qual permitiu a Almeida afirmar que percebeu “[...] um grande
progresso ao se desmistificar o assunto, dando oportunidade para que o professor possa fazer

mais uma escolha na sua atividade docente.” (p. 127).
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Almeida apresenta as seguintes conclusdes: poucos professores conhecem ainda o que
¢ a geometria fractal; o mini-curso proporcionou aos professores uma alternativa para
aplicacdo em sala de aula; os professores perceberem que sua formacdo académica se deu por
meio de aplicagcdo de férmulas sem clareza a respeito da finalidade; a Geometria Fractal ainda
estd muito distante da prética dos docentes; e que o uso do computador é necessario para se

desenvolver conceitos e introduzir os fractais.

TABELA 4 - Investigacdes que se utilizam dos fractais iniciador-gerador como exemplos de fractais,
no periodo de 2004-2007

.. Eberson | Carvalho | Almeida | Gongalves
Fractais iniciador-gerador

(2004) (2005) (2006) (2007)
Conjunto de Cantor X X X X
Curva de Von Koch X X X X
Floco de Neve de Koch X X X
Triangulo de Sierpinski X X X X
Tapete de Sierpinski X
Tetraedro de Sierpinski X
Esponja de Menger X X
Curva de Peano X X X
Curva de Hilbert X X
Cartdo fractal X X
Tetra-Circulo X
Constru¢do com régua e compasso X

Fonte: Edilson de Moura, 2011.

A Tabela 4 apresenta uma sintese dos quatro estudos descritos, buscando estabelecer e
organizar uma primeira unidade de compreensdo do conceito fractal para o ensino de
Matematica. Os estudos apresentam, normalmente, como exemplos de fractais, o conjunto de
Cantor, curva de Von Koch, curva de Peano e muitos outros fractais, que tém um iniciador

que os gerara.

O planejamento de sequéncias didaticas tanto para alunos da Educacdo Bésica, como
para alunos da graduacdo em Matematica e até para professores € outro ponto bastante

explorado nos estudos. No planejamento dessas sequéncias didaticas ha excesso de atividades
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planejadas, falta de familiaridade com os diversos softwares, falta de habilidade para executar

trabalhos manuais e excesso de informacgdes transmitidas sobre o conceito fractal.

Um conceito pouco desenvolvido nos trabalhos é o da dimensao fractal. Os trabalhos a
definem como uma caracteristica importante do conceito fractal, porém, as atividades se
resumem apenas no cdlculo da dimensdo do objeto fractal e, muitas vezes, sem significado

algum para o sujeito.

Por fim, os estudos expostos apresentam a Geometria Fractal como um conhecimento
com potencial para ligar dreas nucleadas da prépria Matemadtica, contribuindo para uma

contextualizacdo interna.

3.2.5 Talita Secorun dos Santos — A inclusdo das geometrias nao-euclidianas no

curriculo da educagao béasica (2006)

Este estudo pretende responder as seguintes indagagdes: Como os professores
sentiram a inclusdo das Geometrias ndo-euclidianas no Curriculo da Educacdo Bdsica do
Estado do Parand? O que pensam a respeito? Apos participarem de um curso sobre
Geometrias ndo-euclidianas se sentem mais preparados para abordar o tema com seus

alunos?

Santos, professora da Faculdade Estadual de Ciéncias e Letras de Campo Mourio,
onde ministra aula no curso de Licenciatura em Matematica. Essa vivéncia académica
permitiu-lhe supor que os professores da Educagcdo Béasica do Nucleo Regional de Maringa
ndo conhecem as Geometrias nao-euclidianas ou, que elas ndo foram ensinadas durante sua
formacdo académica. Por isso, logo que soube da inclusdao das Geometrias ndo-euclidianas no
curriculo da Educacdo Bésica do Estado do Parand, buscou questionar a maneira que esse
tema seria estudado pelos professores da Educacdo Bésica e como eles reagiriam a tal

inclusdo.

Este estudo se caracteriza como sendo de cunho qualitativo interpretativo. Os sujeitos
participantes da pesquisa foram cinquenta professores da Educacdo Basica do Nucleo
Regional de Maringd, participantes do curso de Geometrias ndo-euclidianas oferecido pela

Universidade Estadual de Maringd, em parceria com o Nicleo Regional de Maringd, cuja
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carga hordria foi de vinte e quatro horas distribuidas em seis dias consecutivos, onde foram
apresentadas, nessa ordem, as seguintes geometrias: Euclidiana, Topoldgica, Projetiva,

Projetiva com a apresentacdo de problemas da Euclidiana; Hiperbdlica e Esférica; e Fractal.

Para obter as informacdes para andlise, a pesquisadora aplicou dois questiondrios. O
primeiro foi aplicado em 2007 aos professores do Nucleo Regional de Maringd com intuito de
sondar o nivel de conhecimento sobre as Geometrias ndo-euclidianas e verificar se
trabalhavam com o tema em sala de aula ou se tinham conhecimento da inclusdo no curriculo
de Educac¢do Basica. O segundo foi aplicado a todos os participantes do curso de Geometrias
ndo-euclidianas. Esse segundo questiondrio era composto por sete atividades que foram
aplicadas nos seis encontros ocorridos com o grupo de cinquenta professores. Conforme a
autora, a investigacdo nao tinha interesse em avaliar quantitativamente o conhecimento dos
professores, mas sim, detectar os principais obstdculos que eles enfrentariam no decorrer do

curso e identificar o principal caminho para seu melhor aproveitamento.

Os elementos constitutivos da andlise provieram dos questiondrios aplicados, das
gravacOes feitas dos encontros e das observagdes do didrio de campo. A andlise dos
documentos foi realizada por meio da metodologia da Andlise de Conteudo, baseada em

Roque Moraes, em Andlise de Contetido (1999).

ApO6s a andlise da primeira atividade do primeiro dia, os principais resultados obtidos
pela pesquisadora foram: os professores se mostraram atentos as mudancas curriculares,
sendo que apenas sete nao sabiam que a inclusdao havia ocorrido e um dos principais
obstaculos para o entendimento das Geometrias ndo-euclidianas € a falta de conhecimento da
Geometria Euclidiana, principalmente da Espacial. Ja os resultados da andlise da segunda
atividade do segundo dia foram: vinte e seis professores declararam que ndo conheciam a
geometria euclidiana axiomdtica; quarenta declararam que nao conheciam o assunto
Topologia, apesar de alguns declararem ja terem visto algo na faculdade; e dez professores
confundiram a palavra topologia com topografia. Os resultados permitiram que a
pesquisadora afirmasse que o estudo das Geometrias nio-euclidianas “[...] pode contribuir
para o ensino da Geometria de maneira geral, j& que para se aprender Geometrias nao-

euclidianas € necesséario solidificar o conhecimento de Geometria Euclidiana.” (p. 68).

Os resultados da analise da terceira atividade do terceiro dia foram: quarenta e seis

professores afirmaram que depois da aula de Topologia era possivel o trabalho com esse tema
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na Educacdo Bésica, o que representava uma mudanca de postura razodvel para grande parte
de professores que, antes do segundo encontro, ndo a conheciam; e, ao final do terceiro
encontro, foi possivel perceber que os professores ainda se sentiam desconfiados e
despreparados para trabalhar com o ensino das Geometrias nao-euclidianas na Educacdo
Bésica. A quinta atividade do quinto dia desencadeou os seguintes resultados: vinte e sete
pessoas nao faziam ideia do que era a Geometria Hiperbdlica e vinte e duas ndo conheciam o
objeto de estudo da Geometria da Superficie Esférica; e o nimero de professores que
afirmaram que as retas paralelas se encontram em um ponto aumentou consideravelmente a
cada encontro. A pesquisadora ressalta que, apesar da grande dificuldade em entender a
Geometria Hiperbdlica, os professores demonstravam muita curiosidade, o que os deixava

alvorocados.

A sexta atividade tinha o objetivo de detectar conhecimentos relativos a geometria
Hiperbolica e Esférica, ministradas no dia anterior e também verificar o conhecimento prévio
dos professores, concernente a geometria fractal. Sobre a geometria fractal: vinte e dois
professores afirmaram nao conhecé-la; onze afirmaram ter visto alguma imagem ou leram a
respeito; um professor declarou que sao superficies com contornos irregulares que mudam de
direcdo; quatro professores falaram que € a geometria da natureza; um professor associou a
equagdes que geram imagens no computador; cinco professores afirmaram que sdo divisoes
infinitas baseadas em um padrdo; um professor associou a mosaicos; trés professores disseram
que € o estudo de fragmentos; e dois professores afirmaram que sdo figuras que se formam
com varios desenhos do mesmo formato. Do exposto, a pesquisadora concluiu que alguns

professores ja tinham nocdo da Geometria Fractal, mas que um nuimero considerdvel ndo

sabia qual era o objeto de estudo dessa geometria.

O principal objetivo da sétima atividade, que foi aplicada no final do sexto dia, era
verificar se os professores apdés o término do curso de Geometrias ndo-euclidianas
acreditavam ser possivel trabalhar com as Geometrias nao-euclidianas na Educacdo Bésica. A
autora da pesquisa relatou que dois professores afirmaram que no Ensino Fundamental ndo
era possivel o trabalho com as Geometrias ndo-euclidianas e um professor afirmou que ndo

acreditava ser possivel o trabalho com essa geometria no Ensino Médio.

Quanto a possibilidade para o ensino da geometria ndo-euclidiana, Santos descreveu

que treze professores acreditavam ser possivel a Topologia no Ensino Fundamental e vinte e
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cinco professores, no Ensino Médio; trinta e um professores afirmaram ser possivel a
Geometria Projetiva no Ensino Fundamental e trinta e dois professores, no Ensino Médio;
treze professores disseram que a Geometria Esférica € possivel no Ensino Fundamental e
trinta e trés, no Ensino Médio; doze professores afirmaram ser possivel a Geometria
Hiperbdlica no Ensino Fundamental e trinta e dois, no Ensino Médio; e vinte e oito
professores disseram ser possivel a Geometria Fractal no Ensino Fundamental e trinta e um,

no Ensino Médio.

Essas informagdes levaram a conclusdo de que os professores demonstraram mais
seguranca para abordar a Geometria Fractal e a Geometria Projetiva na sala de aula,

principalmente no Ensino Fundamental.

E oportuno descrever como a geometria fractal foi ministrada aos professores
participantes do curso. Conforme a autora da pesquisa, o professor ministrante iniciou
apresentando a Geometria Fractal como sendo a Geometria da Natureza e, depois com auxilio
de softwares geométricos, construiu curva de Peano, curva de Koch, tridngulo de Sierpinski.
Sobre a dimensdo fractal o ministrante explicou que o espaco em que vivemos ¢é
tridimensional e que antes do advento da Geometria Fractal eram conhecidas apenas
dimensdes inteiras; a Geometria Fractal possibilitou a descoberta de um mundo de dimensdes
fraciondrias. Como atividade final sobre o tema fractal, os professores construiram um cartdao

fractal.

Ap6s o curso, a pesquisadora constatou que grande parte dos professores nao se sente
segura para ministrar as geometrias nao-euclidianas; o curso sobre a geometria fractal seguiu
a mesma caracteristica dos estudos anteriores, ou seja, a construcdo dos fractais tradicionais
como a curva de Peano, curva de Koch, triangulo de Sierpinski; a dimensdo fractal foi
praticamente apresentada como uma curiosidade, ou seja, sem significado; e, além disso, era

muito contetido para pouco tempo.

3.2.6 Marcia Denise Gressler — Construindo uma percep¢do complexa da

realidade a partir do estudo dos fractais (2008)

Uma caracteristica que difere este estudo dos demais é a proposta de uma

contextualiza¢do externa a matemadtica. Este estudo tem entdo, por objetivo, examinar qual a
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compreensdo dos alunos em relacdo a ligacdo da matemadtica complexa dos fractais com
outras areas do conhecimento, como também verificar se os alunos envolvidos nesses estudos

ampliam sua percepg¢ao frente a complexidade com que a realidade se apresenta.

O fato de ser professora de Matemadtica da 8* série (atual 9° ano) fez com que Gressler
percebesse que muitos alunos que cursam essa série apresentam um conhecimento linear e
desconectado das outras dreas do conhecimento bem como um pensamento fragmentado em
relacdo a contetidos desenvolvidos em aula bem como em grande parte dos temas cotidianos.
Para estudar melhor essa problemaética, a autora formula a seguinte questao investigativa: De
que forma o estudo interdisciplinar da natureza complexa dos fractais modifica a
compreensdo de alunos da 8 série do Ensino Fundamental, acerca da realidade? Sendo
assim, planejou uma acao interdisciplinar entre Matematica, Filosofia e Artes Plasticas que
viesse favorecer a percep¢ao ampla da realidade por meio de situacdes que incentivassem o

contato com a complexidade inerente aos fatos cotidianos, a partir do estudo dos fractais.

A investigacdo foi realizada por meio de uma abordagem qualitativa, com uma
estratégia metodoldgica descritiva e interpretativa, utilizando como método o estudo de caso.
Essa investigac@o se desenvolveu com quarenta alunos de 8* série do Ensino Fundamental da
rede particular de ensino de Porto Alegre. A a¢do interdisciplinar foi planejada conjuntamente

com as professoras de Filosofia, Artes Plastica e Matemadtica.

Com o intuito de analisar se o estudo interdisciplinar da natureza complexa dos
Fractais, envolvendo Matematica, Filosofia e Artes Plasticas, modifica a compreensdo da
realidade em alunos da 8 série do Ensino Fundamental, foram constituidos trés instrumentos
de pesquisa que foram apresentados aos alunos em dias distintos e sempre na disciplina de
Matematica e também nesta ordem: desenho de uma araucéria; andlise de um trabalho

artistico; andlise reflexiva do curta-metragem — “3 minutos”.

A geometria Fractal é apresentada duas vezes aos alunos: a primeira aconteceu antes
de se iniciar o trabalho interdisciplinar, pois Gressler desconfiava que os alunos desconheciam

a Geometria Fractal, e a segunda € realizada apds o estudo interdisciplinar.

O objetivo do primeiro instrumento “[...] € verificar de que forma o grupo de alunos
investigado, percebe uma imagem real e como eles as reproduzem, antes e apds o estudo
interdisciplinar.” (p. 47). Para isso, os alunos foram conduzidos até o patio da escola para

desenharem uma araucdria que foi escolhida devido as irregularidades e rugosidades do seu
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tronco. O objetivo do segundo instrumento consistiu em verificar, antes e apds o estudo
interdisciplinar, como os alunos percebem as formas geométricas de um trabalho artistico que

foi desenvolvido por um aluno do 1° ano do Ensino Médio daquele colégio.

FIGURA 23 - Trabalho artistico Fragmentando Figuras Geométricas, utilizado por Gressler em seu
estudo

Fonte: Gressler (2008, p. 48).

O nome do trabalho artistico, Fragmentando Figuras Geométricas, ndo foi revelado
aos alunos, pois poderia sugestiond-los, produzindo assim, interferéncia nas andlises
(FIGURA 23). Apés a apresentacdo do trabalho, foi solicitado aos alunos que,

individualmente, fizessem uma analise reflexiva sobre o trabalho artistico.

Por fim, o terceiro instrumento teve o objetivo de verificar as concepcdes de realidade
presentes em cada aluno e detectar possiveis modificacdes ocorridas apds o estudo
interdisciplinar. O curta-metragem retrata uma situacdo frustrante vivida por Marilia,
personagem interpretada pela atriz Liza Becker, que ao tomar consciéncia das escolhas que
fez na vida e da dificuldade em modificar sua situacio existencial, inicia um didlogo interior
ao qual tem acesso o espectador. “A complexidade da situacdo de Marilia, proposta pelo
autor, provoca no espectador sensacgao de indefini¢do quanto aos sentimentos e atitudes da
personagem, em parte devido aos fatos que se multiplicam na trama.” (p. 50). Para Gressler,

as respostas ao terceiro instrumento de pesquisa foram consideradas o coragdo da
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investigacdo, tendo em vista que o objetivo deste foi verificar quais as percepgdes da
realidade apresentada por cada aluno e quais as modificagdes que ocorreram apds o estudo

interdisciplinar.

A autora exp0s em suas consideracdes finais que, apds a acdo interdisciplinar, pode
constatar uma mudanga na percep¢ao da realidade de cerca de 2/3 dos alunos que evoluiram
em sua andlise da situacao apresentada no filme. Essa mudanca também foi percebida quando
um aluno, durante uma aula de Quimica, interveio e revelou seu entendimento de que o d&tomo

pode ser compreendido como uma entidade fractal.

O trabalho realizado por Gressler conclui que o estudo dos fractais modifica a

compreensdo complexa da realidade.

3.2.7 Tania Baier — O nexo fractal “geometria fractal — produc¢do da ciéncia
contemporanea” tomado como nucleo do curriculo de matemadtica do

ensino basico (2005)

Nesta investigacdo, constatou-se que os padrdes que emergem por processos iterativos,
0s quais geram também os fractais, assumem uma singular importancia para o estudo do
pensamento sist€émico, onde o tratamento matemédtico estende-se do quantitativo ao

qualitativo.

Este estudo pretende investigar se o ensino da Geometria Fractal pode contribuir na
compreensdo da visdo de mundo que permeia a ci€ncia contemporanea. Para isso, Baier
discorre sobre o processo histérico da constru¢do da ciéncia moderna, buscando assim
explicitar as visdes de homem, de mundo e de ciéncia, decorrentes dessa postura. Depois,
aborda historicamente a constru¢do das ci€ncias contemporaneas, as quais inspiraram um

novo pensamento, o0 pensamento sistémico.

A autora revela que ja participou de trabalhos de conclusdao de disciplinas e de
monografias relacionados com os conteudos matematicos que envolvem a Geometria Fractal.
Essa experiéncia com o tema fractal permitiu-lhe formular suas primeiras indagacoes: “Seria
o estudo dos fractais uma resposta as criticas efetuadas a respeito do afastamento dos

conteddos matematicos que constituem o curriculo escolar da realidade do mundo? Seria o
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ensino dos fractais um modo de realizar, na pratica da sala de aula, a interdisciplinaridade?”
Pouco a pouco esses questionamentos foram delineando a seguinte questdo investigativa:
“Trabalhar a incorpora¢do da geometria fractal no curriculo tradicional do ensino bdésico
possibilitaria uma compreensao da visdo de mundo que permeia a construcdo da ciéncia

contemporanea?” (p. 13, grifo do autor).

Para poder lidar com os padrdes que sdo detectados na complexidade sistémica, faz-se
necessdria a criagdo de teorias matematicas que permitam estudar o fendmeno. Sendo assim,
foi concebida a teoria dos sistemas dindmicos que € uma teoria matematica que permite lidar
com a complexidade do fendmeno nao-linear. Além disso, Baier afirma que o fendmeno da
nao-linearidade estd presente na natureza e nos sistemas vivos, € que as relagdes num padrao
de rede sdo nado-lineares. Outro conceito importante apresentado no estudo ¢ o de padrao. O
padrao envolve qualidades e ndo quantidades, por isso, o padrdo nao pode ser medido, ou
pesado; ele é mapeado. Mas esse conceito tdo importante ndo encontra espago no ensino,
justamente, explica Baier, por ndo ser significativo na visdo de mundo mecanicista, niao €
valorizado nos curriculos escolares, porém, torna-se importante a partir do advento do
pensamento sistémico. Na atualidade, tornou-se essencial para a compreensdo dos sistemas

ViVOS.

Capra (2006, p. 107, grifo do autor) compara matematicamente um laco de
realimentacdo “[...] a um tipo especial de processo ndo-linear conhecido como iteracdo
(palavra que em latim significa repeticdo) na qual uma fun¢do opera continuamente sobre si
mesma.” E exatamente nesse ponto, que a pesquisadora apresenta os contetidos possiveis de
serem estudados no Ensino Bésico, afirmando que processos iterativos acontecem em diversas
situagdes, destacando que: o processo de divisdo celular é repetitivo, operacdes bancérias
envolvendo juros sdo iterativas e iterar o botdo de uma calculadora significa entrar com um
numero qualquer diferente de zero e apertar o botdo referente a uma fungdo matemadtica
diversas vezes. Ressalta que podem ser iteradas construgdes geométricas ou expressoes
algébricas e que o conceito de iteragdo esta relacionado com o tépico funcdo composta tratado
no Ensino Basico com pouca énfase, ja que o processo iterativo nao € muito utilizado durante
a producdo da ciéncia moderna; contudo, assume um papel importante na constru¢do da
ciéncia contemporanea. A pesquisadora destaca, ainda, que os temas iteracdo, mapeamentos €
padrdes sdo conceitos matematicos fundamentais para a construcao da ciéncia alinhada com o

pensamento sist€émico. Eles sdo alguns dos conceitos integrantes da linguagem matematica
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que descreve sistemas que se sustentam em processos nao-lineares, envolvendo interconexdes

em redes.

Com base nos resultados de sua pesquisa, a pesquisadora apresenta algumas
conclusdes: o estudo de objetos fractais possibilita ligacdes entre os conteidos da Matematica
e os demais temas do curriculo do Ensino Baésico; algumas ferramentas matematicas sdo
complexas, o que torna dificil a abordagem das concepcodes da ci€ncia contemporanea no
Ensino Bésico e uma possibilidade reside no estudo de conceitos bésicos da teoria dos fractais
e suas ligagdes com a teoria do caos; torna-se possivel ligar conteidos da Matematica
tradicional com o estudo da dindmica populacional, relacionado com os temas fractais, fung¢ao
composta e funcdo quadrdtica; torna-se possivel abordar a aleatoriedade e a instabilidade,
caracteristicas do mundo em que vivemos, com a abordagem de conceitos elementares da
teoria dos fractais, sendo focadas suas ligacdes com a teoria do caos; possibilidade de
construir uma nova visao de mundo instaurada a partir da fisica quantica, considerando que o
estudo dos fractais randomicos pode contribuir para o entendimento da concep¢do de mundo
instaurada desde a criagdo da teoria quantica, onde a aleatoriedade € presenga; nao é
necessdria a substituicdo de contetidos mateméticos que constituem a grade curricular, mas
sim, a mudanca no modo de aborda-los, articulando-os com a teoria dos fractais; possibilidade
de se perceber como parte do mundo e nio separado dele, por meio do estudo do conceito da
dimensdo fractal, o qual possibilita o entendimento da imbricacdo observador/observado,
mostrando as limitagcdes do principio da objetividade, pois a dimensdo fractal se relaciona

com a nog¢ao de escala.

Os estudos de Baier demonstraram que a postura mecanicista levou a fragmentacao
das disciplinas escolares e uma forma de aproximar e apagar essas fronteiras € por meio do
estudo da teoria fractal, que dentre todas as teorias alinhadas com o pensamento sistémico, € a
mais acessivel. Destacaram, ainda, que a teoria fractal também pode ligar conteidos
matemadticos tradicionais como: fung¢do composta, quadritica, logaritmos, progressdes e
nimeros complexos. Além desses aspectos, esta investigagdo evidenciou as relagdes (nexos)
entre os fractais, a teoria do caos e as teorias matemadticas, que sdo concernentes a teoria

fractal.



84

4 A PRESENCA PEDAGOGICA DOS FRACTAIS EM LIVROS
DIDATICOS

Neste capitulo serd descrito o desenvolvimento dado as licdes sobre Fractais em
alguns livros didaticos, analisando as ocorréncias dos objetos de aprendizagem de conceitos:
fatos particulares, classes, relacoes e estruturas, que sao critérios epistemoldgicos orientados
por Francois Marie Gérard e Xavier Roegiers, em Conceber e Avaliar Manuais Escolares
(1998), cuja compreensdo epistemoldgica € referéncia permanente dos Guias de Livros
Diddticos, do PNLD, desde 2004. Os livros foram escolhidos considerando o que apresentam
no respectivo desenvolvimento sobre fractais, mas, para esta andlise, foram adotados apenas

aqueles que mais conteido puderam oferecer.

Pode-se tomar os quatro objetos como quatro “dimensdes” da aprendizagem de um
conceito; esses objetos vém completar uma nocao de aprendizagem. Um exemplo especifico
apresentado por Gérard e Roegiers (1998), € o da aprendizagem sobre triangulos. Um sinal de
transito na forma triangular indica um fato particular sobre o conceito de tridngulo. As classes
sd0 os conjuntos de tridngulos do mesmo tipo, como o conjunto dos tridngulos isdsceles, dos
triangulos equildteros, dos triangulos retangulos, etc. Como relac@o, no estudo de triangulos,
os autores citam a férmula da drea de todo tridngulo. Como estrutura, os autores citam a
classificac@o dos tridangulos em fun¢do do comprimento dos lados e da amplitude dos angulos.
Assim, se o sujeito epistémico interroga: “como se aprende, ou como se constrdi, 0 conceito

de triangulo?”, a resposta é: buscando fatos particulares, distinguindo-os em classes,

estudando suas relacdes métricas e reconhecendo estruturas internas.

Porém, a interrogacdo desta pesquisa €: Como ascendemos ao conceito Fractal? No
sentido do interrogado e da andlise a ser realizada, damos a constru¢do do conceito mediante

os quatro objetos: fatos particulares, classes, relacdes e estruturas.

Nas formas da natureza encontram-se fatos particulares de fractais, como nas folhas da
samambaia, na radiografia pulmonar, na linha do litoral. Como classes de fractais, ha a classe
dos fractais formais, definidos como pontos fixos nas iteracdes de fungdes; hd a classe dos
fractais numéricos, como sdo as sequéncias numéricas convergentes a zero e geradas por uma

propriedade, e a classe dos fractais geométricos obtidos em decomposicdes de figuras
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geométricas, como € o tridangulo de Sierpinski. Por esta epistemologia, os fractais sdo formas
abstratas, como sdo as formas geométricas. As representagdes materiais sdo meros fatos
particulares. Vale destacar que uma figura reproduzida na superficie plana do papel é uma
representacao material que realizamos como manifestacao. O objeto matematico, representado

no papel, na forma conceitual e abstrata, repousa como conceito na psique.

4.1 DO ENSINO FUNDAMENTAL

A fim de atingir o objetivo desta pesquisa que € o de organizar um conhecimento
pedagégico acerca do tema Fractal, procurou-se identificar por meio de pesquisas em livros
didéticos, a presenca desse conceito na Educagdo Basica, bem como o modo de apresentacdo

e de desenvolvimento desse assunto.

A seguir, serdo apresentados os livros didaticos do Ensino Fundamental, que
apresentavam mais licOes sobre Fractais. Vale destacar que eles sdo livros didaticos aprovados

pelo PNLD 2011.

4.1.1 Lourisnei Fortes Reis e Alexandre Luis Trovon de Carvalho — Aplicando

a matematica (2006)

Os autores iniciam a respectiva introdugdo afirmando que na natureza, diversas formas
seguem padrdes e que elas (as formas) se organizam de uma maneira regular, seguindo
principios que podem ser geométricos ou numéricos. Relatam, ainda, que certos tipos de
tumores se desenvolvem mais, ou menos, segundo certas regras matematicas e que por isto, 0s
cientistas estudam formas geométricas chamadas fractais, buscando diagndsticos mais

precisos e rapidos.
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FIGURA 24 - Figuras na introdu¢do ao tema fractal: a) conjunto de Mandelbrot; b) didlogo sobre o
que sao fractais

Mas... 0 que
silo esses tais de

e sm (ot Vet

Fonte: Reis e Trovon (2009b, p. 6).

Ao lado da figura do conjunto de Mandelbrot (FIGURA 24a), hd o desenho de um
aluno perguntando o que sao fractais e um professor respondendo que “Os fractais sdo formas
geométricas construidas segundo certa regra, como uma sequéncia.” (FIGURA 24b). Em

seguida, apresentam duas situagdes em que hd a presenca de alguns fractais:
Situacao 1:

Dado um triangulo equildtero € desenvolvida sua decomposi¢ao em outros tridngulos
equildteros, por sucessivas ligacdes dos pontos médios dos lados, construindo-se, assim, o

chamado triangulo de Sierpinski.
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FIGURA 25 - Situacbes com presenca de fractais: a) sequéncia 1 (tridngulo de Sierpinski);
b) sequéncia 2 (curva de Koch).

(a)

(b)

Fonte: Reis e Trovon (2009b, p. 7).

Depois que apresentam as figuras, explicam passo a passo as decomposi¢des e, em
seguida, associam a sequéncia numérica 1, 3, 9, 27 no desenvolvimento dos primeiros quatro
passos da decomposi¢cdo (FIGURA 25a). Sugerem que se pode descobrir o préximo termo da

sequéncia ou a quantidade de tridngulos que hé na proxima etapa da decomposi¢ao.
Situacao 2:

Dé-se um quadrado todo pintado. Com um ter¢co do lado, sdo construidos novos
quadrados sobre os lados do anterior, formando uma figura regular em que vemos a forma
quadrada inicial e outras quatro formas quadradas unidas pelos lados (FIGURA 25b). O
procedimento € repetido sobre as quatro formas menores, pelos trés lados disponiveis. Obtém-
se uma nova figura sobre a qual o processo se repete, de modo que se converge para uma
forma quadrada com os lados em reentrancias quadriculadas. Quanto a quantidade de
quadrados obtidos nas trés etapas iniciais, faz-se corresponder a sequéncia numérica: 1, 5, 25.
Como na situacdo 1, sugerem que se pode continuar as operagdes geométricas, e também que
se pode descobrir a quantidade de quadrados na figura formada na préxima etapa da

construcgdo fractal.
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Nao houve em nenhuma situacio, no desenvolvimento de cada situagdo, quaisquer
outras exploracgdes a respeito do conceito fractal; houve, apenas, a explicacio prética sobre o
surgimento das figuras. Na situacdo 1 faz-se uma decomposi¢do e na situacdo 2, uma

composi¢do, mas esta distingao operatoria nao foi destacada pelos autores.

Com base na andlise epistemoldgica, pode-se dar um dimensionamento a
aprendizagem desses fractais. Trata-se de atividades que podem ser orientadas aos alunos do
final do Ensino Fundamental e do Ensino Médio, mas haverd situagdes mais sofisticadas que
demandardo dominios mais elevados de conhecimentos geométricos, numéricos e também

conhecimentos algébricos.

FIGURA 26 - Logomarca do Programa de Mestrado Profissional em Matematica da Sociedade

A

Brasileira de Matematica

A A
A A
AAAA
PROFMAT

Fonte: Programa de Mestrado Profissional em Matematica da Sociedade Brasileira de Matemética (2011).

A figura do tridngulo de Sierpinski € encontrada como “marca” em diferentes
situagdes. Na situacdo 1, estd como slogan publicitario do Programa de Mestrado Profissional

em Matematica da Sociedade Brasileira de Matematica (FIGURA 26).

Isto é um fato particular para o fractal de Sierpinski, pois o sujeito, visualizando o
slogan, recai imaginariamente na forma fractal de Sierpinski. Como classe, trata-se da classe
dos fractais geométricos. Ao associar a sequéncia de nimeros 1, 3, 9, 27, fica envolvida

também a classe dos fractais numéricos. Como relacio, temos a considerar a quantidade de
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tridangulos em uma etapa como o quadrado da quantidade na etapa anterior, isto a partir da
terceira etapa. Como estrutura, diremos do modo de obtencdo da forma em uma etapa pelas

ligacdes dos pontos médios dos lados nos tridngulos periféricos.

Na situacdo 2, ndo podemos ter a mesma organizagcao que desenvolvemos na situacio
1. Podemos antecipar que ha formas fractais ndo exploradas entre nds e que fica inesperado
encontrar aplicagdes como fatos particulares. Vindo ao curriculo escolar e ao tratamento no
ensino, as formas fractais, que sdo visivelmente atraentes nas paginas dos livros e em outras

ilustragdes, poderdo tornar-se fatos particulares para o conceito fractal.

Na secdo Exercicios de Aprendizagem, como primeira atividade, o livro traz uma
sequéncia geométrica a partir de um quadrado, do qual quadrados menores vao sendo

extraidos.

FIGURA 27 - Sequéncia geométrica na secdo de Exercicios de Aprendizagem: a) tapete de
Sierpinski; b) sequéncia triangular

1. Observe a sequéncia a seguir: (a)

H-0-i5

Com base nela, faca o que se pede e responda as perguntas:

a) Com suas palavras, descreva como essa sequéncia foi formada.
b) Construa uma sequéncia numérica que dé o nimero de quadrados em cada etapa.
¢) Quantos quadrados havera nas duas proximas etapas? Explique sua resposta.

Fonte: Reis e Trovon (2009b, p. 8).

@ (b)
{ | X
& @ ® 00
(& | X J 00 0000
@ [ X J 00 0000 00000
1 3 6 10 15
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Da primeira forma, Figura 27a, extrai-se um quadrado central. Da parte restante sdo
extraidos dez pequenos quadrados. Resulta uma figura regular composta de formas quadradas
em que contamos doze formas quadradas. Com base no que € visto, trés questdes sao

propostas.

Na andlise epistemoldgica das atividades, serd associado a cada questdo, o objeto de
aprendizagem correspondente. Na primeira atividade, o objeto fato particular ndo foi
contemplado nas questdes propostas no manual. Poderia propor-se a busca deste objeto, que
pode ser encontrado em pinturas geométricas, em formas ornamentais de tapetes ou como

forma decorativa em produtos artesanais.

(a) estrutura — a partir da visualizacdo das figuras, descrevemos a formacdo da
sequéncia como: a forma inicial foi dividida em dezesseis partes quadradas iguais e quatro
centrais foram retiradas. As doze restantes, cada uma sofreu o mesmo processo. Esta

compreensdo daremos como a estrutura do conceito do fractal geométrico em estudo.

(b) classe — a sequéncia numérica requerida diz respeito a outra classe do mesmo
conceito, um fractal numérico do mesmo conceito fractal. Tal como tridngulos equildteros e

triangulos isésceles participando da constru¢do do mesmo conceito de triangulo.

(c) relacdo — para responder quantos quadrados contaremos nas duas proximas etapas,

temos que ter uma féormula de recorréncia, que € o objeto relacao.

Na segunda atividade, Figura 27b, é apresentada uma sequéncia de bolinhas, sendo 1,
3, 6, 10, 15 bolinhas e, a partir do segundo grupo, sdao dispostas em formas de triangulos
equilateros com 2, 3, 4, 5 bolinhas nos lados. Sdo propostos os seguintes exercicios: (a)
identificar qual € o proximo elemento da sequéncia e quantas bolinhas ele terd; (b) sem
desenhar, descobrir como o nimero de bolinhas aumenta de uma etapa para a seguinte e
discutir com os colegas a respeito disso. Sobre essa atividade podemos desenvolver a mesma

andlise que realizamos na atividade anterior.
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FIGURA 28 - Sequéncia geométrica na se¢do de Exercicios de Aprendizagem: a) floco de neve de
Koch; b) atividade de fixacao

8. Este exercicio é quase um desafio. Por isso, reuna-se com mais um ou dois colegas. A seguir (a)
temos uma sequéncia de poligonos, estudada por von Koch, em 1906. Ela foi construida da

seguinte maneira:

P A é um tridngulo equilatero com lado 1.

B B é obtido de A dividindo cada lado do tridngulo em 3 partes iguais, construindo-se na
parte do meio um tridngulo equiladtero com a base removida.

P C é obtido de B como B foi obtido de A

Continuamos de maneira semelhante, obtendo o poligono D.

VIR 88 63

Calcule o perimetro da cada uma das figuras, A, B, C e D. Ha alguma relacao entre eles?

11. A sequéncia abaixo foi formada da mesma maneira que aquela do exercicio 8 desta Unidade: | (b)

A X

Com base nela, faca o que se pede e responda a perguntas:

a) Construa uma sequéncia numérica que dé o nimero de tridngulos em cada etapa.
b) Quantos tridngulos havera nas duas préximas etapas? Explique sua resposta.

Fonte: Reis e Trovon (2009b, p. 9-10).

Outras atividades da sec@o Exercicios de Aprendizagem quanto aos fatos particulares e
classes, podem ser analisadas como as anteriores, no entanto, algumas mudancgas sdo
perceptiveis quanto ao aspecto das relacdes, pois a varidvel muda de quantidade de elementos
— triangulos, quadrados, segmentos — para a determinagdo do perimetro do poligono que tem
inicialmente lado 1 (FIGURA 28). O conjunto de relagdes também muda, visto que o aprendiz

relacionard quantidade de segmento com o comprimento, mudando o aspecto da estrutura.
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FIGURA 29 - Classe dos fractais geométrico e numérico: primeira atividade

55. Observe atentamente como a sequéncia abaixo é formada e, a seguir, responda as per-
guntas:

ALLL

a) Qual é o numero de triangulos azuis em cada etapa?
b) Como se passa de uma etapa para outra? Explique com suas palavras.
¢) Qual o numero de tridangulos na etapa seguinte as que sdo ilustradas acima?

Fonte: Reis e Trovon (2009a, p. 224).

No exemplar do 6° ano, na se¢do Exercicios de Aprendizagem, a atividade explora
mais a classe dos fractais geométrico e numérico (FIGURA 29). Do aspecto geométrico,
abstraimos a autossemelhanga e quanto ao aspecto numérico, a sequéncia numérica formada
pela decomposi¢ao do tridngulo. Esta atividade ndo apresenta este tipo de decomposi¢do
como sendo o de Sierpinski, mas com base nas quatro dimensdes sugeridas por Gérard e
Roegiers (1998), observa-se que o triangulo de Sierpinski jd se apresenta como um fato
particular e as relagdes sdo estabelecidas por meio da contagem dos nimeros de triangulos

azuis em cada etapa.

Essa atividade solicita que se descubra, explique e deduza como se passa de uma etapa
para outra. Segundo Gérard e Roegiers (1998), este tipo de atividade desenvolve e exige do
aprendiz uma maior elaboracdo cognitiva. Relacionam essa atitude a um saber-fazer
cognitivo, que € “[...] uma atividade que necessita de um trabalho cognitivo de transformacao
de uma mensagem dada e/ou ndo dada.”, e que por sua vez tem a ver com “[...] atividades
cognitivas de base como: distinguir o essencial do acessorio; [...] resolver um problema;
comparar dados; formular hipéteses; deduzir conclusoes; etc.” (GERARD; ROEGIERS, 1998,
p. 50).
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FIGURA 30 - Atividade de fixacdo, exemplar do 8° ano

18. Unindo os pontos médios de um tridngulo equilatero, cujos lados medem a, obtemos
novamente um tridngulo equilatero. Repetimos esse procedimento com o novo tridngulo,
e assim sucessivamente.

Ay

Com base nisso, responda:

a) Qual é o perimetro do tridngulo de lado a?
b) Qual é o perimetro de cada um dos quatro tridngulos obtidos nesse processo?

c) Sera que é possivel obter uma formula que dé o perimetro quando repetirmos esse
processo n vezes?

Fonte: Reis e Trovon (2009c, p. 48).

No exemplar do 8° ano, na secao “Exercicio de Fixacao”, ha outra atividade (FIGURA

30) que nao difere das andlises feitas no volume do 7° ano (FIGURA 25).

Os autores poderiam iniciar o tratamento dos fractais algébricos, mas isso ndo ocorre
em nenhum dos volumes analisados. Observa-se, que mesmo nesse tema, ha a preferéncia por

atividades similares aos temas convencionais da Matematica.
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4.1.2 Jackson da Silva Ribeiro — Projeto Radix (2010)

Nos livros didéticos de Ribeiro, intitulados Projeto Radix: Matemdtica, 6° Ano (2010)
e Projeto Radix: Matemdtica, 8° Ano (2010), o tema fractal é abordado na sec¢ado

Complementando e na secdo Algo Mais, respectivamente.

FIGURA 31 - Tema fractal na atividade de complementagdo, 6° ano

15 » Quantostridangulos podemos identificar naima-
gem abaixo? 53 tiangulos

Fonte: Ribeiro (2010d, p. 218).

Na andlise epistemoldgica da atividade, identificamos a imagem como um fato
particular do conceito fractal. As diferentes maneiras de contar os tridngulos associam-se as

relacdes, enquanto o conjunto dessas relacdes associa-se as estruturas (FIGURA 31).
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FIGURA 32 - Tema fractal na secio Algo a Mais, 8° ano, produzido pelo computador a partir de
equacdes matematicas

~
0 que sao os fractais?

jpsn:odﬂkﬂ diz- i Naio é ficil entender nem definir essas formas, que mais parecem pinturas psi-

| -se de imagens, 1= = M = 4 £43

-.g:ﬂz";,f ‘ codélicas e sdo fruto de uma verdadeira revolugdo em dois ramos da Matematica:

| de cores muito

| vivas, 1otalmente
! fara dos padrdes

| costumeiros
ool ot

a Geometria e a Estatistica. Desde o século IV a.C. até poucas décadas atrds, o estu-
do das figuras geométricas se baseava em formas puras, como os circulos, 0s qua-
drados e os tridngulos, que aprendemos ainda no primério. E a chamada geometria
euclidiana, que deve seu nome ao matemadtico egipcio Euclides. Formas exatas e
perfeitas como essas silo abstragdes impossiveis de serem encontradas na nature-
za. E é justamente na natureza que estava oculta a geometria fractal, descoberta
entre as décadas de 60 e 70 tanto nos estudos das variagdes climdticas pelo meteo-
rologista americano Edward Lorenz quanto nas estatisticas visualizadas em com-
putador pelo matematico polonés Benoit Mandelbrot, o homem que deu nome as
fractais. O que elas mostravam é que processos aparentemente irregulares como
ramificacdo de uma drvore ou recorte geogrifico de um litoral seguem, na verdade,
um padrio - que, por sua vez, obedece a uma férmula matematica. Al estd a carac-
teristica principal da geometria fractal, batizada de autossimilaridade: sdo formas
cujas partes sempre reproduzem o todo. “Ndo existe uma defini¢do precisa, mas
podemos dizer que uma figura é um fractal quando ela é formada por diversas par-
tes, que lembram, cada uma, o desenho da figura inteira”, diz 0 matemdtico ame-
ricano Michael Frame, da Universidade Yale, nos Estados Unidos, coautor, junto
com Mandelbrot, do livro Chaos Under Control: The Art and Science of complexity
(“Caos sob controle: a arte e a ciéncia da complexidade™), que explora esse tema.
SUPERINTERESSANTE MUNDO ESTRANHO. Sdo Paulo: Abril, ano 16, n. 1, abr. 2002. Edigio especial.

Vejaa seguir alguns fractais gerados com o uso do computador a partir de equagdes
matematicas.

Print Screen

< Nestaimagem, a figura maior
corresponde a uma ampliagdo
do detalhe da figura menor.

Fonte: Ribeiro (2010e, p. 95).



FIGURA 33 -

Tema fractal na secdo Algo a Mais, 8° ano, produzido pelo computador

/

/
\

-~

4 Qutro exemplo de
fractal produzido
em computador.

E possivel, também, construir alguns fractais utilizando instrumentos, como ré-
gua, compasso, lapis e esquadros. No exemplo abaixo, desenhamos, inicialmente, um
tridangulo equilatero e dividimos cada um de seus lados em trés partes iguais. A partir
dai, construimos novos triangulos equilateros e repetimos o processo sucessivamente,
obtendo as figuras representadas.

/\
ADAS:

MV

"4

.y

\\\
\
| ) A
| T~ .
A |
5/

MYE §'V'

1 » Quando e como foi descoberta a geometria fractal?
2 ® Quando uma figura é um fractal?

3 » Junte-se a um colega e, utilizando os instrumentos necessarios, construam um
fractal.

Fonte: Ribeiro (2010e, p. 96).

96



97

Na secdo Algo Mais, do exemplar do 8° ano, aparecem informacdes e atividades sobre

fractais (FIGURAS 32-33).

A apresentacdo do conceito fractal € introduzida por um texto da revista Mundo
Estranho, da editora Abril. Depois do texto, visualiza-se a imagem do conjunto de
Mandelbrot. Esse texto interroga: O que sdo Fractais? E no intuito de responder a esse
questionamento, afirma que fractais parecem com pinturas psicodélicas e que a natureza
apresenta uma geometria fractal e ela € constituida de formas aparentemente irregulares como
a ramificacdo de uma arvore ou o recorte geografico de um litoral. Entretanto, diz o texto,

essas formas irregulares obedecem a féormulas matematicas.

Outra caracteristica importante trazida no texto € o conceito de autossimilaridade, que
sao formas cujas partes sempre reproduzem o todo. Destaca o texto que ndo existe uma
defini¢do precisa para os fractais, mas que podemos entender esse conceito como sendo uma

figura formada por diversas partes, que lembram, cada uma, o desenho da figura inteira.

Em seguida, € apresentado outro exemplo de fractal produzido em computador. Além
disso, hd uma informacao sobre a constru¢do de alguns fractais, bem como a sequéncia dessa

construcdo (FIGURA 33).

Sdo propostos dois questionamentos que exigem do aluno a compreensdo da leitura

realizada e, em seguida, o autor sugere a constru¢ao de um fractal com a ajuda de um colega.

Na andlise epistemoldgica dessa atividade, compreendemos que aqueles
questionamentos — Quando e como foi descoberta a geometria fractal? E quando uma figura
€ um fractal? — estdo envolvendo a dimensao do saber-redizer textual que, segundo Gérard e
Roegiers (1998, p. 50), “[...] € uma atividade que consiste em poder redizer ou reconstruir
uma mensagem aprendida ou transmitida, sem lhe introduzir transformacdes significativas.

[...] que é uma repeticao palavra por palavra.”

Em relacdo a constru¢do de um fractal, hd poucas orientagdes e informagdes quanto
aos procedimentos necessdrios para a respectiva constru¢do. Ndo foram observados os
instrumentos que poderiam ser empregados, assim como a classe do fractal. Entretanto, esta
atividade devidamente orientada, exigird do aluno um saber-fazer gestual que, segundo
Gérard e Roegiers (1998, p. 50), “[...] designa um conjunto de atividades de predominancia

gestual e que necessitam de controle cinestésico [...]".
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Sobre os diferentes objetos de aprendizagem, diferentes aprendizagens podem ser
exercidas. Gérard e Roegiers (1998) classificam a forma de atuar sobre os objetos de
aprendizagem em trés tipos de saberes: o saber-redizer que pode ser textual ou transposto; o

saber-fazer que pode ser cognitivo ou gestual; e o saber-ser.

Para exemplificar esses saberes, utilizaremos a classe de triangulos equildteros. Desse
objeto de aprendizagem da Matemdtica, pode-se solicitar que o aluno repita a defini¢dao
aprendida (saber-redizer); que ele estabeleca uma classifica¢do entre triangulos equildteros e
ndo equildteros (saber-fazer cognitivo); e que construa tridngulos equildteros (saber-fazer
gestual). E possivel, também, verificar se o aluno adquiriu o hébito de observar se o tridngulo

€ equildtero antes de expor a afirmacdo (saber-ser).

Constata-se que o texto apresenta muitos fatos particulares como o proprio termo
fractal e o nome do criador da geometria fractal. Também encontramos um conjunto de
elementos geométricos que representam as classes, bem como o conjunto das relacdes que sao

necessdrias na construcao de um fractal, o qual compde as estruturas do conceito fractal.

4.1.3 Joamir Souza e Patricia Moreno Pataro — Vontade de saber matematica

(2009)

Nos livros didaticos de Souza e Pataro, intitulados Vontade de Saber Matemdtica: 6°
Ano (2009) e Vontade de Saber Matemdtica: 9° Ano (2009), o tema fractal é abordado nas

secoes Revisdo, Atividades e Explorando o Tema.

No livro didédtico do 6° ano o tema fractal abordado na se¢do Revisdo, que estd
organizada no final de cada capitulo, onde sdo propostas atividades que podem ser trabalhadas
em grupo ou em casa, € até como complemento avaliativo. A secdo Atividades apresenta
proposta de atividades com conceitos que foram abordados em um ou mais topicos do
capitulo, dispostas em grau crescente de dificuldade e com o intuito de serem trabalhadas, em
sua maioria, na sala de aula. J4 a se¢do Explorando o Tema do livro diditico do 9° ano,
apresenta textos extraidos de revistas, livros, jornais e Internet, nos quais sao abordados temas
ligados a histéria da Matemadtica e a outras dreas; o objetivo € estimular o aluno a ler, a

interpretar textos e a emitir opinides, além de motivé-los a fazer pesquisas complementares.



FIGURA 34 - Tema fractal na se¢do Revisdo, 6° ano

42 O triangulo de Sierpinski é um fractal ob-
tido a partir de tridngulos e foi criado pe-
lo matematico polonés Waclaw Sier-
pinski (1882-1969). Veja a seguir como
pode ser construido esse fractal.

12 Divide-se um tridngulo equilatero em
quatro triangulos equilateros e reti-
ra-se o triangulo central.

- AA

2¢ Repete-se o procedimento para cada
triangulo da figura obtida.

- LA

O triangulo de Sierpinski é obtido pela
aplicagdo desse processo sucessivas
vezeas.

<

A-A-A.

Observe a sequéncia e responda as
questdes.

Rastractos: Acervo
42 et

a) A préxima figura da sequéncia sera
composta de quantos tridngulos:

« pretos? + brancos?
27 trid 3 trid
b) Em relac '6’3 medida d:)sva(? glf’éomo

podem ser classificados os triangu-
los obtidos na sequéncia? equilateros

Fonte: Souza e Pataro (2009a, p. 173).

FIGURA 35 - Tema fractal na se¢do Atividades, 6° ano

simétrico

b)

assimétrico

4 Classifique cada fractal em simétrico ou assimétrico.

t » Lembre-se de que os fractais sdo formas geométricas

c)

simétrico

d)

assimétrico

Corel Saock Proto

abstratas com padroes que se repetem infinitamente.

Fonte: Souza e Pataro (2009a, p. 250).
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FIGURA 36 - Tema fractal na secdo Explorando o Tema, 9° ano

Explorando o tema

E um fato conhecido que epidemias como
rubéola, sarampo e outras tém a tendéncia de
ocorrer em ciclos que podem ser irregulares.
O biomatematico australiano Robert May, ra-
dicado na Inglaterra, descobriu na década de
70 que esses ciclos podem ser entendidos ma-
tematicamente. E por meio de uma simples
equagio do segundo grau!

May pesquisou o que
ocorreria com uma epi-
demia se, de repente,
houvesse uma vacina-
¢io em massa. Ele usou
uma fungdo de segundo grau
[...], concebida pelo matemad-
tico belga Pierre Frangois .
Verhulst em 1845, para si-_
mular o comportamento
da epidemia, e verificou
que poderiam ocorrer gran-
des oscilagdes, isto é, em algum
momento o nimero de infec-
tados tenderia a crescer
abruptamente ¢ num mo-
mento posterior a diminuir
drasticamente. Mas serd
'que essa experiéncia mate-
mética com uma mera fun-

¢io do segundo grau cor-

_——

A matematica do caos
Pode o bater de asas de uma borboleta provocar um furacio?

Uma campanha de vacinagio contra a ru-
béola na Inglaterra havia surpreendido os
médicos pelas oscilagdes no nimero de in-
fectados, exatamente como May descobrira
naquela simples equagio. Apos essa consta-
tagdo, funciondrios da satide ¢ médicos ndo
podem mais tirar conclusfes apressadas so-
bre o sucesso de uma vacinagio em massa:
gragas a uma simples fungio de segundo
grau, que se aprende no ensino fundamental!

Por volta de 1963, Edward
Lorenz, pesquisador de
meteorologia do MIT
"(Instituto de Tecnologia de
- Massachusetts), ja havia
descoberto que mesmo simpli-
\ ficando muito seu modelo
do clima, ele ji se mos-

trava “cadtico”. Quem
poderia imaginar que em
férmulas que pareciam
simples jd poderia aparecer o caos?
Impressionado, Lorenz disse uma
vez que uma borboleta poderia,
com um mero bater de asas,
alterar o curso de um furacio a
milhares de quilémetros de
distdncia e muitos anos mais
tarde!

Fonte:

responderia a realidade das [e=)
epidemias? l Geloneze, Antdnio. In: Galileu,
l ano 10, n. 115. Rio de Janeiro:
! Globo, fevereiro/2001. p. 84.
a) Qual a ldela pnnmpal dO (CI[O? M e nn tar o ul-;;r:pa tamento matemdtico do caos por meio de

b) De acordo com os excmplos conhdos no tcxto 0 que vocé entende como sendo o com-
portamenm CaétICD? Resposta esperada: uma s p es mudanga em algo

pequenc pode acarre mensas mudangas
¢) O que o autor quer mostrar com a seguinle aﬁ rmagdo: “uma borboleta poderia, com um
mero bater de asas, alterar o curso de um furacio a milhares de quildmetros de distincia
e mu“os anos mals Iarde.n, Resp sh espe : a: mesmo um acontecimento pouco significativo

;,.\a far gra onsequéncias
d) O modelo de Verhulst citado no texto é dado pory =k p-(1-p), no qual k representa
uma caracteristica da populagio e p (cujo valor mdximo é 1) representa o percentual do
nimero de individuos vivos nessa populagdo. Com o auxilio de uma calculadora, con-
sidere k = 4,5 e use os valores 0,25; 0,5; 0,75 para p. Em seguida, faca o0 mesmo para

=5, v dde observar? Para k « 4.5, y(0,25) = 0,84375; y(0.5) = 1125 y(0.75) = 0,84375
k 5 oque OCéP para k D,25) = 0,9375% y(0.5) = 125 y(0.75) = 0,9375

d) Resposta esperada: uma paquena alteracho na funclo pa

weamo k provoca grandes oscilagbes para
o valor de y. Além disso, & possivel obter valores iguais para y a partir d

& valores diferentes de p

Souza e Pataro (2009b, p. 107).
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A andlise da primeira atividade € andloga as atividades apresentadas e analisadas
anteriormente, cuja €nfase estd nos trés tipos de saberes que atuam sobre os objetos de
aprendizagem, conforme Gérard e Roegiers (1998) (FIGURA 34). A segunda atividade traz
uma propriedade que distingue fractais em duas classes: os simétricos e os assimétricos

(FIGURA 35).

Além dessas duas atividades, encontrou-se outra no volume do 9° ano do Ensino
Fundamental na secdo Explorando o Tema, a qual ndo menciona o termo fractal, mas sabe-se
que ela estd relacionada a teoria do caos, visto que a teoria fractal é uma linguagem dessa
teoria (FIGURA 36). Como ja se tratou anteriormente neste estudo, essa atividade traz a
féormula de Verhulst, a qual modela o crescimento populacional e também oferece
possibilidades de se abordar o conceito de atratores. Esse tipo de atratores compde a classe
dos fractais algébricos, que s@o obtidos por iteracdes de funcgdes; todavia, os autores ndo

exploraram essa possibilidade.

4.2 DO ENSINO MEDIO

Os livros didéticos do Ensino Médio foram escolhidos seguindo os mesmos critérios

de escolha dos livros do Ensino Fundamental.

Sera descrito o desenvolvimento dado as li¢des sobre Fractais nos livros didaticos
selecionados, analisando as ocorréncias dos objetos de aprendizagem de conceitos: fatos
particulares, classes, relacdes e estruturas, que sdo critérios epistemoldgicos orientados por

Gérard e Roegiers (1998).

4.2.1 Jackson Ribeiro — Matematica ciéncia, linguagem e tecnologia (2010)

Nos livros didaticos de Ribeiro, intitulados Matemadtica: Ciéncia, Linguagem e
Tecnologia, Ensino Médio (2010), no volume 1, 1° ano, o tema fractal € abordado nas secoes,
Em Grupo e Exercicios Propostos, sendo que o volume 3, 3° ano, o tema € abordado na se¢ao

Conectando Ideias e na sec¢ao destinada ao professor, denominada Assessoria Pedagogica.



102

FIGURA 37 - Tema fractal na secdo Em Grupo, 1° ano, volume 1

13 Junte-se a um colega e resolvam o exercicio. | 4. repita sucessivamente os passos 2 e 3 para
(ENEM) Fractal (do latim fractus, fracdo, que- cada cépia dos tridngulos obtidos no pas-
brado) - objeto que pode ser dividido em par- so 3 (figura 3)

tes que possuem semelhanca com o objeto
inicial. A geometria fractal, criada no século XX,
estuda as propriedades e o comportamento

dos fractais - objetos geométricos formados A A &

por repeticdes de padrdes similares. gt Rgm 2 Fow3

f | De acordo com o procedimento descrito, a fi-
O tridngulo de Sierpinski, uma das formas ele- gura 4 da sequéncia apresentada acima é:c
mentares da geometria fractal, pode ser obti-

do por meio dos seguintes passos: a) b) )
1. comece com um tridngulo equildtero (figu-
ral)

2. construa um tridngulo em que cada lado

tenha a metade do tamanho do lado do tri- | & ®) /
dngulo anterior e faca trés copias *' *
3. posicione essas cépias de maneira que Y . 4

cada tridngulo tenha um vértice comum
com um dos vértices de cada um dos ou-
tros dois tridngulos, conforme ilustra a fi-
gura 2

Fonte: Ribeiro (2010a, p. 289 e 314).

A secdo Em Grupo foi organizada para promover o trabalho em grupo e com isso
alcangar maior interacdo e desenvolvimento cognitivo (FIGURA 37). Enquanto a se¢do

Exercicios Propostos traz exercicios referentes ao contetido abordado no tépico do capitulo.

A questdo apresentada na Figura 37 foi aplicada no Exame Nacional do Ensino Médio,
em 2008. Vale destacar que ela apresenta, de modo confuso, a construcdo do tridngulo de

Sierpinski e que o saber-fazer gestual é preponderante nesta atividade.
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FIGURA 38 - Tema fractal na secdo Exercicios Propostos, 1° ano, volume 1

133 (Unicamp - SP) Construir fractais no computador | (a)
corresponde a um procedimento como o des-
crito a seguir. A partir de um tridngulo equildte-
ro, de drea A, acrescentamos, no meio de cada
lado, um outro tridngulo equilatero, de lado igual
a um tergo do anterior; nos lados livres desses
tridngulos, acrescentamos tridngulos de lados
iguais a um tergo dos anteriores e assim suces-
sivamente. Desse modo, construimos uma fi-
gura com uma infinidade de tridngulos (veja o
desenho).

Calcule a drea, em termos de 1Ad da regido de-
terminada por esse processo.-7—"

A geometria fractal, oculta na (b)
natureza, foi descoberta na década
de 1960, nos estudos das variagdes
climaticas pelo meteo

americano Edward Lorenz e passov
a ser visualizada em computador
na década de 1970, a partir de v

estudos do matemdtico polonés .

Benoit Mandelbrot que deu o &L&

nomei deI f:ractml. do latim fractus, e

que significa quebrado, fracionado. | Uma figura fractal é formada por
Exemplo de um fractal é o triin- divem‘s partes que lembram.ﬁ::da

gulo de Sierpinski, uma, o desenho da figura inteira,
Neste fractal, os tridngulos sio
A semelhantes, um padrdo dentro de
/ E outro padrio.
\
\
4 A

Fonte: Ribeiro (2010a, p. 289 e 314).

A questdo apresentada na Figura 38a foi aplicada no vestibular da Universidade
Estadual de Campinas, em 1990. As andlises feitas anteriormente quanto as quatro dimensoes

tedricas, praticamente sao as mesmas, a nao ser pelo aparecimento de uma nova varidvel (a
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area do floco de neve de Koch), com isso, tem-se uma nova relagdo e a partir de novas

relagdes e outros elementos, pode-se estabelecer novas estruturas.

Na Figura 38b, o autor apresenta uma nota informativa, em que expde a constru¢do do
tridangulo Sierpinski. Essa informagdo apresenta-se no momento em que aborda o tépico sobre

tridangulos semelhantes; sendo assim, esse fractal se apresenta como um fato particular.

FIGURA 39 - Tema fractal na secdo Conectando Ideias, 3° ano, volume 3

MONTANHA-RUSSA DOS NUMEROS

2, uliliz
1écada de 1960

je Valore

Institwicdo onde se negociam as agoes
No Brasil, o principal é a BM&FBovespo |
{Bolsa de Valores, Mercadorias e Futuros de

Sdo Poulo). /

Corretora’
O Investidor deve procurar
uma corretora que ird exe-
cutar as ordens de compra
€ venda de suas ogoes. \
/ Home Broker
Investidor Sistema disponibilizado pelo cor
aracteristica do froctal é a outossemelhanca, ou Compra agdes de retora, por meio do qual o cliente /
€50, cada pequena segdo pode ser vista como uma répli-  uma empresa de pode ecompanhar a ncqono(ao/ .
todo. Com o auxilio de um computador, é possivel sejoda por meio via internet. enviando ordens de‘ “
compra e venda das agdes.

izando polindmios, produzir imagens com €35a3 €0 de uma corretora.

A rentabilidade da bolsa de valores estd relacionada oo valor
de negociogdo de suas o¢des, 0 qual é representado por ponto
0 aumento no numero de pontos representa o aumento do vo
lor das agoes e, consequentemente, na rentabilidode

Evolugdo em pontos (margo 2009)

racteristicas.
brot propds uma andlise das flutuagdes da Bolsa de Valores
0 a teonia dos froctals. Segundo ele. o grdfico anual da Bolsa ¢
a0 mensal e este 0o dudria, propriedade tipica dos froctais.
N.* de pontos

N.* de pontos Evolugdo em pontos (2009)

br.maio fun. jul. ago. set. out. nov. dez

Fonte: Ribeiro (2010c, p. 354).

O tema fractal abordado no exemplar do 3° ano, na se¢cdo Conectando Ideias, segundo
o autor, apresenta textos e infogrificos que visam motivar o aluno e levé-lo a refletir sobre o

que foi estudado no capitulo, bem como perceber a relacdo desse conteido com situacdes

cotidianas e outras areas do conhecimento (FIGURA 39).
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Numa sec@o destinada ao professor, denominada Assessoria Pedagogica, o autor
fornece sugestdes de como orientar essa atividade para o aluno. Sugere que o professor, com
base nos gréaficos, questione aos alunos sobre qual a semelhanga entre eles. A partir desse
questionamento, os alunos devem ser conduzidos a concluir que o grafico do més de margo é

praticamente uma réplica do grafico do ano todo.

Qual € a relagdo dos fractais com os polindmios? Responde o autor que € possivel
elaborar uma imagem computacional com a caracteristica de um fractal, inserindo algumas
funcdes polinomiais em programas de computador e, também, as flutuacdes das bolsas de
valores sdo descritas por polindmios. O autor levanta a possibilidade de os alunos
pesquisarem outras imagens de fractais, como o tridngulo de Sierpinski e o floco de neve,
assim como os procedimentos para obté-los. Também pede para que os professores observem

a ocorréncia dos fractais nos vegetais (brécolis, pinha, samambaia, etc.).

Um aspecto tratado na secio Assessoria Pedagogica é o da linguagem. Além disso, a
atividade proposta exige do aluno o saber-fazer cognitivo, pois para identificar a relagcdo
existente entre a caracteristica de autossemelhancga do fractal e o grafico, devera relacionar,
comparar os dados e concluir que o grafico se assemelha aos fractais sob o ponto de vista da
nog¢do de escala, ja que uma parte (ano, més, dias ou horas) do grafico representa, sob alguns

aspectos, o todo.

Em relacdo ao questionamento do item b, apresentado na Figura 39, compreende-se
que o aluno responderd afirmativamente, pois os graficos representam fungdes polinomiais,
que ¢é tema do estudo. A respeito do conceito fractal, o aluno terd maior dificuldade, visto que
o livro ndo tratou do tema fractal em nenhum outro momento. Apesar disso, parece que O
autor espera que os alunos se refiram aos fractais como imagens criadas também por
aplicacdo de polindmios. Essa hipdtese estd fundamentada nas orientacoes da Secado

Assessoria Pedagogica.

Percebe-se, por meio dessas orientacdes, que o autor procurou conectar polindmios a
economia. Vale ressaltar que os fractais podem ser mais bem explorados, principalmente no
3° ano, pois os fractais algébricos possibilitam unir temas, tais como: polindmios, nimeros
complexos, geometria e tantos outros dos diversos campos do conhecimento, como ja

descritos nesta pesquisa.
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4.2.2 Katia Stocco Smole e Maria Ignez Diniz — Matemadtica Ensino Médio

(2010)

Nos dois volumes do livro didatico do Ensino Médio, de Diniz e Smole, intitulado
Matemdtica: Ensino Médio (2010), o tema fractal € abordado no volume 1, em exemplos de

fun¢ao e sequéncias e na secao Para Saber Mais; e no volume 2 estd nas secoes Saia Dessa e

Para Saber Mais.

No livro didético do 1° ano do Ensino Médio, as autoras apresentam cinco exemplos
de funcdo: a altura da crianga em funcao de sua idade; a relacao entre a concentra¢ido do suco
em funcdo do suco pronto; a drea do quadrado em funcdo do seu lado; a numeracdo dos
sapatos em func¢do do comprimento dos pés; e a etapa de construcdo do tridngulo de

Sierpinski em func¢do do nimero de tridngulos.

FIGURA 40 - Tema fractal como exemplos de funcdo, 1° ano do Ensino Médio, volume 1

Exemplo S

Alquns padrdes geométricos também estdo relacionados com
fungdes. O padrdo que vamos descrever é conhecido como tapete de
Slerpinski e é construido a partir de uma regra que se repete inde-
finidamente.

Tudo comega com um tridnqulo equildtero, dividido em 4 tridngu-
los equildteros congruentes, cujo tridngulo do centro ¢ desconsidera-
do, restando dessa forma apenas 3 tridngulos equildteros. Veja ao lado.

Repete-se a divisdo de cada tridnqulo restante em 4 tridngulos equildteros con-
gruentes, desconsiderando sempre o tridngulo do centro:

/N AN Ad £

0 nimero de tridngulos que compdem o tapete em cada etapa do processo é uma
fun¢do do nimero da etapa de sua construgao?

e B ' | 2 [ T
(Maerodetrilogees | | 3 s oz

Quantos trilngulos havers na décima eteps de construglio do tapete?
€ possivel desenhar tantos tridngulos?

Fonte: Smole e Diniz (2010a, p. 73).
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Observa-se que na Figura 40, as autoras se referem, de modo incorreto, ao padrao
descrito nessa figura, pois ndo é o tapete Sierpinski, mas sim, o tridngulo Sierpinski.
Referente a resposta da segunda pergunta, é apropriado tomd-la como subjetiva, pois, depende
do processo utilizado: computacional, com ldpis, régua e compasso ou ainda, de varidveis

como o comprimento dos lados que se inicia, ou da escala utilizada.

Essa atividade ndo difere muito daquelas de outros autores, analisadas anteriormente, a
ndo ser pelo fato de haver mudanca no valor da varidvel, pois nas atividades anteriores era
pedido o nimero de tridngulos na etapa seguinte, enquanto essa solicitou a décima etapa.
Verifica-se que, neste caso, hd uma mudanca nas relagdes, além do que, exige-se muito mais
do aluno o saber-fazer cognitivo do que o saber-fazer gestual; nas outras atividades, ainda era

possivel o aluno fazer o desenho para contar os tridngulos.
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FIGURA 41 - Tema fractal como exemplos de sequéncias, 1* pagina, 1° ano do Ensino
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Meédio,

Sequéncias, progressao

(Fiplls]:

geomeétrica

faees!a unidade, vamos esh_idar élqum.ﬁ fum:,l.}#'s especiais, conhecidas como se-
gebnclas numéricas, com atendo as progressdes aritméticas e progressoes geomé-
tricas. A compreensdo dessas sequéncias facilitard o estudo. nas proximas unidades,
fas funcdes exponencial @ logartmica.

1. Sequéncias

4s figuras acima s8o conhecidas como curva do floco de neve de Koch & tapete de
Slerpinski, respectivamente, A primeira é feita a partir de uma sequéncia de construgdes
nos lados de um tridngulo equildtero e a sequnda, no interior de um quadrado.

0 matemdtico Helge von Koch, em 1904, obteve a primeira dessas figuras a partir de
um tridnguio equildtero de lado 1. Observe as trés primeiras figuras da sequéncia,

Vocé conseque descobrir como a segunda e a terceira figuras foram obtidas a partir
da primeira? Acompanhe a explicado.

Consideremos um tridngulo equildtero de lado ). Dividimos cada um de seus lados
em trés partes iquais.

Mo tergo médio de cada lado, construimos novos tridngulos equiliteros. O resultado
¢ uma linha poligonal fechada de 12 lados.

No estdgio seguinte, fazemos a divisdo de cada um dos 12 lados da poligonal em
triés partes iguais e construimos novos trisdngulos equildteros sobre o3 ter¢os médios, ¢
AS5IM suCessivamente,

A medida do lado dos tridngulos construidos em cada etapa forma uma sequéncia
de nimeros.

Como podemaos descrever essa sequeéncia?

aritmética e progressao

| pann Len )

Se voch jd estd
lendo o wro O

dhabo dos numeros.

de Hans Magnus
Enzansbenger
{Cia. das Letras),
indicado na

pde 3, ndo
demadeleraS'e
a B* noites. Elas
epudardo vock a
pensar mas sobre
s sequiinCias que
estudard nesta
unidade.

Fonte: Smole e Diniz (2010a, p. 141).
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FIGURA 42 - Tema fractal como exemplos de sequéncias, 2* pagina, 1° ano do Ensino Médio,
volume 1

Observe agora o que fez 0 matemdtico polonés Waclaw Sierpinski (1882-1969). Ele
construiu seu “tapete” dividindo um quadrado de lado 1 em nove quadrados congruentes
e retirando o quadrado central. Esse processo se repete em cada um dos quadrados
restantes na etapa anterior,

Qual é a sequéncia dos numeros com as medidas dos lados dos quadrados retirados
em cada etapa?
Para discutir problemas como esse é que vamos estudar, nesta unidade, sequéncias

e progressdes.

Uma sequéncia numérica é uma organiza¢do de nimeros. As sequéncias podem ter
ou ndo uma lei de formagdo e podem ser finitas ou infinitas.
Exemplos:

a) (5.5, 4,8, 6,9,1, 2) é uma sequéncia finita dos algarismos que compdem o nimero
de um telefone e ndo possui uma lei de formagdo.

b) (4, 16, 64, ..) é uma sequéncia infinita de nimeros naturais ndo nulos que sdo
poténcias de 4. Essa sequéncia tem uma lei de formagdo bem simples: o primeiro
termo é 4 e cada termo, a partir do sequndo, é igual ao anterior multiplicado por 4,
As sequéncias que vamos estudar nesta unidade sdo infinitas e para elas cada

numero sucede o anterior de acordo com uma determinada regra, de tal modo que é

sempre possivel saber se um numero pertence ou n3o a sequéncia.

Fonte: Smole e Diniz (2010a, p. 142).

Os fractais apresentados nas Figuras 41-42 t€m duas funcdes basicas: motivar e servir
como problema de partida. Segundo Gérard e Roegiers (1998, p. 62) ha motivagdes
intrinsecas e extrinsecas; a extrinseca limita-se “[...] a utilizar processo para captar e manter a
atencdo [...] ‘chamar a aten¢do’ sem, contudo, a fundamentar num verdadeiro interesse pela
matéria a aprender.” Essas atividades com fractais atendem as caracteristicas descritas por
Gérard e Roegiers (1998), tais como: apresenta uma situa¢do nova que obriga o aluno a
explorar uma estrutura desconhecida, mas composta de elementos conhecidos; situa-se num
patamar acima do nivel de conhecimentos atuais; fornece ao aluno pistas que o encaminham
para o ponto-chave da aprendizagem; evidencia o objetivo a atingir e os meios dispostos ao

aluno para consegui-lo.



110

FIGURA 43 - Tema fractal na se¢do Para Saber Mais, 1° ano do Ensino Médio, volume 1

Sequéncias na era do computador

Tagt

Fractal de Sierpinski

Fractal de
Von Koch

De sequéncias de imagens como estas, defini-
das por regras muito simples, quando desenhadas a
mio conseqguimos obter apenas meia dizia de ter-
mos, mesmao recorrendo aos melhores instrumentos
de desenho. Mas, com um computador, 0 processo
pode continuar indefinidamente, obtendo-se figuras
com pormenores invisiveis a olho nu. Ora, ai entra
em cena a enorme capacidade de ampliagdo dos mo-
dernos computadores, que torna possivel visualizar
05 termos avangados dessas sucessdes, fornecendo
imagens incrivelmente belas.

O limite de uma sequéncia de liguras como as
anteriores é um fractal.

A Geometria fractal € um novo ramo da Matemd-  Delathe de um fractal de Mandeibrot.
tica, ou uma nova forma de encarar a Ciéncia, que estd permitindo explicar certos fendmenos de turbuléncia
para os quais a Geometria euclidiana e a Fisica de Newton se mostraram ineficazes.

Uma imagem obtida por técnicas fractais pode se
parecer com coisas estranhas - um virus ao micros-
cdpio ou paisagens de outro planeta -, mas € sempre
estranhamente bela.

As aplicacdes da nocdo de fractal revelaram-se
vastissimas em Meteorologia, Hidrdulica, Fisica, Geo-
logia, Geografia e até em Histdria. Economia e Lin-
guistica. Os linguistas, por exemplo, comegaram a
aplicar a teoria dos fractais no estudo da evolugdo
dos dialetos, J4 na Medicina, foram reconhecidas ca-
racteristicas fractais em fendmenos cardiacos e pul-

Imacetr cher lamyOther iFage

Gy SaeA TP MLt SA0ch

monares,
Imagens fractais também t&m sido usadas em fil-  gperve esse outro fractal: veja coma parece um cendrio
mes de ficcdo, coma em O reforno de Jedi. de filme de ficglo cientifica.

Fonte: Smole e Diniz (2010b, p. 169).
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Nesse mesmo volume, o tema fractal reaparece na se¢ao Para Saber Mais e, segundo
as autoras, tem as seguintes funcoes: destacar ideias ou propriedades que serdo usadas no
desenvolvimento do tema em estudo; trazer um novo conteido que permitird melhor
compreensdo do tema; apresentar uma curiosidade ou aplicacdo do que estd sendo estudado; e

possibilitar a geracdo de pesquisa.

Nessa se¢do, os fractais podem ser vistos como uma curiosidade, a qual se classifica
como sendo um fato particular ou motivacional (FIGURA 43). Na pagina seguinte, logo apds
o encerramento da se¢do, as autoras iniciam outra se¢do Conexdo — Matemdtica e Economia,
e mostram gréaficos que representam as variagdes de mercado, entretanto, ndo fazem nenhuma

relacdo desses graficos com fractais, como fez Jackson Ribeiro.

FIGURA 44 - Tema fractal na se¢ao Para Saber Mais, 2° ano do Ensino Médio, volume 2 — parte 1

A matemaética do delirio

Segundo o velho Euclides, matemdtico grego que viveu cerca de 2 200 anos atrds, existem figuras que nao
tém dimensdo, ou melhor, tém dimensdo 0. E o caso dos pontos, como este ponto final (.). Uma linha, por
sua vez, é algo com uma tunica dimensdo. J4 a capa de Superinteressante, de acordo com a geometria eucli-
diana, tem duas dimensdes. Pois, para conhecer qual a sua drea, é necessirio multiplicar dois nimeros —

Fonte: Smole e Diniz (2010b, p. 247).
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FIGURA 45 - Tema fractal na secdo Para Saber Mais, 2° ano do Ensino Médio, volume 2 — parte 2

o do comprimento pelo da largura, Do mesmo modo, um bloco possui trés dimensdes, porque precsss
multiplicar trés nameros (comprimento, largura e altura) para saber qual o seu volume, Euclides estava ool
Mas ndo resolveu todo o problema.

Ds contornos das montanhas, a superficie dos pulmbes humanos, a trajetéria das goticulas de dgua quasd
penetram na terra — existe uma infinidade de fendmenos na natureza que, gragas i sua irregularidade, nk
podem ser descritos por essa geometria toda certinha. £ preciso apelar para complicados cilculos que resuita
nas chamadas dimensbes fraciondrias — como a dimensdo 0.5, por exemplo, tipica de um objeto que & ms
do que um simples ponto com dimensio zero. porém menos do que uma linha com dimensdo 1 (veja grifics;
sequir). 56 a chamada geometria dos fractais conseque descrevé-lo.

Essa nova drea das ciéncias matemdticas vem tendo uma enorme aplicagio. Para os bidlogos, ajuda a com
preender o crescimento das plantas. Para os fisicos, possibilita o estudo de superficies intrincadas. Pana
médicos, di uma nova visio da anatomia interna do corpo. Enfim, nio faltam exemplos. Um dos mais bela
— &, sem davida, o mais colorido — & o uso dos fractais na arte. Quando os computadores sio alimentady
com equaches, eles criam magnificos desenhos abstratos. E o que vocé poderd ver nas ilustracbes do inglh
Greg Sams e no trabalho do grupo Fractarte, formado por trés pesquisadores paulistanos.

' Duas maneiras de descrever o mundo
A geometria euclidiana... -~ & 3 dos fractais

Existern oDjetos que ndo podem Ser Gescritos por

Um ponto tem dimensdo 0. Ele ndo tem compric | oy comn peca acima.

mento ou largura. £ impossivel medi-io.

Entdo, ¢ como se losse relirddo um pedago da reta,

= eM uma uhica dsmentdo, Porque 56 pooe ser

| Uhma reta - a distancia minima entre dois pontos |
medida ¢ uma maneira: pelo seu comprimento. |

£ depois mais Qulnos pedacos. |

A operacdo de esburdcar & reld Soria repetida
Um plano. como o da tabua da sua meda, tém | inlmeras vezes..

duas dimensdes. A sud Srea & a multiplicagdo o

dolt numeros: o G0 comprimento ¢ o da largura.

= = -

~ abd s ler uma keia do que acontedernia e fodie
quebrada infinitas vezes.

Sobraria, entdo, o que se chama "Poeira de Cantor”,
iealizada pelo matemdtico alemdo Georg Cantor,
Seria mar 00 gied um unico ponto (dimensdo 0) e
menos 30 gui uma rela (dimensdo 1k wma dimen-
330 0.5, por exemplo, Exishem, ainda, objelos entre
Ji um cube seria o miximo, com suds tréd | a2 reta e o pland, € objetos entre o planc ¢ o Cubbo.
dimensdes: largurd, comprimento ¢ profundi- | Basla imaginar essas figuras esburacadas, como a
dade guir, mulliphcados, resullam em Sud drea. FElD Qué wirou posira.

Equagdes e muita imaginagdo podem criar coloridas galaxias

Planetas com florestas estranhas, mares cor de laranja e montanhas com milhares de picos pontiagudos
sio alguns dos mundos imaginados pelo artista grafico Greg Sams, que trabalha em Londres, na Inglaterra.
verdade, ele faz uma espécie de colagem com o auxilio do computador, como se recortasse pedagos redomn
de fractais para criar um planeta ou uma estrela de conterno regular.

Fonte: Smole e Diniz (2010b, p. 248).
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FIGURA 46 - Tema fractal na secdo Para Saber Mais, 2° ano do Ensino Médio, volume 2 — parte 3

Fonte:

f *0 que mais me fascina é procurar novos padrdes de um mesmo fractal para construir as minhas imagens”,
iz 0 artista, Isso porque quanto mais vocé se aproxima de um fractal, mais detalhes vocé conseque enxergar
‘ele. Parece ndo ter fim — & uma visdo do infinito. Desse modo, Sams vai ampliando determinada irea deze-
B ou centenas de vezes — e sempre observa . .

{@asenhos diferentes.

Diferentes, porém parecidos. Pois nao basta
ter dimensdo fracionaria para ser um fractal.
;tpmim que o objeto seja autossemelhante:
{mas partes devem se parecer muito entre si e
ilpmentar o todo. Ou teja, um fractal pode
{5 comparado a uma couve-flor — se alguém
[ertar um pedace dela, verd que ele tem a cara
ihmdura inteira. A terceira e altima caracte-
‘istica de um fractal & ser fruto de um processo
{itenativo, No jargdo dos matematicos, isso sig-
‘gifica repetir uma férmula inGmeras vezes. E
|dessa repeticdo que surge a imagem,

Lot S ok

™y

Aviagem da cabecga dos brasileiros
parece o efeito de um alucinégeno

%S abEhloh

A arte com fractais pode ser um cami-
nho para 05 matematicos explicarem as suas
ideias, Isso € o que almejam trés pesquisado-
1 da Univesidade de Sio Paulo. Rodrigo de
Almeira Siqueira, Z3 anos, cursa Engenharia
Bétrica e faz pesquisas na drea de multimi-
dia. Alexandre Dupont, 25 anos, é estudante
de Engenharia e de Matemitica. A tercei-
m figura ¢ Humberto Rossetti Baptista, 23
anos, formado em Ciéncia da Computagdo,
que vive no maior comme-corre por causa de
uma inacabada tese de mestrado. Cujo as-
sunto, claro, & teoria dos fractais — o elo
entre os trés integrantes do grupo Fractarte.

“0s fractais viraram uma espécie de moda”, observa Dupont. "Muita gente esta fazendo coisas com frac-
tais. No entanto, quase ninguém explica o que sio.” Dai surgiu a ideia da exposigio “Janelas para o Infinito”
{.):

Dizem que uma imagem pode substituir mil palavras. No caso. um dnico fractal pode ocupar o espago
de 100000 palavras na meméria do computador. E o objetive dos pesquisadores é de que ele sirva por
outras 100000 palavras para mostrar ao piblico leigo aquilo que patsa na cabega de um matemdtico. "Muitas
veres, 05 matemdticos perdem anos tentando encontrar ou decifrar uma férmula sem finalidade pratica algu-
mi — ao menos imediata”, diz Rossetti Baptista, “Fazem isso porque a matemaitica & lidica; com suas ideias
abstratas; e & um pouco desse lado lidico que as pessoas podem experimentar ao ver uma obra cuja base é
uma equagdo.”

Na opinifo do professor José Teixeira Coetho Neto, da Escola de Comunicagdo da USF, a tinguagem dus
fractais tem tudo a ver com o presente. “Ha muito tempo existe uma discusso na Arquitetura entre modernos
e pds-modernos”, exemplifica. Segundo ele, os modernos encaram os dngulos retos, a geametria clean, como
dlgo mais evoluido, enquanto os pos-modernos brigam contra esse conceito. "Assim, a geometria dos fractais
vem como um reforgo para o pos-modernismo,”

Famde: OLIVEIRA, Lo Hebrna 3o Brviits Supermdeieianle, ano B a0 500 Paglo, ABd ol T0E p 20 )

Smole e Diniz (2010b, p. 249).
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O texto apresentado na secdo Para Saber Mais aborda o conceito da dimensio
fraciondria, da autossemelhanca e da complexidade infinita (FIGURAS 44-46). Informa,
também, que a geometria euclidiana nao da conta de resolver alguns problemas da natureza, e

por isso foi criada a geometria mandelbrotiana para poder descrever esses fenomenos.

Na sequéncia, o texto apresenta uma tabela na qual mostra duas maneiras de descrever
o mundo, ora por meio da geometria dos fractais ora por meio da geometria euclidiana.
Percebe-se na Figura 45 que a tabela descreve a construcao do conjunto de Cantor por meio
da ilustracdo, de modo impreciso. Além de se ter uma dimensao fraciondria, adverte o texto, é

necessdrio ser autossemelhante e ser fruto de um processo iterativo.

No final da matéria, hd uma mencdo de que os fractais estdo presentes na arte e que
pessoas pesquisam formas de desenvolver e divulgar a teoria fractal. O texto termina dizendo
que na arquitetura a linguagem (geometria) dos fractais vem como um refor¢o para o pos-

modernismo.

Apesar de o texto possibilitar inimeros questionamentos acerca de seu conteudo, as
autoras nao fizeram quaisquer observacdes sobre o assunto, tornando o texto apenas como um

fato particular, ndo havendo um aproveitamento mais significativo.

Nesse mesmo volume, o tema fractal se apresenta também na secdo Saia Dessa, que
tem como proposito, fazer com que os alunos resolvam problemas ndo convencionais, 0s
quais podem ou ndo estarem relacionados ao tema da unidade, mas ndo podem ser resolvidos
com a aplicacdo direta de uma equagdo ou processo algoritmico, exigindo do aluno
criatividade e originalidade. Esses problemas devem ser resolvidos em duplas e envolvem as
mais diversas habilidades e estratégias de resolugdo: tentativa e erro; diagramas e desenhos;

busca de regularidades; e conjectura de hipéteses.
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FIGURA 47 - Tema fractal na secdo Saia Dessa, 2° ano do Ensino Médio, volume 2

AIR DESSA

) Uma figura é construida a partir de um
nto de reta de comprimento 1, da seguinte
maneira (veja ilustragdo abaixo): na 1* fase, divide-
e 0 segmento em trés partes iguais, constréi-se
um tridngulo equildtero cuja base seja o segmento

domeio e, em sequida, apaga-se a base; nas fases
sequintes, repete-se a construgdo da 1* fase em
cada um dos segmentos obtidos na fase anterior.
Indicando por S a soma dos comprimentos de todos

s segmentos obtidos na 5* fase, calcule % :

Inicio:

1 fase:

2' fase:

S

3+ fase:

4 fase: Anjf q'{,

e assim sucessivamente...

Fonte: Smole e Diniz (2010b, p. 245).

Observa-se que nesta questdo ha duas varidveis: o comprimento de cada segmento e o
nimero total de segmentos na 5* fase (FIGURA 47). Essas duas varidveis permitem
estabelecer outras relacdes e com isso estabelecer novas estruturas. Compreende-se que este

problema desenvolve a postura do saber-fazer cognitivo.

4.2.3 Joamir Souza — Novo olhar — matematica (2010)

O tema fractal é abordado no livro diddtico do 1° ano do Ensino Médio, nas se¢des

Atividades e Atividades Complementares.

A secdo Atividades, segundo o autor, traz exercicios relacionados ao conteido
estudado em um ou mais tépicos do capitulo e estdo dispostos em nivel gradual de

complexidade. As atividades, em sua maioria, devem ser resolvidas em sala de aula. J4 a
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secdo Atividades Complementares tem como objetivo propor atividades com o intuito de
revisar todo o conteudo explorado ou anteriores. As duas secdes podem ser compostas por
alguns dos seguintes topicos: Desafio, Contexto e Calculadora. Os desafios sdo atividades
cuja resolucdo vai além da aplicacdo imediata do contetdo e, de modo geral, o aluno terd que

desenvolver suas proprias estratégias de resolugo.

FIGURA 48 - Tema fractal no tépico Desafio, 1° ano do Ensino Médio

Pode-se dizer que fractal € uma forma cujas partes se assemelham ao seu todo sob alguns aspectos. As
imagens abaixo sao do famoso Tapete de Sierpinski. Nele, partimos de um quadrado e realizamos iteragoes
sucessivas. Na iteragao 1, dividimos o quadrado em 9 quadrados iguais e retiramos o central. Em seguida,
aplicamos esse mesmo procedimento aos 8 quadrados restantes, obtendo a iteragao 2. Procedemos assim
sucessivamente para obter as demais iteragoes.

Considere o lado do quadrado da itera¢ao 0 com a medida de 1 unidade e observe 0 quadro abaixo.

Meragho | 1 ,
hoodatgwa | 1§80
Pr Bt B B | G |-

, ) S ) Resposta esperada: dminu, pois a cada
a) A cada nova iteragao, a area da figura aumenta ou diminui? Justifique. teracso sdo retrados quadrados da figura.

b) Escreva uma fungao f que represente a area da figura em fun¢ao da iteragcao n correspondenle.i(n).[g)
c) N%luncéo escrita no item b, determine 0 dominio e as variaveis dependente e independente.
1) =N vardvel : eracd

dependente: area a; ndependente: iter oy ;
d) Quais conjuntos numéficos?qub'.l ouRi podem ser definidos como contradominio da fungao escrita no
item b?QouR

e ) Considerando infinitas iteragdes, 0 que vocé acha que ird ocorrer com a area da figura?
Resposta esperada: a drea da figura ird ficar cada vez menor.

Fonte: Souza (2010, p. 55).

Na atividade do tépico Desafio, observa-se uma tabela em que sdo apresentadas as
fases de construcdo do tapete de Sierpinski, com suas respectivas dreas, fases e também sua
area em forma de poténcia. Os itens “a” e o “‘€” sdo praticamente idénticos e por isso atuam de
forma similar do ponto de vista do saber-fazer cognitivo, j4 que € necessdrio elaborar uma
conjectura sobre o tamanho da drea. J4 o item “b” introduz uma nova varidvel; com isso, tem-

[P

se nova relacdo e nova estrutura. Os itens “c” e o “d” exigem do aluno conhecimentos prévios

de Conjuntos Numéricos e Relacao (FIGURA 48).

Em linhas gerais, a andlise dessa atividade ndo difere muito daquela com o tridngulo

de Sierpinski, a qual apresenta exemplos de Funcdo (FIGURA 40).
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FIGURA 49 - Tema fractal nas secOes: a) Atividades Complementares; b) Atividade; 1° ano do
Ensino Médio

(a) (b)

72 Observe a sequéncia de figuras. 46 A sequéncia de figuras apresenta varios niveis na
composi¢ao de um fractal.

nivel 1 nived 2 nivel 3

a ) Utilizando malha quadriculada, construa a figu-
ra correspondente ao proximo nivel dessa se-
quéngcia. Resposta no final do Ivro

b) Escreva uma fungdo que expresse 0 nimero y
de quadradinhos existentes na figura de nivel x

Considerando que a figura do nivel 1 é formada por de:sa Ny 9

5 quadradinhos, resolva.
1 ¢ ) Em qual nivel da sequéncia a figura sera forma-

nivel 1 nivel 2 nivel 3

BAYMIeE Alervd Gb e300es

a) Qual das fungdes associa o nivel x a quanti- da por:
dade g de quadrinhos da figura? ! e3 125’ qQuadradinhos? nwol 6
1) a(x)=5x 1) q(x)=5" I q(x)=x* « 78 125 quadradinhos? o &
b) Quantos quadradmhos tem a ﬁgura do nivel 67
E do nivel 107’ wsackrads

dos fractais tem se revelado de grande importancia em varios campos cientificos, como na Biolo-

@ Meteorologia. Os fractais sdo estruturas geométricas complexas que em geral seguem uma ordem.
exemplo de fractal & o chamado floco de neve, que recebe esse nome devido a sua semelhanga com
floco de neve natural. Esse fractal pode ser construido a partir de algumas iteragdes em um tridngulo
tero. Na 19, basta dividir cada lado do tridngulo equildtero em trés partes iguais e, sobre a parte

de cada lado, construir outro tridngulo equilatero. A 2* iteragdo consiste em dividir cada lado da

pm figura em trés partes iguais e, sobre cada parte central, construir um novo tridngulo equilatero, e

T AREE

14 teracho 2 iteragdo 3 eragho
0 perimetro da figura obtida em cada iteragdo pode ser calculado pela férmula P=3![§] ,emqueléa
medida do lado do tridngulo equilatero inicial @ n é o nimero de iteragdes realizadas.
a) Considerando o tridngulo inicial com iteragao zero e lado medindo 1 unidade, determine o perimetro da
figura obtida na:
. " 64 . 16 384
* 18 iteragao 4 unidades -3‘|tem¢ao§-uwm « 74 iteragao 729
b) A partir de qual iteragdo o perimetro da figura obtida sera maior que o triplo da inicial? Se necessario,
utilize log, 2=0,631. A partr da 4* iteracao.
¢)Em sua opm-&o o que ooorrera com o gerimetro da figura ao realizarmos cada vez mais iteragdes?

ursdades

esperada
d)Junte-se a um a e pesquusem acerca dos fractais na natureza. Em seguida, apresentem o0s resul-
tados 4 turma, Resposta pessoal
(c)

Fonte: Souza (2010, p. 80, 168 e 185).

Comparando as atividades apresentadas na Figura 49, nota-se que o item “a” da Figura
49b exige mais o saber-fazer gestual; ja a resolucdo dos itens “b” e o “c” necessita de maior

articulacdo cognitiva do que a dos itens “a” e o “b” da Figura 49a.
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A Figura 49c atividade “c” descreve o processo de formacdo do floco de Koch e
também fornece a formula que determina o perimetro dessa curva. Vemos duas varidveis, o
nimero de iteracdes (n) e a medida do comprimento do lado do tridngulo equilédtero (1). No
item “a” temos a varidvel (n) iteracdo assumindo vdrios valores particulares, afetando o

aspecto das relagdes, enquanto a varidvel (1) se mantém constante e igual a 1 unidade. No item

“b” temos bem marcado o aspecto da estrutura (conjunto de relagdes), no item “c”, o saber-
fazer cognitivo e no item “d”, o saber-redizer, tanto o textual como o transposto.
FIGURA 50 - Tema fractal na secio Atividades Complementares, 1° ano do Ensino Médio
(a) (b)
% Observe a saquéncia de ﬁgutas. Msmm 118 As figuras da sequéncia sdo formadas por quadra

dos. Considerando as 5 primeiras figuras, deter

14

3 i mine a soma das 4reas em:
; 5 i . " >
; 3 "
2 i ; 3
—— e —_ beo———
3 3 134%% g
a) Escreva, em fungao de x, 0s 5 primeiros termos -
da sequéncia que representa os valores das 781 499
4reas em: &) amarelo Sosv b)azul >z v
« verde « amarelo
b) Qual das sequéncias que vocé escreveu é uma
PG? Justifique.
c¢) Determine o 10° termo de cada uma dessas
sequéncias.
13 Débora desenhou uma sequéncia de pontos con 129 Na sequéncia a seguir, 0 lado de cada quadrado
forme a imagem: maior mode Tu.

>
i e o L N )
© °
8 2> o o e o
» o o o o

o o a)oualéatroaunvermehona?ﬁguradm
} °.° °.° m\da?Enad'ﬁgum?su 22"
L L b)swuwoquomamsmﬁmucm

a) Determine a quantidade de pontos da 5* figura B o N

da sequéncia. 625 pontos

b) Quantos pontos Débora tera desenhado ao
concluir a 5* figura da sequéncia? E ao concluir
a 6* figura?781 pontos; 3 906 pontos

(c) (d)
Fonte: Souza (2010, p. 24, 248 e 250).
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Com base nas orientacdes de Gérard e Roegiers (1998), pode-se afirmar que a
atividade “a” envolve vdrias relagdes, possibilitando outras estruturas mais sofisticadas;
exige-se, assim, uma cogni¢ao maior, resultando no desenvolvimento do saber-fazer cognitivo

(FIGURA 50).

A andlise da atividade “b” é andloga a andlise realizada na atividade da Figura 49b,
apresentando, apenas, algumas mudangas nas relacdes. Ja o item a da atividade “d” tem a
[Pl

mesma caracteristica da atividade “c”, apresentando, apenas, mudanca de varidveis,

estabelecendo novas relagdes e estruturas.
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5 UMA SINTESE CONCLUSIVA

Inicialmente, reiteramos que a constituicdo de um cendrio investigativo em torno do
conceito fractal e da sua presenca pedagdgica fez-se necessdria, a fim de se organizar uma
unidade de conhecimento ou esséncia compreensiva desenvolvida nos estudos cientificos e
pedagogicos voltados para a Educagdo Matematica e, assim, responder a questdo proposta:

Como o conceito fractal vem se estabelecendo na Educagdo Bdsica?

Para se caracterizar os resultados deste estudo, foram considerados quatro aspectos
relevantes: como o tema fractal se apresenta na Educacdo Bdsica; como se encontram os
estudos académicos que visam ao processo de ensino-aprendizagem da Matemadtica; como o
tema vem se estabelecendo nos livros escolares da Educacdo Bésica; e como estima-se o

desenvolvimento desse tema doravante.

O conceito fractal ja é amplo na matematica académica e € notdria a sua formacao em
trés categorias: os fractais aleatorios gerados por processos estocdsticos, cuja similaridade ndo
¢ exata, mas sim estatistica; os fractais definidos por lei de recorréncia e os fractais gerados
por iteracdes de fungdes, que sdo regras fixas e a autossimilaridade é exata. Esta classe é
tratada favoravelmente mediante as formalidades da topologia que ocupa a maior parte dos
textos cientificos do tema. Os contetdos ja presentes nas licdes escolares do ensino basico sdo
das duas primeiras categorias; os fractais por funcdes iteradas aparecem nos estudos
académicos e em textos para o Ensino Médio, sendo que neste sdo abordadas situacdes mais
simples. A dimensdo fractal, como caracteristica numérica e distintiva das formas fractais, é
formalizada em diferentes definicdes. E observada na distingdo da chamada geometria fractal
para a geometria euclidiana, em que as formas fractais com dimensdes nao-inteiras marcam e
acentuam a distin¢@o. A definicdo de dimensdo fractal pela chamada “contagem das caixas”
revela-se vantajosa até para estimagdes intuitivas que podem ser exploradas em atividades do
Ensino Fundamental. Seu cdlculo logaritmico pela sua férmula empirica € apropriado ao

conhecimento e a pratica matematica no Ensino Médio.

Os estudos académicos sobre os fractais mostram que o tema ganhou aten¢do, vem se
aprofundando em diferentes lugares e ha diferentes pesquisas na matematica cientifica dos
programas das universidades brasileiras, inclusive com estudos orientados em iniciagdo

cientifica envolvendo a categoria dos fractais algébricos. Além das orienta¢des constantes nos
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Parametros Curriculares Nacionais da Educacdo Badsica, encontrou-se, nas Diretrizes do
Estado do Parand, orientacdes sobre planejamentos de estudo e de ensino da geometria fractal.
Também foram encontradas producdes estrangeiras relacionadas a inclusdo do tema fractais
no ensino da Educagdo Bésica. De um modo geral, o tema fractal se apresenta nas pesquisas
académicas com muitas ilustracdes e fatos histdricos, o que torna o estudo do conceito pouco
proveitoso. Além disso, ao se buscar a contextualizacdo do tema fractal com um tema do
curriculo tradicional, a quantidade de atividades aumenta e a complexidade também,
dificultando o processo de aprendizagem. Em relacdo ao conceito dimensdo, a orientacdo €
apenas para o Ensino Médio e verifica-se, ainda, que da maneira que é tratado, ndo tem
significado para o sujeito. Vale destacar que o estudo da pesquisadora portuguesa Alves
(2007) auxiliou-nos na compreensao e na organizacao das categorias dos fractais, assim como
os livros para fins didéticos editados pelo National Council of Teachers Mathematics, que € o
conselho americano permanente para o ensino da Matemadtica, os quais sugerem atividades

préticas para o planejamento de ensino sobre o tema para a Educagdo Basica.

A descricio do desenvolvimento dado as li¢des sobre fractais em alguns livros
didaticos do Ensino Fundamental e do Ensino Médio e a andlise das ocorréncias dos objetos
de aprendizagem de conceitos, critérios orientados por Gérard e Roegiers (1998),
possibilitaram algumas constatacdes em relacdo ao objeto desta pesquisa. Vale ressaltar que
estdo descritas as situagdes que foram consideradas recorrentes nos respectivos livros

didaticos, bem como aquelas que abordaram, implicitamente, outros conceitos.

Nos Livros Didaticos do Ensino Fundamental hd um consenso entre os autores quando
corroboram que fractais sao formas geométricas; € possivel observar que o tema € vinculado,
na maioria das situacdes, as figuras geométricas. Os discursos produzidos direcionam 0s
fractais aquelas figuras expostas graficamente nas paginas do texto, quase sempre inspiradas
em ocorréncias da natureza. Considera-se uma situacdo de presenca certa na inclusao do tema,
a forma do tridngulo de Sierpinski, que €é um tridngulo equildtero decomposto
estruturadamente em outros tridngulos da mesma classe. Quanto ao aspecto topoldgico e o da
linguagem, nota-se que sao pouco explorados nas atividades propostas pelos livros didaticos.
Em alguns exemplares, observa-se que ha preferéncia por atividades similares aos temas
convencionais da Matemdtica, sem uma exploracdo maior do conceito fractal. Em relacdo a
constru¢do de um fractal, hd poucas orientagdes e informacgdes quanto aos procedimentos

necessarios para a respectiva constru¢do. Algumas atividades oferecem possibilidades de se
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abordar o conceito de atratores, no entanto, os autores ndo exploram essas possibilidades. No
Ensino Médio, alguns exemplares apresentam textos e infogrdficos como uma forma de
motivagdo ao estudo do tema fractal, estimulando a percepcao da relagdo desse conteido com
situacdes cotidianas e outras dreas do conhecimento. Em relacdo ao conceito dimensao, vale
ratificar que, apesar de sua importancia para a aquisicdo do conceito fractal, ele vem sendo
explorado apenas como uma curiosidade, tanto em alguns trabalhos académicos como em
cursos oferecidos a docentes. Ja nos livros didaticos, especialmente no exemplar do 2° ano do
Ensino Médio, de Smole e Diniz (2010b), a dimensdo fractal é mencionada, de modo
questiondvel, na secdo “Para Saber Mais”. Ainda nessa Se¢do, no texto “A matematica do
delirio” percebe-se que na tabela apresentada para demonstrar duas maneiras de descrever o
mundo, a constru¢do do conjunto de Cantor por meio da ilustracdo é descrita de modo
impreciso. Em alguns exemplares, as atividades possibilitam intimeros questionamentos
acerca do conceito da dimensao fraciondria, no entanto, os autores ndo aproveitam, de forma
significativa, essas possibilidades. Constata-se, também, que o conceito dimensdo nao é

abordado de forma empirica, com desenhos ou fotos.

Enfim, € oportuno ressaltar que os textos apresentados nos livros didaticos ainda ndo
apresentam uma organizagdo sistemadtica nos tratamentos dos assuntos dos fractais, como

fazem com os temas da Matematica convencional.

Estimamos ainda que doravante, o desenvolvimento do tema fractal nos planejamentos
didaticos se dard por via dos eventos e dos estudos académicos nacionais e estrangeiros, onde

crescem as publicagdes sobre o tema.
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