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RESUMO

Esta pesquisa teve como objetivo principal investigar a utilizacdo do
escalonamento por alunos do ensino médio na resolugdo de sistemas lineares. Para
atingir o objetivo geral de pesquisa, procuramos investigar a elaboracdo das operacoes
elementares para a obtencdo de sistemas lineares equivalentes e analisar dificuldades e
superacOes encontradas pelos alunos no uso das transformacgdes elementares para
resolver sistemas lineares. O referencial tedrico para analise desta pesquisa foi a Teoria
das Situacbes Didaticas, proposta por Guy Brousseau, e nos inspiramos na Engenharia
Didética para, metodologicamente, materializa-la.

Os sujeitos de pesquisa foram alunos voluntérios do primeiro ano do ensino medio
de uma escola estadual de Campo Grande/MS, que participaram de sessfes realizadas
apos o horario normal de aulas. Os dados utilizados foram coletados a partir da
observacdo das situacfes de estudo e da analise da producdo, escrita e em audio, dos
alunos que atuaram sobre uma sequéncia didatica realizada em sala de aula.

Para dar suporte tedrico a nossa pesquisa, foi realizado um estudo sobre diversos
aspectos referentes ao tema sistemas lineares, tais como elementos do desenvolvimento
histérico do tema, descricdo da estrutura matematica dos sistemas lineares e do
escalonamento, recomendacfes dos documentos oficiais, analise de livros didaticos e
algumas dificuldades e erros cometidos por alunos no processo de aprendizagem de
sistemas lineares.

Observamos que houve a devolu¢do do problema “como resolver um sistema
linear?”. Os alunos perceberam que as operagdes elementares transformam sistemas
lineares em outros equivalentes, mas ndo conseguiram elaborar justificativas para isso.
Em relacdo ao escalonamento, eles desenvolveram a habilidade de utilizar as operacoes
elementares para eliminar incognitas, mas, em geral, ndo realizavam a validacdo dos
valores encontrados no sistema proposto inicialmente. Percebemos que, para os alunos,

é necessario e suficiente encontrar uma resposta numeérica para as incognitas.

Palavras-chave: Escalonamento, Sistemas Lineares, Ensino Médio.
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INTRODUCAO

O presente trabalho narra uma pesquisa que procurou investigar o uso do
escalonamento na resolucdo de sistemas lineares por alunos do ensino médio. Seis
alunos constituiram os sujeitos de pesquisa, todos do primeiro ano do ensino médio.

Apresentamos aqui, de maneira sucinta, a estrutura do texto.

No primeiro capitulo, descrevemos uma pequena trajetéria da pesquisadora,
procurando destacar aspectos relacionados a Matematica e a Educacdo Matematica bem
como os fatos que culminaram com o ingresso no Programa de Pos-graduacdo em
Educacdo Matematica da Universidade Federal de Mato Grosso do Sul. Em seguida,
ainda no primeiro capitulo, inserimos a pesquisa em uma problemética na qual
apresentamos nossa questdo de investigacao.

O segundo capitulo é composto pelas escolhas tedrico-metodoldgicas. E nele que
trazemos uma parte da Teoria das SituacGes Didaticas, nosso referencial teorico, e
descrevemos de forma sucinta a metodologia de investigacdo na qual nos inspiramos, a
Engenharia Didética.

O terceiro capitulo traz elementos das analises preliminares, primeira etapa da
Engenharia Didatica. Nele, inserimos alguns elementos do desenvolvimento histérico
do objeto de estudo, alguns métodos de resolucdo de sistemas lineares desenvolvidos
por matematicos antigos, como Bramahgupta, Cramer, Maclaurin, Gauss, Cardano,
Bezout, entre outros.

Apresentamos também a descricdo da estrutura matematica dos sistemas lineares e
do método de resolucdo que constitui o foco desta pesquisa, o escalonamento. Em
seguida, trazemos os resultados de estudos acerca dos documentos oficiais nos quais
procuramos por recomendacBes em relacdo ao ensino de maneira geral, ao ensino de
matematica e, mais especificamente, ao ensino de sistemas lineares. Procuramos
também por recomendacdes em relacdo aos métodos de resolucdo que poderiam ou
deveriam ser utilizados.

Ainda no terceiro capitulo, apresentamos uma analise de livros didaticos em que
focamos os capitulos que abordavam sistemas lineares. Por fim, apresentamos algumas
dificuldades e erros cometidos por alunos no processo de aprendizagem de sistemas
lineares, a partir de dados extraidos de outras pesquisas j& realizadas sobre essa

tematica.
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E no quarto capitulo deste texto que apresentamos nossa sequéncia didatica,
acompanhada de sua andlise a priori e a posteriori local, onde elencamos as variaveis
didaticas e mostramos como “jogamos” com as mesmas em cada atividade.

Por fim, apresentamos, nas consideracdes finais, a analise a posteriori global e a
validacao de nossa sequéncia didatica. Procuramos refletir e analisar se nossos objetivos
especificos foram atingidos, bem como nosso objetivo geral e nossa questdo norteadora.
Além disso, apontamos algumas dire¢cdes as quais novas pesquisas neste tema podem

sequir.



1. PROBLEMATIZANDO A PESQUISA

1.1. TRAJETORIA

A pesquisa descrita neste texto emergiu de reflexdes feitas ao final de nossa
graduacdo em Bacharelado em Matematica, no ano de 2007, que se intensificaram
durante 2008, ano no qual cursamos a Licenciatura em Matematica e demos inicio a
docéncia.

As paixdes por ensinar e pela Matematica sempre estiveram presentes em minha
vida. Aos 11 anos, cursando a sexta série em uma escola publica do ensino fundamental,
atual sétimo ano, fui medalhista de bronze da OPM - Olimpiada Paulista de
Matematica. Este fato fez com que duas escolas particulares me oferecessem bolsa
integral de estudos, com material didatico incluso.

Aos 13 anos de idade comecei a dar aulas particulares para os alunos da minha
classe. Aos 15 anos, cursando o segundo ano do curso colegial, me tornei monitora de
Matemaética das séries anteriores @ minha em troca das apostilas da escola para minha
irmd, que também estudava com bolsa integral, mas sem material didatico incluso.
Neste mesmo ano, a coordenadora da escola em que estudava comecgou a indicar meu
nome a mées de alunos com dificuldades em mateméatica e comecei a dar aulas
particulares para estudantes da cidade. Ainda no segundo colegial, fui medalhista de
prata da OPM.

Assim, e ndo poderia ser de outra forma, essa afinidade com a Matematica
influenciou sobremaneira a escolha pelo curso de graduacdo a época do vestibular.
Passei no vestibular para o curso de bacharelado em Matematica, o Gnico que prestei em
quatro universidades distintas.

Ao longo da faculdade, o interesse por essa ciéncia s6 aumentou. Num primeiro
momento, quando ainda cursava o Bacharelado, minha intencdo era ingressar em um
Mestrado em Matematica Pura. Entretanto, o ultimo ano de faculdade foi um pouco
frustrante no sentido em que me aprofundava cada vez mais na Matematica em si,
aprendendo teoremas, demonstracfes e conjecturas, mas ndo havia preocupacdo em
como esse saber que estava sendo apropriado poderia ser ensinado e utilizado por outras
pessoas.

Tal frustracdo fez com eu desistisse do ingresso no mestrado em Matematica Pura
e iniciasse a Licenciatura, procurando aprender metodos ou técnicas de como ensinar o

conhecimento adquirido até entdo. A partir dai a afinidade com o Ensino de Matematica
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sO cresceu, culminando com a tentativa de entrada no curso de Mestrado em Educacgéo
Matemética.

Para que ingressassemos neste Mestrado, era necessario termos uma intengdo de
pesquisa, e entdo as reflexdes mencionadas anteriormente voltaram a tona e
contribuiram para a elaboracdo da intencdo, que possuia o titulo: “A Resolucdo de
Problemas como Metodologia de Ensino-Aprendizagem de Algebra® para Alunos do
Ensino Medio”.

Depois de nosso ingresso, varios recortes foram feitos até chegarmos ao nosso
atual objeto de pesquisa. As disciplinas Pesquisa em Educacdo Matematica e Seminario
de Pesquisa | foram fundamentais durante esse processo de construgdo e a disciplina
Seminéario de Pesquisa Il contribuiu sobremaneira para o amadurecimento e definigdo

do objeto de estudo.

1.2. PRIMEIRAS CONSIDERAQOES

O ensino de matematica nas escolas, ndo raro, segundo Pantoja (2008), tem
provocado nos estudantes aversdo quanto ao estudo dos saberes inerentes a ciéncia
matematica. Isso pode, claramente, influenciar o desempenho dos alunos. Provas como
0 SAEB, ENEM, PISA etc. podem comprovar essa afirmacdo. Segundo o site do INEP,
Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais, o penultimo PISA, Programa
Internacional de Avaliacdo de Alunos, constatou que o Brasil encontrava-se em 54°
lugar em conhecimento matematico num ranking de 57 paises. Em 2010 a situacao
melhorou um pouco, passando para 53° num ranking de 65 paises. Ainda que tenha
melhorado, precisamos melhorar muito mais.

Este é um dos fatores que nos motivou a investigar a questdo do ensino e da
aprendizagem da Matematica. Entretanto, assim como qualquer pesquisa de mestrado,
nosso trabalho ndo poderia abranger todos os conteudos referentes a essa ciéncia e
também ndo poderia investigar a totalidade de um nivel de ensino. Com base nisso,
fizemos alguns recortes e inicialmente optamos por um dos trés eixos estruturadores em
matematica propostos pelos Pardmetros Curriculares Nacionais para o ensino médio, a
Algebra.

Vale destacar, j& que mencionamos 0 ensino médio, que esta etapa da educacao

béasica foi escolhida como recorte para esta pesquisa pelo fato de haver um nimero

! Adotaremos, neste trabalho, a Algebra como sendo um estudo de procedimentos para resolver
certos tipos de problemas, no sentido descrito em Usiskin (1995).



15

muito menor de livros didaticos para o ensino médio que se preocupam ou proponham
atividades que envolvam diferentes contextos e abordagens do que livros destinados ao
Ensino Fundamental. E também pelo fato de que, segundo Lima (2001), o livro didatico
é, na maioria dos casos, a Unica fonte de referéncia com que conta o professor para
organizar suas aulas, e, até mesmo, para firmar seus conhecimentos e dosar a
apresentacdo que fard em classe.

Buscamos justificativas para as dificuldades encontradas pelos alunos, no tema
matematico escolhido, percebidas durante nossas experiéncias pessoais como Professora
de Matematica. Falando em primeiro lugar do tema amplo, a algebra, Kieran apud
Jamal (2004) sugere que trés fatores sdo potenciais contribuintes para as dificuldades
que o estudante tem em aprender algebra: aprendizagem, ensino e contetdo.

Booth (1995) aponta algumas ideias que podem constituir origens para tais
dificuldades. Para a autora, o foco da atividade aritmética € diferente do foco da
atividade algébrica. Diante disso, uma grande dificuldade sentida pelos alunos é aceitar
uma expressao algébrica do tipo n+3, por exemplo, como resposta, ja que na aritmética
a resposta de uma operacdo sempre se reduz a um namero. Outro fator de dificuldade,
ainda segundo Booth (1995), seria 0 dilema nome-processo. A expressdo n+3 pode
tanto significar a instrucdo para a operagdo quanto a resposta.

Além da escolha pela algebra, foi necesséario especificar ainda mais nosso
conteddo matematico. Optamos pelo tema sistemas de equacdes lineares pelo fato de
este conteudo, entre outras razdes, ter aplicacdes em outras areas, inclusive na area
computacional, que estd em evidéncia no momento. Além disse, sistemas lineares
podem ser solucionados com a utilizacdo de conhecimentos elementares da matematica.
Assim, iniciamos nossos estudos lancando um olhar mais criterioso para varios aspectos
distintos deste contetdo.

Nesse contexto, na busca por trabalhos cujo enfoque envolvesse a histéria do
desenvolvimento deste conteido matematico, encontramos uma importante contribuicéo
em Luccas (2004), que realizou uma pesquisa por meio de uma abordagem histérico
filosofica na educagdo matematica apresentando o resultado de uma investigacao
histérica sobre os temas sistemas lineares, determinantes e matrizes e uma proposta
pedagdgica conforme tal abordagem sobre esses mesmos assuntos.

Segundo Luccas (2004, p 36),

A criacdo e o desenvolvimento da escrita foi um marco na historia da
humanidade, pois permitiu as geracfes posteriores, COmMO a NOssa, 0 acesso a
informacdes de como povos antigos lidavam com os problemas que surgiam
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em seus cotidianos. Embora muitos destes registros tenham sofrido desgastes
e erosbes com o passar do tempo, houve registros que sobreviveram a
deterioracdo causada pelo tempo, dentre os quais destacamos alguns tabletes
de argila feitos pelos babil6nios, que habitavam a regido da Mesopotamia, ou
papiros deixados pelos egipcios, entre outros.

Assim, puderam ser analisados dois registros de 300 e 200 anos antes de Cristo
nos quais ja apareciam problemas matematicos em que algumas sentencas sdo revertidas
por meio de linguagem simbdlica mateméatica em equacfes. Esse assunto, hoje, é
conhecido como Sistema de Equagdes Lineares que, como Luccas (2004) apontou,
acompanhou o desenvolvimento humano, instigando curiosos a criarem métodos para
resolvé-lo.

Deste trecho do trabalho citado, identificamos mais uma justificativa da
pertinéncia e importancia do assunto matematico escolhido para a pesquisa €, de uma
forma mais geral, para 0 homem, que desde muito antigamente ja se sentia instigado a
buscar métodos de resolucéo de sistemas lineares.

Voltando nossas atencdes agora para as dificuldades dos alunos referentes ao tema
matematico especifico do trabalho, Herrero apud Pantoja (2008, p. 19) apontou algumas

dificuldades que os alunos apresentam quando estudam sistemas lineares:

- Dificuldades em usar operagdes aritméticas elementares para resolver
problemas verbais envolvendo Equacdes e Sistemas de Equacdes;

- Dificuldade em converter a linguagem escrita para uma linguagem
matematica;

- Os alunos ndo costumam verificar as respostas encontradas durante o
processo de resolucdo dos Sistemas e, por isso, ndo tém clareza do que elas
representam.

Para a autora, essas dificuldades apresentam diversas origens, dentre as quais
destaca a complexidade matematica segundo a qual sdo tratados os elementos basicos
que sdo usados para resolver os sistemas lineares, a forma abstrata como o conceito de
sistemas lineares é trabalhado aliada a ndo interpretacdo do significado das solucdes
encontradas pelos alunos, bem como a ruptura entre o pensamento aritmético e
algébrico empregado no ensino de sistemas, além de outras mais.

Existes diversos métodos de resolucdo de sistemas lineares (BATTAGLIOLI,
2008), dentre os quais podemos citar o da adicdo, eliminacdo de Gauss, conhecido por
método do escalonamento, substituicdo, regra de Cramer, que utiliza determinantes,

entre outros. Nesse contexto, Pantoja (2008, p.18) afirma que

0 estudo de sistemas no ensino basico e mais precisamente no ensino médio
se restringe ao emprego de técnicas oriundas do estudo prévio de matrizes
sem conexdo com as técnicas estudadas no ensino fundamental, quebrando a
sequéncia desejavel de construcdo do conhecimento matematico.
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Pelo fato do estudo de sistemas lineares se restringir ao emprego de técnicas
oriundas do estudo prévio de matrizes, como afirmou a autora, interpretamos que o
ensino médio esteja priorizando essencialmente a Regra de Cramer como método de
resolucdo de sistemas lineares. Todavia, no desenvolvimento historico deste conteldo,
sistemas lineares eram resolvidos sem ao menos mencionar-se 0s conceitos relacionados
a determinantes. Segundo lezzi apud Battaglioli (2008), provavelmente os chineses
foram os primeiros a resolver um sistema linear de forma sistematica, por volta do
século 111 a.C., mas foi somente em 1683 que a ideia de determinante veio a luz.

Dentre as técnicas de resolucdo, nossa pesquisa tera como foco a utilizacdo da
técnica do escalonamento. Vemos esse método como procedimento eficaz, que resolve
qualquer caso de sistema linear, 0 que ndo acontece com a regra de Cramer, que pode
ser aplicada somente para 0S casos em que a matriz associada ao sistema linear é
quadrada e seu determinante diferente de zero.

Sobre isso, Lima (2001, p.27) afirma que

0s determinantes ocorreram historicamente como um instrumento para
resolver sistemas de equacdes lineares [...]. Entretanto, ha séculos ja se sabe
que, como processo de célculo, os determinantes sdo extremamente
ineficazes [...]. Para dar uma idéia da situacdo, imaginemos um computador
[...] capaz de efetuar um milhdo de multiplicagdes ou divisbes por segundo
[...]- Se tivéssemos um sistema [linear] 20x20, a Regra de Cramer requereria
2 milhGes, 745 mil e 140 anos para obter a solucdo! O método de
escalonamento usaria apenas 6 milésimos de segundo para resolver o sistema.

Além das justificas apresentadas, julgamos importante ressaltar que segundo
nossa concepgdo, o conhecimento ndo é algo pronto que possa ser repassado, mas sim
dindmico, que esta em construcdo, e que, além disso, essa construcdo deve ser realizada
principalmente pelo aluno, num processo no qual o professor tem o papel importante,
mas nao principal, de mediar essa construgdo e propor situacfes que favorecam gue isso
aconteca.

A partir das justificativas de nossa investigacao e de nossa concepcao de ensino e
de aprendizagem, nos questionamos sobre quais situagdes podem contribuir para que
os alunos construam o processo do escalonamento visando a resolugéo de sistemas
lineares. Ou seja, como esse processo pode ser construido, pelos alunos, por meio da

exploragao de situagfes que envolvam esse conteudo matematico?
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2. OBJETIVOS DE PESQUISA E REFERENCIAL TEORICO-
METODOLOGICO

2.1. OBJETIVOS DE PESQUISA

2.1.1. Objetivo Geral

Com a finalidade de encontrar resposta para nossa questdo norteadora, e ainda
com base nas justificativas apresentadas, definimos o seguinte objetivo geral de
pesquisa: investigar o uso do escalonamento na resolucdo de sistemas lineares por

alunos do ensino médio.

2.1.2. Objetivos Especificos

Para responder ao objetivo geral, elencamos dois objetivos especificos.

Em primeiro lugar, pretendemos investigar a elaboracdo das operacoes
elementares para a obtencgéo de sistemas lineares equivalentes por alunos do ensino
meédio, pois queremos descobrir se os alunos compreendem que as transformacées
elementares transformam os sistemas em outros equivalentes, ndo alterando, dessa
forma, sua solugdo. De posse dessa compreensdo, conjecturamos que 0s alunos sejam
capazes de utilizar as transformagdes elementares visando o escalonamento dos sistemas
lineares.

Em segundo lugar, pretendemos analisar dificuldades e superacdes
encontradas pelos alunos no uso das transformacdes elementares para resolver
sistemas lineares. Acreditamos que, sabendo utilizar adequadamente as transformacoes
elementares, os alunos sejam capazes de elaborar o processo de escalonamento a fim de
obter sistemas lineares equivalentes aos propostos, entretanto na forma escalonada, cujo
processo de resolugdo é mais simples. A medida que esse processo vai sendo
construido, os alunos devem passar por fases de erros e superagdes e, a partir da analise
dos mesmos, poderemos entender se e como acontece o processo de aprendizagem

referente a esse conteddo.

2.2. ESCOLHAS TEORICO-METODOLOGICAS
2.2.1. Referencial Teorico
Para responder aos objetivos especificos e, por conseguinte, o objetivo geral, nos

apoiamos nas ideias e conceitos da Teoria das Situacfes Didaticas, proposta por Guy
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Brousseau. Segundo Freitas (2008), essa teoria trata de formas de apresentacdo do
conteddo matematico a alunos, possibilitando melhor compreender o fenémeno da
aprendizagem da Matematica.

A Teoria das Situacdes Didaticas, TSD, se insere no quadro tedrico da Didatica da
Matematica, que “estuda as atividades didaticas, ou seja, as atividades que t€ém como
objeto o ensino, evidentemente naquilo que elas tém de especifico para a matematica”
(BROUSSEAU, 1996, p. 35).

A TSD, diferentemente de outras teorias pedagodgicas que abordam aspectos mais
gerais, contempla a especificidade do saber matematico (FREITAS, 2008, p.77) e, por
essa razéo, acreditamos que a escolha da mesma para a interpretacdo dos dados deste
trabalho seja pertinente.

Brousseau (2008) afirma que uma situacao didatica é entendida como o entorno
do aluno, que inclui tudo o que especificamente colabora no componente matematico de
sua formacéo.

Para nossa pesquisa, utilizamos os conceitos de situacdo didatica, devolugdo,
situacOes adidaticas de acdo, formulacdo e validacdo, divididas em momentos distintos,
mas ndo separados, e 0 conceito de institucionalizacdo. Esses conceitos serdo
brevemente apresentados e descritos a seguir.

Antes de apresentarmos o0s conceitos, falaremos de maneira rapida sobre o papel
do professor e do aluno nesse quadro tedrico. Para isso, sera necessario, também,
descrever o papel do investigador matematico.

Para comunicar aquilo que pensa ter descoberto, 0 matematico precisa

suprimir todas as reflexdes inuteis, o trago dos erros cometidos e dos
percursos erraticos. E necessario esconder as razdes que conduziram em
determinada direcdo e as condigdes pessoais que presidiram ao éxito,
problematizar habilmente mesmo as observa¢cdes um pouco banais, mas
evitar as trivialidades. E necessario ainda procurar a teoria mais geral na qual
os resultados permanecem validos. (BROUSSEAU, 1996, p.37).

Ou seja, 0 matematico, em seu trabalho, despersonaliza, descontextualiza e
destemporaliza o saber.

O trabalho do professor € o inverso deste,

[...] uma vez que ele tem de produzir uma recontextualizagdo dos
conhecimentos. Estes transformar-se-d40 no conhecimento de um aluno, ou
seja, huma resposta bastante natural a condicfes relativamente particulares,
condicBes indispensaveis para que eles tenham algum sentido para ele
(BROUSSEAU, 1996, p.38).
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Assim, entendemos que cabe ao professor a tarefa de inserir novamente o saber
em jogo em um conjunto de particularidades, se possivel proximo a realidade do aluno,
para que elas se tornem mais significativas e que contemplem o contexto sociocultural
no qual ele estd inserido, sem, no entanto, revelar aos alunos as intengdes didaticas
contidas nas situacdes propostas. Em suma, o professor deve dar aos alunos meios para
construir o conhecimento que existe por tras do contexto.

E nesse meio criado pelo professor que o aluno age. Nesse sentido, o trabalho do
aluno deve ser semelhante, tomando as devidas proporcdes, ao trabalho do investigador
matematico. Além de conseguir resolver problemas, cabe ao aluno extrair da situacao
proposta pelo professor, o conhecimento matematico envolvido, pois o professor ndo
deixa claro de qual se trata. Assim, os alunos tém de “redescontextualizar e
redespersonalizar o seu saber, e tém de fazé-lo de forma a identificarem a sua producao
com o saber em curso na comunidade cientifica e cultural da sua época”
(BROUSSEAU, 1996, p.38-39).

De maneira resumida, podemos representar o trabalho do matemaético, do

professor e do aluno pelo esquema a seguir.

é )
Saber contextualizado, Saber
personificado e Descontextualizado,
temporalizado a ser Matemético ::" —~ despersonificado e
construido. destemporalizado
\. J
. J
Professor
( Saber ) é )
Saber Contextualizado/
redescontextualizado, Condicdes particulares de
redespersonificado e <# Aluno uma micro-sociedade
redestemporalizado a ser cientffica criada pelo
reconstruido professor
U J
g J

Figura 1: Esquema dos papéis de investigador, professor e aluno
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Assim, podemos afirmar que a TSD leva em consideracdo tanto o trabalho do
professor quanto do aluno, e destacamos que propor um bom problema é tdo importante
quanto conseguir resolvé-lo. Dessa forma, o professor assume papel fundamental no
processo de aprendizagem do aluno.

Destacados os papéis do aluno e do professor, podemos nos perguntar: “O que ¢é,
entdo, ensinar e aprender, segundo a TSD?”.

A Teoria das Situagdes Didéticas parte da premissa de que o aluno

aprende adaptando-se a um meio que é um fator de contradicdes, de
dificuldades, de desequilibrios, um pouco como acontece a sociedade
humana. Este saber, fruto da adaptagdo do aluno, manifesta-se através de
respostas novas, que sdo a prova da aprendizagem (BROUSSEAU, 1996,
p.49).

Segundo Brousseau (1996, p. 40), o ensino “é concebido como um projeto social:
0 de levar um aluno a apropriar-se de um saber constituido ou em vias de constitui¢do”.

Assim, fica evidente que o meio, que o professor propde e no qual o aluno age,
assume papel importante na modelagem das relacGes que se dao durante o processo de
aprendizagem matematica.

Passamos a partir de agora para a descri¢do dos conceitos da TSD que utilizamos
neste trabalho.

Entendemos por devolugéo o ato de os alunos aceitarem “entrar no jogo”, ou seja,

tomarem o problema proposto pelo professor como se fosse um desafio pessoal.

A devolucdo tem o significado de transferéncia de responsabilidade, uma
atividade na qual o professor, além de comunicar o enunciado, procura agir
de tal forma que o aluno aceite o desafio de resolvé-lo, como se o problema
fosse seu e ndo somente porque o professor quer. Se o aluno toma para si a
convicgdo de sua necessidade de resolucao do problema [...] entdo inicia-se o
processo de aprendizagem (FREITAS, 2008, p.83).

Tendo ocorrido a devolugdo, os alunos podem passar por algumas etapas que
constituem as situacdes adidaticas. Vale ressaltar que essas etapas ndo estdo separadas
de forma clara. O que se observa saéo momentos em que uma ou outra etapa se evidencia
e 0 gue esta sistematizado neste texto ndo acontece seguindo a mesma ordem de
apresentacdo nem de separacéo.

As situacOes adidaticas sdo aquelas em que a intencdo de ensinar ndo é revelada
ao aluno. Segundo Freitas (2008), o professor prepara, organiza a situacdo e tem o
controle sobre o andamento dela, ndo do saber, para que os alunos possam vivencia-la

como se fossem pesquisadores que buscam a solugdo sem a ajuda do mestre.
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Uma situacdo adidatica é dividida em trés fases distintas, porém interligadas:

acao, formulacdo e validacao.

Identificamos uma situacao de acéo

quando o aluno, que se encontra ativamente empenhado na busca de solucédo
de um problema, realiza determinadas ac6es mais imediatas, que resultam na
producdo de um conhecimento de natureza mais operacional. Muitas vezes,
essas agOes podem estar fundamentadas em modelos tedricos que o aluno
pode tentar ou ndo explicar. [...] Numa situacdo de agdo, had sempre o
predominio quase que exclusivo do aspecto experimental do conhecimento
(FREITAS, 2008, p. 96).

Ja em uma situacdo de formulacéo,

o aluno utiliza, na resolu¢cdo do problema estudado, alguns modelos ou
esquemas tedricos explicitos, além de mostrar um evidente trabalho com
informagdes tedricas de uma forma bem mais elaborada, podendo ainda
utilizar uma linguagem mais apropriada para viabilizar esse uso da teoria. [...]
O aluno faz determinadas afirmacgOes relativas & sua interagdo com o
problema, mas sem a intengdo de julgamento sobre validade, embora
contenham implicitamente intengfes de validagdo (FREITAS, 2008, p.96-
97).

As situacOes de validacédo

sdo aquelas em que o aluno ja utiliza mecanismos de prova e em que 0 que
sabe € usado com essa finalidade. Essas situagdes estdo relacionadas ao plano
da racionalidade e diretamente voltadas para o problema da verdade. Elas
podem ainda servir para contestar ou mesmo rejeitar proposi¢des. [...]
Nessas situacdes, é preciso elaborar algum tipo de prova daquilo que se j&
afirmou, de outra forma, pela acdo (FREITAS, 2008, p.98).

Brousseau (1996, p.31) afirma que durante certo tempo, acreditava-se que apenas

as situacdes de acdo, formulacdo e validacdo constituiam todos os tipos de situacdes

possiveis. Entretanto, percebeu-se a necessidade de institucionalizacdo das situacdes por

parte do professor.

[...] Tinhamos situa¢des de aprendizagem — no sentido dos psicélogos — e se
poderia pensar que haviamos reduzido o ensino a sucessdes de aprendizagem.
Mas, no decorrer das experiéncias desenvolvidas na escola Jules Michelet,
vimos que os professores, depois de certo tempo, precisavam ordenar um
espaco. [...] Demoramos a perceber que os professores realmente eram
obrigados a “fazer alguma coisa”: tinham de dar conta da produgdo dos
alunos, descrever os fatos observados e tudo que estivesse vinculado ao
conhecimento em questdo; conferir um status aos eventos da classe visto
como resultados dos alunos e do processo de ensino [grifo nosso];
determinar um objeto de ensino e identifica-lo; aproximar as producgdes dos
conhecimentos de outras criagbes [...] e indicar quais poderiam ser
reutilizadas. (BROUSSEAU, 2008, p. 31)

Assim, segundo Freitas (2008, p. 101), as situacdes de institucionalizacdo visam

“estabelecer o cardter de objetividade e de universalidade do conhecimento”. Na

institucionalizacdo, o professor d& a determinados conhecimentos o status cultural
indispensavel de saber (BROUSSEAU, 2008).
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Brousseau (2008) diferencia os termos “conhecimento” e “saber”, utilizados na
defini¢do de institucionalizacéo. Para ele, os conhecimentos sdo meios transmissiveis e
de cunho social, j& o saber é o produto cultural de uma instituicdo. Assim, como ja
afirmamos, mas agora segundo nossa interpretacdo, o professor tem a “missao”, durante
a institucionalizacdo, de “promover” certos conhecimentos produzidos pelos alunos a
saberes, reconhecidos culturalmente. Enquanto, nas fases adidéticas, a intencdo didatica
ndo € revelada aos alunos, no momento da institucionalizacdo ela estd totalmente
exposta. Aqui os protagonistas do processo sdo ambos, aluno e professor, diferentes das
outras fases (adidaticas) em que o aluno era o “ator” principal, sendo que agora a

responsabilidade € do professor.

2.2.2. Referencial Metodoldgico

Para provocar a devolucdo e o aparecimento de situacfes adidaticas, propomos
aos alunos algumas situagdes-problema envolvendo sistemas lineares a fim de que eles
interagissem e para as quais formulassem respostas.

Com a finalidade de estruturar um modelo para a apresentacdo dessas situagdes,
tomamos como inspiracdo elementos da Engenharia Didatica, metodologia de pesquisa
que consiste em um processo empirico, no sentido que deve extrair os dados da
realidade e os comparar as hipoteses levantadas no inicio do trabalho (MACHADO,
2008).

Nesse sentido, uma de nossas hipoOteses € a de que os alunos sdo capazes de
construir o processo do escalonamento a medida que interagem com situagdes
elaboradas nos preceitos da teoria escolhida e propostas com esse objetivo.

Segundo Machado (2008), essa metodologia se constituiu com a finalidade de
analisar as situacOes didaticas e, portanto, se insere no quadro tedrico da Didatica da
Matemaética.

Ainda sobre o surgimento dessa metodologia, Artigue (1996, p. 193) afirma que

a nocao de engenharia didatica emergiu em didatica da matematica no inicio
da década de 1980, com o objetivo de etiquetar uma forma de trabalho
didatico: aquela que era comparavel ao trabalho do engenheiro que, para
realizar um projeto preciso, se apdia nos conhecimentos cientificos do seu
dominio, aceita submeter-se a um controle de tipo cientifico, mas, a0 mesmo
tempo, se encontra obrigado a trabalhar sobre objetos muitos mais complexos
do que os objetos depurados da ciéncia, e portanto a estudar de uma forma
pratica, com todos os meios ao seu alcance, problemas de que a ciéncia nao
quer ou ainda ndo é capaz de se encarregar.
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Assim, entendemos que a comparacdo com o trabalho do engenheiro venha do
fato de que o professor, antes de ir para a sala de aula, passa por um processo de
preparacdo e estudo, seja durante sua formacéo inicial, com as teorias e metodos que
compdem o curriculo de seu curso de formacéo, seja no planejamento de sua aula, mas
qguando coloca esses conhecimentos e planejamento em pratica, se depara com
problemas e objetos mais complexos e particulares do que aqueles que séo frutos de
seus conhecimentos cientificos.

Sdo distinguidas quatro fases da Engenharia Didatica, a saber: analises
preliminares, concepcdo e analise a priori, experimentacdo e analise a posteriori e
validagdo. Entretanto, antes de descrever cada fase da engenharia, faremos uma breve
caracterizagdo dessa metodologia de investigagéo.

De acordo com Artigue (1996, pp. 196-197) :

A engenharia didatica, vista como metodologia de investigacdo, caracteriza-
se antes de mais [nada,] por um esquema experimental baseado em
realizagdes didaticas na sala de aula, isto é, na concepcdo, na realizacdo, na
observagdo e na andlise de sequéncias de ensino. [...] Caracteriza-se ainda,
relativamente a outros tipos de investigacdo baseados nas experimentacGes na
sala de aula, pelo registro no qual se situa e pelos modos de validacéo que lhe
estio associados. Com efeito, as investigacbes que recorrem a
experimentagBes na sala de aula situam-se, a maioria das vezes, numa
abordagem comparativa com validacdo externa dos desempenhos de grupos
experimentais e de grupos testemunho. Este paradigma néo é o da engenharia
didatica, que se situa no lado oposto, no registro dos estudos de casos, e cuja
validacdo é essencialmente interna, fundada no confronto entre a analise a
priori e a andlise a posteriori.

Artigue (1996, p. 197) ainda afirma que, dentre outros objetivos, a engenharia
didatica pode ser utilizada em investigacbes que visam o0 estudo dos processos de
aprendizagem de um dado conceito. Por essa razdo, podemos dizer que essa
metodologia de investigacdo pode ser utilizada para a condugdo de nossa pesquisa, ja
que nosso objeto de estudo é a utilizacdo do escalonamento na resolucdo de sistemas
lineares.

A partir de agora, passaremos para uma breve descricdo das fases que compdem a
engenharia didatica: analises preliminares, concepcéo e anélise a priori, experimentagdo
e, por fim, anélise a posteriori e validag&o.

Nas analises preliminares, efetua-se um estudo que €, na maior parte dos casos,

composto de

[...] andlise epistemoldgica dos contetdos visados pelo ensino;

[...] andlise do ensino habitual e dos efeitos;

[...] anélise das concepg¢des dos alunos, das dificuldades e obstaculos que
marcam a sua evolucéo;
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[...] andlise do campo de constrangimentos no qual vird a situar-se a
realizacdo didética efetiva;
E, naturalmente, tendo em conta os objetivos especificos da investigacao.
(ARTIGUE, 1996, p. 198)

Artigue (1996) destaca que esses estudos sdo retomados e aprofundados durante
todo o trabalho, por isso séo, na realidade, prévios em um primeiro nivel de elaboracéo.
Além disso, a autora afirma que, nos diversos trabalhos, nem todos os componentes de
anélise mencionados intervém de forma explicita. Em nosso trabalho, demos especial
atencdo a génese histérica do conteldo matematico que compbe nosso objeto de
pesquisa, a descricdo matematica do mesmo, a analise de livros didaticos com enfoque
no capitulo que trata de sistemas lineares, as dificuldades e erros que os alunos cometem
no processo de aprendizagem de sistemas lineares e, por fim, as recomendagdes que 0s
Parametros Curriculares Nacionais para o ensino médio e outros documentos oficiais
ddo para o ensino deste conteudo matematico. A sistematizacdo desses estudos
encontra-se, principalmente, no terceiro capitulo deste texto.

Na segunda fase, concepcéo de analise a priori, “o investigador toma a decisdo de
agir sobre um determinado ndmero de variaveis do sistema ndo fixadas pelos
constrangimentos: variaveis de comando, que ele supde serem variaveis pertinentes para
o problema estudado” (ARTIGUE, 1996, p.202).

A autora também afirma que

O objetivo da andlise a priori é [...] determinar de que forma permitem as
escolhas efetuadas controlar os comportamentos dos alunos e o sentido
desses comportamentos. Para isso, funda-se em hipdteses; serd a validacao
dessas hipOteses que estar4, em principio, indiretamente em jogo nho
confronto, operado na quarta fase, entre a analise a priori e a analise a
posteriori (ARTIGUE, 1996, p.205).

Artigue (1996, p.205) ainda destaca que esta analise é “centrada nas
caracteristicas de uma situacdo adidatica que se pretendeu constituir e que se vai
procurar devolver aos alunos”.

Assim, espera-se que um pesquisador que utilize esta metodologia de
investigacdo, na andlise a priori, descreva as escolhas efetuadas e as caracteristicas da
situacdo adidatica que delas decorrem e preveja 0s campos de comportamentos
possiveis, procurando mostrar de que forma a anélise efetuada permite controla-los no
sentido de que resultem na aplicagdo do conhecimento em jogo (ARTIGUE, 1996, p.
205).

A experimentacdo é a fase em que colocamos em préatica as situa¢fes-problema

construidas na anélise a priori. E a fase em que o pesquisador vai a campo.
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Machado (2008, pp. 244-245) afirma que

A experimentacdo supde:

- a explicitacdo dos objetivos e condi¢cGes de realizacdo da pesquisa a
populacdo de alunos que participara da experimentacéo;

- 0 estabelecimento do contrato didatico;

- aplicacdo dos instrumentos de pesquisa;

- registro das observacdes feitas durante a experimentacao.

A quarta e Ultima fase, analise a posteriori e validacdo, caracteriza-se pelo
tratamento dos dados colhidos na experimentacdo e da producdo dos alunos dentro ou
fora da sala de aula, com os quais se faz uma validacdo, ou ndo, das hipdteses
levantadas no inicio do trabalho. Tal validacdo é feita pela confrontacédo, a partir desses
dados, das analises a priori e a posteriori.

Nesse contexto, acreditamos termos mostrado a pertinéncia da escolha pelo
referencial tedrico-metodoldgico aqui apresentado, ja que nosso tema de investigacdo
esta vinculado a aprendizagem matematica e, como mostramos, a teoria e a metodologia

escolhidas atendem as necessidades que surgem a partir de investigacdes desse tipo.
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3. ELEMENTOS DAS ANALISES PRELIMINARES

Como ja afirmamos, nas analises preliminares, primeira etapa da metodologia de
investigacdo que adotamos como inspiracdo na condugéo deste trabalho, o pesquisador
realiza estudos preliminares quando procura circundar o objeto de estudo, olhando para
diversos aspectos.

Assim, neste primeiro momento, apresentamos o resultado de um estudo que
procurou descrever a génese histérica tanto do tema sistemas lineares quanto dos
processos de resolucdo dos mesmos. Nesse processo, ndo pudemos deixar de lado a
historia do desenvolvimento dos determinantes e das matrizes, ja que sdo contedos que
nasceram a partir do estudo de sistemas lineares. Entretanto, nossa abordagem em
relacdo a esses dois ultimos ndo foi muito aprofundada, para que o foco do trabalho nédo
fosse perdido.

Em seguida, descrevemos matematicamente nosso objeto de estudo. Definimos
conceitos relacionados a sistemas lineares e ao processo do escalonamento. Na terceira
etapa deste capitulo, aparecem os resultados de nossos estudos em relacdo aos
documentos oficiais. Procuramos por recomenda¢fes em relacdo ao ensino de maneira
geral, e, mais especificamente, em relacdo ao ensino de matematica e de sistemas
lineares. Procuramos também por recomendacBes em relacdo aos métodos de resolucéao
que seriam indicados.

Na quarta etapa, o leitor tera contato com a analise de livro didatico que
realizamos. Destacamos que tal analise teve como foco o capitulo que trata de sistemas
lineares. A intencdo inicial era analisar de trés a quatro livros aprovados pelo PNLEM
2009, incluindo o livro adotado na escola onde a experimentacdo desta investigacao foi
realizada. Entretanto, ao tomarmos contato com o estudo de Battaglioli (2008),
percebemos que essa pesquisadora ja havia analisado dois dos trés livros que haviamos
escolhido de antemao, também tendo como foco o capitulo de sistemas lineares.

Assim, dividimos a quarta etapa deste capitulo em duas partes. Na primeira
apresentamos as principais consideracbes de Battaglioli (2008) que serviram de
contribuicdo para nosso trabalho e, na segunda, apresentamos a andlise do livro didatico
adotado na escola onde a pré-experimentacdo desta pesquisa foi realizada, segundo
critérios que a pesquisadora mencionada levantou.

Por fim, na quinta etapa, apresentamos o resultado dos estudos de alguns trabalhos

que trataram, em determinado momento, das dificuldades, erros e obstaculos
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epistemoldgicos em relacdo a algebra e, mais especificamente e principalmente, em
relagdo aos sistemas lineares.

Vale destacar, como j& observado, que as analises preliminares sdo preliminares
em um primeiro nivel de elaboracdo, mas se tornam mais profundas durante o
desenvolvimento da investigacdo e continuam sendo realizadas durante todo o
andamento da pesquisa. Assim, 0 que apresentamos aqui, ndo é resultado de um
primeiro nivel de elaboragdo, mas sim de um estudo feito ao longo de todo 0 nosso
trabalho.

3.1. GENESE HISTORICA

Neste topico buscamos compreender como se deu o desenvolvimento do conceito
de sistemas lineares ao longo da histdria. Para tal estudo, nos apoiamos, essencialmente,
nos trabalhos de Luccas (2004) e Neves (2009).

Luccas (2004) levantou algumas discussdes sobre a abordagem histérico-
filosofica buscando investigar qual o significado de tal perspectiva no ensino e mostrou
um exemplar de um contetdo matematico desenvolvido conforme tal abordagem, a
saber, sistemas de equaces lineares.

Em primeiro lugar, o estudo expfe o trabalho que alguns pesquisadores vém
desenvolvendo em defesa da inser¢do da Historia no ensino, como alguns fildsofos
analisam o setor educacional e quais sugestdes apresentam, e, como e por qué alguns
estudiosos defendem a utilizacdo da abordagem histérico-filosofica na educacao.

Num segundo momento, apresenta o resultado de uma investigacdo historica
realizada com os assuntos de sistemas lineares, determinantes e matrizes. E para esta
parte do trabalho que dedicamos maior atencéo.

Em seguida, Luccas (2004) apresenta o trabalho desenvolvido por um pesquisador
para analisar como preparar um contetdo para ser trabalhado em sala de aula, ou seja,
como transp6-lo didaticamente. Por fim, expde uma alternativa de trabalho que,
segundo a autora, oferece melhores condic¢des de ensino e aprendizagem tanto para os
educandos quanto para os orientadores.

Em contrapartida, Neves (2009) realizou um trabalho que procurou responder a
questdo “como as Matrizes tornaram-se conteudo escolar e quando isso aconteceu?”.
Inicialmente, Neves (2009) faz uma fundamentag&o tedrica onde esclarece o conceito de
Transposicdo Didatica. Em segundo lugar, faz uma pesquisa historica sobre as Matrizes

demarcando dois periodos. O primeiro traz 0 que outras teorias deixaram como heranca
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para que os matematicos do século XIX estudassem o0 que posteriormente veio a se
chamar Teoria das Matrizes. O segundo traz a trajetoria da producéo do saber Matrizes
de 1850 a 1930. No terceiro momento da pesquisa, Neves (2009) tece algumas
consideracBes que levaram a acreditar que o Movimento da Matematica Moderna foi
um fio condutor que gerou varios processos de transposicao didatica, como o que
ocorreu com as Matrizes, a Teoria dos Conjuntos, a Ldgica, a Geometria Plana etc.

Em seguida, a autora apresenta uma analise que mostra quais foram o0s
personagens responsaveis pelo processo de transposicdo das matrizes no periodo da
Matematica Moderna.

Por fim, o texto ainda traz uma andlise de livros didaticos com a finalidade de
encontrar nestes livros elementos da transposicdo didatica ocorrida com o saber
Matrizes.

Para 0 nosso trabalho, demos maior atencdo ao historico realizado acerca dos
contetidos matrizes, determinantes e sistemas lineares.

Apos a breve descricdo dos principais trabalhos que compuseram a parte historica
desta pesquisa, passaremos para 0 estudo do surgimento, desenvolvimento historico e
relacdo de interdependéncia que existe entre os trés conteddos mencionados
anteriormente (LUCCAS, 2004, p.13), dando atencéo especial para os sistemas lineares.

Percebemos que a ordem normalmente abordada em livros didaticos é apresentar
os contelidos de Algebra Linear do ensino médio da seguinte maneira: matrizes —
determinantes — sistemas lineares. Entretanto, a ordem cronoldgica de surgimento
desses conceitos foi exatamente a inversa, como observa Luccas (2004, p. 13),

afirmando que sistemas lineares, determinantes e matrizes sdo conteddos

[...] fortemente interligados que se desenvolveram historicamente nesta
ordem, embora sejam trabalhados atualmente de maneira invertida
(primeiramente se estuda Matrizes, em seguida Determinantes e por Gltimo
Sistemas Lineares, segundo a estrutura légica concebida pela concepgéo
formalista).

Ja que se trata de conteudos fortemente interligados, ndo poderiamos apresentar
alguns elementos historicos do desenvolvimento de sistemas lineares sem mencionar
fatos concernentes ao desenvolvimento dos contetdos matrizes e determinantes. Cabe
ressaltar que so é possivel realizar tal apresentagdo pelo fato de existirem documentos e

registros preservados ao longo do tempo.
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Em relacdo aos registros histéricos e ao papel que o surgimento da escrita teve
para que hoje pudéssemos investigar como 0s povos antigos construiam e praticavam

matematica, Luccas (2004, p.35) comenta que

A criacdo e o desenvolvimento da escrita foi um marco na histéria da
humanidade, pois permitiu as geracdes posteriores, COmo a nossa, 0 acesso a
informacdes de como povos antigos lidavam com os problemas que surgiam
em seus cotidianos, embora muitos destes registros tenham sofrido desgastes
e erosbes com o0 passar do tempo. Houve registros que sobreviveram a
deterioracdo causada pelo tempo, dentre os quais destacamos alguns tabletes
de argila feitos pelos babil6nios, que habitavam a regido da Mesopotamia, ou
papiros deixados pelos egipcios, entre outros.

O’Connor & Robertson (1996, p.1) citam um registro encontrado em uma tabuleta
babilbnica, datada por volta de 300 a.C., que apresenta um problema com duas equacoes

e duas incdgnitas, que esta preservado. Seu enunciado aparece a seguir:

Ha& dois campos cuja area total é de 1800 jardas quadradas. Um produz graos
na razdo de dois tercos de saca por jarda quadrada enquanto o outro produz
grdos na razdo de meia saca por jarda quadrada. Se o total produzido é mil e
cem sacas, qual é o tamanho de cada campo? [traducdo nossa]

Este problema aparece sem resolucdo. Entretanto, outro problema, datado de
aproximadamente 200 a.C. e produzido pelo povo chinés, vem acompanhado de sua
resolucdo que, de acordo com Luccas (2004), lembra a resolugdo sistematizada, no
século XVIII, por Karl F. Gauss, resolucdo essa que sera abordada neste trabalho mais
adiante. Este problema aparece no capitulo VIII do livro de matematica de maior
influéncia na China, escrito durante a dinastia Han, Chui-Chang Suan-Shu ou Nove

Capitulos sobre a arte matematica:

Trés feixes de uma colheita de boa qualidade, dois feixes de uma de
qualidade regular e um feixe de uma de ma qualidade sdo vendidos por 39
dou. Dois feixes de boa, trés de regular e um de méa qualidade sdo vendidos
por 34 dou. Um feixe de boa, dois de regular e trés de ma sdo vendidos por
26 dou. Qual o preco de cada feixe para cada uma das qualidades? (EVES,
1997, p. 268).

Luccas (2004, p. 42) afirma que “um fato interessante da resolu¢do de tal
problema corresponde a disposi¢do dos dados em forma de colunas e linhas, sobre uma
‘tdbua de contar’”.

De acordo com O"Connor e Robertson (1996, p.1)

As instrugBes de resolugdo [...] compreendem as seguintes operaces:
“primeiramente multiplique a coluna do meio por trés e subtraia o resultado
da coluna da direita quantas vezes for possivel; a mesma coluna da direita
deve ser subtraida quantas vezes for possivel de trés vezes a primeira
coluna”. Isto é:



31

0 0 3
4 5 2
8 1 1
39 24 39

Em seguida, a coluna da esquerda é multiplicada por cinco e, entdo, o
resultado subtraido quantas vezes for possivel. Isto é:

0 0 3
0 5 2
36 1 1
99 24 39

Com esse resultado, o preco do feixe de colheita de ma qualidade (m) pode
ser encontrado por meio da igualdade:

36m=99

m=2,75

Assim, substituindo os valores restantes, fica simples encontrar a solugdo. Vale

ressaltar que

Ambos [os exemplos] expressam o modelo de um tipo de assunto
matematico, no qual algumas sentengas sdo revertidas por meio da linguagem
simbolica matematica em equacgBes, aparecendo simultaneamente num
mesmo problema, ap6s a interpretacdo e transcricio matematica de seus
enunciados. Tal assunto reconhecido, atualmente, como Sistema de Equagdes
Lineares sempre acompanhou o desenvolvimento humano, instigando
curiosos a criarem métodos para resolvé-los, como o que 0s chineses
obtiveram. (LUCCAS, 2004, p. 37)

Dessa maneira, esses dois problemas apresentados sdo exemplos documentados de

que o homem resolvia problemas envolvendo sistemas lineares ha mais de dois mil

anos.

Ja que o foco de nosso trabalho é o escalonamento, passaremos a descrever alguns

métodos de resolucao desenvolvidos por matematicos ao longo da histdria.

3.2. METODOS DE RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES

Neste topico descrevemos trés métodos de resolucdo de sistemas de equagdes

lineares: Método da Comparacéo, da Eliminacdo e a Regra de Cramer.
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Tal descricdo tem o objetivo de mostrar como os matematicos de diferentes
épocas e localidades trabalhavam com problemas cuja resolucdo envolvesse sistemas

lineares.

3.2.1. Meétodo da Comparacao

Os matematicos indianos realizaram, segundo Luccas (2004), importantes
trabalhos relacionados principalmente a producgdo algébrica. Dentre eles, destaca-se o
trabalho de Brahmagupta (598-668). O método de resolucdo de sistemas lineares
desenvolvido por esse matematico foi chamado, pela autora e também neste trabalho, de
Método da Comparacéo.

Ainda de acordo com Luccas (2004), tal método consistia basicamente na
eliminacdo sucessiva das varias incognitas. Trouxemos, neste texto, um exemplo
resolvido por esse método de acordo com o estudo realizado do trabalho de Luccas
(2004). O exemplo escolhido é um problema aplicado durante a experimentacdo da
pesquisa que nés desenvolvemos. Enunciaremos a atividade e a resolveremos segundo o

método de Brahmagupta.

Trés escolas participaram de um torneio esportivo em que provas de dez
modalidades foram disputadas. Aos vencedores de cada prova foram
atribuidas medalhas de ouro, de prata ou de bronze, respectivamente aos 1°,
2° e 3° lugares. A quantidade de medalhas de cada escola, ao final da
competicdo, bem como a pontuacdo geral das mesmas, sdo apresentadas na
tabela a sequir:

Medalhas
Escolas Pontuacio
Ouro | Prata | Bronze final
A 4 2 2 46
B 5 3 1 37
C 4 3 3 33

Quantos pontos valem cada medalha de ouro, prata e bronze??

Uma resolucdo possivel para este problema € encontrar a solucdo do sistema

4X+2y+22=46
linear {5x+3y+2z =57 ,onde X,y e z representam a quantidade de pontos que valem
4x+3y+3z =53
as medalhas de ouro, prata e bronze, respectivamente.
Baseados na explicacdo de Lints apud Luccas (2004), este sistema seria resolvido

da seguinte maneira, se aplicado o método de Bramahgupta:

2 Problema adaptado do livro Matematica, volume Unico, de Luiz Roberto Dante, 1% edicdo,
Editora Atica.
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Isola-se uma das incdgnitas nas trés equagdes do sistema:

X_46—2y—22 _23-y-1
4 2
x=2r=3y-2
5
X=53—3y—3z
4

Compara-se a primeira com a segunda equacao e a primeira com a terceira:

23-y-z 57-3y-z

=>y-3z=-1
2 5
23—2y—z :53—34y—32 2y 12714

O processo é repetido: isola-se outra incdgnita, nas duas equacdes restantes, e
comparam-se 0s valores encontrados para a mesma, em funcéo da terceira incognita:

y=3z-1
14 -2z - =37-1=7-72=47=8

Dessa forma, fica simples concluir que z=2, y=5 e Xx=8, ou seja, a medalha

de ouro vale oito pontos, a de prata vale cinco pontos e a de bronze vale dois pontos.

E importante ressaltar que ndo ha uma ordem a ser seguida para encontrar o valor
de cada incognita, isto é, pode-se iniciar a resolucdo do sistema eliminando qualquer
valor desconhecido (LUCCAS, 2004, p.47).

Este método poderia ser interpretado como uma generalizacdo do método da
substituicdo, trabalhado no ensino fundamental durante a discussdo de situacGes que

podem ser resolvidas por meio de sistemas lineares 2x2.

3.2.2. Método da Eliminacéo

A esséncia do método da Eliminacdo, sistematizado por Karl Friedrich Gauss
(1777 — 1855), consiste em facilitar a busca pela solugdo de um sistema, transformando-
0 em outro mais simples, equivalente® ao sistema dado, ou seja, que apresente a mesma
solugéo (LUCCAS, 2004).

Neste processo, 0 objetivo é chegar a um sistema equivalente que esteja na forma

escalonada, cuja resolucdo é bastante simples. Para melhor visualizacdo do leitor,

*Dois sistemas s&o equivalentes quando possuem 0 mesmo conjunto solugao.
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trouxemos um sistema ja na forma escalonada, a partir do qual fica simples encontrar os

valores x=2, y=1e z=1:

2X—-y+z=4
2y+3z=5
47 =4

Assim, o problema de resolver sistemas lineares estaria resumido ao processo de
transformar um sistema linear qualquer em um equivalente escalonado.

A obtencdo da forma escalonada de um sistema linear é feita mediante trés
operacdes elementares, a saber: Ty - troca de linhas, T, - multiplicacdo de linha por
escalar e T3 - combinacéo linear entre as linhas do sistema.

Quando qualquer uma das operacfes acima € realizada, o sistema linear em
questdo é transformado em outro equivalente. Dessa forma, o desafio consiste em
utilizar as transformacdes elementares de maneira a facilitar, cada vez mais, a resolucao
do sistema linear, até que se obtenha a forma escalonada.

Com a finalidade de melhor visualizar o escalonamento de um sistema linear
qualquer, trouxemos novamente o exemplo apresentado no tépico anterior, referente ao
valor que medalhas de ouro, prata e bronze possuiam em determinado campeonato
escolar.

Neste caso, para solucionar o problema, basta resolver o sistema linear:

4X+2y+27 =46
5x+3y+z =57
4x+3y+3z =53

A resolucdo entdo apresentada foi baseada no método da comparacdo,
sistematizado por Bramahgupta. Resolveremos novamente o sistema, agora pelo método
da eliminacdo, para que a diferenca entre os métodos fique explicita. Destacamos que
optamos por um entre os Varios caminhos possiveis para tal”.

@ [4x+2y+2z=46 |5x+3y+z=57 5x+3y+2z=57
(2)45x+3y+z=57 - 4x+3y+3z :53T~2 4x+3y+3z=53
(3) |4x+3y+32=53 |4x+2y+22=46 |-4x—-2y-2z=-46

* Nesta resolucéo, (1) representa a primeira equacdo do sistema, (2) representa a segunda e (3) a
terceira. (2)+(3) significa somar a segunda com a terceira equagao, ¢ assim por diante. O simbolo “~”
colocado entre dois sistemas lineares significa que os mesmos séo equivalentes.
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5x+3y+z=57 5x+3y+z=57 5x+3y+z=57
~ 4x+3y+3z=53 ~ y-3z=-1 -~ y-3z=-1
T5(2)+(3) T34.()-5.(2) T5:(3)-(2)
y+z=17 y+z=17 47 =8

Partindo-se do sistema linear dado e utilizando as trés operacdes elementares, foi

possivel transformar o sistema em um equivalente, porém na forma escalonada. A partir

5x+3y+1z=57
do sistema escalonado, y—3z=-1 , éfécil concluirque z=2, y=5¢e X=8.
4z2=8

Luccas (2004, p. 50) observa que esse processo

é similar ao processo produzido pelos chineses, registrado no Chui-Chang
Suan-Shu, havendo pouca diferenca entre ambos. Um primeiro ponto que
podemos ressaltar é que os chineses trabalhavam com a disposicdo dos
elementos na forma vertical e ndo horizontal, como Gauss. Outro ponto, é
que os dados transcritos matematicamente do problema ndo Vvém
acompanhados de suas incognitas, mantendo, desse modo, a forma parecida
com a de uma tabela.

Assim, observamos que ha mais semelhancas do que diferencas significativas
entre o processo de resolucdo de sistemas lineares utilizado pelos chineses e o

sistematizado por Gauss.

3.2.3. Regra de Cramer e a Nova Generalizagio

No final do século XII, segundo Luccas (2004), dois matematicos de localidades
distintas criaram, quase no mesmo periodo, uma generalizacdo que elimina os valores
desconhecidos de um Sistema de EquacGes Lineares.

As descobertas aconteceram

[...] no Oriente pelo japonés Takakazu Seki Kowa (1642 — 1708) e no
Ocidente pelo alemdo Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716). Ambos
alcangaram a mesma generalizagdo, porém por “caminhos” e com objetivos
distintos. Enquanto Seki Kowa buscava simplificar Sistemas de Equacbes
para solucionar um problema geométrico, Leibniz tentava mostrar a
versatilidade do uso da notagdo numérica no lugar de uma notacéo algébrica,
sendo que para tal ele utilizou, como exemplo, um Sistema de EquacGes
Lineares (LUCCAS, 2004, p.38).

Outros matematicos utilizaram essa mesma generalizacdo, que, mais tarde, foi
chamada de determinante, poréem com uma funcdo diferente. Segundo Luccas (2004),
ela foi utilizada como parte de uma operacdo para encontrar valores desconhecidos de
um sistema de equagOes, e ndo mais para elimind-los. Dentre esses matematicos, a
autora cita o escocés Colin Maclaurin (1698 — 1746), o suico Gabriel Cramer (1704 —
1752) e também o italiano Girolamo Cardano (1501 — 1576).
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[...] o Gltimo matemético apresentado viveu em um periodo anterior a todos
os citados até 0 momento. Ele desenvolveu uma regra denominada “mae das
regras”, para calcular os valores desconhecidos de um Sistema de Equagdes
Lineares composto por duas equacdes e dois desconhecidos, que se
aproximava muito do método sistematizado por Mclaurin e por Cramer, €
compreendendo também a generalizacdo desenvolvida por Kowa e Leibniz.
(LUCCAS, 2004, p.38)

Luccas (2004) afirma que o processo desenvolvido pelos trés matematicos é
idéntico e faz algumas suposicdes acerca dos motivos que teriam levado a adocdo do
método de Cramer, apesar de, aparentemente, Maclaurin o ter desenvolvido 21 anos
antes. Segundo a autora, Cramer “utilizou uma notacdo mais apropriada, além de
explicitar de maneira mais clara e coerente todo o processo de resolugdo do esquema
por ele proposto” (LUCCAS, 2004, p. 86). Além disso, Boyer (1974) ressalta a

existéncia de raz@es politicas para tal acontecimento, afirmando que

[...] se d& pouca importancia aos homens de um império em decadéncia,
inclusive as producdes destes, como foi o caso de Maclaurin, que publicou
seu Treatise of Algebra justamente num periodo em que a Mateméatica
inglesa estava em declinio. (BOYER, 1974, pp.317-318).

A autora ainda afirma que

outro matematico que também parece ter descoberto essa mesma regra foi o
francés Etienne Bézout (1730 — 1783), que, segundo Grattan—Guiness (1994,
p.769), exp0s, em suas publicacdes de 1764 e de 1779, 0 mesmo processo de
resolucédo de sistemas lineares que Cramer. (LUCCAS, 2004, p. 85)

Além de tal exposicdo, Kline apud Luccas (2004) comenta que Bézout contribuiu
com a sistematizacdo da teoria dos determinantes demonstrando a condi¢do necessaria
para que um sistema seja resolvido.

A seguir, descrevemos um exemplo com a resolucdo baseada no método de
Cramer. O método de Maclaurin apenas utiliza notacdes distintas e o de Cardano
visualizacdo mais dificil.

Nesta descricdo ja utilizaremos os termos determinante e matriz, embora, na
época, eles ainda ndo fossem empregados.

Seja um sistema linear:

ax+by=e
{cx +dy=f

Sendo x e y as incognitas deste sistema e utilizando a regra de Cramer, o valor da

incdgnita x poderia ser dado por

ed —bf
X=—
ad —bc
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Ou seja, 0 numerador é o resultado do determinante de uma matriz onde 0s
coeficientes de x sdo substituidos pelos termos independentes e o denominador é o
determinante de uma matriz formada pelos coeficientes que acompanham as incdgnitas
Xey.

Analogamente, a incognita y poderia ser obtida da seguinte forma:

_af —ce
~ad-bc
Em relacdo ao uso da generalizacdo que posteriormente foi reconhecida como

determinante e de maneira resumida, a autora faz uma importante consideragao.

Tal generalizagdo [...] quase foi sistematizada de modo pratico por Cardano
em 1545; chegou a ser sistematizada por Seki Kowa em 1683 e por Leibniz
em 1693; e também foi sistematizada por Mclaurin, provavelmente em 1729,
porém publicada em 1748, e por Cramer em 1750.

Lembremo-nos de que o objetivo desses cinco matematicos ndo era 0 mesmo
ao longo do percurso de descoberta da generalizagdo, pois Seki Kowa e
Leibniz buscavam eliminar as incOgnitas de um sistema de equacOes,
enquanto que Cardano, Mclaurin e Cramer tinham em mente a solucdo do
sistema, entretanto todos conseguiram encontrar a mesma generalizacdo, que
atualmente reconhecemos como Determinante. (LUCCAS, 2004, p.89)

Esse terceiro método de resolucdo de sistemas lineares, portanto, depende da ideia
de determinante, que por sua vez surgiu e, durante certo tempo, existiu para solucionar

problemas que envolviam sistemas lineares (LUCCAS, 2004).

Os Determinantes estiveram estritamente relacionados aos Sistemas de
EquacBes até, aproximadamente, meados do século XVIII, quando os
franceses Alexandre-Théophile Vandermonde (1735 — 1796) e Pierre Simon
Laplace (1749 -1827), respectivamente, declararam a independéncia de tal
assunto matematico, atribuindo-lhe uma exposicdo logica e estabelecendo
conexdo ao conhecimento num todo. (LUCCAS, 2004, pp. 39-40)

Até 0 momento, mostramos que o estudo com problemas que envolvem sistemas
lineares existe desde, pelo menos, 300 a.C e que, bastante tempo depois, a ideia de
determinante veio a luz. Podemos, entdo, nos perguntar: quando surgiu o estudo de
matrizes, contetdo que, como afirmamos, esta estritamente relacionado com sistemas
lineares e determinantes?

Luccas (2004, p. 40) nos responde afirmando que

Durante todo o estudo [de sistemas lineares], mas principalmente no trabalho
com o0s Determinantes, a disposicdo dos termos em forma de tabelas foi
chamando a atengdo de outros pesquisadores como J. J. Sylvester, A. L.
Cauchy, H. J. S. Smith, C. Jordan, Weierstrass, Hamilton e Grassmann, entre
outros e, principalmente de Arthur Cayley (1821 — 1895), considerado o
fundador do conhecimento matematico denominado — Matrizes.
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Ja que o desenvolvimento histérico desses trés contetdos ocorreu seguindo a
ordem: sistemas lineares, determinantes e matrizes, por que razdo normalmente o estudo
desses trés contetidos é realizado de maneira invertida na Educagdo Béasica?

Neves (2009) realizou um estudo que procurou compreender como ocorreu 0
processo de fazer Matrizes um saber escolar e também temporalizar quando isso
aconteceu — década de 1960, periodo da introducdo da Matematica Moderna no ensino
bésico.

Em meados da década de 60, periodo em que o Movimento da Matematica
Moderna (MMM) chega a educacdo bésica brasileira, o sistema de ensino
passou por uma grande revolucdo. Pensavam o0s responsaveis pelo
Movimento que era preciso reformar o ensino da matematica, estipular uma
nova grade curricular, algo que contemplasse a formalizagdo, a ldgica, a
axiomatiza¢do, o rigor. Visando esse objetivo, 0 MMM acrescentou a
matematica escolar novos contetidos, como as Matrizes, por exemplo. (
NEVES, 2009, p. 12)

Luccas (2004. p. 40) afirma que a disposicdo de ensino Matrizes — Determinantes
e sistemas lineares é baseada nessa concepgdo formalista. Assim, parece que o rigor
trazido para o Brasil com o MMM contribuiu para a atual disposi¢cdo e ordem de
abordagem dos contetidos de Algebra Linear tratados na Educacdo Basica. Caberia,
entretanto, um estudo mais detalhado e uma analise de livros didaticos anteriores a

década de 1960 para podermos afirmar com seguranca.

3.3. ESTRUTURA MATEMATICA

Como parte dos estudos realizados em nossas analises preliminares, buscamos, em
livros de algebra linear destinados ao ensino superior, caracterizar nosso objeto de
estudo matematicamente.

Como o foco de nossa pesquisa € o escalonamento e a construcdo da sequéncia
didatica foi feita sem mencionar matrizes e determinantes, julgamos que ndo seria
necessario nem relevante colocar uma caracterizagdo matematica desses dois contedos,
apesar de estarem relacionados com o tema sistemas lineares.

Alguns métodos de resolucdo de sistemas, inclusive o método da Eliminacéo de
Gauss, conhecido como escalonamento, foram apresentados no tépico de génese
historica deste conteddo. Assim, neste trecho, faremos apenas a caracterizagdo dos
demais conceitos envolvidos: equacéo linear, solugdo de uma equacdo linear, definigdo
de sistema linear, definicdo de solucdo de um sistema linear e classificacdo de sistemas
lineares quanto as solugdes obtidas. Faremos, também, a resolucdo de um sistema linear

genérico de m equagdes e n incognitas utilizando o escalonamento e a caracterizagao
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das trés operacdes elementares utilizadas neste processo, ja que se trata do foco de
nosso trabalho e os exemplos apresentados no tépico de génese histérica em relacéo a
esse método de resolucdo foram particulares.

Anton (2001) e Callioli et al. (1978) constituiram contribuicdes fundamentais para
essa caracterizagao.

Segundo Anton (2001, p. 28) “os sistemas de equagdes algébricas lineares e suas
solucBes constituem um dos principais topicos estudados em cursos conhecidos como
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‘de Algebra Linear’”. De acordo com o autor,

definimos uma equagéo linear nas n variaveis X;,X,,..., X, como uma
equacdo que pode ser expressa na forma a X, +a,X, +...+a,X, =b,

onde &,a,,...,a,e D sdo constantes reais. As variaveis de uma equagao
linear sdo, muitas vezes, chamadas incognitas.
[..] Uma solucdo de uma equagdo linear &, X, +a,X, +...+a,X, =b é

uma sequéncia de N numeros S;,S,,...,S, tais que a equagdo é satisfeita

quando substituimos X, =S;,X, =S,,..., X, =S,. O conjunto de todas as

solugdes de uma equagdo é chamado seu conjunto-solucdo ou, as vezes, a
solucéo geral da equacdo. (ANTON, 2001, p. 28)

Sistemas lineares aparecem definidos como “um conjunto finito de equagdes
lineares nas variaveis X;,X,,...,X,” (ANTON, 2001, p. 28). Em relacdo a solu¢do de um
sistema linear, o autor coloca que “uma sequéncia de nimeros §;,S,,...,S, € chamada
solucdo do sistema se x, =S,,X, =S,,..., X, =S, € uma solucdo de cada equagdo do
sistema” (ANTON, 2001, p.28).

Um sistema de equac@es lineares que ndo possui solucdo é chamado impossivel,
um sistema de equacBes que possui solucdo € chamado de possivel. Um sistema
possivel que possui infinitas solugdes é chamado de possivel indeterminado e se, por
outro lado, ele possuir apenas uma solucédo, é chamado de possivel determinado.

Anton (2001, p.29) afirma que “todo sistema de equacdes lineares tem ou
nenhuma solucao, ou exatamente uma, ou entdo uma infinidade de solucoes”.

Passaremos, agora, para a resolucdo de um sistema linear de m equacdes e n
incognitas utilizando o método do escalonamento, ou eliminagdo de Gauss.

Para tal, utilizaremos as trés operacdes elementares enunciadas sob forma de
proposicgdes, baseadas em Callioli et al. (1978):

Proposicdo 1: Trocar a ordem em que as equagdes de um sistema linear aparecem

o transforma em um sistema linear equivalente.



40

E evidente que se S, e S, sdo sistemas lineares constituidos das mesmas
equacOes, apenas com a ordem invertida, os valores que configuram uma solucdo do
primeiro sistema obrigatoriamente deverdo constituir, também, solucdo do segundo,
pela propria definigdo de solucdo: os valores que constituem a solucdo de um sistema
linear devem satisfazer a todas as equacgdes deste Sistema m

Proposicdo 2: Multiplicar uma das equacgdes de um sistema linear por um nimero
real 4A#0 transforma o sistema linear dado em outro equivalente, ou seja, o que
constitui solugcdo do primeiro também o é para o segundo e vice-versa.

Demonstracdo: Sejam S, e S, dois sistemas lineares iguais, a menos de uma

equacao que aparece multiplicada por 4 #0:
ay X, +a,X, +...+a, X, =b Ay X + Aa,X, +...+ Aa, X, = Ab;

Ay X, +ayX, +...+ 8, X, =D, Ay X, + 85X, ...+ 3y X, =D,

S, = , Sy =

A X, +8,,X, +...+a,, X, =b, A X, +a,,X, +... A, X, =b,,

Pela proposicdo 1, podemos supor que a primeira equagdo de S, seja a
multiplicada por 4.

Assim, se (c,,C,,...,C,) éumasolucéo de S, entdo:

a,C, +a,,c, +...+a,,c, =b (1)
Multiplicando essa igualdade por A temos:
Aa,c, +4a,C, +...+ Aa,.c, =1b <
< (Aa,))c, +(Aa,)c, +...+(La,)c, =4Ab, (2)
Portanto, (c,,c,,...,C,) € também solucdo de S,, ja que as demais equagdes
s&0 as mesmas.

Por outro lado, se (c,,cC,,...,C,) € solucdo de S,, entdo a igualdade (2) é
verdadeira. Dividindo (2) por A, e isso é possivel pois 4 é ndo-nulo, obtemos a
igualdade (1) =

Proposicdo 3: Se somarmos a uma das equacgdes do sistema uma outra equacgao

desse sistema multiplicada por um namero real 4 #0, o sistema assim obtido e 0

sistema inicial s&o ambos incompativeis® ou admitem ambos as mesmas solucées.

® Sistemas incompativeis sdo sistemas impossiveis, ou seja, que n&o possuem solucéo.
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ay X, +a,X, +...+a, X, =b

1n*n

Ay X + 8%, +...+ Ay X, =D,

Demonstracéo: Seja S, =+ 2nen e S, obtido segundo

A X +a,X, +...+a,.,.X, =b
as condicdes da proposicéo, ou seja,
(a,, +Aa, )X +(a,, + 1a,)X, +...+(a,, + 4a,,)Xx, =b, + Ab,

S a, X, +a,X, +...+a,,X, =b,
2 =9-

A X +a,,X +...+a,X, =0,
Pela proposicdo 1, podemos supor que a primeira equacdo seja a que sofre
alteracéo.
Assim, se (c,,C,,...,C,) éumasolucéo de S, entdo:
a,,C, +a,,C, +...+a,,C, =b,
Multiplicando essa igualdade por A temos:
Aa,,c, +4a,,C, +...+ Aa,.Cc, = b, <
< (Aay)c, +(4a,)c, +...+(4a,)c, = b (1)
Somando (2) com a segunda equagdo de S,e colocando alguns termos em

evidéncia, obtemos a igualdade:
a,, X, +a,,X, +...+8,,X, +48,,C, +4a,,C, +...+4a,.Cc, =b, + b, < (2)
< (ay, +Aa,)x, +(ay, + Aa,)X, +...+(a,, + Aa,)x, =b, + b, (3)

Portanto, (c,,C,,...,C,) étambém solugdo de S, .

Se, por outro lado, (c,,c,,...,C,) ésolucdo de S,, aigualdade (3) é verdadeira.

Aplicando a propriedade distributiva, voltamos a igualdade (2) e, como
ay X, +a,X, +...+8,,X, =b,, temos

b, + Aa,,Cc, + Aa,,C, +...+ 4a,,Cc, =b, + b, < Aa,,c, +1a,,c, +...+ Aa,.Cc, = Ab,

Dividindo a igualdade anterior por A temos:

a,;C, +a,,c, +...+a,,c, =b,
Portanto, (c,,cC,,...,C,) ésolugédo de S,
Se S, é um sistema impossivel, entdo ndo existe (c,,c,,...,C,) que satisfaca

simultaneamente todas as suas equagfes. Assim, S, também serd impossivel, pois se,
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por absurdo, S, for possivel, entdo existe pelo menos uma n-upla (c,,c,,...,c,) que
satisfaz todas as equacgdes de S,, em particular a primeira. Dessa forma, pelo que foi
demonstrado anteriormente, essa mesma n-upla seria solu¢do também de S,, o que seria
um absurdo, ja que trata-se de um sistema impossivel.

Assim, S, e S, sdo ambos incompativeis ou equivalentes m

As operacdes elementares que acabamos de enunciar transformam sistemas
lineares em outros equivalentes. Assim, é interessante usé-las de maneira a obter
sistemas cuja resolucéo seja mais simples.

Sistemas na forma escalonada podem ser resolvidos de maneira bastante simples.
A seguir apresentamos um sistema de m equacdes e n incdgnitas na forma escalonada e
uma forma de resolvé-lo. A apresentacdo que faremos foi baseada em Callioli et al
(1978).

Consideremos um sistema linear de m equac¢Bes com n incognitas que tem o

seguinte aspecto:

A X, T, +a,X, =Db
Ay X T e Ay, X, =b,
.............. , onde a, #0,a, #0,.,
A X, + X, = b,
OXn bk+l

a, #0ecadar >1.

Tk
Se tivermos 1<r, <r,<..<r, <n, diremos que S é um sistema linear

escalonado. E claro que se b, =0, a tltima equacéo de S pode ser eliminada do sistema.

Logo, num sistema escalonado, o nimero de coeficientes iniciais nulos em cada

equacdo, a partir da segunda, € maior do que na precedente.

Exemplo:

2X -y -z -3t =

A solucédo de um sistema linear deste tipo € bastante simples. Basta encontrar o
valor da ultima incognita e, a partir dele, encontrar o valor das outras.
A proposicdo abaixo garante que sempre é possivel transformar um sistema linear

em outro equivalente que esteja na forma escalonada.
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Proposicdo 4: Todo sistema linear S é equivalente a um sistema escalonado.

Demonstracéo: Sem perder a generalidade, podemos supor:

X, + X, + .. +a,X, =b
g Ay X+ X+ ... AyX, =D,
aX + apX+ ... +a,X, =b,

Para cada a, =0 (i=2, 3, ..., m) multipliquemos por (— ail) a primeira equacéo
e somemos o resultado a i-ésima equacdo. Com algumas permutacfes convenientes de

equagdes (se for o caso) obteremos um sistema S,~S do seguinte tipo:

Xt X, + . FaX, =b

S - Copp Xy T e CypX, =D
L .

Cor Xy T o +CpX, =Db'y

onde ¢, #0er>2.
Dividindo a segunda equagao de S, por C, obtemos um sistema S,, ainda

equivalente a S;, com o qual comegamos a repetir o raciocinio feito até aqui, porém a

partir da segunda equacdo. Evidentemente, depois de aplicar um certo numero finito de
vezes esse raciocinio, chegaremos a um sistema escalonado equivalentea S m

A partir da forma equivalente escalonada de um sistema linear, é possivel decidir
se 0 mesmo é impossivel, possivel e determinado ou possivel e indeterminado. Para tal
intento, Callioli et al (1978) traz um resumo simples de como essa discusséo pode ser
feita.

Suponhamos que um sistema tenha sido escalonado e, retiradas as equacdes do
tipo 0=0, restam p equacbes com n incognitas. Necessariamente, um dos trés casos
abaixo deve ocorrer:

I) Seaultima das equacdes restantes é

0x, +...+0x, =b,, (b, =0)
entdo o sistema e impossivel;

Caso contrario, sobram duas alternativas

I1) Se p=n, entdo o sistema € possivel e determinado;

I11) Se p<n, entdo o sistema € possivel e indeterminado.
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3.4. O QUE OS DOCUMENTOS OFICIAIS RECOMENDAM?

Ainda realizando os estudos preliminares segundo nossa metodologia de
investigacdo, procuramos nos documentos oficiais por recomendagfes acerca do ensino
de Matematica, do ensino de Algebra e, mais especificamente, do ensino de sistemas
lineares. Procuramos, também, por recomendacGes em relacéo as técnicas de resolucéo
de sistemas que poderiam ser utilizadas e/ou seriam recomendadas.

Para esse estudo, constituiram fundamentais contribui¢des: Os Pardmetros
Curriculares Nacionais para o ensino médio (PCNEM), as Orientacdes Educacionais
Complementares dos Parametros Curriculares Nacionais para o ensino medio (PCN+ -
EM) e as OrientagBes Curriculares para o ensino médio, que chamaremos neste texto,
quando necessario, apenas de Orienta¢Bes Curriculares.

Em relacdo aos objetivos desses trés documentos, podemos destacar que 0s
PCNEM trazem

uma explicitacdo das habilidades basicas, das competéncias especificas, que
se espera sejam desenvolvidas pelos alunos em Biologia, Fisica, Quimica e
Matematica nesse nivel escolar, em decorréncia do aprendizado dessas
disciplinas e das tecnologias a elas relacionadas. Lado a lado com
documentos correspondentes, produzidos pelas outras duas areas, esse texto
traz elementos para a implementacdo das diretrizes para o Ensino Médio
(BRASIL a, 1998, p.4)

Ja as Orientacdes dos PCN+ - EM buscam chegar mais perto da construcdo de um
curriculo que possa servir de apoio na tarefa de desenvolver competéncias. E, por fim,

as Orientac6es Curriculares

foram elaboradas a partir de ampla discussdo com as equipes técnicas dos
Sistemas Estaduais de Educagdo, professores e alunos da rede publica e
representantes da comunidade académica. O objetivo deste material é
contribuir para o didlogo entre professor e escola sobre a pratica docente.
(BRASIL, 2006, p.5)

Assim, de maneira geral, os documentos oficiais buscam aproximar e unificar,
sem, entretanto, apresentar moldes ou receitas, 0s conteidos, metodologias e formas de
trabalho nos diferentes contextos existentes no Brasil, tendo como referéncia a Lei de
Diretrizes e Bases de 1996.

Nos trés textos encontramos orienta¢fes para 0s novos objetivos do ensino médio
brasileiro, ultima e complementar etapa da Educacdo Basica. Os textos afirmam que o
ensino médio ndo deve ter apenas intencdo propedéutica, nem apenas intencdo
profissionalizante. Trouxemos um trecho de um dos documentos que confirmam essa

afirmacéo.
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Especialmente em sua versdo pré-universitaria, 0o ensino médio tem se
caracterizado por uma énfase na estrita divisdo disciplinar do aprendizado.
Seus objetivos educacionais se expressavam e, usualmente, ainda se
expressam em termos de listas de tépicos que a escola média deveria tratar, a
partir da premissa de que o dominio de cada disciplina era requisito
necessario e suficiente para o prosseguimento dos estudos. Dessa forma,
parecia aceitavel que s6 em etapa superior tais conhecimentos disciplinares
adquirissem, de fato, amplitude cultural ou sentido préatico. Por isso, essa
natureza estritamente propedéutica ndo era contestada ou questionada, mas
hoje é inaceitavel.

Em contrapartida, em sua versdo profissionalizante, o ensino médio era ou é
caracterizado por uma énfase no treinamento para fazeres praticos,
associados por vezes a algumas disciplinas gerais, mas sobretudo voltados a
atividades produtivas ou de servicos. Treinava-se para uma especialidade
laboral, razdo pela qual se promovia certo aprofundamento ou especializacédo
de carater técnico, em detrimento da formacdo mais geral, ou seja,
promoviam-se competéncias especificas dissociadas de formacdo cultural
mais ampla. E importante que continuem existindo e se disseminem escolas
que promovam especializacdo profissional em nivel médio, mas que essa
especializacdo ndo comprometa a formacgdo geral para a vida pessoal e
cultural em qualquer tipo de atividade. (BRASIL b, 1998, p.8)

Assim, nessa nova etapa

em que ja se pode contar com uma maior maturidade do aluno, os objetivos
educacionais podem passar a ter maior ambi¢do formativa , tanto em termos
da natureza das informacBes tratadas, dos procedimentos e atitudes
envolvidas, como em termos das habilidades, competéncias e dos valores
desenvolvidos (BRASIL a, 1998, p.6).

Entendemos, portanto, que o atual ensino médio ndo tem como objetivo formar
somente futuros graduandos ou mao de obra especializada, mas sim formar para a vida,
contribuindo para que os alunos se tornem cidaddos criticos e que sejam capazes de
resolver os problemas inerentes do convivio em sociedade.

Em relacdo a Matematica, Brasil a (1998) afirma que esta disciplina no ensino
médio

tem um valor formativo, que ajuda a estruturar 0 pensamento e o raciocinio
dedutivo, porém também desempenha um papel instrumental, pois é uma

ferramenta que serve para a vida cotidiana e para muitas tarefas especificas
em quase todas as atividades humanas (BRASIL a, 1998, p.40).

Aprender Matematica no ensino médio, portanto, “deve ser mais do que
memorizar resultados dessa ciéncia [...] e a aquisicdo do conhecimento matematico deve
estar vinculada ao dominio de um saber fazer Matematica e de um saber pensar
matematico” (BRASIL a, 1998, p.41).

E nessa perspectiva que pretendemos inserir o contetdo de sistemas lineares no
segundo ano do ensino médio, enfatizando e explorando, também, as situacdes que
serdo possiveis de serem resolvidas de posse do conhecimento visado, ou seja, 0

conteddo ndo é o Unico foco do ensino.
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Os textos também abordam varias vezes a ideia de desenvolvimento de
competéncias e habilidades, em detrimento da separacdo estanque em disciplinas e
comungam da ideia de que

para que essa etapa da escolaridade possa complementar a formac&o iniciada
na escola béasica e permitir o desenvolvimento das capacidades que sdo 0s
objetivos do ensino de Matematica, é preciso rever e redimensionar alguns
dos temas tradicionalmente ensinados. (BRASIL a, 1998, p.43)

Assim, para cada disciplina, os Pardmetros Curriculares Nacionais sugerem
alguns temas ou eixos estruturadores a partir dos quais seria possivel trabalhar tanto o
conteudo, quanto o desenvolvimento de competéncias e habilidades, com a intencdo de
contemplar os objetivos do ensino médio para cada uma das trés grandes areas: Ciéncias
da Natureza e Matemaética, Ciéncias Humanas e Linguagens e Codigos.

Para a Matematica, inserida na area de Ciéncias da Natureza e Matematica, foram
elencados trés grandes eixos estruturadores que, por sua vez, estariam divididos em
unidades tematicas menores. S&o eles: Algebra: nimeros e fungbes; Geometria e

medidas; e Anéalise de dados.

Cada tema estruturador € um campo de interesse com organizagao propria em
termos de linguagens, conceitos, procedimentos e, especialmente, objetos de
estudo. Apesar da unidade caracteristica de cada tema estruturador, para
organizar o planejamento do ensino cada um deles foi dividido em unidades
teméticas que, por sua vez, sdo parcelas autbnomas de conhecimentos
especificos que podem ser organizadas dentro do projeto pedagégico de cada
professor ou escola, em fungdo das caracteristicas de seus alunos e dos
tempos e espacos para sua realizacdo (BRASIL b, 1998, p.120).

Sistemas lineares estariam inseridos no primeiro eixo estruturador, sobre o qual 0s

PCNEM tecem algumas consideragoes:

Estes conteldos [de A&lgebra] estdo diretamente relacionados ao
desenvolvimento de habilidades que dizem respeito a resolugdo de
problemas, a apropriagdo da linguagem simbdlica, a validacdo de
argumentos, a descricdo de modelos e a capacidade de utilizar a Matemética
na interpretacdo e intervencdo no real (BRASIL a, 1998, p.44).

Alguns critérios sdo estabelecidos para que as unidades teméticas e demais

conteudos especificos que compdem o curriculo sejam escolhidos no lugar de outros.

O critério central é o da contextualizacdo e da interdisciplinaridade, ou seja, é
0 potencial de um tema permitir conexfes entre diversos conceitos
matematicos e entre diferentes formas de pensamento matematico, ou, ainda,
a relevancia cultural do tema, tanto no que diz respeito as suas aplicacBes
dentro ou fora da Matemética, como & sua importancia historica no
desenvolvimento da propria ciéncia (BRASIL a, 1998, p.43).

Ainda em relagdo aos critérios de escolha, Brasil (2006, p.69) afirma que

Para a escolha de contetdos, é importante que se levem em consideragdo 0s
diferentes propositos da formagdo matematica na educacdo basica. Ao final
do ensino médio, espera-se que os alunos saibam usar a Matematica para
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resolver problemas praticos do quotidiano; para modelar fendmenos em
outras areas do conhecimento; compreendam que a Matematica é uma ciéncia
com caracteristicas préprias, que se organiza via teoremas e demonstracoes;
percebam a Matematica como um conhecimento social e historicamente
construido; saibam apreciar a importancia da Matematica no
desenvolvimento cientifico e tecnoldgico.

Nesse sentido, acreditamos que o conteudo de sistemas lineares contemple a
recomendacdo de permitir a contextualizacdo e a interdisciplinaridade, pois possui
aplicacdes em diversas areas como computacgdo, quimica, engenharia elétrica, etc.

Os Parametros Curriculares Nacionais para o ensino médio ainda destacam que

o curriculo a ser elaborado deve corresponder a uma boa selecdo, deve
contemplar aspectos dos contelidos e praticas que precisam ser enfatizados.
Outros aspectos merecem menor énfase e devem mesmo ser abandonados
[grifo nosso] por parte dos organizadores de curriculos e professores. Essa
organizagdo terd de cuidar dos contetdos minimos da Base Nacional
Comum, assim como fazer algumas indicacdes sobre possiveis temas que
podem compor a parte do curriculo flexivel, a ser organizado em cada
unidade escolar, podendo ser de aprofundamento ou direcionar-se para as
necessidades e interesses da escola e da comunidade em que ela esta inserida.
(BRASIL a, 1998, p.43)

Em relacdo aos conteddos que supostamente deveriam ser abandonados,

encontramos uma contundente citacdo nas OrientacGes Curriculares:

A resolucdo de sistemas 2 X 3 ou 3 X 3 [...] deve ser feita via operacdes
elementares (0 processo de escalonamento), com discussdo das diferentes
situacdes (sistemas com uma Unica solucdo, com infinitas solugdes e sem
solugdo). Quanto a resolucdo de sistemas de equagdo 3 X 3, a regra de
Cramer deve ser abandonada [grifo nosso], pois € um procedimento
custoso (no geral, apresentado sem demonstracdo, e, portanto de pouco
significado para o aluno), que s6 permite resolver os sistemas quadrados com
solugdo Unica. Dessa forma, fica também dispensado o estudo de
determinantes [grifo nosso] (BRASIL, 2006, p.77-78).

Também sobre o ensino de sistemas lineares, especificamente, as Orientacdes do
PCN+EM recomendam:

Com relacdo a algebra, hd ainda o estudo de equagdes polinomiais e de
sistemas lineares. Esses dois contelidos devem receber um tratamento que
enfatize sua importancia cultural, isto é, estender os conhecimentos que 0s
alunos possuem sobre a resolugéo de equacgdes de primeiro e segundo graus e
sobre a resolucdo de sistemas de duas equacBes e duas incognitas para
sistemas lineares 3 por 3, aplicando esse estudo a resolucdo de problemas
simples de outras areas do conhecimento. Uma abordagem mais qualitativa e
profunda deve ser feita dentro da parte flexivel do curriculo, como opcéao
especifica de cada escola (BRASIL b, 1998, p.122).

Vale destacar que ndo apenas a selecdo de contetdos deve constituir o foco da
preocupacdo em torno da problematica do ensino e da aprendizagem matematica.
Outros fatores também estdo, e ndo em menor peso, relacionados. Assim, as orientagdes

dos PCN+EM enfatizam a necessidade de uma abordagem via resolugdo de problemas,
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o trabalho em grupo, destacam a importancia da comunicacdo em Matematica e do
desenvolvimento de projetos, entre outros.

Dentre toda a explanacdo feita em relagdo as recomendagdes dos documentos
oficiais, algo que nos chamou atencdo e que acreditamos merecer uma discussdao mais
abrangente, € a questdo da inser¢do ou ndo do estudo da Regra de Cramer como método
de resolucdo de sistemas lineares, bem como o tratamento de determinantes no
momento de discussdo dos conceitos de Algebra Linear do ensino médio.

Expliguemos mais detalhadamente nossas conclusbes em relacdo a questdo
apresentada. Ao se trabalhar os conceitos da Algebra Linear no ensino médio, como ja
afirmamos em outras ocasifes, normalmente trabalha-se na ordem: matrizes —
determinantes — sistemas lineares.

Parece que todo o tratamento de determinantes é aplicado na resolucdo de
sistemas lineares, pois os livros didaticos, em geral, ndo trazem outras possiveis
aplicacdes desse conteido matematico. E, a ndo ser que o aluno prossiga os estudos em
um curso superior da area de exatas, dificilmente ele ird se deparar com uma situacao
que envolva o conceito apenas de determinantes. Assim, o estudo de determinantes teria
como finalidade principal o posterior estudo da Regra de Cramer, que, como também ja
observamos, é a regra com maior enfoque no tratamento de sistemas lineares no ensino
medio.

Dessa forma, cabe a seguinte pergunta, ja que o foco do nosso trabalho € o
escalonamento: “Quando e em que magnitude a regra de Cramer ¢ mais indicada/viavel
que o escalonamento?”. Analisemos caso a caso.

Para aplicarmos a Regra de Cramer, a matriz formada pelos coeficientes das
equacOes deve ser quadrada, ou seja, todos 0s sistemas lineares de m equacdes e n
incognitas, em que m#n, ndo podem ser resolvidos por Cramer.

Para 0s casos em que a matriz é quadrada, se o sistema linear é 2x2, a regra de
Cramer € inadequada, ja que envolve um nimero muito maior de operagdes do que
outras tecnicas, como o escalonamento, a adicdo ou a substituicdo, sendo as duas
ultimas bastante simples e trabalhadas ainda no ensino fundamental.

Quando temos o caso 3x3, podemos aplicar a regra de Cramer apenas se o
determinante da matriz formada pelos coeficientes das equacdes for diferente de zero, e
ainda assim fariamos um ndmero maior de operacGes do que se optassemos pelo

escalonamento.
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A partir do caso 4x4, o calculo de determinante dessa ordem torna-se
excessivamente custoso. Para um caso extremo, destacamos que se tivéssemos que
resolver um sistema linear 20x20 utilizando como ferramenta de auxilio um computador
que realiza um milh&o de multiplicacdes ou divisdes por segundo, pela Regra de Cramer
esse computador demoraria mais de 2 milhdes de anos para fornecer a resposta. Ja pelo
escalonamento, seriam necessarios apenas 6 milésimos de segundo. (LIMA, 2001, p.27)

Assim, ha indicios bastante fortes de que, na grande maioria ou, poderiamos
arriscar, na totalidade dos casos, a resolucdo pelo método do escalonamento é mais
viavel do que uma abordagem via Regra de Cramer.

Além de ser um método de resolucdo computacionalmente mais custoso, hé outro
fator que coloca a Regra de Cramer em desvantagem perante o escalonamento. Como ja
mencionamos, a Regra de Cramer s0 se aplica se o determinante da matriz associada ao
sistema for ndo-nulo, ou seja, no caso em que o sistema possui uma unica solucao.
Existem oito posicBes possiveis relativas de trés planos no espaco e em apenas uma
delas a intersec¢do € um unico ponto. O método do escalonamento, por outro lado, ndo
depende das posicdes relativas entre os planos que séo representados pelas equacdes do
sistema linear e, assim, “ndo depende de nenhuma hipdtese sobre o determinante”.
(LIMA, 1993, p. 17)

O autor também afirma que

Infelizmente, varios livros adotados em nossas escolas cometem o grave erro
de aplicar a Regra de Cramer em casos nos quais det[a,b,c]=0°. Dizem esses
livros que se det[d,b,c]=det[a,d,c]=det[a,b,d]=det[a,b,c]=0 entdo, como a
Regra de Cramer (mal aplicada) fornece x=0/0, y=0/0 e z=0/0, o sistema &
indeterminado. Isto é falso. Se os vetores a, b, ¢ forem maltiplos um do outro
mas o vetor d ndo for maltiplo deles, os 4 determinantes acima sdo nulos mas
0 sistema é impossivel. Para os autores desses livros, o sistema

X+2y+3z=1
2X+4y+62Z =2 éindeterminado, isto é, possui infinitas soluges. Seria
3X+6y+9z=9

0 caso de pedir a tais autores que dessem exemplos de uma sequer dessas
soluges. (LIMA, 1993, p. 17)

Assim, interpretamos que, além de mais custosa, a Regra de Cramer pode induzir
ao erro.

H& que se destacar, ainda, que o uso de determinantes ndo € mais requerido no
Exame Nacional do Ensino Médio de forma explicita. Durante consulta a Matriz de

Referéncia para o0 ENEM 2009, constatamos que o Anexo desta publicacdo traz

® O autor utiliza a notagdo det[u,v,w] para indicar o determinante da matriz cujas colunas s&o o0s
vetores u=(a,B,y), v=(c’,p’,y’) e w=(a”,$”,y”)
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claramente 0s objetos de conhecimento associados as Matrizes de Referéncia. Em
relagdo a matriz “Matematica e suas Tecnologias”, dentre os conhecimentos
algébricos/geométricos esperados configuram: plano cartesiano, retas, circunferéncias,
paralelismo e perpendicularidade, sistemas de equagdes. Os termos “matrizes” e
“determinantes” ndo aparecem no documento. Assim, como o estudo de Determinantes
ndo seria mais necessario a um aluno que pretende realizar o Exame Nacional do Ensino
Médio, ndo seria mais necessario, também, o estudo da Regra de Cramer; sendo o
escalonamento suficiente para resolver questdes que envolvam sistemas de equaces.

Ficam langadas, entdo, algumas questdes: “Se a abordagem via escalonamento, ao
que tudo indica, parece mais viavel, por que o ensino de sistemas lineares, durante tanto
tempo, priorizou e, segundo nossos estudos, ainda prioriza o ensino de sistemas lineares
pela Regra de Cramer? Seria outra heran¢a do Movimento da Matematica Moderna que,
como vimos, foi um dos responsaveis pela inser¢cdo do contedo de Matrizes como
saber escolar?”.

Nos casos em que a quantidade de aulas de Matemaética é minima, ndo seria mais
significativo trabalhar apenas situacdes-problema que envolvam sistemas lineares e
resolvé-las por técnicas em que o estudo de determinantes ndo seja necessario, ja que o
mesmo toma um tempo consideravel?

Diante dos fatos apresentados, seria necessaria a permanéncia da Regra de Cramer
e 0 estudo de determinantes no curriculo de Matematica do ensino médio?

Essas questdes ficam em aberto, pois caberia um estudo mais profundo sobre a

problemaética apresentada para que fosse possivel respondé-las.

3.5. ANALISE DE LIVROS DIDATICOS

O livro didatico é, como ja afirmamos, em muitos casos, uma das principais,
sendo a principal fonte de consulta para o professor de matematica quando este vai
planejar suas aulas. Sendo assim, a forma de abordagem dos contetdos que o livro traz
muito influencia a forma de abordagem dos conteldos em sala de aula e, por
conseguinte, muito influencia o conjunto de ferramentais das quais o aluno ira dispor
para trabalhar com as situagbes propostas e, a longo prazo, a intensidade com que
aprende os conceitos envolvidos.

Dessa forma, julgamos fundamental dedicar especial atencédo para a forma como
os livros didaticos abordam o contetdo de sistemas lineares e, mais especificamente, o

escalonamento, objeto de estudo deste trabalho.
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Dividimos o tépico de andlise de livros didaticos em duas partes. Na primeira,
trouxemos observagdes levantadas a partir do estudo de uma dissertagéo cujo objetivo
principal era analisar qualitativamente a abordagem de sistemas lineares apresentada por
trés livros didaticos do ensino médio aprovados pelo Programa Nacional do Livro
Didatico para o Ensino Médio (PNLEM) e, na segunda, analisamos o livro didatico
adotado na escola em que a pré-experimentacdo desta pesquisa foi realizada. Embora o
livro adotado na escola em que a experimentacdo foi realizada seja outro, isso foi
considerado irrelevante uma vez que os alunos que participaram da experimentacédo
ainda ndo haviam tido contato com esse conteudo, pois eram alunos do primeiro ano do

ensino médio.

3.5.1. Estudo de Battaglioli (2008)

Battaglioli (2008) realizou uma pesquisa que investigou sob quais registros de
representacdo semiotica estdo sendo abordados os sistemas lineares em trés livros
didaticos e quais conversdes de registros sdo propostas. O trabalho também traz
algumas orientacbes didaticas sugeridas pelos documentos oficiais para o ensino de
sistemas lineares e uma comparacdo entre escalonamento de um sistema no registro
algébrico e no registro grafico.

Segundo Battaglioli (2008, p. 4)

para atender aos objetivos do ensino de Matematica no Ensino Médio, um
livro didatico deveria abranger uma grande variedade de contelidos nos
diversos campos da Matematica e quando possivel, abordar esses contetidos
de maneira diversificada, com diferentes linguagens: simbolos matematicos,
graficos, tabelas, etc. Espera-se também que ele aborde aspectos da Histéria
da Matematica de maneira contextualizada e que ele contribua para que o
aluno compreenda realmente os conceitos matematicos através da construcéo
dos conhecimentos, sem precisar decora-los. Consideramos importante que
ele apresente situaces-problema que levem o aluno a refletir, a generalizar, a
conjecturar, a argumentar e a criar e discutir hipéteses.

Assim, baseada nas recomendacGes dos documentos oficiais, a autora elencou

quatro critérios a partir dos quais fundamentou suas analises:

A retomada dos sistemas lineares com duas equacfes e duas incognitas antes
da abordagem dos sistemas com trés equacBes e trés incégnitas nos livros
didéticos;

A abordagem historica dos sistemas lineares nos livros didaticos;

As atividades que empregam o uso do computador nos livros didaticos;

O tratamento do registro algébrico nos livros didaticos. (BATTAGLIOLI,
2008, p.10)

Os livros analisados neste trabalho encontram-se no quadro a seguir.

\ Designagéo \ Titulo / Série / Autor / Editora / Ano \
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- Matematica, Contexto e Aplicagdes - vol. 2 - E.M.
L-1 - Luiz Roberto Dante

- Atica - 2007

- Matemaética - Ensino Médio - vol. 2
L-2 - Kétia C.S. Smole, Maria Ignez Diniz

- Saraiva - 2003

- Matematica Completa - vol. Unico

- José R. Giovanni, José R. Bonjorno e José R.
L-3 : .

Giovanni Jr.

- FTD - 2002

Quadro 1: Livros Didaticos analisados em Battaglioli (2008)

Fonte: Battaglioli (2008)

No inicio de sua andlise, a autora afirma que

os trés livros didaticos apresentam propostas de trabalho distintas: enquanto
os livros L; e Lz apresentam o conteldo de sistemas lineares num dnico
capitulo intitulado Sistemas Lineares (organizacdo linear dos conteldos), o
L, aborda esse contetdo em espiral: no capitulo intitulado sistemas lineares,
encontramos uma revisdo da resolugdo grafica e algébrica dos sistemas com
duas equacles e duas incognitas, a apresentacdo e a resolucdo (método da
adicdo) dos sistemas com trés equacBes e trés incOgnitas, bem como sua
representacdo geométrica. Posteriormente, os sistemas sdo abordados no
estudo das matrizes (método do escalonamento) e no estudo dos
determinantes (Regra de Cramer). (BATTAGLIOLI, 2008, p.34)

Documentos oficiais defendem a abordagem de contetidos em espiral, posi¢cdo que

também defendemos:

[...] De modo geral, parece ndo se levar em conta que, para o aluno
consolidar e ampliar um conceito, ¢ fundamental que ele o veja em novas
extensdes, representacbes ou conexdes com outros conceitos. (BRASIL,
1998, p. 22-23)

Em relacdo ao primeiro dos quatro critérios elencados, Battaglioli (2008, p.41)

afirma que “apenas dois dos livros analisados apresentam uma retomada de contetido

[...] antes de apresentar os sistemas com trés incognitas”.

Em se tratando da abordagem histérica dos sistemas lineares nos livros, a autora

observa que

0 autor do L; inicia o capitulo 8, Sistemas Lineares, com um texto
informativo que explica a origem da palavra sistema [...]. O texto segue
explicando que basta que haja mais do que uma variavel num problema para
que ele seja representado por um sistema de equacdes. O referido texto traz
também algumas informagfes histdricas como o fato de o inglés Arthur
Cayley (11821 — 1895) ter sido o primeiro matematico a representar em forma
de matrizes os dados extraidos de um sistema de equacGes e que 0s sistemas
ja apareceram no livro chinés Nove Capitulos Sobre a Arte Matematica, de
Chui-Chang Suan-Shu, de 250 a.C. (BATTAGLIOLI, 2008, p.43)

Julgamos que um texto deste tipo caracteriza-se como ferramenta que pode

contribuir para a apropriacdo do significado dos conceitos tratados no momento, pois
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menciona que basta que haja mais de uma variavel num problema para que ele seja
representado por um sistema de equagdes, ou seja, em vez de apenas dar informagoes
sobre os matematicos famosos envolvidos no desenvolvimento do conteido matematico
estudado, por exemplo, o texto tece consideracfes, mesmo sendo singelas, que ajudam o
aluno a se familiarizar com o novo conceito, diferente do que o acontece na segunda
obra analisada.

Ja o L, “apresenta [...] algumas curiosidades da vida do matematico Carl Friedrich
Gauss (1777 — 1855)” (BATTAGLIOLI, 2008, p.43), entre outras informagdes sobre
ele. Entretanto, nenhuma contribui para a construcdo dos novos conceitos, segundo a
autora. O terceiro livro também apresenta apenas texto informativo sobre a vida de
Gauss, sem relaciona-lo com a resolucédo de sistemas lineares.

Segundo a autora, apesar da primeira obra trazer, de forma timida, referéncias

histéricas com um exemplo que ndo € apenas informativo, essas referéncias

sobre os sistemas lineares presentes nos trés livros analisados deveriam ser
mais completas, mais abrangentes e mais enriquecedoras, assim, poderiam
contribuir efetivamente para facilitar a constru¢do do conhecimento do aluno
e valorizar o aprendizado deste tema (BATTAGLIOLI, 2008, p.43).

Em relacdo ao terceiro critério elencado pela autora para fundamentar suas
andlises, vale ressaltar que os documentos oficiais defendem o uso do computador em

sala de aula, afirmando que

um outro elemento tecnoldgico de importancia inegavel é o computador.
Num livro didatico podem ser propostas atividades que empreguem o
computador como meio auxiliar na aprendizagem de conceitos e
procedimentos matematicos, bem como atividades que auxiliem a formagdo
do aluno para o mundo do trabalho (BRASIL, 2005, p.78)

Assim, em relagdo a esse terceiro critério e aos livros didaticos analisados em sua
pesquisa, Battaglioli (2008) afirma: “[...] pudemos observar que nenhum dos livros
analisados apresenta alguma atividade com o uso de computador envolvendo os
sistemas lineares” (BATTAGLIOLI, 2008, p.44), ainda que L; traga no final do capitulo
uma atividade, que a autora julgou interessante, de introducdo a programacao linear no
ensino médio. Em suma, os livros didaticos ainda ndo estdo atendendo a recomendacéo
de propor atividades que explorem o computador em sala de aula.

Quanto ao tratamento algébrico dado a sistemas lineares, a autora traz a
contundente citagdo, extraida das Orienta¢fes Curriculares para o Ensino Médio e que
ja apresentamos anteriormente, na qual a escolha definitiva pelo escalonamento em

lugar da Regra de Cramer é defendida:



54

[...] A resolucdo de sistemas 2x3 e 3x3 [...] deve ser feita via operacdes
elementares (0 processo do escalonamento), com discussdo das diferentes
situacdes (sistemas com uma Unica solucdo, com infinitas solucBes e sem
solucdo). Quanto a resolucdo de sistemas de equacdes 3x3, a regra de
Cramer deve ser abandonada [grifo nosso], pois € um procedimento
custoso (no geral, apresentado sem demonstracdo, e, portanto de pouco
significado para o aluno), que s6 permite resolver os sistemas quadrados com
solucéo Unica (BRASIL, 2006, p.77-78).

Assim, a autora apresenta trés quadros a partir dos quais se pode notar que nem
todos os livros seguem a observacdo mencionada. O terceiro livro, por exemplo, aborda
apenas a Regra de Cramer, o0 que contradiz o recomendado pelos documentos oficiais.
Os dois primeiros livros “abordam também a resolucdo de sistemas cujo numero de
equagdes ¢ diferente do numero de incognitas” (BATTAGLIOLI, 2008, p. 48). O
primeiro livro apresenta um exemplo de sistema linear de ordem 4x4.

A autora ainda ressalta que os livros didaticos, na maioria das vezes, ndo dizem

qual é o algoritmo mais eficiente ou 0 mais rapido [...] levando o aluno a uma
possivel resolugdo mecanica, sem refletir sobre os beneficios de um ou de
outro método, visto que, os exercicios, geralmente, indicam qual o processo
que o aprendiz deve utilizar — Cramer ou escalonamento — sem que ele possa
refletir e optar pelo método mais préatico e que envolve 0 menor ndmero de
calculos. (BATTAGLIOLI, 2008, p. 51)

3.5.2. Analise do livro adotado na escola

Nesta segunda parte de nossa abordagem dos livros didaticos, sobre como eles
trabalham o tema sistemas lineares, analisamos o livro de Matemaética adotado na escola
onde a pré-experimentacao desta pesquisa foi realizada.

Trata-se do livro Matematica: ensino médio, volume Unico, de Antonio Nicolau
Youssef, Elizabeth Soares e Vicente Paz Fernandes, publicado pela Editora Scipione em
2005 e aprovado pelo PNLEM de 20009.

Nossa analise foi realizada segundo quatro critérios, ja mencionados, baseados
nos documentos oficiais e levantados por Battaglioli (2008):

A retomada dos sistemas lineares com duas equacdes e duas incognitas antes
da abordagem dos sistemas com trés equacdes e trés incégnitas nos livros
didaticos;

A abordagem histérica dos sistemas lineares nos livros didaticos;

As atividades que empregam o uso do computador nos livros didaticos;

O tratamento do registro algébrico nos livros didaticos. (BATTAGLIOLI,
2008, p.10)

Antes, entretanto, faremos uma breve apresentacdo do livro, de maneira geral, e,
mais especificamente, do capitulo que trata de sistemas lineares, matrizes e

determinantes, focando principalmente o primeiro desses trés conteddos. Faremos,
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ainda, algumas observacdes acerca da resenha deste livro, extraidas do Catalogo do
PNLEM de 2009.

Na apresentacdo, os autores afirmam que procuraram trazer para o aluno as
principais ideias e conceitos da Matematica no ensino médio, relacionando-os com o
mundo do trabalho e com aplicacdes da Matematica, para isso 0s autores se utilizam das
sessoes “De olho no mundo do trabalho”, “De olho no contexto” e “De olho na Fisica,
Quimica”, etc.

Afirmam também que o0s conceitos sdo apresentados de forma objetiva e sem
abusos de formalismo, mantendo, entretanto, o rigor necessario para que a
aprendizagem se processe de forma coerente e para que o aluno possa aplicar os
conceitos em diversos contextos de resolucdo de problemas em sua profisséo futura.

Cada topico, ou conjunto de topicos, apresenta exercicios e problemas resolvidos,
exercicios e problemas propostos e informacbes complementares que, segundo 0s
autores, se relacionam com o contetido estudado.

O livro possui 15 capitulos, 2 anexos e 488 paginas, lembrando que trata-se de um
volume Unico, com contetdos para serem tratados durantes os trés anos do ensino
médio. O primeiro anexo apresenta uma revisao dos principais contetdos trabalhados
no ensino fundamental, enquanto o segundo traz as questdes de Matemaética do ENEM
de 1998 a 2004. No final de cada capitulo ha um resumo dos conceitos abordados, uma
lista de exercicios complementares e testes e questdes de vestibulares e concursos.

A seguir apresentamos o0 sumario do capitulo 9, destinado a sistemas lineares,

Matrizes e Determinantes:
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186

Equacdes lineares 186
Sistema de equacdes lineares 187
“De olho na histéria da Matemética — Sistemas de
equagbes 189
Sistema escalonado 189
Resolugdo de um sistema escalonado 190
Escalonamento e resolucdo de um sistema
linear 191
“De olho no mundo do trabalho —
Administrador 193
Discussao de um sistema linear 193
Matrizes 194
Tipos de matrizes 196
Operagoes com matrizes 197
Transposicdo de uma matriz 197
Igualdade de matrizes 197
“De olho na historia da Matemética — Tabelas
numéricas 198
Adicdo e subtracdo de matrizes 199
Multiplicacdo de ndmero real por matriz 199
Multiplicacdo de matrizes 201
Matriz inversa 202
“De olho no contexto — Como o computador efetua
"2+3=5" 203
Determinantes 205
Determinantes de matrizes de ordens 1, 2e 3 205
“De olho no mundo do trabalho — Engenheiro de controle
de automagao 207
Determinante de matrizes de ordem n 207
Propriedades dos determinantes 208
Regra de Cramer 210
Resumo 211
Exercicios e problemas complementares 213

De olho nos exames e concursos 214
Figura 2: Sumério do Capitulo de Sistemas Lineares

Como se pode notar, o capitulo que trabalha a Algebra Linear do ensino médio
possui 30 paginas, das quais apenas nove sdo destinadas a sistemas lineares.

O inicio do capitulo apresenta um breve comentario historico sobre resolucdo de
sistemas lineares, matrizes e determinantes. Esse comentario, mostrado a seguir, traz a
informagdo de que “os primeiros exemplos de sistemas lineares sdo encontrados nos
registros de antigas civilizagdes por volta de 2000 a.C”. (YOUSSEF, SOARES e
FERNANDES, 2005, p. 186)
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Os primeiros exemplos de sistemas lineares sao
encontrados nos registros de antigas civilizagdes
por volta de 2000 a.C. Ao final do seculo AT
faram desenvolvidos métodos de resolugao de sis-
temas lineares baseados em tabelas numéricas
formadas pelos coeficientes das equaghes gue
compunham esses sistemas. Essas tabelas MUMET
cas deram origem ao que hoje denominamaos
matrizes e determinantes, que, além de sersm
aplicadas ao estudo dos sistemas lineares, possibi-
litaram © desenvolvimenta de novos ramos da
Matermatica.

Meste capitulo vamos comecar estudando 05
sisterna lineares, depois as matrizes e os determi-
nantes

Figura 3: Comentario Historico do Livro Didatico analisado

Entretanto, no estudo do desenvolvimento historico deste tema, encontramos em
trabalhos como Luccas (2004) e Neves (2009), que citam registros encontrados em
papiros e tabuletas babilénicas datados de 300 a.C e 200 a.C, nos quais o problema
enunciado poderia ser resolvido por meio de sistemas lineares. Um desses registros traz
ainda uma resolucdo semelhante ao processo do escalonamento, sistematizado por
Gauss no século XVIII. Assim, como os autores do livro didatico analisado ndo fazem
referéncia aos textos que consultaram para fazerem tal afirmacdo, continuaremos
admitindo, em nosso trabalho, que os registros mais antigos de problemas envolvendo
sistemas lineares sdo aqueles datados de 300 a.C. e 200 a.C., como ja descrevemos no
item 3.1 deste texto.

Apbs o breve comentario histérico, que a nosso ver teve a finalidade apenas de
informar alguns acontecimentos e pouco contribuiu para a atribuicao de significados aos
conceitos, o livro traz a definicdo de equacéo linear e solucdo de uma equacao linear,
exemplos, exercicios e problemas resolvidos envolvendo esse conceito, seguidos de
exercicios propostos semelhantes aos resolvidos ou de aplicacdo direta da defini¢do. O
tratamento da definicdo de sistema linear é feito seguindo o mesmo processo: ndo ha
problema ou situagdo motivadora.

A seguir, a sessdo “De olho na historia da Matematica” traz um texto que informa
0s principais matematicos que contribuiram para o desenvolvimento de métodos de

resolucéo de sistemas lineares. N&o ha qualquer explicacdo sobre como esses métodos
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funcionavam. Entendemos que, dessa maneira, novamente o recurso da histéria da
Matematica quase ndo contribui para a atribuicdo de significados, neste caso, de
métodos de resolucéo.
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0 primeiros exemplos de resolugdes de equacdes e de
c < lineares de 12 grau 530 encontrados nas civiliza-
egipcia e babilénica, por volta de 2000 a.C.
4% em 250 a.C., encontramos uma importante contri-
4o chinesa ao desenvolvimento da Matemética: a
Nove capltulos sobre a arte matemdtica, Nela sio
wentados problemas sobre assuntos diversos, entre os
solugdes de alguns sistemas de equagdes lineares.

Os gregos também desenvol-
veram métodos de resolugdo de
alguns sistemas de equagbes de
12 grau, como aqueles encontra-
dos na obra de Diofanto de
Alexandria (200-284). Trabalhos
dessa natureza sdo igualmente
encontrados nas obras de diver-
sos matematicos hindus, como
Aryabhata (476-550) e Bramagupta
(~598-~670), e arabes, como Al-
Khowarismi (século IX) e Omar
Khayyam (1048-1131).

No entanto, somente
na segunda metade do
século XVII, tem inicio um
tratamento sistematizado
da teoria de sistemas de
equagdes lineares, com os
estudos de G. W. Leibnitz
(1646-1716), na Alemanha,
e Takakazu Seki Kowa
(1642-1708), no Japao.

« Gottfried Wilhelm Leibnitz

No século XVIll, diversos trabalhos sobre sistemas de
equagdes lineares deram corpo a esse estudo, destacando-
se aqueles apresentados por Colin Maclaurin (1698-1745),
Gabriel Cramer (1704-1752) e Etienne Bézout (1730-1783),
que formularam métodos de resolucao de sistemas.

« Colin Maclaurin

Etienne Bézout » )l

JA no século XIX, sdo
significativas para a conso-
lidagdo da teorla dos siste-
mas lineares as contribul-
¢des de Carl Gustav Jacob
Jacobi (1804-1851), Leopold
Kronecker (1832-1891), Eugé-
ne Rouché (1832-1910) e
Ferdinand Georg Frobenius
(1847-1917), que tornaram
possivel uma abordagem
mais simplificada desse
assunto.

4 Leopold Kronecker

Figura 4: Sesséo "De olho na histéria da Matemética"

A mesma sequéncia anteriormente mencionada € utilizada para definir e trabalhar
0 conceito de sistema escalonado e a discussdo de um sistema linear. Mostra-se, entéo, o
processo a partir do qual é possivel transformar um sistema linear de m equagdes e n
incdgnitas, genérico, em um sistema equivalente que esteja na forma escalonada. Nao
ha nenhum problema contextualizado durante todo o tratamento do tema.

A essa altura, apresenta-se um texto da sessdo “De olho no mundo do trabalho”,
que afirma que administradores utilizam sistemas lineares no dia-a-dia de sua profissao.
Observamos que o0s autores perderam uma notavel oportunidade de apresentar um

exemplo contextualizado, pois, novamente, o texto é apenas explicativo/informativo.
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Essa auséncia, em nossa opinido, prejudica as possiveis conexdes que o aluno
poderia fazer ndo s6 com outras &reas do conhecimento, mas também com outras areas
da propria matemaética. O catdlogo do PNLEM 2009 corrobora com nossa interpretacdo

quando afirma que

A auséncia de situacdes-problema motivando a teoria e o tratamento dos
topicos em blocos tematicos, sem articulacdo evidente entre si, ndo propicia
ao aluno familiarizar-se com os procedimentos de descoberta, aplicacdo e
validacdo da teoria, bem como perceber o entrelacamento das diversas areas
de Matematica. (BRASIL, 2009, p.62)

Apesar das criticas acima, consideramos adequada a disposi¢do do conteudo do
capitulo como um todo. Somente apds trabalhar os conceitos de sistemas lineares e
sistemas lineares escalonados é que explora-se as nogdes de matrizes e determinantes. A
regra de Cramer aparece no final do capitulo, em apenas uma pégina.

Vale ressaltar que percebemos preocupacdo dos autores em relacdo a discusséo e
classificacdo de um sistema linear a partir de sua forma escalonada, o que corrobora
com nosso terceiro objetivo especifico de pesquisa.

Embora o escalonamento tenha sido trabalhado de antemé&o, acreditamos que um
trabalho mais relevante poderia ter sido feito em relagéo a este tema, pois ndo aparecem
problemas contextualizados ou qualquer ligacdo entre sistemas lineares e Geometria
Analitica. Os processos de resolucdo foram apresentados de maneira pronta e 0s
exercicios resolvidos facilitam muito o trabalho do aluno quando estes hipoteticamente
partem para 0s exercicios propostos, devido a grande semelhanca entre 0s mesmos.

Em relacdo ao primeiro dos quatro critérios elencados por Battaglioli (2008), o
catdlogo do PNLEM afirma que, nesta obra, “um tdpico abordado em algum capitulo
ndo ¢, geralmente, retomado” (BRASIL, 2009, p.65). Verificamos, a partir da analise do
sumario completo da obra, que em relacdo ao tema sistemas lineares isso também
acontece.

Em nossa opinido, o recurso a histéria da Matematica, como ja afirmamos, néo foi
adequado. N&o encontramos exercicios que sugerissem a utilizagdo do computador na
parte de tratamento de sistemas lineares, embora um texto que explica como o0s
computadores processam as informagOes apareca durante o tratamento de
determinantes. Ndo ha evidéncias de que os conceitos prévios dos alunos foram
retomados, pois ndo se retornou a situages que poderiam ser resolvidas por meio de
sistemas lineares 2x2 nem se fez mengdo aos métodos de adigdo e substituicdo,

teoricamente ja conhecidos dos alunos.



60

Resumidamente, o catalogo do PNLEM 2009 analisa que a obra abrange os temas
normalmente estudados no ensino médio, com nivel de rigor adequado. A apresentagdo
dos conceitos é clara com linguagem direta. Entretanto, diversas imprecisdes
conceituais foram registradas. (BRASIL, 2009)

Os diversos temas tratados ndo sdo articulados e conexdes importantes nao sao
exploradas, como a ligagéo entre sistemas lineares e geometria analitica. “Um exemplo
de desarticulacdo na obra é o conceito de determinante, para o qual a Unica justificativa
teorica € sua utilidade no método de Cramer” (BRASIL, 2009, p.65).

A contextualizacdo dos conteudos € parcialmente atendida. No tratamento de
sistemas lineares observamos que ¢é praticamente nula ¢ “uma falha apontada é a
auséncia de situacBes-problema, proprias da Matematica ou de outras areas, ou ainda,
remetendo a conhecimentos prévios do aluno” (BRASIL, 2009, p.65) como ja haviamos
observado na analise do capitulo 9.

Segundo o catédlogo do PNLEM de 20009:

A metodologia de ensino-aprendizagem adotada contribui para a
compreensdo dos conceitos e procedimentos matematicos e para o0
desenvolvimento de competéncias variadas. O aluno € estimulado a ler e
interpretar o texto de apresentacao dos contetdos e, em seguida, a resolver 0s
exercicios e problemas propostos. (BRASIL, 2009, p. 66)

Embora isso possa ocorrer em outros capitulos do livro, no tratamento de sistemas
lineares ndo observamos o estimulo a leitura e interpretacdo de textos. Em contrapartida,
concordamos quando o texto afirma que “na maioria das vezes, os contetdos
matematicos sao apresentados ja sistematizados, por meio de definicdes, propriedades,
problemas e exercicios resolvidos, seguidos de exercicios de aplicacdo da teoria
apresentada” (BRASIL, 2009, p. 66).

Em suma, percebemos que ndo existe grande divergéncia entre nossa analise,
focada no capitulo de sistemas lineares, e a encontrada no catalogo do PNLEM 2009,

que abrange toda a obra.

3.6. DIFICULDADES DOS ALUNOS NA APRENDIZAGEM DE SISTEMAS
LINEARES

Nos estudos referentes a primeira etapa de nossa metodologia de investigacéo, ndo
poderia faltar uma abordagem em relacdo as dificuldades dos alunos e erros que

cometem na aprendizagem de sistemas lineares.
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Almouloud e Bianchini (1996) realizaram uma pesquisa que estudou “o problema
do ensino/aprendizagem de Sistemas Lineares” (ALMOULOUD e BIANCHINI, 1996,
p. 216). Além disso, os autores procuraram encontrar uma explicacdo para os erros dos
alunos e descobrir suas origens (obstaculos epistemologicos, didaticos, etc).

Em relacdo aos efeitos do contrato, os autores afirmam que sentiram

algum efeito do contrato didatico: quando se coloca em uma questdo
“resolva” um sistema, ¢ muito dificil para o aluno concluir que ele possa ser
“impossivel”, os alunos acreditam que devem encontrar uma resposta.
(ALMOULOUD e BIANCHINI, 1996, p.217)

Nossa interpretacdo para esta afirmacao ¢ a de que o termo “resolva” esta ligado a
uma resposta numérica e, preferencialmente, Unica. Assim, o fato de a resposta ser “ndo
tem resposta” constitui uma quebra de contrato, ja que os alunos, geralmente, ndo estdo
acostumados a lidar com questdes desse tipo.

Almouloud e Bianchini (1996) destacam a importancia do erro que o aluno

comete para o0 processo de aprendizagem, afirmando que

a analise do erro dos alunos é importante no processo ensino/aprendizagem,
pois, a partir dela o professor poderé se orientar sobre o prosseguimento do
ensino. Poderd enfocar o problema num outro ponto de vista para tentar fazer
com que os alunos entendam melhor o conceito envolvido e consigam
superar seus erros (ALMOULOUD e BIANCHINI, 1996, p.217).

Assim, os principais erros destacados pelos autores foram: confusdo entre
parametro e incognita e dar solugdes inadequadas para um sistema indeterminado.
Os autores também identificam alguns obstaculos epistemoldgicos e didaticos

deste saber.

Atualmente, parece-nos que os alunos tém mais dificuldades em encontrar as
solugBes de um sistema indeterminado que num determinado, eles se
atrapalham para dar a resposta, tiram uma incdgnita em fungdo da outra e
dificilmente ddo a solugdo com o menor numero de incdgnitas
(ALMOULOUD e BIANCHINI, 1996, p.219)

Este fato poderia configurar um obstéaculo tanto histérico quanto epistemoldgico,
ja que, até o século XVIII, segundo os pesquisadores, os sistemas indeterminados nao
eram ainda objeto de estudo instituido. Nessa época, as técnicas praticas de resolucao
por eliminacdo e substituicdo eram largamente utilizadas para resolver os sistemas
lineares em que 0 nimero de equagdes e 0 de incognitas € 0 mesmo.

Na aplicacdo do teste da pesquisa que estamos descrevendo, 0s pesquisadores
constataram que “os alunos acham que para resolver um sistema linear com trés

equagoes e duas incognitas € suficiente resolver duas equacdes” (ALMOULOUD e
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BIANCHINI, 1996, p.221), erro atribuido ao obstaculo epistemologico e histérico
mencionado.
Outro obstaculo epistemoldgico que os autores afirmam hoje ter sido superado

esta relacionado as solugdes e coeficientes dos sistemas lineares:

Diophante ndo considera as soluc@es racionais e positivas. Com os arabes, no
século IX, Al-Khwarizmi assume que os coeficientes das equacBes devem ser
sempre positivos. Ele nunca considera as raizes negativas das equacdes.
(ALMOULOUD e BIANCHINI, 1996, p. 219)

Em relagao ao erro “confundir parametro e incognita”, os autores concluem:

[...] realmente existe para o aluno a confusdo do que é parametro e do que é
incognita, parece que o que fica claro para ele é que se deve achar uma
resposta para o problema e nédo é feita uma reflexdo sobre quem deve ficar
em fungdo de quem. Alguns isolaram X, outros y e outros a [que era o
parametro] (ALMOULOUD e BIANCHINI, 1996, p.222).

Em relagdo a essa confusdo, os autores sugerem atividades que “necessitem de
uma reflex&o inicial sobre os métodos utilizados de detectar os indices dessa reflexéo
(por exemplo, fazendo-se redigir a tentativa utilizada)” (ALMOULOUD e BIANCHINI,
1996, p. 223).
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4. CONCEPGCAO DA SEQUENCIA DIDATICA, ANALISES A PRIORI E
A POSTERIORI

4.1. PRE-EXPERIMENTACAO

No periodo que antecedeu a qualificacdo deste trabalho, haviamos iniciado uma
tentativa de experimentacdo em uma escola de Campo Grande. Na ocasido, estavamos
trabalhando com um grupo de alunos dos quais oito haviam sido escolhidos para serem
0s sujeitos de pesquisa. Interrompemos a aplicagdo das atividades pelo fato de os alunos
terem entrado de férias e tinhamos a intencdo de retoma-las quando periodo letivo
iniciasse novamente.

Com a definicdo da data da qualificagdo de mestrado, decidimos aguardar as
consideracOes da banca para retomarmos a aplicacdo. Durante a arguicdo do trabalho, a
banca fez algumas consideracGes bastante relevantes, que nos fizeram repensar alguns
pontos de nossa investigacao.

Haviamos cometido alguns deslizes, dentre os quais podemos citar:

- Uso de apenas um gravador de audio, que ndo registrou o didlogo de todas as
duplas. O gravador ficava com a pesquisadora, que circulava pela sala de aula. Quando
se aproximava de uma dupla, o gravador captava o didlogo da mesma. Porém, ao se
afastar para outro local da sala, a conversa deixava de ser registrada, bem como os
momentos adidaticos que possam ter acontecido.

- Interferéncias da pesquisadora que fizeram com que momentos que estavam
previstos para serem adidaticos se tornassem praticamente exemplos de efeito topazio’.

- Néo exigimos que os alunos fizessem as atividades a caneta. Isto prejudicou a
qualidade das digitalizacdes e posterior leitura dos protocolos.

- No momento de aplicar as atividades do terceiro bloco da sequéncia didatica,
ndo soubemos prever corretamente a quantidade de sistemas lineares que os alunos
seriam capazes de resolver por sessdo. Quando entregamos uma atividade em que 0s
alunos deveriam resolver quatro sistemas lineares, alguns o fizeram na mesma sessao,
porém, outros demoraram outras duas sessdes. Isto prejudicou o gerenciamento, pois
alguns alunos ndo tinham o que fazer enquanto outros se sentiam enfadados em receber

a mesma atividade até pela terceira vez.

" Acéo realizada pelo professor que facilita a tarefa do aluno de variadas maneiras, como, por
exemplo, fornecendo-lhe abundantes explicacdes. Essa pratica pode propiciar uma revisdo dos objetivos
da aprendizagem ocasionando um rebaixamento dos mesmos. (SILVA, B.A., 2008)
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Por estas razdes, decidimos aplicar a sequéncia didatica novamente, com outros

alunos e em outra escola. Isto permitiu que revissemos os erros cometidos.

4.2. ESCOLHA DOS SUJEITOS DE PESQUISA

O ensino de sistemas lineares no ensino médio normalmente € feito no segundo
ano. Analisando o Catdlogo do PNLEM de 2009, das oito obras aprovadas, cinco
possuem trés volumes e em todas o tema sistemas lineares aparece no volume 2,
destinado a segunda série do ensino médio.

Por este motivo e pelo fato da experimentacdo ter sido realizada nos meses de
outubro e novembro, final do ano letivo, pedimos & professora que nos ajudou a reunir
os candidatos a sujeitos de pesquisa que convidasse apenas os alunos do primeiro ano
do ensino médio, pois assim ndo correriamos o risco de trabalhar com alunos que
haviam estudado o tema recentemente.

Uma conversa inicial foi realizada com os alunos, feita pela propria professora.
Ap0s essa conversa inicial, seis alunos compareceram a primeira sessdo, momento no
qual a pesquisadora apresentou a pesquisa que seria realizada com mais detalhes e todos
os alunos aceitaram participar de forma voluntaria.

O critério para escolha dos sujeitos da pesquisa foi a assiduidade aos encontros.
Estabelecemos que seria sujeito de pesquisa o0 aluno que tivesse participado de pelo
menos 80% dos encontros, ou seja, que tivesse no maximo duas faltas. Assim, do grupo
de frequentou as sessoes, seis alunos foram escolhidos como sujeitos de pesquisa.

Os alunos das Duplas 1 e 2 ja eram parceiros desde o inicio da experimentacdo. A
Dupla 3 formou-se apenas no sexto encontro, por dois motivos: os companheiros de
ambos estavam faltando muito e a pesquisadora ja havia percebido que estes alunos

eram potenciais sujeitos de pesquisa, pois eram bastante assiduos.

4.3. ESCOLHAS METODOLOGICAS

Alguns aspectos que poderiam configurar como variaveis didaticas foram
caracterizados como escolhas metodoldgicas, pois ndo variaram ao longo da sequéncia
didatica por opgdo nossa. A seguir, apresentaremos cada aspecto, como eles poderiam
aparecer na forma de variaveis didaticas e as razdes pelas quais, neste trabalho, foram

tomados como uma escolha metodoldgica.

4.3.1. Solucdes e Coeficientes Inteiros
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Os coeficientes dos sistemas lineares propostos poderiam ou ndo ser inteiros. Isto
provavelmente influenciaria a adocdo de determinadas estratégias pelos alunos. Booth
(1995) cita um estudo realizado com cerca de duzentas criangcas de uma escola da
Escocia que faziam parte do topo da escala de capacidade de uma amostra. Na referida
pesquisa, 82% dos alunos resolveram a equacdo 30/x=6 corretamente, mas apenas 48%
tiveram sucesso com o exemplo estruturalmente semelhante 4/x=3. “No primeiro caso,
os alunos foram capazes de resolver a equacgédo por verificagdo, um procedimento que
ndo poderia ser aplicado de maneira tdo imediata no segundo exemplo”. (BOOTH,
1995, p.34)

Provavelmente, o fator que influenciou a diferenga entre as porcentagens foi a
natureza do valor de x. No primeiro caso, X era um numero inteiro e no segundo era
racional. A opcao por variar a natureza das solucbes e dos coeficientes dos sistemas
lineares poderia “obrigar” os alunos e descartarem mais rapidamente a estratégia
“Tentativa e Erro” a qual conjecturamos que seria a estratégia adotada inicialmente por
eles. E muito mais dificil supor que o valor de x seja sete oitavos do que supor que seja
2, por exemplo.

Entretanto, esta escolha poderia trazer dificuldades extras para os alunos. Esteves
(2009) cita em seu trabalho algumas pesquisas, como Cunha (2002), Padovan (2000),
Silva (2006) e Zunino (1995), que afirmam que o conjunto dos ndmeros racionais
“embora seja um conteudo presente do dia-a-dia dos alunos, estes apresentam
dificuldades em sua compreensdo”. (ESTEVES, 2009, p. 46)

Como o foco de nosso trabalho nédo é o estudo dos nimeros racionais, acreditamos
que a escolha por trabalhar apenas com nimeros inteiros nao prejudique nossa pesquisa.

4.3.2. Tipo de Sistema Quanto a Ordem de Grandeza

Ao variar a ordem de grandeza de sistemas lineares, 2x2, 2x3, 3x3, etc.,
trabalhamos com niveis distintos de manipulacdo aritmética e algébrica. Quanto
“maior” o sistema, maior a quantidade de operagdes para realizar até que se obtenha a
forma escalonada e a atividade torna-se, portanto, mais complexa. Nossa sequéncia
didatica, como apresentaremos e explicaremos adiante, é dividida em trés blocos.
Apenas no primeiro bloco trouxemos atividades que podem ser resolvidas por meio de
sistemas lineares com ordem de grandeza variando: ora 2x2, ora 3x3.

Assim, apenas para o primeiro bloco a ordem de grandeza ird configurar como

uma varidvel didatica. Nos dois blocos seguintes fizemos a opcéo por trabalhar com
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sistemas lineares de ordem 3x3. Entretanto, ressaltamos que o trabalho com sistemas
lineares em que o nimero de equacGes é diferente do nimero de incognitas, bem como
com sistemas de ordem 4x4 ou superior, ndo possa ficar ausente numa abordagem
completa deste tema. Tivemos que fazer algumas escolhas para que a sequéncia didatica

nao se estendesse demasiadamente.

4.3.3. Tipo de Sistema quanto a Solugéo

Acreditamos ser mais complexo para o aluno aceitar o fato de, por exemplo, um
sistema linear possuir infinitas solucGes ja que aparecem mais de uma condi¢do para 0s
valores desconhecidos considerados. Este fato pode também ser justificado por se
caracterizar como obstaculo epistemolégico e histérico, conforme foi apresentado na
sessdo anterior, uma vez que durante muito tempo os sistemas lineares indeterminados
ndo eram sequer objeto de estudo instituido. (ALMOULOUD e BIANCHINI, 1996)

Novamente, embora a abordagem de sistemas lineares indeterminados e
impossiveis ndo possa faltar, em nossa sequéncia didatica, optamos por trabalhar,
principalmente no bloco 3, com sistemas lineares possiveis e determinados. Lembramos
gue nosso objeto de estudo é o escalonamento, ndo os sistemas lineares. Ainda assim,
observamos que ao final da sequéncia didatica foi feita uma discussdo com os alunos
sobre as potencialidades que a forma escalonada de um sistema linear possui. A partir
da forma escalonada é possivel decidir se o sistema linear € impossivel, possivel
determinado ou possivel indeterminado. Porém, essa discussdao nao entra em nossa

analise de dados, pois nédo foi feita em profundidade.

4.4. AS VARIAVEIS DIDATICAS

Como ja mencionado no item Erro! Fonte de referéncia ndo encontrada. deste
texto, na segunda fase da Engenharia Didatica “o investigador toma a decisdo de agir
sobre um determinado numero de varidveis do sistema”. (ARTIGUE, 1996, p.202)

Dedicamos esta parte do texto para apresentar quais variaveis foram consideradas
em nosso trabalho bem como a maneira que as mesmas podem influenciar na adogao de
estratégias pelos alunos.

Nossa sequéncia é dividida em trés blocos, de naturezas diferentes. O primeiro
bloco contém atividades contextualizadas que podem ser resolvidas por meio de
sistemas lineares. O objetivo principal deste primeiro bloco é promover a devolucdo do

problema “como resolver um sistema linear”. O segundo bloco contém atividades que
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visam levar a elaboracdo das trés operacOes elementares que podem ser utilizadas
durante o escalonamento de um sistema linear. O terceiro bloco contém um conjunto de
sistemas lineares cuja resolucdo poderd levar a construcdo do processo de
escalonamento.

Pelo fato de os blocos terem naturezas distintas, elencaremos as variaveis
didaticas adotadas separadamente, pois existem varidveis de certos blocos que ndo se

aplicam a outros.
4.4.1. Variaveis Didaticas do Bloco 1

4.4.1.1. V;: Figura representativa da situagdo matematica

Quando aparece uma figura que representa a situacdo matematica enunciada e, por
conseguinte, o aluno possui visualizacdo imediata da mesma, acreditamos que o risco de
ma interpretacdo do problema diminui.

Além disso, Gées e David (2010, p. 2) afirmam que

0 desenho é também utilizado na elaboragdo e na solucdo de problemas
matematicos [...] [e] na &rea da Educacdo Matemética ja existem diversos
estudos e pesquisas focados no papel mediador do desenho e na sua
relevancia para a sala de aula de matematica.

No primeiro bloco de nossa sequéncia didatica, alguns problemas apresentam
figura que representa a situacdo matematica e outros ndo. Isto pode, em nossa opiniao,
influenciar as estratégias adotadas pelos alunos, pois a visualizacdo direta abre
caminhos, por exemplo, para superposi¢do e/ou decomposicdo de objetos dispostos, o
que ndo seria feito de maneira tdo direta caso o enunciado se apresentasse apenas na

linguagem escrita e exigisse, portanto, um grau de abstragcdo maior.

4.4.1.2. V,: Ordem de grandeza do Sistema Linear

No primeiro bloco de atividades também varia a ordem de grandeza dos sistemas
lineares que podem resolver o problema proposto. Se o sistema for de ordem 2x2, por
exemplo, a estratégia de Tentativa e Erro pode ser utilizada com mais facilidade, bem
como os métodos® de adicdo e substituicio provavelmente estudados pelos alunos no
ensino fundamental. Acreditamos que os alunos ndo possuam recursos algébricos

suficientes para resolver sistemas lineares 3x3, pois 0s sujeitos de pesquisa séo alunos

¥ Na realidade, os termos “adigdo” e “substituigio” referem-se a técnicas de resolugdo, mas
normalmente sdo chamados de “métodos” pelos autores de livros didaticos.
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do primeiro ano do ensino médio e o conteudo de sistemas lineares, em particular os de
ordem 3x3, normalmente sdo explorados no segundo ano do ensino medio.

Confirmamos esta hipdtese com o professor de matematica dos sujeitos da
pesquisa em uma conversa informal. Entretanto, ndo podemos afirmar com absoluta
certeza que nenhum dos alunos conheca as estratégias normalmente utilizadas para
resolver sistemas lineares de ordem igual ou superior a 3x3, pois podem té-las discutido
com outros professores de matematica ou mesmo fora da escola.

Assim, ao propor problemas que podem ser resolvidos por sistemas 3x3,
conjecturamos que os alunos apresentem dificuldades e que a estratégia de Tentativa e
Erro se mostre cada vez menos eficaz. Deste modo, pode acontecer a devolugdo do

problema “como resolver um sistema linear”.

4.4.2. Variaveis Didaticas do Bloco 2
4.4.2.1. V: Figura representativa da situagdo matematica
Esta variavel é a mesma apresentada no item 4.4.1.1.

4.4.3. Variaveis Didaticas do Bloco 3

4.4.3.1. V1. Nimero minimo de operacdes a serem realizadas para escalonar o
sistema

Conjecturamos que quanto maior o ndmero minimo de operacGes a serem
realizadas para escalonar o sistema, mais dificil sera sua resolucdo bem como maior sera
0 numero de estratégias possiveis para escalona-lo. Assim, com uma gama maior de

estratégias possiveis, 0s alunos podem variar na ado¢do de uma em detrimento da outra.

4.5. BLOCO 1: DEVOLUCAO

Nossa sequéncia didatica € composta de trés grandes blocos, como ja afirmamos.
Optamos por apresentar as analises a priori e a posteriori local, de cada bloco, num
mesmo capitulo visando uma melhor compreensdo do encadeamento de nossas idéias
por parte do leitor, bem como para evitar que fosse necessario recorrer a um capitulo
anterior para retomar a leitura da andlise a priori durante a leitura da analise a
posteriori.

Estruturamos nossas analises da seguinte forma: dividimos as apresentagcdes por
blocos e dentro de cada bloco, por atividade. Para cada atividade, elencamos seu(s)

objetivo(s), quais as possiveis estratégias de resolu¢do, como “jogamos” com as
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varidveis didaticas, qual foi o planejamento para 0 momento da aplicacdo, os dados
produzidos pelos alunos bem como nossa anélise a posteriori local. Esta Gltima contém
o registro de alguns momentos adidaticos bem como as justificativas que nos levaram a
classifica-los como adidaticos.

Ao final, faremos uma analise a posteriori que chamaremos de global por se tratar
de uma avaliagdo da sequéncia didatica de uma forma geral. A analise a posteriori
global sera apresentada nas considerages finais do trabalho, nas quais também traremos

a validacéo da sequéncia.

45.1. Sessdo 1l

Esta sessdo foi realizada no dia 20 de outubro de 2010, é composta de uma
atividade, apresentada a seguir, a qual durou 36 minutos e contou com a presenca de
seis alunos, dos quais trés sdo sujeitos de pesquisa: Alunos 3 e 4, da Dupla 2, que foram
s&e parceiros desde o primeiro dia e Aluno 5, que de inicio formou dupla com outro
aluno mas que posteriormente ndo foi escolhido como sujeito de pesquisa.

Ressaltamos que as sessGes ndo contaram com a presenca de observador.

Examinando o anuncio abaixo, descubra o preco de cada faca e colher. Descreva

0S passos que voceé utilizou para encontrar a resposta.

e

i

R5 7,00 RS 16,00

45.1.1. Anélise a priori
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Objetivo: Envolver os alunos e iniciar um processo de motivacdo, tentando
caminhar para a devolucdo do problema “como resolver um sistema linear?”. Este
processo esta previsto para acontecer até o final da terceira atividade.

Estratégias’: Elencamos quatro possiveis estratégias para esta atividade:

Ei1: Tentativa e erro aleatoria: Consiste em atribuir valores as incognitas de
maneira aleatoria. Cada novo “chute” ¢ feito sem levar em conta o resultado obtido a
partir do anterior.

E,: Tentativa e erro com estimativa: Também consiste em atribuir valores as
incdgnitas, porém levando em consideragdo o resultado obtido a partir do “chute”
anterior. Por exemplo: Se o preco de cada colher for R$ 4,00, duas colheres custariam
R$ 8,00. Mas o problema afirma que duas colheres mais uma faca custam R$ 7,00. O
preco da colher estaria muito alto. Tenta-se, portanto, um valor menor e ajusta-se cada

novo chute até que a solucdo seja encontrada.

f+2c=7
E,: Sistema Linear 2x2: Montar e resolver o sistema linear , onde
2f +5¢c =16

“f” representa o prego de cada faca e “c” representa o preco de cada colher. Apds a
resolucéo, encontra-se f = R$ 3,00 e ¢ = R$ 2,00. Para a resolucédo do sistema linear, os
alunos poderiam utilizar como estratégias: tentativa e erro, escalonamento, método da
adicdo ou método da substituicdo, sendo os dois Ultimos normalmente discutidos no
ensino fundamental.

E4: Imaginar uma superposicdo de duas cépias da primeira condicdo sobre a
segunda condicdo, ou seja, se uma faca e duas colheres custam R$ 7,00, entdo duas
facas e quatro colheres custam R$ 14,00. Assim, se duas facas e cinco colheres — uma
colher a mais — custam R$ 16,00, uma colher s6 pode valer R$ 2,00. Completando o
raciocinio, uma faca valeria R$ 3,00, o que poderia ser descoberto utilizando qualquer
uma das duas condi¢des apresentadas no problema.

Dentre as estratégias elencadas, acreditamos que a primeira estratégia seja a mais
provavel de se manifestar. Além da dificuldade de modelagem matematica,
provavelmente os alunos ndo tém contato com o tema sistemas lineares ha algum
tempo, ja que, normalmente, ele é abordado no oitavo ano do Ensino Fundamental e no
segundo ano do ensino médio. Vale lembrar que nossos sujeitos de pesquisa estdo no

primeiro ano do ensino médio.

°As estratégias serdo denotadas por E;, E,,..., E,.
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Caso a estratégia de resolucdo via sistemas lineares ndo apareca, a pesquisadora
provocaria uma discussdo dizendo que o problema poderia ser modelado por um
sistema linear e indagaria aos alunos como poderiam resolvé-lo, se lembram de terem
estudado esse assunto anteriormente e que estratégias utilizariam para encontrar 0s
valores desconhecidos.

Se a estratégia de resolugdo via sistemas lineares aparecer, a pesquisadora
aproveitaria o fato para, na hora do debate'®, solicitar que o(s) aluno(s) que tenha(m)

usado esta estratégia a explique(m) para os demais.

Variaveis Didéticas:

V1: Presenca de figura representativa da situacdo matematica. Neste caso, a
presenca de figura representativa da situacdo matematica pode influenciar, a nosso ver,
principalmente o aparecimento da quarta estratégia elencada anteriormente. A forma
com que as facas e colheres estdo dispostas no desenho favorece que se imagine duas
“copias” da primeira situacao, o que favoreceria a ocorréncia da estratégia E,.

V,: Por tratar-se da sessao inicial, optamos por trabalhar com um problema que
pudesse ser resolvido por meio de um sistema 2x2. Esta escolha pode facilitar a
ocorréncia da estratégia E;.

Planejamento: Para a realizacdo de toda a sequéncia didatica, planejou-se que 0s
alunos sentassem em duplas, com a finalidade de favorecer o aparecimento e o registro
de momentos adidaticos. Cada dupla, que seria composta sem a interferéncia da
pesquisadora, teria seu desenvolvimento registrado por um Unico protocolo impresso e
por um gravador. Os alunos seriam orientados a ndo utilizarem lapis e, caso errassem,
deveriam apenas passar um traco abaixo do raciocinio equivocado e iniciarem um novo
logo em seguida.

Ao final da atividade, seria realizada uma discusséo pedindo para que cada dupla
explicitasse sua resolucdo. Em caso de resolucgdes distintas, pediriamos que as duplas
defendessem seu raciocinio e tentassem convencer 0s demais de que o mesmo estava
correto. Com isso pretendiamos provocar momentos de formulacéo e validacao.

Especificamente para a primeira sessdo, ap6s o debate seriam, entdo, definidos os
conceitos de equacdo linear, sistema linear, coeficientes, incognitas e solugcdo de um

sistema linear.

19 Explicaremos como o debate deveria acontecer no topico “planejamento”, discutido adiante.
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Validacao: A nosso ver, a validacdo aconteceria testando a resposta f=R$ 3,00 e

c=R$ 2,00 nas condicdes dadas e percebendo que era a solucdo do problema.

4.5.1.2. Andlise a posteriori local

As sessOes aconteceram durante 14 dias sempre ap6s o periodo normal de aulas,
das 11h20min as 12h10min, aproximadamente. Por tratar-se de sessdes curtas, com
duracdo de cerca de 50 minutos, foi trabalhada, em média, uma atividade por encontro.

No inicio da primeira sessdo, na qual compareceram seis alunos, a pesquisadora
apresentou-se e explicou que os encontros seriam gravados em audio, com um gravador
para cada dupla. Os nomes seriam mantidos em sigilo e o audio seria utilizado apenas
para posterior estudo.

A lista de presenca foi entregue assim como uma autoriza¢do para que 0S pais
assinassem. A pesquisadora explicitou que tratava-se de uma pesquisa, que a
participacdo deles seria voluntaria e que ao final de todo o trabalho seria entregue uma
declaracéo de participacdo para os alunos que tivessem assiduidade.

Foi explicado, também, que o trabalho duraria de duas a trés semanas.

Apds a apresentacao inicial, a atividade foi entregue.

Dos seis alunos que compareceram, trés sao sujeitos de pesquisa.

Segundo a Teoria das Situacdes Didaticas, ao propormos situacdes aos alunos,
algum conhecimento novo deve estar em jogo. No nosso caso, este conhecimento novo
é o escalonamento. Embora esta atividade ainda ndo envolva conceitos referentes ao
escalonamento propriamente dito, consideramos que 0 mesmo ja se encontra em jogo,
uma vez que € o que desejamos que apareca posteriormente.

Dos trés alunos sujeitos de pesquisa que compareceram a esta sessdo (alunos 3, 4
e 5), um resolveu o problema pela estratégia E; e dois resolveram pela estratégia E,. A
seguir trazemos elementos que embasam esta afirmacao.

Durante a analise das gravages, extraimos o seguinte dialogo, entre o Aluno 5 e

sua dupla, identificada a seguir como Parceiro do Aluno 5:

Aluno 5: Ja ndo sei!

Parceiro do Aluno 5: Eu ndo sei fazer conta de divis&o.
Aluno 5: Eu penso que deve ser R$ 2,25...

Parceiro do Aluno 5: Divide 16 por 7...

Aluno 5: Olha sé o nimero que deu!

Parceiro do Aluno 5: E...deu praticamente R$ 2,25..
Aluno 5:1..2.3..4.5..6..7..

Aluno 5:Coloquei 2.5...

Parceiro do Aluno 5: Coloca 2 ponto 30...

Aluno 5: N&o da!
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Parceiro do Aluno 5: E tipo assim, dividi 16 pelas 7, mas ai nunca vai dar
certo...ai da R$ 2,30...

[]
Aluno 5: Eu acho que a faca é a mais cara
Parceiro do Aluno 5: A colher é R$ 2,50 e a faca R$ 2,00?

Colher é R$ 2,00 e a faca é R$ 3,00...0lha aqui A;...colher 2 reais, faca 3..
2.4..5,6, 7!

Presta atencéo no que estou fazendo...

5 vezes 2 é quanto?

Aluno 5: 10!

Parceiro do Aluno 5: Entdo...aqui vai da R$ 10,00..mais trés..
Aluno 5: 16!

O excerto mostra a intera¢do da dupla com o problema. O diadlogo ndo mostra um
reajuste de tentativa a partir do resultado obtido anteriormente, por essa razdo
classificamos a estratégia utilizada como sendo a E;, tentativa e erro aleatoria.

Ja os alunos 3 e 4, que constituiam uma dupla, apresentaram uma argumentacao
mais elaborada em seu registro escrito.

3 — i \ e v
- OnS ’]' wnow L AANY AR
A A N QO

‘ ’\ i : e TN b 2, Y J’/N“y'\

A | - . o 1 Ve S AN g N\ "‘ \ D

T~ n
o o e B | Qg  AEsse. NI
Q0D AN O o N‘J B %J(j\ﬁ«, —=

\ LW 8 Damn O X0 4/ T AL \/\/\g A
VO AL KAV N Wnoud SOy e
\ | & ) G o
’ o T " -} )~ ) A FOMON i 2
S ,'\,\ oG Mg« Fono  OnreH U Uuse P UMAOND
1% 1 ) O o~ : N A Q) A2 g W .
l AJ \ 1 & z‘T \‘)\1 M O \/ o) V(:‘ n- \:/ f AN Y
1
GO AR AXies 1. g I - L B
¢ IMNC Oy LR L o N0 (
quvdie & ks d > ‘
A IO=~ NI A\ N\ D \ X INT [ A )
\ N \ ' A i ) ) ) AA
JUD N AN {L,\f_)b U S _,(«, S, N/ N

NG A\ C) A \
I\ a Ao O Aen 1d
AT ML RO U ‘q ) AT\

Figura 5: Protocolo da Dupla 2 referente a atividade da Sesséo 1

Embora os alunos 2 e 3 registrem que “usaram’ um niimero par € pequeno, o0 que
seria uma escolha praticamente aleatdria, a justificativa inicial mostra um raciocinio
prévio, estimando que o valor da faca fosse menor por estar em maior quantidade.
Mesmo que este raciocinio ndo seja pertinente matematicamente, o excerto revela que
ocorreu uma analise por parte dos alunos e ndo apenas tentativas e erros aleatorios. Por

este motivo, classificamos a estratégia utilizada como sendo a E..
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E importante destacar que, de acordo com o que esperavamos como validagdo, os
trés alunos chegaram a validar, pois testaram os valores encontrados e perceberam que
estes satisfaziam as condig¢Ges do problema.

Durante o debate realizado, os alunos explicitaram novamente as estratégias
utilizadas. A pesquisadora, como previsto na analise a priori, diante da identificacdo de
que a estratégia de resolucgdo via sistemas lineares ndo apareceu, explicou como poderia
ser feita a modelagem do problema montando um sistema linear 2x2 e definindo os
conceitos de “sistema linear”, “coeficiente” e “incdgnita” na lousa.

Ao fazer a pergunta “O que teriamos que fazer para descobrir que o fvale 3eoc
vale 2, se ndo soubéssemos que eles possuem esses valores? Vocés conhecem alguma
estratégia?”, o Aluno 3 afirma: “Eu lembro que tinha que somar...que era dificil...”. Isso
mostra que pelo menos o Aluno 3 ja teve contato com sistemas lineares 2x2
anteriormente. Os demais alunos ndo lembravam.

Em seguida, a pesquisadora pergunta “Se eu conseguisse uma estratégia para
resolver isso, que valores eu teria que encontrar?”. Os alunos respondem “2 ¢ 3”. A
partir dai, a pesquisadora define o que € solucdo de um sistema linear.

Neste momento, acontece o didlogo abaixo e a pesquisadora encerra a primeira

sessao:

Aluno 3: E como a gente resolve um sistema?
Pesquisadora: Bom, isso vai ser um processo que a gente vai construir...

Identificamos o dialogo acima como um momento de devolucdo que esperavamos

gue acontecesse durante as trés primeiras atividades previstas.

452. Sessdes?2e3

Estas sessGes foram realizadas nos dias 21 e 22 de outubro de 2010, tiveram a
duracédo de 55 minutos no primeiro dia e 61 minutos no segundo, durante as quais foi
aplicada uma unica atividade, apresentada a seguir. Pelo fato de ser uma atividade
longa, foram necessarios dois encontros para realiza-la. No primeiro dia, compareceram
nove alunos, dos quais seis sdo sujeitos de pesquisa. Na ocasido, 0os Alunos 5 e 6
formaram duplas com outros alunos. No segundo dia, compareceram seis alunos, dos

quais cinco sao sujeitos de pesquisa. Apenas 0 Aluno 2 faltou e seu parceiro, Aluno 1,
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terminou a atividade sozinho. Novamente os Alunos 5 e 6 formaram duplas com outros

alunos.

Atividade: Vimos na atividade anterior que uma maneira de resolver o problema
das facas e colheres seria montar um sistema linear e resolvé-lo. O sistema relativo ao

f+2c=7

, onde f e c representam o preco de cada faca e cada colher,
2f +5c =16 P Pre¢

problema é {

respectivamente.
Vimos também que a solucdo do problema s&o os valores f=R$ 3,00 e c=R$ 2,00.
EquacBes com duas variaveis podem ser representadas graficamente. Tal
representacdo se faz, em geral, sobre um sistema constituido de duas retas graduadas e

perpendiculares, como esté ilustrado abaixo, também conhecido como plano cartesiano.
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Para obter a representacdo grafica da equacdo f +2c =7, construimos uma tabela

atribuindo valores para uma das variaveis e calculando os valores correspondentes a
outra variavel. Assim obtemos varios pares ordenados. Cada um desses pares € uma
solucgéo da equacéo.

A respeito da tabela e do gréafico, cabem alguns comentarios:

- Para cada par ordenado, obtido pelos dados da tabela, corresponde um ponto no
grafico.

- Ha infinitos pares ordenados que satisfazem a equagé&o.
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- Portanto, o grafico da equacao tem infinitos pontos.

- Todos os pontos do gréfico ficam alinhados.

- O grafico de uma equacéo do tipo ax+by=c em que a e b sdo diferentes de zero,
€ uma reta.

Vocé ja deve ter percebido que para tracar uma reta bastam dois pontos. Entéo,
para construir o gréafico da equacdo f +2c =7, basta uma tabela com duas linhas.

a. Considerando a equacdo f +2c =7, complete a tabela abaixo em que dois
valores ja foram dados. Note que a coluna da esquerda representa valores para a
variavel f e a coluna da direita representa valores para a varivel c.

f C

2

Marque no plano cartesiano desenhado anteriormente 0s pontos correspondentes
aos pares ordenados da tabela que vocé preencheu e trace a reta que passa por esses dois
pontos.

b. Vamos fazer o mesmo processo para a segunda equacdo do sistema,
2f +5c=16. Considerando esta segunda equagdo, complete a tabela abaixo, em que

dois valores ja foram dados.

Marque no plano cartesiano desenhado anteriormente 0s pontos correspondentes
aos pares ordenados da tabela que vocé preencheu e trace a reta que passa por esses dois
pontos (as retas dos itens a e b devem ser desenhadas no mesmo plano cartesiano).

c. As duas retas que vocé desenhou se encontraram em algum ponto? Se sim, em
qual?

d. Existe uma relacéo entre a resposta do problema das facas e colheres e o ponto
de interseccdo das duas retas no plano cartesiano. VVocé percebeu qual é? Explique.

e. Considere o sistema linear a seguir:

X+y=4
2Xx+2y =38
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Mentalmente, tente encontrar uma solucdo deste sistema, ou seja, uma solucgéo
que satisfaca as duas equagdes que compdem o sistema.

f. Compare sua resposta com a resposta de seus colegas. O que vocé observou?

g. Preencha as tabelas a seguir, referentes as duas equacgdes do sistema, e construa
os graficos de cada uma no plano cartesiano. Para isso, atribua um valor para uma das

variaveis e encontre o valor da outra.
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h. As duas retas que vocé desenhou se encontraram em algum ponto? Se sim, em
qual? Por que vocé acha que isso aconteceu?
i. Considere o sistema linear a seguir:
X+y=2
{x +y=3
Mentalmente, tente encontrar uma solugdo deste sistema, ou seja, uma solucéo
que satisfaca as duas equagdes que compdem o sistema.

J. Compare sua resposta com a resposta de seus colegas. O que vocé observou?
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k. Preencha as tabelas a seguir, referentes as duas equacdes do sistema e construa

os gréaficos de cada uma no plano cartesiano. Para isso, atribua um valor para uma das

variaveis e encontre o valor da outra.

3

Equacdo: xtv
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Equacido: xtv=2
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I. As duas retas que vocé desenhou se encontraram em algum ponto? Se sim, em

qual? Por que vocé acha que isso aconteceu?

m. Os trés graficos a seguir representam, cada um, duas equacdes lineares que

estdo indicadas no desenho. Observe as representacdes graficas dessas equacdes.

Escreva o sistema linear que é formado pelas duas equacfes e tente encontrar sua

solugéo observando o grafico. Compare suas estratégias com as de seus colegas.




79

-t
0

w

4 2 a 5 e

14

b: 6x-10y=-6 o
34
24
14
/

- -3 2 1 0 1 2 3 4 s ¢ 7
a
L_3‘-=.2




80

n. Existe uma relacdo entre a posicao relativa das retas que compdem o grafico de
um sistema linear e a quantidade de solucGes que este sistema possui. Vocé percebeu

qual é? Discuta com seus colegas e explique.

4.5.2.1. Anélise a priori

Objetivo: O objetivo desta atividade é a favorecer a interpretacdo geométrica da
solugé@o de um sistema linear 2x2.

Como aponta Battaglioli (2008), ha uma caréncia de atividades em livros
didaticos que explorem a visualizacdo geométrica de sistemas lineares. Por essa razdo e
também por sugestdo da banca no momento da qualificacdo de mestrado, inserimos esta
atividade, ainda que o objetivo principal da pesquisa seja a constru¢do do processo do
escalonamento. Dessa forma, acreditamos que o aluno teria mais subsidios para
trabalhar com as situacGes que ainda seriam propostas.

Estratégias:

A resposta esperada para o item (a) é a construcdo da tabela com os pares
ordenados (5,1) e (1,3). A seguir, espera-se que 0s pontos sejam marcados no plano

cartesiano e que a reta seja tragada.
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Uma possivel dificuldade para esta resolucdo seria a troca de eixos no momento
de identificacdo do ponto no plano cartesiano. O aluno poderia marcar o ponto (1,5) no
lugar de (5,1), mostrando a inversdao mencionada.

Caso isso aconteca, a pesquisadora poderia, no momento do debate, expor na
lousa os gréaficos diferentes que apareceram e questionar o motivo de tal distingdo. Para
Isso, 0s alunos que fizeram cada desenho poderiam defender a resolucéo para os demais
e tentar dizer por que a resolugdo do colega néo estéa correta.

Pode ser também que os alunos ndo tenham tido nenhum contato ou ndo se
recordem do que € um plano cartesiano e como Se representa um ponto cujas
coordenadas sdo conhecidas. Se nenhum aluno soubesse como esse processo é feito, a
pesquisadora poderia mostrar na lousa, ja que ndo se trata do conhecimento visado. Se
algum aluno soubesse, a pesquisa poderia solicitar que ele explicasse aos demais.

Para o item (b), as respostas e dificuldades esperadas sdo anadlogas. A diferenca
estaria na presenca de um ndmero decimal e na possivel dificuldade em realizar a
multiplicacdo 2 x 0,5. Neste caso a pesquisadora podera solicitar auxilio aos colegas que
ja tenham realizado a multiplicacéo.

Caso as representacGes tenham sido realizadas corretamente, espera-se que, no
item (c) o aluno perceba o ponto de encontro com coordenadas (2,3). A explicacdo
esperada no item (d) é a de que as coordenadas do ponto correspondem a solucao
encontrada anteriormente.

Esperamos que os alunos encontrem respostas diferentes para o item (€), como 0s
pares (1,3), (0,4), (2,2), (-1, 5) ou qualquer par da forma (x, 4-x). Provavelmente terdo
dificuldades em aceitar a multiplicidade de respostas pelo obstaculo histérico e
epistemoldgico identificado por Aumouloud e Bianchini (1996).

No item (f), espera-se que eles percebam as respostas distintas, mas talvez ainda
ndo conjecturem que hé infinitas respostas.

Talvez com o desenho do gréafico e com a superposicdo das retas eles percebam
que elas possuem infinitos pontos de encontro e que, por isso, o sistema possui infinitas
solucdes, j& que cada ponto de encontro corresponde a uma solucgéo.

No item (i), pelo fato de, propositalmente, o sistema ser bastante simples, o0s
alunos devem perceber que é impossivel encontrar a solugdo do sistema, j& que néo
existem dois numeros que, somados, resultem 2 e 3 simultaneamente. Entretanto, €
possivel que encontrem dificuldade para chegar a essa conclusdo, pois, como ja

afirmamos, a partir da leitura de Almouloud e Bianchini (1996), os alunos podem fazer
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uma ligacdo entre o termo “resolva” e uma resposta numérica, preferencialmente, Uinica.
Assim, o fato de a resposta ser “nao tem resposta” constitui uma quebra de contrato, ja
que os alunos, geralmente, ndo estdo acostumados a lidar com questdes desse tipo. Para
amenizar este efeito, utilizamos o termo “tente encontrar uma solucdo para este
sistema”.

Com a construcdo do gréafico, esperamos que fique mais clara a visualizacdo de
que ndo ha respostas, ja que as retas sdo paralelas e, por isso, ndo possuem ponto de
encontro.

No item (m), esperamos que 0s alunos reinvistam as observacdes feitas nos outros
itens, afirmando que no primeiro caso ha infinitas solugdes, j& que as retas sdo
coincidentes. No segundo caso ha uma Unica solugdo, ja que ha apenas um ponto de

encontro e, no terceiro caso, ndo ha solucéo, pois as retas sdo paralelas.

A resposta esperada para o item (n) € a de que, no caso em que as retas sao
paralelas, o sistema ndo possui solucdo. Quando as retas sdo coincidentes, ha infinitas
solucBes e, quando concorrentes, ha uma solugdo Unica, correspondente ao ponto de

encontro entre as ambas.

4.5.2.2. Andlise a posteriori local

Na resolucéo dos itens (a) e (b), os alunos encontraram corretamente os valores
das tabelas. A Dupla 1 cometeu um erro de célculo que foi percebido quando
confrontou sua resposta com a dos colegas.

Os alunos desenharam retas concorrentes no item (c), mas a imprecisdo do
desenho dificultou que identificassem corretamente o ponto de encontro, como vemos

na figura a seguir.
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Figura 6: Gréfico encontrado pelo Aluno 6

O Aluno 6 conjecturou que o ponto de encontro seria 5 (ignorando o fato de haver
duas coordenadas). Outros alunos conjecturaram outros pontos, mas nenhum respondeu
que as retas se encontram no ponto (2,3).

Por ndo terem encontrado corretamente este ponto, eles ndo conseguiram perceber
a relacdo esperada no item (d). A pesquisadora propds que realizassem uma discusséo
coletiva e que um aluno fosse até a lousa desenhar as retas para que pudessem discutir e
tentar encontrar a relacdo mencionada na atividade.

A Aluna 1 desenha as retas na lousa, explicando aos demais seu raciocinio para
representar cada ponto no plano cartesiano. A pesquisadora questiona aos alunos porque
razdo os valores encontrados por eles foram diferentes. Os mesmos respondem que é
porgue as retas estdo deformadas. Apds algumas discussdes, eles chegam a conclusdo de
gue o ponto de encontro é aproximadamente o ponto de coordenadas (3,5).

Percebendo que 0s mesmos ndo conseguiam chegar a resposta correta, a
pesquisadora pede para o Aluno 5 ler as informacGes a respeito da tabela e do grafico
presentes no enunciado da atividade. Em seguida, inicia-se um extenso dialogo, apos a
pesquisadora explicar aos alunos que cada reta representava o conjunto de solucdes de
uma equacao.

Pesquisadora: O que significa o ponto de encontro?

Alunos: Onde as retas se cruzam.

Pesquisadora: E o que isso tem a ver com a solugdo do sistema?
(Os alunos ndo conseguem responder)
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Pesquisadora: Vamos supor que eu tenha uma reta A e uma reta B
(desenhando duas retas concorrentes em um plano cartesiano).

Pesquisadora: Esse ponto pertence a qual reta? (mostrando um ponto da reta
A)

Alunos: A.

E esse?(mostrando um ponto da reta B)

Alunos: B.

E esse? (mostrando um ponto da reta B)

Alunos: B.

E esse? (mostrando um ponto da reta A)

Alunos: A

E esse? (mostrando o ponto de encontro das retas)

Alunos: Ae B

Pesquisadora: Bom, o ponto de encontro. O que esse ponto de encontro tem a
ver com a solucdo do sistema? Ele é solucdo da primeira ou da segunda
equacdo?

Alunos: Das duas.

Pesquisadora: Por qué?

Alunos: Porque uma esté passando sobre a outra.

Pesquisadora: A gente ja ndo conhece a solugdo do sistema?

Alunos: Sim.

Pesquisadora: Qual ?

Alunos: 3 e 2.

Pesquisadora: Em que ponto as retas devem se encontrar?

Alunos: No 3eno 2

Pesquisadora: Por qué?

Alunos: Porque é a solucéo do problema.

[]

Alunos 4 e 5: O encontro das retas vai ser a resposta da questéo!

Porgue as duas respostas vao ser equivalentes.

Embora ao final da discussdo os alunos tenham percebido que as retas devem se
encontrar em um ponto que representa a solucdo das duas equagdes, ndo podemos
deixar de destacar a grande interferéncia feita pela pesquisadora neste processo. O
restante da atividade foi realizado na sesséo seguinte.

No item e, duas respostas distintas apareceram, o par (2,2) e o par (1,3).
Registramos um didlogo entre o Aluno 5 e sua dupla,no qual tentavam chegar em um

acordo sobre os possiveis valores de x e de y.

Parceiro de A5: O x e oy valem 2.

Aluno 5: Eles podem ser 2 ou 4.

Parceiro de A5: N&o, mas é 2. N&o tem como ndo ser 2. E 2.

Aluno 5: Tem, tem como ser 3 mais 1.

Parceiro de A5: E aqui embaixo, meu amor, tem que ser x e y iguais. Duas
vezes dois é igual a quatro. Mais duas vezes dois: quatro, e quatro mais
quatro é oito!

Aluno 5: Aqui esse X pode ser 3 e aqui pode ser 1.

Aqui, duas vezes trés: seis. Duas vezes um, dois. Seis mais dois: oito

Aluno 5: x é igual a y ou x é diferente de y. Eles podem ser diversos
nameros. Pode ser qualquer nimero que da quatro.

Parceiro de A5: T4 errado.

Aluno 5: Légico que néo.

Parceiro de A5: O x € que pode valer trés e 0 y vale um.

Aluno 5: Né&o, vocé pode colocar qualquer um ai.

Um mais trés é quatro. A ordem dos fatores...
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Parceiro de A5: Mas 0 x aqui, 6. E x. [...] O x que vale 3 e oy vale 1, na
I6gica, entendeu?

Aluno 5: Néo! O que isso tem a ver? Aqui é s6 pra vocé achar o valor. Vocé
coloca qualquer nimero e soma pra dar quatro.

Parceiro de A5: Ah, verdade! Deu certo a mesma coisa. Verdade!

Analisando o dialogo anterior, vemos como o Aluno 5 defende sua conjectura e
apresenta provas para valida-la. Interpretamos que neste didlogo ha momentos
adidaticos de acdo, formulacdo e validacdo. A¢do quando os alunos operam os dados,
formulacdo quando conjecturam que apenas uma resposta € a correta, ou entdo quando
conjecturam que ha diversas possibilidades e validacdo quando testam os valores e
verificam que realmente ha mais de uma resposta.

As outras duplas encontraram apenas uma resposta para o sistema, porém, ao
compararem suas respostas com a dos colegas perceberam que havia mais de uma
possibilidade. H& que se destacar, entretanto, que nenhuma dupla conjecturou que
pudessem existir infinitas respostas.

No item (g), todas as duplas desenharam corretamente as retas e, no item (h),

perceberam que ha varios pontos de encontro. A seguir algumas respostas apresentadas.
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Figura 7: Resposta da Dupla 1 para o problema da Sesséo 2
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Figura 8: Resposta da Dupla 2 para o problema da Sesséo 2
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Figura 9: Resposta do Aluno 6 para o problema da Sessdo 2
Nas figuras anteriores, percebemos que, embora ndo tenham o conhecimento do

vocabulario adequado, os alunos conseguem expressar a ideia de que as retas s@o

coincidentes e, portanto, todos os pontos sdo pontos de encontro.
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Algo semelhante acontece no item (i). Os alunos perceberam que o sistema néo
possuia resposta, mas além de ndo possuirem vocabulario adequado para expressar a

situacdo, relutavam em aceitar que a resposta correta era “ndo tem resposta”.

Aluno 3: Pra essa equacdo, nao vai dar valor certo...apesar de ser as mesmas
incAgnitas cada uma tem resultado diferente.

[-]

Aluno 6: vai dar 1 e 2 a resposta, mas ndo satisfaz.

[...] (Aluno 6 diz que ndo d& para achar resposta para este sistema. Aluno 5
concorda. Aluno 3 ndo concorda, diz que existe solu¢do, mas quando a
pesquisadora questiona se ele conseguiu achar qual é, ele diz que néo).
Pesquisadora: Vamos pensar assim: eu tenho dois nimeros que estdo
somados dando 2. E eu tenho os mesmos dois nimeros que somados estdo
dando 3. Quais sdo esses dois nimeros?

Alunos 3 e 5: Sao dois nimeros que a gente nao sabe qual é.

(Eles ainda ndo conseguem achar a resposta)

Aluno 5: Ndo vai satisfazer a segunda, sé a primeira.

(A pesquisadora questiona se haveriam dois nimeros que satisfazem as duas
ao mesmo tempo)

Aluno 5: E isso que eu falo, por isso que eu acho que no da.

Pesquisadora: Por que vocé acha que ndo da?

Aluno 5: Porque os resultados sdo diferentes.

Aluno 3: Esse sistema ndo pertence.

Pesquisadora: N&o pertence a qué?

Aluno 3: Ah, ndo existe, sei la.

Aluno 5: E vazio.

A primeira frase do dialogo anterior mostra como o aluno ndo consegue aceitar
que o sistema ndo possui resposta: ele afirma que “ndo satisfaz”, mas mesmo assim
fornece uma resposta numérica para o problema. Este registro corrobora com as
observacdes de Almouloud e Bianchini (1996, p. 217), quando estes afirmam que “é
muito dificil para o aluno concluir que ele [o sistema] possa ser ‘impossivel’, os alunos
acreditam que devem encontrar uma resposta”.

Todos os alunos conseguem desenhar corretamente as retas paralelas do item (Kk),
com exce¢do do Aluno 5, que percebeu seu erro durante o debate realizado, quando
afirmou que havia “ligado a reta errada”.

No item (m), os alunos encontraram corretamente 0s sistemas lineares
representados pelos pares de retas, mas se confundiram ao identificar a solucdo a partir
dos graficos. Todos os sujeitos de pesquisa afirmaram que no caso em que as retas sdo
coincidentes, a solucdo do sistema linear seria 0 ponto de encontro de cada reta com os
eixos do plano cartesiano. Segundo nossa interpretagdo, na aparente auséncia da
segunda reta para formar a posicdo de retas concorrentes, os alunos “substituem-na”
pelos eixos coordenados, na tentativa de encontrar um ponto de encontro. Isto ndo

aconteceu nos outros dois casos. No segundo gréafico, conseguiram encontrar os valores
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para x e y e, no terceiro, afirmaram que o sistema “nao satisfazia” (sic). Apenas a Dupla
1 cometeu 0 mesmo erro registrado no primeiro grafico.
Em relagéo ao item (n), os alunos da Dupla 2 conseguiram elaborar o seguinte

esquema, colocado no quadro no momento do debate pelo Aluno 3.

Figura 10: Foto do quadro negro com resolugéo do Aluno 3

O Aluno 3 explicou aos demais que quando o sistema possui uma solucéo, as retas
que o representam sdo concorrentes (ele ndo utilizou este termo, mas fez o desenho).
Quando o sistema possui duas solugdes, “mas que ndo satisfazem”, as retas sdo
paralelas. Por fim, quando o sistema possui infinitas solucgdes, as retas séo coincidentes.

Interpretamos que a afirmagdo “quando o sistema possui duas solu¢des” significa
0 caso em que sdo necessarias duas “solugdes” distintas para satisfazer as duas equagdes
do sistema, ou seja, quando nédo existem valores que satisfazem as equagdes ao mesmo

tempo.

45.3. Sessao 4

A sesséo 4 foi realizada no dia 27 de outubro de 2010, foi composta de uma
atividade, durou 46 minutos e contou com a presenca de apenas cinco alunos, todos
sujeitos de pesquisa: Aluno 1, que realizou a atividade sozinho, Alunos 3 e 4, da Dupla
2, Aluno 5, que formou dupla com outro aluno, e Aluno 6, que realizou a atividade
sozinho, pois o0 aluno com quem formava dupla néo havia comparecido.

A seguir a atividade aplicada.

Trés escolas participaram de um torneio esportivo em que provas de dez

modalidades foram disputadas. Aos vencedores de cada prova foram atribuidas
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medalhas de ouro, de prata ou de bronze, respectivamente aos 1°, 2° e 3° lugares. A

quantidade de medalhas de cada escola, ao final da competicéo, é apresentada na tabela

seguinte:
Medalhas
Escolas
=0 Onro Prata Bronze
A 4 2 2
B 3 3 1
C 4 3 3

Nesse torneio, a cada tipo de medalha foi atribuida uma quantidade de pontos e a
escola vencedora seria aquela que obtivesse 0 maior niUmero de pontos.

a. Se a medalha de ouro vale 3 pontos, a de prata vale 2 e a de bronze vale 1 ponto,
guantos pontos a escola A obteve no final do torneio?

b. E a escola B?

c. E aescola C?

d. Se a medalha de ouro vale 5 pontos, a de prata vale 3 e a de bronze vale 1, quantos
pontos a escola A obteve no final do torneio?

e. E aescola B?

f. E aescola C?

g. Agora, suponha que a quantidade de pontos que cada medalha vale ndo foi
divulgada. Assim, como ndo conhecemos esses valores, podemos representar a quantidade
de pontos que a medalha de ouro vale por X, a quantidade de pontos que a medalha de prata
vale por y e a quantidade de pontos que a medalha de bronze vale por z. Monte uma
expressao que represente a quantidade de pontos que a escola A obteve no torneio.

h. Faca 0 mesmo para a escola B

i. Faca 0 mesmo para a escola C.

J. Imagine que o quadro final de pontuacéo seja o seguinte:

Medalhas
Escolas Pontuagio
Ouro Prata Bronze final
A 4 2 2 44
B 3 3 1 57
C 4 3 3 33

Monte um sistema linear com a finalidade de descobrir quantos pontos valem as
medalhas de ouro, prata e bronze.

Como vocé faria para resolver o sistema linear que vocé montou no item j?
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Discuta a resposta do item (h) com seus colegas. Eles pensaram em estratégias

diferentes da sua? Em caso afirmativo, quais?

4.5.3.1. Anédlise a priori

Objetivo: Definir sistemas lineares 3x3 e consolidar o processo de devolugéo do
problema “como resolver um sistema linear”.

Estratégias: Para os itens (a) a (f), basta que sejam efetuadas reatizadas algumas
operacdes aritméticas. A resposta correta de cada item é:

(@) 4.3+2.2+2.1=12+4+2=18

(b) 5.3+3.2+1.1=15+6+1=22

(C) 4.3+3.2+3.1=12+6+3=21

(d) 4.5+2.3+2.1=20+6+2=28

(e) 5.5+3.3+1.1=25+9+1=35

(f) 4.5+3.3+3.1=20+9+3=32

Para os itens (g), (h) e (i), € necesséria a interpretacdo da tabela e a passagem para
a linguagem algébrica, com o uso de variaveis. A resposta correta de cada item é:

(g) 4x+2y+2z

(h) 5x+3y+z

(i) 4x+3y+3z

No item (j), espera-se que as expressdes dos trés itens anteriores auxiliem a

4X+2y+27 =46
montagem do sistema linear {5x+3y+2z =57 . Acreditamos que os alunos encontrem
4x +3y+32=53
terham bastante dificuldade para responder os dois itens finais da atividade, que foram
propostos exatamente com essa intencdo, e que a Unica estratégia, se enunciada, seja
Tentativa e Erro.

Variaveis Didaticas: Vi: Figura representativa da situacdo matematica: Nesta
atividade ndo ha a presenca de uma figura que represente a situacdo matematica para
que o aluno tenha que interpretar a tabela apresentada.

V,: Ordem de grandeza do sistema linear: Neste caso, para dificultar o uso da
estratégia de Tentativa e Erro, optamos por propor um problema que pudesse ser
resolvido por meio de um sistema linear de ordem 3x3.

Planejamento: Os nove primeiros itens foram elaborados para auxiliar a

interpretacdo da tabela apresentada. Espera-se que a estratégia Tentativa e Erro seja
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ineficaz na resolucdo do sistema linear e, diante disso, os alunos sintam a necessidade
de conhecer um procedimento para resolver, de maneira rapida, situagdes deste tipo.

Caso o0s alunos sejam capazes de encontrar os valores com esta estratégia, a
pesquisadora podera apresentar um novo sistema com coeficientes e termos
independentes maiores, para que, em determinado momento, os alunos ndo sejam
capazes de encontrar os valores apenas por “chute”.

Validagdo: Embora o objetivo principal da atividade seja provocar a devolugéo
de um problema, caracterizaremos como validacdo o caso de os alunos encontrarem a

resposta e substituirem-na no sistema linear ou mesmo na tabela.

4.5.3.2. Andlise a posteriori local

Os alunos foram capazes de responder corretamente os itens (a) a (i) sem
apresentar grandes dificuldades. Também montaram corretamente o sistema linear.
Entretanto, quando questionados sobre um possivel método de resolucéo, eles afirmam

ndo saber, como mostra o di&logo a seguir.

Aluno 3: Me ajuda aqui professora. Explica como resolve ele (referindo-se ao
sistema linear montado).

Pesquisadora: Primeiro eu gostaria de saber se vocés conseguem resolver.
Aluno 3: Consigo resolver, mas ndo com trés variaveis. Vou colocar entdo
que eu nao sei.

A fala “consigo resolver, mas ndo com trés varidveis” mostra que o aluno esta
diante de uma situagdo nova, com a qual ndo havia lidado anteriormente. Interpretamos,
a partir do estudo da TSD, que o problema tenha provocado um desequilibrio no aluno e
que sua adaptacdo a essa nova situacdo possa produzir aprendizagem. Esta afirmacéo

esta baseada em Freitas (2008, p.78), quando o autor afirma que

Brousseau desenvolveu um tratamento cientifico do trabalho didatico tendo
como base a problematizacdo matematica e a hipdtese de que se aprende por
adaptacdo a um meio que produz contradicGes e desequilibrios.

No momento do debate, os alunos afirmam que ndo conseguiram encontrar

valores que satisfizessem as condigdes do problema. A pesquisadora tenta provocéa-los.

Pesquisadora: O que sera que esta faltando pra gente conseguir resolver isso
ai?

Aluno 3: T4 faltando a variavel ser isolada. Uma variavel.

Pesquisadora: E sera que a gente consegue pensar em alguma forma de fazer
iS50?

Aluno 3: Se passar ela pro segundo membro...Tipo, passar 0
quatro....(pensando)...ndo, ndo da certo.
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As estratégias que conhecem mostram-se ineficazes. O dialogo a seguir registra

um momento em que ha a devolugdo do problema, como planejamos em nossa anélise a

priori.

Pesquisadora: Bom, pessoal. A gente ndo estd conseguindo resolver esse
problema, certo?

Aluno 3: Aham. Se vocé falar que ndo existe uma resposta pra ele....(0 aluno
mostra desconforto)

Aluno 1: Ele vai ficar nervoso.

Pesquisadora: O que sera que esta faltando?

[-]

Aluno 1: Conseguir entender como se isola uma variavel, sendo que sobrara
duas. Como isolar essas duas de forma que ndo afetard o 46.

Pesquisadora: Entdo, sdo com coisas desse tipo que a gente vai trabalhar até o
final, pra gente tentar conseguir resolver coisas desse tipo, com outras
atividades.

Aluno 3: Fala, agora fala.

Pesquisadora: Falar o qué?

Aluno 3: O que é pra fazer.

Pesquisadora: A gente deveria resolver, mas vocés ndo conseguiram resolver.
Entdo a gente vai ter que trabalhar pra passar por isso.

[.-]

Aluno 1: Perai, entdo quer dizer que essa daqui vai ficar parada até a gente
conseguir entender essa pra fazer outra?

Entendemos que a angustia dos alunos em querer saber como se resolve o

problema seja suficiente para afirmarmos que a devolugdo do problema “como resolver

um sistema linear” aconteceu. Outros registros, como o seguinte, ajudam a comprovar

esta afirmacéo.

Pesquisadora: A gente poderia ficar aqui testando. Sera que uma hora a gente
vai achar a resposta?

Aluno 3: Uma hora, daqui uns dois anos, a gente acha.

Pesquisadora: Sera que essa é a melhor estratégia?

Aluno 1: N&o, ndo é a melhor estratégia.

Aluno 3: Entdo a senhora resolve esse dai. A senhora vai resolver esse ai?
Pesquisadora: N&o, eu ndo quero estragar o final do filme pra vocés. Eu
quero que vocés consigam fazer. Mas vocés podem pensar na resposta desse.
Tentar comecar a pensar em estratégias. Amanhd a gente vai comecar a
trabalhar nas estratégias. Depois que a gente discutir, a gente pode voltar
nesse sistema e ver se a estratégia que a gente construiu dé conta de resolver
0 problema, ok?

Aluno 1: Ja esta na hora de ir? Eu queria saber o final do filme (risos).

4.6. BLOCO 2: OPERACOES ELEMENTARES

O segundo bloco de nossa sequéncia didatica contém trés sessbes, que

chamaremos aqui, para seguir a sequéncia ja iniciada, de Sessdes 5, 6 e 7.

Cada sessdo teve como objetivo principal trabalhar uma das trés operacdes

elementares que podem ser realizadas sobre um sistema linear para se obter a forma

escalonada, a saber: troca de linhas, multiplicagdo de equacdo por escalar e soma de
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equacOes (ou combinacdo linear de equagOes). Cada uma dessas operagdes ja foi

detalhada no item Erro! Fonte de referéncia ndo encontrada. deste texto.

4.6.1. Sessdo 5

A sessdo 5 foi realizada no dia 28/10/2010, teve duas atividades, durou 34
minutos e contou com a presen¢a de seis alunos, dos quais quatro sdo sujeitos de
pesquisa: Alunos 1 e 2, da Dupla 1 e Alunos 3 e 4, da Dupla 2. Havia um gravador de
audio para cada dupla.

A seguir uma das duas atividades aplicadas.

2X+y+z2=17
a. Considere o sistema linear <x—y+z=3 . Os valores x=2, y=1, z=2 séo
X—=2y+2z=4
solucdo deste sistema?
X-y+z=3
Considere, agora, o sistema linear {2x+y+2z =7 . O que ele tem de diferente do
X—-2y+22=4

sistema anterior? Os valores x=2, y=1, z=2 sdo solucdo deste sistema?

b. Inverta a ordem em que as equacdes aparecem no sistema inicial e teste 0s
valores dados, x=2, y=1, z=2, para outra posicdo diferente das ja apresentadas. O que
VOCé observou?

c. Compare o sistema linear que vocé montou com o de seus colegas. As equacgdes
aparecem na mesma ordem? A conclusdo de seus colegas foi diferente da sua? Em caso
afirmativo, vocé concorda ou discorda dela? Por qué? Em caso negativo, por que vocé
acha que as conclusdes foram iguais?

d. Considere a afirmagdo “Inverter a ordem em que as equacgdes aparecem em um

sistema linear ndo altera sua solu¢ao”. Ela ¢ verdadeira ou falsa? Por qué?

4.6.1.1. Anaélise a priori

Apos a realizacdo da quarta sessdo, voltamos na analise a priori desta e fizemos
uma alteracdo, por percebermos a angustia dos alunos na sesséo anterior, ao esbarrarem
em um problema cuja solugédo nao foi encontrada, e para que eles ndo se desmotivassem
pela demora em aprender como resolver um sistema linear. Assim, antes de realizar a

atividade previamente planejada e anteriormente apresentada, um sistema ja escalonado,
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X+2y—-z=3
a saber 3y+2z=9 , seria colocado no quadro e a pesquisadora indagaria se 0s
47 =12

alunos seriam capazes de resolvé-lo. Cabe ressaltar que, neste momento, ainda nao seria
definido o que é um sistema linear escalonado aos alunos.

Objetivos: Mostrar aos alunos que existem tipos de sistema cuja resolucéo é
simples e trabalhar a primeira operagdo elementar que pode ser realizada sobre as
equacdes de um sistema linear para transformé-lo num sistema linear equivalente: troca
da ordem em que as equagdes aparecem.

Estratégias: Para resolver o sistema escalonado, prevemos duas estratégias:

E;: Encontrar o valor de z=3 a partir da terceira equacdo do sistema. Em seguida
substituir esse valor na segunda equacgédo para encontrar y=1 e, por fim, substituir os
valores de y e z na primeira equacao para encontrar o valor x=4.

E,: Tentativa e erro aleatoria.

Por tratar-se de um sistema ja escalonado, com coeficientes simples, acreditamos
ser mais provavel a ocorréncia da primeira estrategia.

Para o item (a) da atividade aplicada, espera-se que os valores dados, x=2, y=1 e
z=2, sejam substituidos nas equacdes que compdem o sistema linear para decidir se
constituem ou ndo uma solugdo. A resposta correta ¢ ‘sim’. Espera-se, também, que a
diferenca na ordem em que as equagdes aparecem no sistema seja percebida.

Chamando a equacdo 2x+y+z=7 de (1), a equacdo x—y+z=3 de (2) e
X—2y+2z =4 de (3), duas posicOes ja foram apresentadas na atividade. Chamaremos a

posicdo inicial de (123) e a segunda posicdo apresentada de (213). Assim, para
responder o item b, quatro posi¢des ainda sdo possiveis: (132), (231), (312) e (321).
Espera-se que eles percebam que os valores dados também sdo solucdo do sistema
montado neste item.

Para o item (c), o esperado é que nem todos os sistemas apresentem as equacoes
na mesma ordem, mas que a conclusdo de que os valores séo solucdo do sistema seja
unanime.

No item (d), a resposta esperada ¢ ‘verdadeira’. A justificativa seria a validacao da
primeira operagdo elementar, que discutiremos adiante.

Variaveis: Vi: Figura representativa da situacdo matematica: Por tratar-se de uma

operacdo de facil visualizagdo, acreditamos ndo ser necessario utilizar uma figura que
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represente a situacdo matematica para que os alunos visualizem que a inversdo da
ordem em que as equagOes aparecem em um sistema linear ndo altera sua solugéo.

Planejamento: Os itens (c) e (d) foram elaborados com a intengéo de provocar a
validacdo da primeira operacdo elementar. A pergunta referente a primeira operacao é
feita rapidamente por se tratar de uma operacdo de facil visualizacdo. As demais
operagdes sdo trabalhadas com um nimero maior de atividades e perguntas.

Caso os alunos nédo concluam que a inversao de equagdes ndo altera a solugéo do
sistema, a pesquisadora podera requerer que eles testem para outras posicdes possiveis.
E claro que os valores dados serdo solucdo em todos os casos. Neste momento a
interacdo entre os alunos sera Util, caso alguns deles ndo tenham percebido a relacdo que
esta em jogo.

Acreditamos que a construcdo da atividade favorece o aparecimento de momentos
adidaticos ja que permite a retroacdo: o aluno pode testar os valores para varias posicoes
sem que a pesquisadora lhe dé uma pronta. Caso tenha ddvida em relagdo & conjectura
levantada, ele mesmo pode elaborar mais posigdes e fazer o teste, com a finalidade de
defendé-la ou refuta-la.

Ao final da atividade e do debate, a pesquisadora deverd institucionalizar a
primeira operacdo elementar que pode ser realizada sobre as equagdes de um sistema
linear: trocar a ordem em que as equagdes aparecem em um sistema linear o transforma
em um sistema linear equivalente.

Neste momento se fard necessario definir sistemas lineares equivalentes, que sao
aqueles que possuem 0 mesmo conjunto solugéo.

Validagdo: A validacdo nesta atividade acontece quando se percebe que, mesmo
trocando a ordem em que as equacdes aparecem, os valores dados continuam sendo
solucdo. Tal validacdo poderia ser feita testando os valores em todas as posicdes
possiveis ou percebendo que, ao trocar a ordem, as equacfes permanecem as mesmas e,

por isso, a solugdo néo se altera.

4.6.1.2. Andlise a posteriori local

A sessdo iniciou-se com a pesquisadora colocando no quadro o sistema linear

X+2y-2=3
escalonado 3y+2z=9 e indagando aos alunos se eles seriam capazes de
47 =12

resolvé-lo.
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Vale ressaltar que, nesta parte inicial, os alunos interagiram apenas oralmente.
N&o foi entregue nenhum papel para que realizassem os céalculos.
O dialogo a seguir mostra que os alunos resolveram o sistema proposto pela

primeira estratégia elencada na andlise a priori:

Aluno 3 (respondendo se seria capaz de resolver o sistema proposto): Eu
consigo...“z” ¢ trés.

Pesquisadora: De onde vocé percebeu que o “z” pode ser 3?

Aluno 3: Pela ultima, né, que é mais facil.

Aluno NP™: Primeiro vocé resolve a tltima [...] Af vocé substitui na segunda.
Pesquisadora: Como ficaria?

Aluno NP: Trés vezes “y” mais duas vezes trés que ¢ igual a nove.

Aluno 4: Duas vezes trés: seis. Passa 0 seis negativo, fica nove menos seis,
fica trés. Trés “y” € igual a trés. Ai passa o trés dividindo, vai ficar “y” igual
a trés dividido por trés, que € igual a um. Ai vocé substitui no y, vai ficar
duas vezes um, vai ficar dois. Eu substitui o y e o z...vai ficar “x” mais duas
vezes um menos trés que € igual a trés. Ai vocé faz a conta: duas vezes um,
dois, menos trés, um. Ai vocé passa negativo, ai “x” ¢€ igual a dois.
Pesquisadora: Entdo vamos la.

Pesquisadora: x mais duas vezes um?(fazendo no quadro)

Alunos: Dois.

Pesquisadora: Dois menos trés?

Aluno 4: Um...menos um! Mais com menos da menos. Ai passa positivo, vai

ficar quatro.

Neste trecho, o aluno comete um erro, talvez por estar fazendo os célculos
mentalmente. Entretanto, quando a pesquisadora coloca a expressdo no quadro, ele
corrige a resposta anterior e chega a conclusdo de que o valor de x é quatro.

A pesquisadora faz uma comparacdo com o sistema da sessao anterior e 0 aluno 4
observa que o sistema resolvido na sessdo 5 foi mais facil porque ja apresentava uma
variavel isolada. A partir dessa observacdo, podemos afirmar que o primeiro objetivo da
sessdo foi atingido, pois os alunos perceberam que existem tipos de sistemas que sdo de
facil resolucdo. A pesquisadora indaga se existe uma maneira de transformar um
sistema qualquer em um sistema do tipo que foi apresentado na ocasido e os alunos ndo
sabem responder ao certo. Ela entdo afirma que precisardo trabalhar mais para
responder a essa questao e entrega a atividade.

Em relacdo ao item (a) da atividade, os quatro alunos sujeitos de pesquisa
presentes na sessdo verificaram que os valores dados eram solug@o dos dois sistemas e
perceberam que a diferenca entre ambos era a ordem em que as equacgdes apareciam.

Podemos verificar tal fato pelos extratos a seguir.

10 simbolo NP significa que o aluno é ndo-participante, ou seja, participou de algumas sessdes,
mas ndo é analisado como sujeito de pesquisa nem parceiro de um sujeito de pesquisa.
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Figura 11: Protocolo da Dupla 1, item a, sessdo 5
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Figura 12: Protocolo da Dupla 2, item a, sessdo 5

Na Figura 11, podemos ver que as alunas testaram os valores dados nos dois
sistemas, pois acima das incognitas “x”, “y” e “z” aparecem os valores dados e, ao final
de cada equagdo, hd um simbolo de “certo”. Por essa razdo, interpretamos que eles
passaram pelo momento de acéo.

Os alunos perceberam com certa facilidade que, mesmo trocando a ordem em que
as equacOes aparecem em um sistema linear, sua solugéo ndo se altera, mas ficaram um
pouco confusos no momento da valida¢do, como destacamos na Figura 13, em que o
aluno afirma que “a ordem dos fatores ndo altera o produto”, frase bastante utilizada nos

anos iniciais do ensino fundamental quando se ensina que a multiplicacdo é uma

operacgdo comutativa.
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Figura 13: Protocolo da Dupla 2 — item d, sessdo 5

Embora o termo utilizado ndo seja o correto, acreditamos que os alunos tenham
percebido que a inversdo na ordem das equacdes ndo altera a solucdo. Portanto,

consideramos que os alunos validaram a primeira operagéao elementar.

4.6.2. Sessdo 6

A sessdo 6 foi realizada no dia 03/11/2010, foi composta de duas atividades,
durou 54 minutos e contou com a presenca de nove alunos, dos quais cinco sdo 0s
sujeitos de pesquisa: Alunos 1 e 2, da Dupla 1, Aluno 3, da Dupla 2 (que fez a atividade
sozinho) e Alunos 5 e 6, da Dupla 3. Havia um gravador de audio para cada dupla.

Apresentamos a seguir as atividades aplicadas, separadas por quadros.

Atividade 1: Observe a balancga abaixo:

- _f5 o
OF > L
e ——

\_

Uma balanca fica em equilibrio quando o peso nos dois pratos é exatamente o
mesmo. Na figura acima, cada tamanho de lata tem um peso diferente. Como a balanca
estd em equilibrio, sabemos que uma lata grande, duas médias e uma pequena pesam,

juntas, 9 quilogramas.

‘G 2 (Y]

a. Chamando o peso da lata maior de , 0 peso de cada lata média de “y” e o
peso da lata menor de “z”, monte um equagao que represente essa situagao.

b. Agora, imagine que temos duas dessas balancas:

= =
A e O e




98

Se juntarmos todas as latas no mesmo prato de uma das balancas e pesos no
segundo prato dessa mesma balanca, de modo que a outra fique completamente vazia, a
balancga que contém as latas e 0s pesos continuara em equilibrio? Por qué?

c. Escreva uma equagdo que represente essa nova situagao.

d. Compare os coeficientes da equacgdo do item ¢ com os coeficientes da equacdo
do item a. VVocé notou alguma relagéo?

e. Se tivéssemos trés dessas balancas e fizéssemos 0 mesmo processo anterior, a
balanca que contém todas as latas e todos os pesos continuaria em equilibrio? Por qué?

f. Escreva uma equacao que represente essa nova situacao.

g. Compare os coeficientes da equacao do item f com os coeficientes da equacéao

do item a. Vocé notou alguma relagdo?

Atividade 2:
2x—-3y+z2=5

a. Considere o sistema linear < —3x+2y +z =-10.
X+y+2=2

Uma solucdo para este sistema é tomar os valores x=3, y=0 e z=-1.

Multiplique a terceira equagdo por um ndmero qualquer e a substitua pela que
vocé encontrou. Os valores dados também sdo solucdo deste novo sistema, em que as
duas primeiras equacdes sdo as mesmas e a terceira aparece multiplicada pelo nimero
que vocé escolheu?

b. Compare sua solucdo com a de seus colegas. Eles multiplicaram a equacéo pelo
mesmo numero? A conclusdo a que chegaram foi a mesma que a sua? Se sim, por que
vOCé acha que isso aconteceu? Se ndo, vocé concorda com a concluséo a que chegaram?
Por qué?

c. Considere a afirmagao “Multiplicar uma das equagfes de um sistema linear por
um numero qualquer nao altera sua solucdo”. Ela é verdadeira ou falsa? Justifique sua

resposta.

4.6.2.1. Anélise a priori
Objetivos: O objetivo desta sessdo e trabalhar a segunda operacao elementar que
pode ser realizada sobre as equagdes de um sistema linear: multiplicagéo de equagéo por

escalar. Na primeira atividade, a intencdo € a de que os alunos construam a ideia de que
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0 processo de se adicionar balancas iguais, se mantido indefinidamente, sempre
resultara em uma balanga em equilibrio. Na segunda atividade, esse processo é abstraido
e 0 esperado é que aconteca a validacdo da segunda operagdo elementar.

Estratégias: Na primeira atividade, a resposta esperada para o item (a) é a

equacdo Xx+2y+z=9. Para o item (b) espera-se como resposta “sim”, com a

justificativa de que foram adicionados pesos iguais aos dois pratos da balanca. A

resposta correta do item (c) é a equacdo 2x+4y+2z =18. No item d, uma resposta

possivel é dizer que os coeficientes apareceram duplicados. Outra resposta seria afirmar
que os coeficientes sdo maiores, mostrando, neste caso, que a relacdo de
proporcionalidade néo foi percebida.

No item (d) a intengdo é que se perceba que este processo pode ser generalizado,
como se fosse realizado indefinidamente e que o equilibrio sempre sera mantido, desde
gue sejam adicionados pesos iguais a ambos os pratos da balanca.

A equacdo esperada para o item f é 3x+6y+3z=27. No item g, de maneira

semelhante ao observado no item d, espera-se que o fato de que os coeficientes se
apresentam multiplicados por trés seja identificado e que isto se refere ao fato de termos
considerado trés balancas.

Na segunda atividade, espera-se que os dados sejam operados da maneira
requerida e que concluam que os valores dados também sdo uma solugdo do sistema
apresentado.

No item b, os alunos poderdo iniciar o processo de formulacdo ao perceberem
que, mesmo que os colegas tenham multiplicado a equacdo por nimeros distintos, o0s
valores dados permaneceram solucéo do sistema.

E provéavel que aconteca a validacio da segunda operacdo elementar no item c.
Aqui, o ideal seria que os alunos fizessem referéncia a atividade anterior, das balancas,
e a utilizasse para validar a afirmagéo feita, pois ao multiplicarmos uma equagéo por um
namero, estariamos fazendo um processo semelhante ao realizado na balanga. Assim, a
igualdade continua com os mesmos “pesos”, ou seja, com os mesmos valores para as
incognitas e, portanto, com a mesma solucéo.

Variaveis: Vi: Figura representativa da situacdo matematica: Na primeira
atividade ha a presenca de figura, enquanto que na segunda, ndo. A seguir apresentamos
uma justificativa pela escolha do uso de balangas em equilibrio para representar

equacoes.
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Quando comecamos a elaborar a sequéncia didatica, a ideia da atividade que
procurava validar a primeira operacdo elementar surgiu relativamente rapido.
Entretanto, tivemos dificuldade para elaborar atividades que abrangessem as outras duas
operacdes, por ndo serem de tao facil visualizacao.

Na busca de recursos que nos auxiliassem, optamos por trabalhar com a metafora
da balanca para representar equacdes. Segundo Aspectos®® (p.1), “a metafora é uma
caracteristica basica da comunicacdo humana. Torna as pessoas capazes de lidar com
experiéncias novas [...] procurando compreender uma ideia nova”. Como exemplos de
metaforas, o texto traz: uma funcdo como uma maquina, uma equagdo como uma
balanga, nimeros primos como cores primarias. Dentre as vantagens da utilidade deste
recurso, vale destacar que, segundo o texto, ele torna possivel que outros conceitos
sejam sistematicamente relacionados com coisas ja compreendidas, o que poderiamos
relacionar com o uso das balangas para introducéo do contetido de equacoes.

N&o podemos deixar de mencionar, entretanto, as desvantagens desse uso. Dentre
elas, estariam o desvio ou distor¢do da percepcdo e o fato de que algumas metéforas
elementares ndo sdo aplicadas em conceitos mais avancados (tratar de coeficientes
negativos e racionais, por exemplo, ficaria inviavel se utilizarmos as balancgas).

Ainda assim optamos por este recurso dada sua potencialidade para levar o aluno
a ter a ideia de que a igualdade permanece desde que sejam realizadas as mesmas
operacdes em ambos 0s membros da equacao.

Planejamento: A primeira atividade desta sessdo foi elaborada com o auxilio do
recurso das balancas para mostrar a relacdo entre o equilibrio e a igualdade. Também
utilizamos este recurso com o objetivo de que os alunos percebessem que o equilibrio s6
se mantém se forem adicionados pesos iguais a ambos os pratos da balanca.
Analogamente, a igualdade numa equacédo s6 se mantém se forem realizadas as mesmas
operacgdes em ambos 0s membros da mesma.

A segunda atividade da continuidade ao trabalho com a segunda operacdo
elementar, porém sem o auxilio do recurso das balancas. Nela, ao pedir que o aluno
multiplique uma equagdo por um nUmero qualquer, esse numero ndo precisa sef,
necessariamente, natural. Caso nenhum aluno escolha um ndmero ndo natural, a

pesquisadora devera instigar que testem outros valores: negativos ou racionais.

2 Texto de autoria de Juliana Cervelati e Claudia Rodrigues de Andrade, disponivel em <
http://www.cempem.fae.unicamp.br/lapemmec/cursos/el654/2001/juliana_e_claudia/Didatica_Matematic
a.htm>, acesso em 25/10/2010.



http://www.cempem.fae.unicamp.br/lapemmec/cursos/el654/2001/juliana_e_claudia/Didatica_Matematica.htm
http://www.cempem.fae.unicamp.br/lapemmec/cursos/el654/2001/juliana_e_claudia/Didatica_Matematica.htm
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Validacgdo: A validacdo da segunda operacdo elementar pode acontecer durante a
realizacdo da segunda atividade desta sessdo, sendo a primeira atividade uma espécie de
“escada” para que o aluno chegue a conclusdo esperada, em um segundo momento. Para
isso, 0s alunos podem recorrer a primeira atividade e fazer uma analogia entre as

balancas e as equacdes.

4.6.2.2. Andlise a posteriori local

Percebendo o baixo indice de frequéncia nas sessdes ja realizadas, a pesquisadora
decidiu, neste dia em que a sexta sessdo foi realizada, em ir mais cedo a escola e
conversar com 0s alunos que ja haviam participado da experimentacdo da pesquisa.
Nessa conversa informal, ela pediu que os alunos que tivessem reais intencbes de
participar da experimentacdo até o final comparecessem para que fossem formadas as
duplas que permaneceriam fixas durante o trabalho ainda a ser realizado.

A pesquisadora também conversou com o professor de matematica das turmas e
pediu apoio no incentivo a participacdo. Sentimos o efeito que ambas as conversas

surtiram, que pode ser observado pelo grafico de frequéncia da Figura 14.

Total de alunos por sessao

Qtdedealunos

14
12

10

(= S N A )

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 Sessdo

Figura 14: Gréfico da quantidade de alunos presentes por sessao

A partir da sexta sessao, percebemos um aumento gradativo do nimero de alunos
participantes e, ao final da experimentagdo, uma estabilidade nessa quantia. Dessa
forma, a sessdo 6 teve inicio com a formacdo, agora fixada, da terceira dupla que é
formada por sujeitos desta pesquisa: Aluno 5 e Aluno 6.

Em relacdo a atividade aplicada, 0s cinco sujeitos da pesquisa presentes nessa
sessdo responderam corretamente o item a. A Dupla 1 e o Aluno 3 o fizeram sem

rasuras no papel. Uma interacdo entre os alunos da Dupla 3 foi registrada e julgamos
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relevante mencionar neste texto, pois mostra a diferenca que fez a opcéo por dispor 0s

alunos em duplas.

O Aluno 6, da Dupla 3, chegou atrasado na sessédo, como aconteceu em alguns

outros momentos, pois ele também participava de um ensaio de uma peca teatral que

seria apresentada na escola na Feira de Ciéncias. Assim, quando este chegou a sala onde

a experimentacdo estava sendo realizada, seu companheiro, o Aluno 5, ja havia iniciado

a resolucdo da atividade, e apresentava dificuldades, como podemos ver no extrato a

sequir.

Pesquisadora: Vocé tem que montar uma equagdo que represente essa
situacdo.

Aluno 5: Tipo, x+y+z=0? E?

Pesquisadora: Entdo, coloca o que vocé acha e depois discutiremos com o
pessoal, porque eu ndo posso ficar falando a resposta.

Teve uma atividade que vocés tiveram que montar um sistema...aquela das
medalhas...VVocés também tinham que montar equagdes. Agora vocé tem que
tentar montar uma pra essa situagéo.

Aluno 5: Ah ta.

Mesmo com a referéncia feita pela pesquisadora a uma atividade ja realizada, o

aluno ndo conseguia montar a expressdo. O registro escrito a seguir mostra as varias

tentativas feitas por ele.

e
- monle um equagdio gue IL[‘LE\.'ﬁ.nI\, essa siluagho,
r sl .\-\ I
“a\ b o + ks 3
L B SR = oy N, 2 G
A B X+ ysZ=C
£ sl R

By U S Pl TS

\‘\—5' L\, —}‘ / k«i Chamande o peso da lata maior de ™ o peso de cada lata media de v o ¢

o pu.n da lata menog de “0

oz \

Figura 15: Protocolo da Dupla 2 - Atividade 1 - Item a - Sesséo 6

Podemos notar a resposta correta no canto superior esquerdo da Figura 15,

provavelmente redigida apds o didlogo a seguir, que aconteceu apds a chegada do

segundo integrante da dupla, Aluno 6.

Aluno 5: Esse ai eu ndo sei..tem que montar um sistema tipo aquele da
medalha, lembra?

Aluno 6: Aham.

Aluno 5: O, tipo, eu acho que é assim: 0 cubo maior € o X, 0 cubo médio é o
y...que sdo dois cubos, entdo 2 vezes 0 y, mais z, que é o Unico cubo menor.
Aluno 6: E que é igual a quanto?

Aluno 5: A zero, porque a gente ndo sabe o valor.

Aluno 6: Néo é isso aqui? A nove? Tudo isso aqui e isso aqui ndo é igual a
iSso aqui?

Aluno 5: Ah, é verdade, Aluno 6, raciocinou!
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O dialogo também revela que os alunos fizeram a relagdo enunciada em nossa
andlise a priori entre o equilibrio na balanca e a igualdade nas equacdes.

Os alunos apresentaram bastante dificuldade em interpretar os enunciados das
atividades desta e da sessdo seguinte, talvez por apresentarem frases longas. Por essa
razdo, a pesquisadora foi bastante solicitada para explicar o procedimento que estava
sendo pedido em cada item.

Os cinco alunos responderam que a balanga permanecera em equilibrio no item

(b), com justificativas parecidas com a da Figura 16.

- H A S e BT BB R AL R R EL) B =

Figura 16: Protocolo da Dupla 3 - Atividade 1 - Item b - Sesséo 6

Todos colocaram a equacgdo correta no item (c), mas as respostas do item (d)
foram diferentes. Os Alunos 3, 5 e 6 observaram que o0s coeficientes estavam
duplicados, mas os alunos 1 e 2 apenas observaram que eles eram maiores.

Como previsto em nossa analise a priori, interpretamos que a segunda resposta
pode ter sido dada desta forma pelo fato de os alunos ndo terem se atentado na relagao
de proporcionalidade existente entre as duas equac¢des em questdo. O mesmo aconteceu
para os itens “e”, “f” e “g”.

A atividade 1, por ser mais uma fase preparatéria para a atividade 2, nao
promoveu momentos de acdo, formulacdo e validacdo, até porque ndo tinha esse
objetivo. Ja na atividade 2, registramos alguns momentos adidaticos que apresentaremos
a seguir, ao longo da descricdo das respostas para cada item.

No item (a), a Dupla 1 multiplicou a equacédo por 3, o Aluno 3 multiplicou por 4 e
a Dupla 3 por 2. Todos substituiram os valores dados na nova equacao e perceberam
que estes eram solucao.

As respostas para os itens (b) e (c) foram um pouco confusas. No momento do
debate, conseguimos registrar a formulagéo dos alunos de que a afirmacdo do item (c)

era verdadeira, mas eles ndo conseguiram chegar a fase de validacao.

Pesquisadora: Como ficou o sistema? Foi solugdo?

(Em todos os casos foi solugéo)

Pesquisadora: Ao comparar as respostas com a de seus colegas, as equagdes
foram multiplicadas?

Alunos: N&o.
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(Ao ler o enunciado do item ¢, o Aluno 3 diz que acha que vai ser solucdo
dependendo do nimero que escolher...)

Pesquisadora: O que vocés acham?

(Os alunos concordam)

Pesquisadora: Vamos testar para outro nimero?

(O ntimero escolhido é 0 9...eles testam e véem que da certo)

Aluno 5: Eu acho que com qualquer nimero bate.

Aluno 1: Ento vale pra qualquer nimero inteiro.

Pesquisadora: Vamos testar para um nimero decimal entdo?

(Testam para 0 3,5 e véem que da certo)

(Os alunos comegam a desconfiar que sempre dara certo. O aluno 5 ja
defende que sempre dard)

Pesquisadora: Se concordarmos que sempre dara certo, temos que achar um
motivo pra isso.

Vocés conseguem fazer uma justificativa do porqué sempre dara certo?
Aluno 5: Porque qualquer nimero vai bater. Explicacdo tem, mas a gente nao
sabe.

O extrato anterior foi registrado apds os alunos terem revelado suas respostas para
o item (a). O Aluno 3, quando realizou a atividade, afirmou que a frase do item (c) era

falsa, como vemos em seu protocolo.
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Figura 17: Protocolo do Aluno 3 - Atividade 2 - Item ¢ - Sesséo 6

Apbs os colegas manifestarem que haviam realizado a multiplicacdo por outros
nameros, ele refuta sua resposta anterior e conjectura que darad certo dependendo dos
valores escolhidos. Interpretamos que neste momento o aluno passou por um momento
de formulacéo, ainda que sua conjectura estivesse incorreta.

Prosseguindo com a andlise do extrato, vemos que outras conjecturas Sao
levantadas, como em “Entdo vale pra qualquer numero inteiro”. A pesquisadora, entdo,
propBe que testem para um numero decimal. Ao constatarem que os valores novamente
foram solucdo, os alunos desconfiam de que sempre dara certo, mas ndo conseguem
elaborar uma justificativa nem fazem referéncia a atividade anterior, das balancas.

Embora este momento tenha sido didatico, pois foi a pesquisadora quem
gerenciou a situacdo, acreditamos que, no momento em que conjecturaram, os alunos
passaram por momentos de formulacdo, considerado adidatico. No momento em que
operaram com o0s dados, passaram por momentos de acdo, pois a propria atividade
fornecia a possibilidade de retroagéo aos alunos de que os valores testados eram solugéo
do sistema.

Ao final da sesséo, a pesquisadora institucionalizou a segunda operacao elementar

e explicou a relagcdo que esperava que os alunos vissem entre as balancas e as equacoes.
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Parte da situacdo, que estava planejada para ser adidatica tornou-se, portanto, didatica e
podemos dizer que ndo ocorreu tudo o que esperavamos na analise a priori nesta sessao,

pois os alunos ndo passaram pelo momento de validacdo.

4.6.3. Sessao 7
A sessdo 7 foi realizada no dia 04/11/2010, na qual foi aplicada uma atividade,

que durou 55 minutos e contou com a presenca de dez alunos, dos quais cinco séo
sujeitos de pesquisa: Alunos 1 e 2, da Dupla 1, Aluno 4, da Dupla 2 (que fez a atividade
sozinho) e Alunos 5 e 6, da Dupla 3. Havia um gravador de audio para cada dupla.

A seguir a atividade aplicada.

2x+2y+z=11
Observe o sistema < x+2y +3z =10.
y+z=3

Ele pode ser representado pela situagdo abaixo:

sl L s kel =Y -

L"'\.

H{(

a. Imagine que tenhamos trés balancas iguais a balanca “estrela”, como mostra a

figura a seguir:
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) T 10kg v ( - D= 10 kg
* *
b Y l._lw
. - = 10kg
*

Se juntarmos todas as latas no primeiro prato de uma das balancas e 0s pesos no
segundo prato dessa mesma balanca, de modo que as outras duas balangas fiquem
completamente vazias, a balanca que contém as latas e 0s pesos continuard em
equilibrio? Por qué? Escreva uma expressao que represente essa situacao.

b. Compare os coeficientes da equagcdo que vocé escreveu no item (a) com 0s
coeficientes da segunda equacdo do sistema, que corresponde a segunda balanca do
desenho. O que vocé percebeu?

c. Imagine que tenhamos duas balangas iguais a balanga “cora¢do”:

-_— 1_53 (- - _;3_,

O e S DErS il

-, - - - -, -

Se juntarmos todas as latas no primeiro prato de uma das balancas e 0s pesos no
segundo prato dessa mesma balanca, de modo que a outra balanga fique completamente
vazia, a balanca que contém as latas e os pesos continuard em equilibrio? Escreva uma
expressdo que represente essa situagéo.

d. Até agora vocé tem duas novas balangas, uma que corresponde a trés balancas
iguais a balanga “estrela” e outra que corresponde a duas balancas iguais a balanca
“coragao”. Se realizarmos 0 mesmo processo anterior, ou seja, se juntarmos todas as
incognitas no primeiro prato de uma das balangas e os niUmeros no segundo prato dessa
mesma balanca, de modo que a outra balancga fique completamente vazia, a balanga que
contém o0s pesos e as latas continuard em equilibrio? Escreva uma expressao que

represente essa situacao.




107

e. Que operacbes vocé realizou sobre as equagbes 2x+2y+z=11 e

X+ 2y +3z =10 para encontrar a equacao do item (d)?

2X+2y+z=11
f. A solucdo do sistema desta atividade, < x+2y+3z =10, é x=3, y=2, z=1, ou
y+z=3
seja, esses valores constituem a solucdo das trés equacdes do sistema. Verifique se esses
valores também constituem uma solucéo da equacdo do item (d).

2X+2y+z2=11
g. Considere o sistema<x+2y+3z =10, onde a primeira e a segunda equacdes

sdo as mesmas do sistema anterior e a equacdo que esta faltando é a equacdo que vocé
montou no item (d). Verifique se a solucdo do sistema inicial, x=3, y=2, z=1, é também

solucdo deste sistema. Por que vocé acha que isso aconteceu?

4.6.3.1. Anaélise a priori

A analise a priori desta atividade é bastante parecida com a da atividade anterior.
Por essa razdo, omitiremos as justificativas semelhantes para ndo nos tornarmos
repetitivos.

Objetivos: O objetivo dessa atividade é trabalhar a terceira operacdo elementar
que pode ser realizada sobre as equagdes de um sistema linear com a finalidade de
escrevé-lo na forma escalonada: combinacdo linear de equacdes.

Estratégias: Nos primeiros itens desta atividade, ndo ha muitas estratégias para
elencarmos, pois as questdes sdo mais diretas e fechadas. A resposta correta para o item
(@) é aequacdo 3x+6y+3z=230.

Para o item (b), pensamos em duas respostas possiveis: dizer que os coeficientes
triplicaram ou dizer apenas que aumentaram, ndo percebendo, portanto, a relacdo de
proporcionalidade existente entre os coeficientes das equacgdes. Entretanto, por pele
existir algo semelhante na sessdo anterior, acreditamos que a primeira resposta seja a
mais provavel de aparecer.

A equacdo esperada para o item (c) é 4x+4y+2z=22 e para o item (d) é
7x+10y+5z =52, as operacOes realizadas sobre as equagdes foram multiplicacéo e

adicdo. Em todos os casos as balangas permanecerdo em equilibrio.
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Para o item (f) espera-se que os valores dados sejam testados e que se perceba que
eles sdo a solucdo da equagdo do item (d). J& no item (g), espera-se que aconteca a
validacdo da terceira operacdo elementar fazendo-se a relacdo entre o equilibrio das
balancas e as operacgdes realizadas sobre as equacdes.

Variaveis: Nesta atividade, havia figura representativa da situacdo matematica.
Portanto, das quatro atividades do Bloco 2, duas tiveram figura representativa da
situacdo matematica e duas ndo. Acreditamos que a presenca da figura, por tratar-se do
recurso das balancas, pode influenciar diretamente as estratégias adotadas
principalmente a validacdo da segunda e terceira operagdes elementares.

Planejamento: A elaboragdo desta atividade deu-se no mesmo sentido da sessdo
anterior, com algumas modificacdes. Ao final da atividade, ndo fizemos uma afirmacgéo
e ndo perguntamos aos alunos se esta seria verdadeira ou falsa, pois gostariamos que a
conjectura partisse deles. Devido ao provavel contato com uma situacdo semelhante ha
pouco tempo, imaginamos que seria mais facil essa manifestacdo acontecer.

A justificativa pelo uso das balangas torna-se mais forte nesta sessdo, pois
julgamos que a terceira operacdo elementar seja a de visualizagdo menos direta. Ao
longo dos itens, as balancas podem ser manipuladas de forma andloga a uma
combinacéo linear entre duas equacGes de um sistema linear.

Validagdo: A validacdo da terceira operacdo elementar poderia acontecer no

ultimo item da atividade, fazendo uma relacdo com as balancgas.

4.6.3.2. Andlise a posteriori local

Na resolucédo do item (a) da atividade Unica que foi aplicada nesta sessdo, todos o0s
sujeitos de pesquisa chegaram a equacdo correta e fizeram justificativas baseadas no
fato de adicionar pesos iguais a ambos os pratos da balanca. Trazemos uma das
respostas dadas a seguir. O termo “continuou” se refere a atividade das balangas da

sessao anterior.

Figura 18: Protocolo da Dupla 1 - Atividade Unica - Item a - Sess&o 7
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Como previsto na andlise a priori, todos os alunos responderam, no item (b), que
os coeficientes estavam triplicados. O mesmo aconteceu para os itens (c) e (d):
encontraram corretamente as equagdes e responderam que os coeficientes estavam
duplicados.

No item (e), apenas a Dupla 1 registrou as duas operacdes efetuadas:

multiplicacéo e adigéo.

Figura 19: Protocolo - Dupla 1 - Atividade Unica - Item d - Sessédo 7

A Dupla 2 registrou apenas a operacdo de soma e 0 aluno 4 s escreveu a equacao
correta, sem responder o restante da questdo. No momento do debate, os alunos da
Dupla 1 explicaram a razéo pela qual haviam primeiro multiplicado e depois somado e
0s demais concordaram, pois haviam esquecido que, antes da soma, havia tido uma
multiplicacao.

Os alunos resolveram sem dificuldades o item (f). No item (g), eles verificaram
que os valores eram solucdo do sistema, mas tiveram dificuldades em elaborar

justificativas. Dessa forma, ndo ocorreu a etapa de validacdo nesta atividade.

4.7. BLOCO 3: ESCALONAMENTO

O terceiro bloco de nossa sequéncia didatica trata do escalonamento propriamente
dito e é composto por sete sessOes, realizadas nos dias 08 (Sessdo 8), 09 (Sessdo 9), 10
(Sessdo 10), 11 (Sessdo 11), 16 (Sessdo 12), 17 (Sessdo 13) e 18 (Sessdo 14) de
Novembro de 2010.

A forma de apresentacgdo das atividades deste bloco sera feita de maneira diferente
da utilizada nos dois blocos anteriores, pois, com excecdo da primeira e Gltima sessdes
deste bloco, todas as outras sdo constituidas de itens de uma mesma atividade, cujo
enunciado é “Considere os Sistemas Lineares a sequir. E possivel, por meio de
operagdes com linhas, transforméa-los em sistemas equivalentes escalonados? Em caso
afirmativo, faca a transformacéo, encontre a solucdo e explicite as opera¢@es que vOcé

utilizou”.
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Iniciamos a Sessdo 8 com um sistema ja escalonado e perguntamos aos alunos
como eles fariam para encontrar os valores das incdgnitas. A seguir, durante o restante
dessa sessdo e ao longo das cinco sessfes seguintes, propomos uma Unica atividade,
cujo enunciado apresentamos no paragrafo anterior. Em cada sessao, traziamos alguns
sistemas e entregavamos aos alunos para que resolvessem. A dindmica de debate
continuou sendo a mesma.

Em nossa pré-experimentagdo, como jé observado, traziamos quatro sistemas para
serem escalonados por encontro. Isso dificultou um pouco o gerenciamento, pois como
alguns alunos sdo mais rapidos que outros, havia casos em que alguns terminavam a
atividade rapidamente e outros ndo conseguiam conclui-la durante o tempo programado
para a sessdo. Assim, era necessario devolver as folhas na sessdo seguinte para que
finalizassem o que estava incompleto. Percebemos trés pontos negativos nessa pratica:
alguns alunos se sentiam enfadados em receber a folha para terminar de resolver os
mesmos sistemas; estes mesmos alunos perdiam a linha de raciocinio em que se
encontravam na sessao anterior e os que ja haviam finalizado a atividade ficavam sem
nada para fazer.

Por isso, decidimos entregar apenas um sistema linear por folha, assim
poderiamos garantir que os alunos avancariam de maneira mais uniforme e que seria
resolvida apenas a quantidade de sistemas que todos fossem capazes de terminar na
mesma sessdo. E por este fato que essa terceira parte da sequéncia didatica resultou em
um ndmero maior de sessdes, pois houve casos em que foi discutido um dnico sistema
no dia.

Nessa linha de raciocinio, apresentar a analise a priori de todo o conjunto de
sistemas de uma sO vez nos pareceu mais coerente, pois assim ndo precisariamos repetir
certas informac6es além do que poderiamos construir um texto mais encadeado.

Os sistemas lineares a serem escalonados foram propostos da Sessdo 8 a Sessao
13. Na Sessdo 14, a atividade proposta foi novamente o problema das medalhas,
aplicado na Sessdo 4, no qual os alunos conseguiram apenas montar o sistema linear,
mas ndo foram capazes de resolvé-lo, nem por tentativa e erro.

Ao longo das analises a priori que virdo a seguir traremos mais detalhes sobre

cada sessdo.

4.7.1. Sessdo 8 —Parte 1

Na primeira parte da sessao 8 a seguinte atividade foi aplicada.
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3a+2b+c=10
Considere o sistema S;: 3b+2c=12. Como vocé faria para encontrar 0s
5c=15

valores de ‘a’, ‘b’ e ‘c’? Explique os passos que vocé utilizou para chegar a resposta.

4.7.1.1. Anélise a priori

Objetivo: O objetivo desta atividade inicial € fazer com que os alunos reinvistam
a forma de resolver um sistema linear ja escalonado e a percebam que sua resolucdo é
simples. Vale lembrar que eles j& tiveram contato com um sistema deste tipo, mas o
resolveram apenas oralmente, e, na ocasido, ndo foi apresentada a definicdo de sistema
escalonado.

Estratégias: Elencamos duas estratégias:

E;: Tentativa e erro; e

E.: Resolver a Gltima equacdo, encontrando o valor c=3. Substituir o valor de ¢ na
segunda equacao e encontrar b=2 e, por fim, substituir os valores de b e ¢ na primeira
equacao e encontrar a=1.

Varidveis: A Unica variavel considerada para este bloco, nUmero minimo de
operacdes a serem realizadas para a obtencdo da forma escalonada, assume valor zero,
pois o sistema ja se encontra escolado.

Planejamento: A probabilidade dessa atividade ser resolvida rapidamente e sem
apresentar grandes dificuldades é grande. Apds a resolugdo do sistema, a pesquisadora
devera fazer uma pequena institucionaliza¢do onde definira “sistema escalonado™.

Validacdo: A validacdo, neste caso, acontece quando substituimos os valores

encontrados no sistema dado e verificamos que realmente eles sdo uma solucdo.

4.7.1.2. Andlise a posteriori local

As trés duplas realizaram a atividade pela estratégia E, em um tempo que
consideramos pequeno. Interpretamos que o fato de ja terem resolvido um sistema
escalonado anteriormente fez com que ndo apresentassem dificuldades. A figura a
seguir mostra que os alunos reinvestiram a forma simples de resolucéo ja discutida em

outro momento.
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Figura 20: Resolucdo da Dupla 2

4.7.2. Sessdo 8 — Parte 2 e Sessfes 9 a 13

O quadro a seguir traz as informac@es principais de cada sessao.

. Quantidade .
sesto | Datnte | Oursioen | Silups” | US| Lipar
presentes Presentes proposto
8 - Parte 2 | 08/11/2010 55 13 6 le?2
9 09/11/2010 54 12 6 3ed
10 10/11/2010 53 11 6 5e6
11 11/11/2010 61 10 6 7e8
12 16/11/2010 52 12 6 9
13 17/11/2010 63 12 6 10

Quadro 2: Dados sobre as Sessbes 8 a 13

Os dez sistemas lineares propostos aos alunos ao longo das sessoes relacionadas

no quadro anterior sdo mostrados na Figura 21.

r r

| FE+2c=12 2x+y+2z=3 2y—z=1 [2x+2y+z=6
1) < =6 )4 2y+3z=7 3]4x+;|.+ =7 44 3y+T7z=17
la+2b+c=0 | —2y+3z=1 [-2y+3z=1 | -y-z=-3
[2r+4s+¢=19 [ 6b+c=2 [4a+358-2c=18
§) 1 —2r+25+¢=1 &) —da-3b+6c=4T7) -2b+3c=7
| —6s+5t=-13 |da+2b-c=6 | 3b-c=T
Ix+y-2z=4 [a+2b+3c=12 Qx+v+z=7

10 9) < 2a+65+3c=20 10) +3x+2y+
[3a—-b+2c=1

Figura 21: Sistemas Lineares que compdem o Bloco 3

4.7.2.1. Anélise a priori
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Objetivos: Construir o processo do escalonamento como estratégia de resolucéo
de sistemas lineares.

Estratégias:

Para facilitar a forma de identificar as equacdes sem a necessidade de repeti-las,
utilizaremos a notacdo (1) para representar a primeira equacdo de cada sistema, como
dado no enunciado da atividade, (2) para representar a segunda e (3) para representar a
terceira. Utilizaremos a notacdo do tipo (123) para indicar a ordem em que as equagoes
aparecem. Assim, o simbolo (213) indica que a equacdo que originalmente era a
segunda foi colocada em primeiro lugar, a que estava em primeiro lugar assumiu a
segunda posicéo e a terceira permaneceu em terceiro lugar.

Utilizaremos, quando necessario, os termos “equacdo completa” e “equagdo
incompleta”. Como todos os sistemas lineares propostos neste bloco possuem trés
equagdes, chamaremos de “equacgdo completa” aquela que possuir trés coeficientes das
incognitas ndo nulos. Chamaremos de “equacdo incompleta” aquela que possuir ao
menos um dos coeficientes das incognitas nulo.

Sistema 1: h

E;: Para o sistema ficar escalonado, basta realizar uma troca de linhas para a
posicdo (312). Os valores das incognitas sdo a=2, b=2 e ¢=3. Apenas uma operacao &
necessaria.

Sistema 2:

E;: Somar as equacdes (2) e (3) encontrando a equacdo 8z=8. O sistema
escalonado poderia ter duas formas: as equacdes (1) e (2) como primeira e segunda e
8z=8 como terceira, ou as equacgdes (1) e (3) como primeira e segunda e 8z=8 como
terceira. Os valores das incognitas sdo x=1, y=1 e z=1.

Sistema 3:

E;: Trocar as equacdes para a posi¢édo (213) ou (231). Somar as equacdes (1) e (3),
encontrando a equagdo 2z=2, que chamaremos de (4). O sistema escalonado poderia
aparecer na forma (214) ou (234). Os valores das incognitas sao x=5, y=1 e z=1.

Sistema 4:

E;: Multiplicar a equagdo (3) por 3, encontrando a equacdo -3y-3z=-9, que
chamaremos de (4). Somar (2) e (4), encontrando a equacdo 4z=8 (5). O sistema
escalonado poderia aparecer na forma (125), (135) ou (145). Os valores das incognitas

sdo x=1, y=1e z=2.
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E,: Somar a equacdo (2) e (3) encontrando a equacao 2y+6z=14 (4). Somar (4) e
(2) encontrando a equacéo y+5z=11 (5). Somar (5) e (3), encontrando a equacao 4z=8.
Os sistemas escalonados apareceriam de forma muito semelhante as apresentadas na
estratégia anterior, porém teriam sido obtidos efetuando apenas a terceira operagédo
elementar.

Sistema 5:

E;: Somar (1) e (2) encontrando a equacdo 6r+2t=20 (4). Somar (3) e (4)
encontrando a equacdo 7t=7 (5). Os sistemas escalonados poderiam ser ter como
primeira equacdo as equacdes (1) ou (2), como segunda as equacdes (3) ou (4) e como
terceira a equacdo (5). Os valores das incognitas sdo r=3, s=3 e t=1.

Sistema 6:

E;: Somar as equacbes (2) e (3), encontrando a equagdo -3b+5c=10 (4).
Multiplicar (4) por 2, com resultado -6b+10c=20 (5), e somar com (1), obtendo a
equacdo 11c=22 (6). Como primeira equacdo, poderia aparecer (2) ou (3), como
segunda (1), (4) ou (5) e, como terceira, (6). Os valores das incdgnitas sdo a=2, b=0 e
c=2.

E,: Fazer o mesmo processo inicial de E;, entretanto, somar (1) e (4), obtendo a
equacdo 3b+6c=12 (5) e somar (4) e (5), obtendo a equagdo 11c=22. Novamente 0s
sistemas escalonados seriam 0s mesmos, mas obtidos por estratégias distintas.

Sistema 7:

E;: Multiplicar (2) por 3 e (3) por 2 para obter duas equacdes cujos coeficientes da
incAgnita b sejam, respectivamente, -6 e 6. Somar as duas equacdes obtidas para obter a
equacdo 7¢=35. Os valores das incdgnitas sdo a=2, b=4 e ¢=5.

E,: Somar (2) e (3) e obter a equacdo b+2c=14 (4). Multiplicar (4) por 2, obtendo
a equacdo 2b+4c=28 (5). Somar (5) e (2), para obter a equacdo 7¢c=35.

Es: Somar (2) e (3) e obter a equagdo b+2c=14 (4). Somar (4) e (2) para obter a
equacdo —b+5c=21 (5) e, por fim, somar (4) e (5) para obter a equagdo 7¢=35.

Observagdo: Quando multiplicam-se duas equac¢des por nimeros distintos com a
finalidade de se obter coeficientes correspondentes simétricos, existem infinitas
possibilidades de multiplicacdes. Por exemplo, se tivermos as equacgdes 4y+z=5 (1) e
-5y+7z=2 (2), poderiamos multiplicar (1) por 5 e (2) por 4. Poderiamos, também,
multiplicar (1) por 10 e (2) por 8 e assim sucessivamente. A escolha que colocamos nas
estratégias sdo sempre as menores.

Sistema 8:
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E;: Somar (1) e (2) para obter a equacdo 3y+4z=14 (4). Multiplicar (4) por 4 e (3)
por -3, somar as equacdes encontradas para obter a equacdo 19z=38.

Obs.: Essa estratégia pode apresentar pequenas variacdes de sinal, pois
poderiamos multiplicar (4) por -4 e (3) por 3.

E,: Somar (1) e (2) para obter a equacdo 3y+4z=14 (4). Multiplicar (4) por -1 e
somar o resultado com a equacdo (3) para obter y-5z=-8 (5). Multiplicar (5) por -3,
obtendo a equacdo -3y+15z=24 (6). Somar (6) e (4) para encontrar a equagdo 19z=38.

Sistema 9:

E;: Multiplicar (1) por -2, obtendo a equacao -2a-4b-6¢=-24 (4), e por -3, obtendo
a equagdo -3a-6b-9c=-36 (5). Somar (2) com (4) e (3) com (5) para obter,
respectivamente, as equacdes 2b-3c=5 (6) e -7b-7¢=-35 (7). Multiplicar (6) por 7 e (7)
por 2, somar as equacdes resultantes e encontrar a equacdo -35¢=-35. Os valores das
incdgnitas sdo a=1, b=4, c=1.

E,: Realizar o mesmo processo inicial feito em E; até obter as equacdes (6) e (7).
Realizar varias somas entre as equacdes até obter a equacao -35¢=-35.

Sistema 10:

E;: Multiplicar (1) por -3 e (2) por 2, somar as equacdes resultantes para chegar na
equacdo y+3z=5 (4). Multiplicar (1) por -5 e (3) por 2, somar as equagOes resultantes
para chegar na equacdo y-11z=-9 (5). Multiplicar (5) por -1 e somar a equacao
resultantes com a equacéo (4), encontrando 14z=14 (6).

Obs. 1: Essa estratégia pode ter variacdo de sinais.

Obs. 2: Elencamos estratégias, em todos os sistemas, de forma a isolar sempre a
terceira incognita seguindo a ordem alfabética. Por exemplo, se as equacdes possuem
incdgnitas a, b e ¢, elencamos estratégias tentando isolar, inicialmente, a variavel c.
Caso a variavel isolada seja alguma das restantes, novas estratégias podem surgir.

Variaveis: A variavel considerada para o terceiro bloco de atividades da
sequéncia didatica é a quantidade minima de operacdes a serem realizadas para se obter
0 sistema em sua forma escalonada. Quanto mais operagdes necessitam ser realizadas,
mais caminhos possiveis distintos existem entre o sistema inicial e o escalonado.

As operacOes a serem realizadas ja foram elencadas no momento de descri¢do das
estratégias.

Pelo fato de acreditarmos que a terceira operacao elementar seja a de visualizagao

menos direta, pode ser que, nos casos em que ela seja necessaria e que nenhum dos
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coeficientes a serem anulados seja igual a um®, os alunos que tiverem dificuldades
nesta operacdo poderdo optar pela estratégia de realizar vérias somas até isolar a
variavel desejada. Ou seja, eles poderdo optar por caminhos mais longos.

Planejamento: A sequéncia de sistemas a serem propostos aos alunos foi
elaborada pensando em propor, no inicio, sistemas para os quais basta uma ou duas
operacOes para se obter a forma escalonada. Pensamos, também, em explorar primeiro
as duas primeiras operac¢oes elementares, pois acreditamos que a terceira operacdo tem
visualizacdo menos direta e exige um nivel de manipulacdo algebrica maior.

A partir do quarto sistema, aparecem tipos em que € necessario 0 uso da terceira
operacdo elementar ou um nimero maior de somas de equacles. Inicialmente, os
coeficientes a serem anulados aparecem com sinais opostos. A medida que a sequéncia
avanca, eles aparecem com 0S mesmos sinais.

Nos exemplos em que a terceira operacdo elementar poderia ser utilizada, o
trabalho é iniciado com um dos coeficientes a ser alunado sendo igual a um ou um
sendo multiplo do outro. Dessa forma, realizando apenas uma multiplicacdo ja se obtém
coeficientes opostos.

O namero de equacdes incompletas por sistema foi sendo reduzido gradualmente.

Acreditamos que, seguindo a sequéncia elaborada ou uma semelhante, com niveis
de dificuldade parecidos e elevados gradualmente, estratégias cada vez mais elaboradas
vao sendo criadas e, por consequéncia, vai sendo construido o processo de
escalonamento de sistemas lineares.

Validacéo: A prdpria atividade fornece retroagdo ao aluno, pois, imediatamente
apos utilizar alguma das trés operagdes, o aluno tem condicdes de avaliar se esta escolha
foi favoravel ou ndo ao seu objetivo maior, que é escrever a forma escalonada do
sistema linear.

O ideal seria, entretanto, que apds obter a forma escalonada, o aluno substituisse
os valores encontrados no sistema inicial. Dessa forma, ele poderia ter a certeza de que

0s procedimentos que utilizou ndo contém erros.

4.7.2.2. Andlise a posteriori local da sessdo 8 — parte 2 a sesséo 13

3 No caso em que um dos coeficientes é igual a 1, apenas uma das equagdes deve ser multiplicada
por escalar para conseguir coeficientes simétricos. Quando ambos os coeficientes sdo ndo-nulos diferentes
de um, é preciso realizar duas multiplicagdes.
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Optamos por dispor os dados, inicialmente, em forma de tabela. Apds apresenta-

la, procuraremos citar alguns momentos adidaticos registrados ao longo das sessdes.



Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3 Sistema 4 Sistema 5 Sistema 6 Sistema 7 Sistema 8 Sistema 9 Sistema 10
Somoualiea .
Tentou somar a a ~ Realizou
- 2% equacoes. ~
. segunda e Fez vérias S operagdes com a
E1: Montou o - - - Eliminou ze a a . .
- Resolveu por Iniciou com a terceira tentativas de - 1l2ea?2 Apo6s muitas
sistema . < L isolou y, mas < . .
tentativaerroe | mesma equacdes e substituigdo de equacdes até tentativas,
corretamente e . o : cometeu erro de HSARA
confundiu o fato | estratégia depois a valores, sem . . eliminar "a". Fez | chegou a um
encontrou 0s - 9 - Depois de célculo. Testou .
valores das de atribuir anterior: primeira e obter sucesso. Resolveu pela aloumas um valor 0 mesmo parab | sistema
Dupla 1 incognitas valores tentativa e erro. | segunda (ndo Depois resolveu estratégiallazl tegtativas aleat6rio para y e ¢, obtendo trés | escalonado em
Lo aleatdrios a Apbs, resolveu | ajudou). Depois, | corretamente ! equacdes de que a 28eq. Tem
Substituiu os L x resolveu por E3 | ezeencontroux | . ¥ o s
valores segunda pela estratégia chutou valores pela E1. Nao a partir da 18 incognitasaeb, | “x” e “y” como
encontrados no operagao E1. Resposta parayeze substituiu os eqpuac;éo sem aec,ebec. incégnitas e a 32
. L elementar. correta. achou x pela valores no BN Apbs resolveu tem “x”.
sistema inicial L . L sucesso. Ndo
primeira sistema inicial. N corretamente
equacéo finalizou a usando E1
quagao. atividade. '
- Somoual?ea | Encontrou
Multiplicou a a
. ~ | 2%eq.e corretamente 0

Fez uma terceira equacao multiplicou esse | sistema Processo
E1: Montou o E1: Montou o tentativa e achou - or 3 e somou -

- - Multiplicou a P resultado por 4 e | escalonado por | parecido com o
sistema sistema os valores x com a segunda,

- segunda equacio - somou com a E1, mas errou da Dupla 1, mas
corretamente e corretamente e E1: Resolveu e incorretos. No por 3 e somou conseguindo terceira nos valores das | com 32 eq. com
encontrou 0s encontrou 0s S verso da folha, - isolar a variavel | . ' Lo ST

indicou as com a terceira, Resolveu L isolandoy. A incognitas. incognita “z”.
valores das valores das ~ resolveu x - b. A primeira L N -

Dupla 2 S N S x operagdes ndo obteve diretamente por x primeira Como nédo Realizaram
incognitas. Ndo | incognitas. Nao L corretamente . equacédo do x - .
substituiu os substituiu 0s utilizadas, pela estratégia sucesso. Depois | E1 sistema equacéo do substituiu os outros calculos

resposta correta. x resolveu . sistema valores no para encontrar
valores valores E1l. Ndo escalonado tinha . . A =
L corretamente por . ... | escalonado tinha | sistema inicial, | uma equagao
encontrados no | encontrados no substituiu os E1 as trés variaveis, as trés variaveis. | s6 percebeu o com inchanitas
sistema inicial sistema inicial valores no ' a segunda tinha N P e ”g
) L . asegundatinha | erro no Yy’ e “z
sistema inicial. b eceaterceira .
y e zeaterceira | momento do
apenas b

apenas y debate.

Fez algumas Fizeram Somou a 1% e 22
E1: Montou o EL: Montou o tentati?/as de diretamente pela | eq., multiplicou Enfrentou o
sistema sistema x Somou a - ? mesmo

soma e nao estratégia E3. o resultado por 4 | Resolveu
corretamente e corretamente e . segunda e problema da

E1: Resolveu e obteve sucesso. - Passaram a e somou coma | corretamente por
encontrou 0s encontrou 0s P terceira . o x Duplale
valores das valores das indicou as Resolveu equacdes e néo Resolveu limpo os 38, isolando y. A | E1. Nao recebeu ajuda da

Dupla 3 ISP IS operagdes corretamente diretamente por | célculos no 12 eq. do sistema | substituiu os -

P incognitas. incognitas. perag L obteve sucesso. P a . pesquisadora
- - utilizadas, pela estratégia . E2 verso da folha. escalonado tinha | valores -
Substituiu os Substituiu os x Depois resolveu S N I para finalizar a
valores valores resposta correta. | E1. Nao pela estratégia Substituiram os | as trés variaveis, | encontrados no atividade, pois

substituiu os valores asegundatinha | sistema inicial. x T
encontrados no | encontrados no El 9 . ndo conseguia

; T - e valores no encontrados no | y e z e a terceira
sistema inicial sistema inicial - I - U avancar.
sistema inicial. sistema inicial. | apenasy
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Todas as duplas resolveram o primeiro sistema pela mesma e Unica estratégia
elencada na analise a priori, pois 0 mesmo encontrava-se muito perto de sua forma
escalonada, bastando uma troca na ordem em que as equagdes apareciam para obté-la.

Registramos a validacdo, por escrito, das duplas 1 e 3, como vemos na Figura 22.

Figura 22: Protocolo da Dupla 1 - Atividade 2 - Item a - Sesséo 8

Observando este protocolo, notamos que os Alunos 1 e 2 realizaram a troca
esperada, encontram os valores das incognitas e substituiram nas equacfes para ter a
certeza de que os valores encontrados realmente satisfaziam as equacdes do sistema
linear proposto. Os Alunos 3 e 4, da Dupla 2, fizeram 0 mesmo procedimento, mas nio
substituiram os valores encontrados no sistema. Talvez o tenham feito mentalmente,
mas ndo podemos afirmar.

Observando as resolugdes do Sistema 2, acreditamos que a Dupla 1 ndo soube

utilizar corretamente a segunda operagéo elementar, como mostra a Figura 23.
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Figura 23: Protocolo da Dupla 1 - Atividade 2 - Item a - Sesséo 8

Ha duas possiveis razdes para o erro cometido pela Dupla 1: os alunos registraram
a operacdo utilizada ap6s o debate ocorrido na sala de aula ou realmente ndo
compreenderam a segunda operacdo elementar e fizeram confusdo entre: multiplicar as
equacbes por um valor qualquer e atribuir valores aleatérios para as incognitas e
multiplicar e substituir nas equacdes para descobrir se satisfazem ou néo.

O equivoco pode vir do fato de que, quando substituimos as incdgnitas por
nameros, temos que realizar multiplicacdes para decidir se estes numeros satisfazem a
equacdo, pois normalmente elas vém acompanhadas de coeficientes diferentes de 1.
Assim, o aluno pode ter confundido essas multiplicacbes com a multiplicacdo da
segunda operacdao. Outra possivel causa € o uso de procedimentos empiricos pelos
alunos.

As Duplas 2 e 3 utilizaram a segunda operacdo corretamente, porém apenas a
Dupla 3 substituiu os valores encontrados no sistema inicial para ter a certeza de que 0s
valores encontrados realmente eram a solucdo do problema proposto, como mostra a
Figura 24. Interpretamos este procedimento como uma validacdo, no sentido proposto

pela Teoria das Situa¢fes Didaticas e como descrito em nossa analise a priori.
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Figura 24: Protocolo da Dupla 3 ao resolver o Sistema 2

Nos Sistemas 3 e 4 a Dupla 1 ainda insiste na estratégia de tentativa e erro. Booth
(1995, p. 34) afirma que “ha indicios consideraveis de que as criancas da escola
elementar utilizam métodos informais para resolver problemas [...] e 0 mesmo também
se constatou na escola secundaria”. A autora cita um estudo realizado com cerca de
duzentas criancas de uma escola da escocia que faziam parte do topo da escala de
capacidade de uma amostra: 82% dos alunos resolveram a equacdo 30/x=6
corretamente, mas apenas 48% tiveram sucesso com o exemplo estruturalmente
semelhante 4/x=3. “No primeiro caso, os alunos foram capazes de resolver a equagao
por verificagdo, um procedimento que ndo poderia ser aplicado de maneira tdo imediata
no segundo exemplo”. (BOOTH, 1995, p. 34)

Acreditamos que este também possa ser o motivo que levou os alunos desta dupla
insistirem nessa estratégia, pois, dentre a gama de sistemas lineares ja propostos aos
alunos até o momento, em praticamente todos a estratégia se mostrou eficaz. O Unico
exemplo que os alunos da dupla ndo foram capazes de resolver chutando valores foi 0
problema das medalhas. Embora no momento eles tenham se questionado sobre uma

técnica de resolucdo de sistemas lineares, suas estratégias iniciais de resolugéo
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mostram-se resistentes aos sistemas propostos, ainda que no enunciado seja requerida a
forma escalonada.

As duas duplas restantes resolveram o sistema pela estratégia E; descrita em nossa
analise a priori, mas nenhuma substituiu os valores encontrados no sistema inicial.
Porém, ha que se destacar que, no momento do debate das estratégias adotadas, a
pesquisadora perguntou aos alunos quais eram os valores que haviam encontrado.
Quando questionados sobre 0 que deveriam fazer para terem a certeza de que os valores
eram realmente a solucdo procurada, eles responderam corretamente que deveriam
substituir nas equacbGes do sistema inicial. 1sso mostra que, embora ndo tenham
registrado por escrito, os alunos sabiam o procedimento a ser realizado para efetuar a
validacdo. Ou seja, a situacdo permitia a retroacdo, mas os alunos ndo sentiram
necessidade de realizar as validagdes.

A Dupla 2, logo de inicio, percebeu que a estratégia “6tima” para a resolu¢ao do
Sistema 4 seria multiplicar a terceira equacdo por 3 e somar o resultado com a segunda.
Embora tenha cometido um erro aritmético durante a realizacdo das operacgdes, apos
reiniciar a resolucdo, foram capazes de encontrar o sistema linear escalonado bem como

os valores das incognitas, como mostram a Figura 25 e a Figura 26.

Figura 25: Protocolo da Dupla 2 com erro aritmético ao resolver o Sistema 4
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Figura 26: Nova resolucdo da Dupla 2 do Sistema 4

Apdbs algumas tentativas sem sucesso na resolucéo, a Dupla 3 também resolve o

problema pela estratégia E;. Entretanto, devemos pontuar que, neste caso, houve uma

interferéncia da pesquisadora, registrada no dialogo a seguir:

(Aluno 5 diz a pesquisadora que ndo estdo conseguindo resolver)
Pesquisadora: VVocés estdo tentando as trés operacfes?

Aluno 5: A gente sé esta tentando uma.

Pesquisadora: Lembrem que existem trés operagdes!

Aluno 6: E se multiplicar por qualquer nimero?

Durante toda a experimentacdo, a pesquisadora utilizou uma pratica com 0s

alunos de sempre pedir para que alguém fosse até o quadro e explicasse aos demais que

estratégia havia utilizado. Percebendo que a Dupla 1 insistia na estratégia de Tentativa e

Erro, a pesquisadora pediu para que o Aluno 3 fosse até o quadro e explicasse sua

resolugéo aos demais:

Aluno 3: Primeiro a gente multiplica essa equagdo por 3...vai ficar -3y-3z=-9.
Pesquisadora: Que operacdo vocé usou?

Aluno 3: Multiplicagéo por um valor qualquer, que é 3.

Pesquisadora:E porque vocé escolheu justo o trés?

Aluno 3: Porque ai quando somar com essa outra equagdo eu vou poder
cancelar e isolar uma variavel.

Ai vocé soma com a segunda equagdo do sistema. Ai aqui cancela e aqui a
varivel fica isolada.

Vai dar 4z=8. Ai a variavel esta isolada e vocé organiza daquele jeito.

Esse daqui é o primeiro, esse em segundo e ai substitui essa aqui no tltimo.
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O didlogo acima mostra a interacdo do aluno com o problema e a habilidade ja
desenvolvida de se escolher um valor prevendo um resultado: o aluno percebe que a
escolha adequada € pelo numero trés, percebe que ela facilitara sua resolucdo. Dialogos
desse tipo mostram que houve momentos adidaticos. Este especificamente poderia ser
classificado como um momento de formulacdo e validacdo, pois 0 aluno mostra um
indicio de modelo e utiliza uma linguagem mais apropriada para viabilizar o uso da
teoria como em “quando eu somar com essa outra equagdo eu vou poder cancelar e
isolar uma variavel”. Além disso, justifica a escolha utilizada mostrando que ja havia a
previsdo do resultado. (FREITAS, 2008, pp. 96-97)

Durante a andlise dos registros escritos referentes as resolu¢fes do Sistema 5,
percebemos que as formula¢Ges comegaram a aparecer com mais frequéncia. Assim que
Ié a atividade, o Aluno 3 conjectura que bastava multiplicar a segunda equacao e somar

(13 ’)

o resultado com a terceira para eliminar a incdgnita . De fato, ao realizar o
procedimento descrito, a equacdo resultante possui como incognitas apenas r e t, porém,
a estratégia adotada ndo favorece o escalonamento do sistema linear, j& que a outra
equacdo, com a qual o aluno pretendia realizar uma soma, contém as incégnitas s e t. A

figura a seguir mostra que o aluno descartou a estratégia adotada inicialmente.

S .
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Figura 27: Protocolo da Dupla 2: Tentativa de resolucéo do Sistema 5

A Figura 28 mostra que o aluno obteve sucesso na nova tentativa e, pela forma
com que dispds as equacdes, interpretamos que ele fez uma previsdo do resultado antes
de efetuar a operacdo, 0 que configura, a nosso ver, novo registro de formulacéo.
Acreditamos que esta passagem mostra como nossas situacdes tinham potencial para
serem adidaticas. Sem a necessidade de consultar a pesquisadora, o aluno foi capaz de

avaliar que sua estratégia ndo era a mais adequada e tentar um novo caminho.
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Figura 28: Protocolo da Dupla 2: Nova tentativa de resolucéo do Sistema 5

A Dupla 3 realiza 0 mesmo procedimento. Ja a Dupla 1, que insistia na estratégia
de Tentativa e Erro, desta vez ndo conseguiu encontrar os valores procurados e entdo
solicita a sugestdo, registrada nas gravacOes, de outro aluno que ndo é sujeito de
pesquisa e realiza as duas somas de equacOes para obter a equacdo 7t=7. Isso mostra
que os alunos perceberam que sua estratégia ja ndo se mostrava mais tdo eficaz, pois
tiveram que pedir auxilio aos colegas para resolverem o problema proposto.

A sugestdo solicitada durante a resolucdo do Sistema 5 parece ter feito com que a
Dupla 1 percebesse as potencialidades do uso das operacfes elementares, pois, no
protocolo da resolugdo do Sistema 6, os alunos ndo utilizam nenhuma vez a estratégia
de Tentativa e Erro. A figura a seguir, mostra que, de inicio, eles reinvestiram o uso de
duas somas de equacdes seguidas. De acordo com a Teoria das Situacdes Didaticas, o
reinvestimento de um conhecimento em situacfes semelhantes sinaliza aprendizagem de
um conhecimento novo, ainda que em um nivel bastante inicial. A partir da figura ainda
é possivel identificar que os alunos perceberam que duas somas seguidas ndo
constituiam a estratégia 6tima. Assim, descartam a segunda soma realizada e fazem a
multiplicacdo da equacdo obtida por dois. Com a adocéo dessa nova estratégia, eles sdo

capazes de isolar a variavel c e encontrar a terceira equacao do sistema escalonado.
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Figura 29: Resolucédo do Sistema 6 pela Dupla 1

O uso de varias somas de equac@es revelou-se como uma caracteristica da Dupla
2. Durante a resolucdo do Sistema 7, os alunos utilizaram esta operacgéo trés vezes até
encontrar a equagao 7¢=35. O termo “mesma” da fala do Aluno 6, ao afirmar “Acho que
vai ter que somar, né...ai faz a mesma coisa” pode indicar que esta dupla tenha a falsa
impressdo de que a soma de equacOes pode ser Util e suficiente no escalonamento de
qualquer sistema, pois durante um periodo consideravel, a dupla ndo recorreu nenhuma
vez ao uso da multiplicacdo por escalar antes de realizar uma soma de equac@es, 0 que
mostraria uma familiaridade em executar uma acgdo prevendo um resultado,
caracteristicas da fase adidatica de formulacéo.

A Dupla 1 inicia a resolucdo pela estratégia E;, novamente motivada pela
sugestdo de um aluno que ndo € sujeito de pesquisa, mas um erro de calculo prejudica a
resolucdo e faz com que os alunos encontrem um valor incorreto para a incégnita c,
como mostra a figura a seguir. As gravacfes em audio revelaram que a Dupla s
finalizou a atividade ap0s o debate realizado.

A Dupla 2 utilizou uma estratégia que nao foi elencada na analise a priori, pois a
incognita isolada na terceira equagdo foi “b”. Durante o debate, essa escolha da Dupla 2

causou polémica entre os alunos, como mostra o dialogo a seguir.

Aluno 5: Mas ali ndo é assim, na primeira tira o “a” pra formar a segunda e
na segunda tira o “b” pra formar a terceira, entdo o seu ta errado.

Aluno 3: O meu t4 certo.

Aluno 5: Tinha que ser c¢ ali, entendeu? N&o tinha? (olhando para a
pesquisadora)
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Aluno 3: N&o, os dois tdo certos.

(Os alunos olham para a pesquisadora esperando uma resposta. A
pesquisadora diz que o que se faz normalmente é deixar como incognitas na
primeira equagdo “a”, “b”, “c”, na segunda “b” e “c”, e na terceira “c”. Mas
se os alunos conseguissem isolar uma variavel, tudo bem).

Percebemos o deslize que a pesquisadora cometeu durante a discussdo acima. Ela
poderia ter explorado mais a discussdo e mostrado casos em que uma opcao semelhante
a do Aluno 3 poderia gerar um sistema de forma aparentemente escalonada, mas cuja

resolucdo ndo poderia ser realizada de forma tdo simples, como por exemplo em

2X+y+z2=4
3y—-z=2 . O fato de obtermos o valor x=1 a partir da terceira equacdo nédo
4dx =4

permite encontrar nenhuma outra incognita do sistema linear com uma substituicdo
simples.
A discussdo que acabamos de registrar pode ter influenciado a escolha da

estratégia adotada pelos alunos durante a resolucdo do Sistema 8, pois as trés duplas

X+y-2z=4
obtiveram o mesmo sistema linear, a saber 4y—z= 6. Percebendo que nenhuma
19y =38

das trés duplas obteve a incognita z isolada na terceira equacdo, a pesquisadora
questionou o que poderiam fazer para obté-la. E entdo que acontece o dialogo a seguir,
que julgamos como um dos mais significativos de todo o nosso trabalho, pois ndo ha
participacdo da pesquisadora na escolha pelos numeros e operacdes e quatro dos seis

sujeitos de pesquisa participam, sendo pelo menos um de cada dupla.

(A pesquisadora pergunta o que poderia ser feito com as duas equacgdes de
duas variaveis obtidas caso a variavel a ser isolada tivesse que ser “z”)

Aluno 1: Multiplica por 4 em cima e 3 embaixo.

Aluno 5: E o0 que adianta, cara? Fica na mesma.

Aluno 3: Se vocé multiplicar por 4 em cima e 3 embaixo vai dar 12.

Aluno 1: S6 que vocé precisa de um positivo e um negativo e vocé decide.
Aluno 6: Vaiser4e-3ou-4e3.

Pesquisadora: Vamos ver se da certo?

Aluno 3: D4 certo!

No dialogo anterior, os alunos fazem uma formulagdo coletiva sobre uma
estratégia para cancelar uma variavel durante uma combinagdo linear entre duas
equacOes. Como a segunda operacdo elementar diz que a multiplicacdo de uma equagéo
por um valor qualquer ndo altera a solu¢do de um sistema linear, é claro que o aluno ao

conjecturar “multiplica por 4 em cima e 3 embaixo” ja fazia uma previsdo do resultado
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que seria obtido. Apds a conjectura, 0 mesmo aluno faz o ajuste de sinal a fim de que a
incognita realmente seja cancelada durante a operacao.

Durante a resolucdo do Sistema 9, os alunos da Dupla 1 obtiveram trés equactes
com duas varidveis, mas as trés com incdgnitas distintas. Assim eles s6 conseguem
finalizar a atividade apés o debate realizado.

Ja as Duplas 2 e 3 utilizam a estratégia denotada por E; em nossa anélise a priori
e conseguiram escrever o sistema escalonado. Entretanto, apenas a Dupla 3 encontrou
corretamente os valores das incdgnitas. A Dupla 2 sé percebeu o0 erro no momento do
debate, pois ndo haviam substituido os valores encontrados no sistema inicial. Neste
caso, e em outros anteriores, a validagéo realizada pelo aluno poderia fazé-lo perceber o
erro cometido. Embora as situacdes tivessem a caracteristica de fornecer a retroacao,
bastando substituir os valores encontrados no sistema inicial, apenas nos primeiros
sistemas lineares propostos os alunos utilizaram este recurso. Talvez a postura da
investigadora e o enunciado da atividade influenciaram este fato.

As resolugbes do Sistema 10 seguiram o0s mesmos padrfes dos sistemas
anteriores, porém, percebemos que os alunos levaram mais tempo para chegar as
respostas e aos sistemas escalonados. A figura a seguir mostra o sistema linear

encontrado pela Dupla 1, apds vérias tentativas:

Figura 30: Protocolo da Dupla 1 referente a resolucéo do Sistema 10

A Dupla 2 chegou a um sistema parecido, entretanto, a Gltima equacdo obtida foi
7z=7. No momento de procurar pelos valores das incognitas, perceberam que nao iriam
encontrar os valores restantes, pois a segunda equagdo tinha como incognitas “x” e “y”.
Os alunos entdo realizaram novas tentativas e obtiveram uma equacdo de incognitas y e
z. A figura a seguir mostra a tentativa de encontrar essa equagdo, mas contém um erro

de calculo a partir do qual os alunos obtém o valor -52.
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Figura 31: Protocolo da Dupla 2 referente a resolugdo do Sistema 10

Depois de certo tempo os alunos, ao compararem a solucdo com a dos colegas,
descobrem o erro cometido e encontram os valores corretos das incognitas. A Dupla 3
enfrentou 0 mesmo problema da Dupla 2, mas ndo conseguia encontrar uma segunda
equacdo com incognitas “y” e “z”. Apds muitas tentativas, chegam a equacdo
—y—24z =-26. Entretanto, devemos admitir que, neste problema, a pesquisadora fez

algumas interferéncias.

4.7.3. Sessdo 14

A sessdo 14 foi realizada no dia 18 de Novembro de 2010, é composta de uma
Unica atividade, durou 55 minutos e contou com a presenca de 12 alunos, dos quais seis
sdo sujeitos de pesquisa: Alunos 1 e 2, da Dupla 1, Alunos 3 e 4, da Dupla 2 e Alunos 5
e 6, da Dupla 3.

A seguir a atividade aplicada.

Trés escolas participaram de um torneio esportivo em que provas de dez
modalidades foram disputadas. Aos vencedores de cada prova foram atribuidas
medalhas de ouro, de prata ou de bronze, respectivamente aos 1°, 2° e 3° lugares.

Nesse torneio, a cada tipo de medalha foi atribuida uma quantidade de pontos e a
escola vencedora seria aquela que obtivesse 0 maior nimero de pontos.

O quadro final de pontuacao do torneio foi o seguinte:

Medalhas
Escolas Pontuacio
Ouro Prata Bronze final
A 4 2 2 44
B 5 3 1 57
C 4 3 3 33
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Na ocasido em que este problema foi discutido, chegou-se ao sistema linear

4X+2y+272=46
5x+3y+z=57 ,onde ‘X’ representa a quantidade de pontos que a medalha de ouro
4x +3y+3z2=53
vale, ‘Y’ representa a quantidade de pontos que a medalha de prata vale e ‘Z’ representa
a quantidade de pontos que a medalha de bronze vale.
Encontre o valor, em pontos, de cada medalha.

4.7.3.1. Anédlise a priori

Objetivo: Retomar a atividade das medalhas e provocar o reinvestimento do uso
das operac¢es elementares no processo de escalonamento.

Estratégias: Para esta atividade, elencamos trés possiveis estratégias.

E;: Tentativa e erro: tentar resolver novamente o problema por tentativa e erro.

E,: Escalonar o sistema multiplicando a primeira equagdo por (-1) e somar com a
terceira, obtendo a equacdo y+z=7. Fazer uma combinacdo linear entre a segunda
equacdo e a primeira. A segunda equacao seria multiplicada por 4 ou -4 e as primeira -5
ou 5, obtendo a equacédo 2y-6z=-2. Multiplicando a equagéo y+z=7 por -2 e somando 0
resultado com a equacdo 2y-6z=-2, obtém-se a equacdo 8z=16. Assim, para escrever 0
sistema escalonado, basta tomar uma equacdo de trés variaveis, uma de duas e a
equacao 8z=16. Esta estratégia pode ter pequenas varia¢des em relacdo aos sinais.

Es: Escalonar o sistema multiplicando a primeira equacdo por (-1) e somar com a
terceira, obtendo a equacdo y+z=7. Fazer uma combinacdo linear entre a segunda
equacao e a terceira. A segunda equacao seria multiplicada por 4 ou -4 e a terceira por -
5 ou 5, obtendo a equacdo 3y+11z=37. Multiplicando a equacdo y+z=7 por -3 e
somando o resultado com a equacdo 3y+11z=37, obtém-se a equagdo 8z=16. Assim,
para escrever o sistema escalonado, basta tomar uma equacéo de trés variaveis, uma de
duas e a equacdo 8z=16. Esta estratégia pode ter pequenas variagdes em relacdo aos
sinais.

Variaveis Didaticas: Vi: Numero minimo de operacdes a serem realizadas para
escalonar o sistema: Nesta atividade, o sistema inicial possui trés equacfes completas,
ou seja, trés equacgdes com trés incognitas. Assim, no minimo, o aluno tera que realizar

trés multiplicacbes por escalar e duas somas para obter duas equagGes com duas
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incégnitas. Apos, uma nova multiplicacdo e uma nova soma sdo necessarias para obter a
variavel z isolada.

Planejamento: Apos a realizacdo da sessdo 4, quando os alunos ndo conseguiram
encontrar os valores das medalhas para este problema, voltamos em nossa anélise a
priori e planejamos aplicar novamente a atividade, ao final da experimentacdo, para
verificar se os alunos reinvestiam o uso das operagdes elementares e como este uso seria
feito. Isto poderia sinalizar aprendizagem de conceitos relacionados ao tema sistemas
lineares.

Ao final da sessdo, a pesquisadora deveria fazer a institucionalizacdo do
escalonamento como método de resolucao de sistemas lineares e discutir com os alunos
as potencialidades deste método, que permite classificar os sistemas lineares como
possiveis determinados, possiveis e indeterminados ou impossiveis.

Validacdo: A validacdo da atividade consiste em testar os valores encontrados e

verificar se eles satisfazem as condigdes do problema.

4.7.3.2. Andlise a posteriori local

As trés duplas encontraram os valores das medalhas corretamente, mas por trés
estratégias distintas.

A Dupla 1 multiplicou a terceira equacdo por -1 e somou o resultado com a
segunda equacdo. Com isso, obteve x-2y=4. Em seguida, multiplicou a primeira
equacdo por -3 e a segunda por 2, para eliminar a incdgnita y e encontrar 2x+4z=24.
Para finalizar a resolucdo, multiplicou a equagdo x-2y=4 por 2 e somou 0 resultado com
a equacdo 2x+4z=24, obtendo como resultado 4x=32. A figura a seguir mostra 0s

calculos realizados pelos alunos.
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Figura 32: Resolucéo da Dupla 1 - Sessdo 14
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A Dupla 2 inicia a resolucdo encontrando a equagdo y+z=7, como descrito na
estratégia E, de nossa andlise a priori. Entretanto, apresentam dificuldades para
encontrar outra equacao cujas incognitas sejam “y” e “z”.

Partem, entdo, para outra estratégia, como mostra a figura a seguir:
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Figura 33: Resolucdo da Dupla 2 para o problema das medalhas

Percebemos na figura anterior, que a primeira tentativa dos alunos era considerar

uma equagdo com incognitas “y” e “z” e outra com incognita “x”. Em seguida, os
alunos descartam esta op¢do por perceberem que ela ndo permitira encontrar os demais
valores. O didlogo a seguir mostra como eles chegaram a essa concluséo:

Aluno 3: Se eu multiplicar aqui por 2 e aqui por 3, vai dar 6 e 6. Tipo
aqui...menos 2 ou menos 3, sei l4, ai corta aqui e vai sobrar s6 o Xx.

[]

Aluno 3: Vamos ver se da certo? Ah, ndo vai da certo! Tem que achar uma
que isola 0 z ou 0 y... Ah, vamos isolar o x? Vamos achar uma que dé x e
outra incégnita...Tipo (pensando)....essa! Multiplica por -1, né?

Vai dar...3y corta...vai ficar: x mais 2z igual a 4...

N4&o é menos? Qual a gente multiplicou por -1? Esse, né?

Aluno 6: Foi o de baixo.

Aluno 5: O de baixo é melhor por -1...vai dar -2...que é igual a quatro.

No didlogo anterior, percebemos também a habilidade que o aluno desenvolveu
em escolher qual equagédo seria multiplicada por um valor negativo com a finalidade de
obter um coeficiente positivo para a primeira incognita da equacao resultante.

O dialogo revela alguns momentos adidaticos vivenciados pelos alunos: quando
conjecturam por qual nimero deveriam multiplicar, interpretamos que os alunos estejam
num momento de formulacdo. Outro fator que caracteriza esta etapa bem como o

potencial adidatico da situagdo proposta estd registrado na fala “Vamos ver se da certo?
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Ah, ndo vai dar certo!”. Nesta passagem o aluno refuta a resposta obtida anteriormente,
percebendo que ela ndo permitiu encontrar os valores das incégnitas. H& que se
considerar, que o meio proposto favoreceu a retroagdo, ou seja, permitiu que o aluno
avaliasse se a estratégia adotada foi adequada ou néo.

Ja a Dupla 3 encontrou os valores das incognitas a partir da estratégia E, que
consideramos a estratégia 6tima, por ser a mais rapida. De inicio, os alunos encontraram
a equacgdo -y-z=-7, mas nao conseguiam encontrar outra equacdo com essas duas
incognitas. Apos algumas tentativas, sem sucesso, requisitaram a ajuda da pesquisadora.
Embora a pesquisadora tenha influenciado a escolha das equacGes, como mostra o
didlogo a seguir, verificamos que os alunos chegam a equacdo 8z=16 de maneira

autdbnoma, passando por momentos adidaticos.

Pesquisadora: Tenta pensar nessas duas, como vocé faria pra eliminar o x?
Aluno 5: N&o da pra eliminar o x dessas duas.

Pesquisadora: Mas antes vocés faziam!

Aluno 6: Vai ter que multiplicar uma por um ndmero negativo.

Aluno 5: Mas professora, aqui é um 5 e aqui é um 4, o que vai adiantar?
Pesquisadora: Vocés ja fizeram atividades desse tipo.

Aluno 6: Multiplica por dois numeros! Tipo assim...vamos
ver...(pensando)...Um nimero que multiplica 5 e 4 a0 mesmo tempo...

Aluno 5: Ndo tem, cara. Ndo tem um ndmero que vai dar 0 mesmo valor de 5
pra4...

Aluno 6: Tem!! 4 vezes 5: 20 e 5 vezes 4: 20...Ai vai ficar o inverso: 4 e 5...
Aluno 5: Aqui 4 e aqui 5 entdo?

Aluno 6: N&o, um vai ter que ser -4...

(Os alunos realizam as operaces e chegam na equacao 3y+11z=37)

Aluno 6: E agora?

(Aluno 5 tem a ideia de pegar a equacdo -y-z=-7 e multiplicar por 3. Ao
somar com a equacgdo 3y+11z=37 chegam na equagdo 8z=16)

A Dupla 3, em sessdes anteriores, utilizava o0 maximo de somas de equagdes
possiveis para chegar as respostas esperadas. Ao que tudo indica, isto ocorreu porque
ndo havia compreendido efetivamente como utilizar, de maneira combinada, a segunda
e a terceira operacOGes elementares. O dialogo anterior revela o momento em que
aparentemente eles ultrapassam essa dificiculdade, sendo capazes de conjecturar
corretamente por quais numeros deveriam multiplicar a fim de obter os nimeros 20 e
—20 como coeficientes.

Os dialogos e as produgdes escritas mostram quanto as Duplas evoluiram em
relacdo ao uso das operacOes elementares para a obtencdo de sistemas escalonados.
Entretanto, deixaremos os maiores detalhes e nossas conclusdes gerais para a analise a
posteriori global, ficando a analise a posteriori local apenas com os registros dos

momentos adidaticos vivenciados pelos alunos, como anunciamos inicialmente.
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Durante o debate, os alunos apresentaram seus sistemas escalonados e explicaram
aos demais suas estratégias. Em nenhum momento os alunos sentiram a necessidade de
testar os valores encontrados na tabela apresentada no enunciado da atividade. Isto
mostra que para eles, é suficiente encontrar um sistema escalonado que forneca valores
para as incognitas iniciais.

No final da sessdo, a pesquisadora ainda abordou as potencialidades do
escalonamento, afirmando que a partir da forma escalonada é possivel descobrir o
nimero de solugbes o sistema linear possui. E feita uma discussdo rapida em que é
sinalizado que o estudo do tema sistemas lineares ndo estava esgotado e ndo deveria

parar por ali.
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CONSIDERACOES FINAIS

Nossa inquietagdo acerca do ensino e da aprendizagem da matematica e nosso
interesse pelo tema pesquisado foram apresentados logo no inicio deste texto.
Acreditamos que a concepcdo que 0 pesquisador possui sobre aprendizagem muito
influencia 0 modo como este interpreta as questes envolvidas neste processo.

Por esta razdo, julgamos importante apresentar nossa concepgdo sobre este
conceito. Compartilhamos a ideia construtivista que defende que o aluno aprende por
adaptacdo a um meio. O individuo fica diante de uma situacdo nova que provoca certo
desconforto e ele tem que se adaptar a esta situacdo. Esse desequilibrio é provocado
pelo professor por meio de situagdes que tenham como objetivo justamente provocar o
desconforto mencionado. A medida que o aluno constrdi novos esquemas para
ultrapassar as dificuldades a ele colocadas, dizemos que 0 mesmo esté aprendendo.

Se o professor tem que propor situagfes com esta caracteristica, nos perguntamos
sobre quais situacfes podem contribuir para que os alunos construam o processo do
escalonamento visando a resolucdo de sistemas lineares. Nossa questdo de pesquisa é
justamente esta.

Na tentativa de responder a essa questdo, nos propomos a investigar o uso do
escalonamento na resolucdo de sistemas lineares por alunos do ensino médio.
Realizamos essa investigagdo em duas principais etapas, que foram denominadas no
texto de objetivos especificos.

Em primeiro lugar, investigamos a elaboracdo das operacdes elementares para a
obtenc&o de sistemas lineares equivalentes e, em segundo lugar, analisamos dificuldades
e superacOes encontradas pelos alunos no uso das transformacdes elementares para
resolver sistemas lineares.

Para que essas duas etapas de pesquisa pudessem ser realizadas, elaboramos uma
sequéncia didatica tendo como inspiracdo a metodologia denominada Engenharia
Didéatica. Os dados produzidos foram interpretados utilizando conceitos da Teoria das
SituacGes Didaticas.

Nessas considera¢Ges, procuramos apresentar nossas reflexdes gerais sobre o0s
dados produzidos e a validacdo da sequéncia didatica aplicada. Por isso, chamaremos
essa analise de a posteriori global.

A sequéncia didatica foi dividida em trés blocos de naturezas distintas. O Bloco 1
tinha como objetivo principal propor a devolugdo de um problema: como resolver um

sistema linear?
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A devolucéo é o ato pelo qual o professor faz com que o aluno aceite a
responsabilidade de uma situacdo de aprendizagem (adidatica) ou de um
problema e assume ele mesmo as consequéncias dessa transferéncia.
(BROUSSEAU, 2008, p.91)

Interpretamos que acontece devolucdo quando o aluno sente necessidade de
resolver o problema e, como afirmamos na analise a posteriori local da sessdo 3, 0s
didlogos registrados revelaram que houve a devolucdo. Os alunos sentiram a
necessidade de conhecer uma técnica para resolver sistemas lineares, pois a estratégia
tentativa e erro, eficaz na primeira sessdo, mostrou-se insuficiente para solucionar o
problema das medalhas.

O Bloco 2 tinha como objetivo principal trabalhar as operac6es elementares que
podem ser realizadas sobre as equagdes de um sistema linear. Este bloco estava
relacionado ao nosso primeiro objetivo especifico: investigar a elaboracdo das
operacdes elementares para a obtencdo de sistemas lineares equivalentes por alunos do
ensino médio.

A partir dos dados obtidos, verificamos que os alunos foram capazes de perceber
que as operacdes realizadas ndo alteravam a solucdo dos sistemas lineares, mas nédo
conseguiram chegar a etapa de validacdo, onde deveriam justificar o motivo disso
acontecer. Alguns fatores podem ter influenciado este resultado. Acreditamos que
alunos do primeiro ano do ensino médio ndo possuam 0s pré-requisitos necessarios para
realizar demonstragdes formais como as efetuadas no item “Estrutura matematica” deste
texto. Para auxiliar o processo de validagdo, utilizamos o recurso das balangas. Porém,
percebemos que o nimero de atividades destinadas as operacGes elementares foi
pequeno. Os alunos deveriam ter tido mais oportunidades para reinvestirem as
conjecturas, valida-las, refuta-las e até mesmo conjecturarem outras afirmacdes.

O Bloco 3 continha atividades que tinham por objetivo principal promover a
construcdo do escalonamento como método de resolucdo de sistemas lineares.
Consideramos este 0 bloco-chave de nosso trabalho, pois tinha como foco principal néo
0s sistemas lineares, mas sim uma técnica de resolucéo. Este bloco estava diretamente
ligado ao segundo objetivo especifico de nossa pesquisa: analisar dificuldades e
superacOes encontradas pelos alunos no uso das transformagbes elementares para
resolver sistemas lineares.

Para a reflexdo final sobre este bloco, faremos uma analogia entre nossa sequéncia

e 0 exemplo utilizado em Brousseau (2008, p. 22) para
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ilustrar o papel desempenhado pelas relagcGes entre o funcionamento dos
conhecimentos do aluno e as caracteristicas das situacdes — relacfes essas
manifestadas nos comportamentos dos alunos.

O exemplo em questdo ¢ a ligao “Quem vai dizer 20?”. O objetivo desta atividade
era “revisar a operagdo de divisdo, dando-lhe um sentido diferente do aprendido em
ligdes anteriores”. (BROUSSEAU, 2008, p. 22)

As regras do jogo séo as seguintes:

Entre dois jogadores, cada um deve chegar ao nimero 20 somando 1 ou 2 ao
namero dito pelo outro, alternadamente. O que comeca diz 1 ou 2; o0 que
continua soma 1 ou 2 a esse nimero. Por sua vez, o primeiro jogador
acrescenta mais 1 ou 2, e assim sucessivamente. O que chegar primeiro ao
numero 20 ganha o jogo.

A estratégia vencedora consiste em encontrar 0 quanto antes a sucessdo 2, 5,
8, 11, 14, 17, 20. Posteriormente, veremos que deve ser usada, desde o
comeco da partida, a progressdo aritmética de termo geral, razdo 3 (nimeros
que ttm o mesmo resto quando divididos por 3). (BROUSSEAU, 2008, p.
23)

Brousseau (2008) afirma que, ap0s jogarem varias partidas, as criangas percebem
que responder aleatoriamente ndo é a melhor estratégia. Em nosso trabalho, podemos
relacionar esta afirmagdo com o fato de os alunos terem percebido que a estratégia de
tentativa e erro ndo foi eficaz para solucionar o problema das medalhas. Naquele
momento, quando questionados sobre o que faltava para o problema ser solucionado, 0s
alunos afirmaram que deveriam ser capazes de isolar uma variavel. Analogamente,
Brousseau (2008) descreve que logo alguns descobrem a vantagem de dizer 17 no jogo.

O autor caracteriza outras duas fases para o jogo, além da primeira, que era jogar
em duplas: jogo de uma equipe contra outra, em que os alunos sdo divididos em duas
equipes rivais e a cada rodada um aluno fica a frente da equipe e joga diante dos
colegas; e descobrir teoremas, momento no qual o professor propde que cada equipe
apresente as estratégias descobertas que a levaram a vitoria.

Brousseau (2008, p. 24) afirma que “a primeira fase do jogo corresponde a uma
situagdo tipica de acdo”. Em nossa pesquisa, identificamos esta situagdo sempre que 0s
alunos utilizavam as operacdes elementares, mas em um momento inicial, sem
necessariamente preverem os resultados obtidos a partir das escolhas efetuadas e sem a
habilidade de justificar o porqué dessa escolha e em qué ela ajudaria na resolu¢do do
problema. Segundo o autor, “a sucessdo de situagOes de agdo constitui 0 processo pelo
qual o aluno vai aprender um método de resolu¢ao de um problema” (BROUSSEAU,

2008, p. 25).
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Ainda no exemplo mencionado, Brousseau (2008) afirma que, quando jogam em
equipe, para chegar a vitoria, ndo basta que um aluno saiba como ganhar. Deve também
saber comunicar aos colegas sua proposta de estratégia. Quando comunica sua
estratégia, os colegas podem concordar ou ndo e, quando colocada em pratica, ela pode
funcionar ou ndo. O autor caracterizou esta situacdo como formulacao.

Em nosso trabalho, fizemos varios registros de formulacdo. Muitas vezes, no
momento do debate, os alunos eram desafiados a explicar aos colegas a estratégia
utilizada para conseguir escrever o sistema na forma escalonada. Identificamos este
momento, principalmente, quando os alunos foram capazes de escolher determinadas
operacOes a serem realizadas ja prevendo um resultado, como, por exemplo, multiplicar
uma equagdo por um numero para gque, ao somar com outra equagdo, um coeficiente se

tornasse nulo. Resgatamos um didlogo que exemplifica esta situacao.

Aluno 3: Primeiro a gente multiplica essa equagéo por 3...vai ficar -3y-3z=-9.
Pesquisadora: Que operagao vocé usou?

Aluno 3: Multiplicagéo por um valor qualquer, que € 3.

Pesquisadora:E porque vocé escolheu justo o trés?

Aluno 3: Porque ai quando somar com essa outra equagdo eu vou poder
cancelar e isolar uma variével.

Ai vocé soma com a segunda equacdo do sistema. Ai aqui cancela e aqui a
variavel fica isolada.

Vai dar 4z=8. Ai a variével esta isolada e vocé organiza daquele jeito.

Para caracterizar a situacdo de validacdo, o autor afirma que, na terceira fase do
jogo, os alunos devem propor um enunciado que seja Util para chegar ao nimero 20 ou
tentar demonstrar que o enunciado do adversario ¢ invalido. “Nesse novo tipo de
situacdo, os alunos organizam enunciados em demonstracdes, constroem teorias”
(BROUSSEAU, 2008, p. 26). Foi nas situacOes de validacdo que encontramos 0S
principais problemas no uso das transformagfes elementares para resolver sistemas
lineares pela técnica do escalonamento.

Verificamos que os alunos desenvolveram habilidades em utilizar as operacdes
elementares e obtinham sistemas aparentemente escalonados. Por vezes, alguns
apresentavam sistemas em que as duas Ultimas equagdes ndo possuiam uma incognita
repetida. Assim, o fato de encontrar o valor de uma variavel, a partir da terceira
equacdo, ndo permitia encontrar os valores das demais, diretamente. Outras vezes,
cometiam erros de célculo, fazendo com que chegassem a valores incorretos para as
incognitas.

A simples substituicdo dos valores encontrados no sistema inicial, que poderia

indicar que algum erro tinha sido cometido, ndo foi uma pratica desenvolvida pelos
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alunos. Para nds, isso pode estar relacionado a concep¢do do aluno sobre validacéo.
Aumouloud e Bianchini (1996) j& alertaram para um problema provavelmente
relacionado ao contrato didatico vigente nas escolas na passagem da aritmética para a
algebra: os alunos sentem a necessidade de sempre fornecer uma resposta numérica a
um problema proposto pelo professor. Para melhor entendimento dessa afirmacéo,
trouxemos um exemplo: Baruk apud Pessoa (2004) propds a 97 alunos o problema “em
um barco existem 26 carneiros ¢ 10 cabras. Qual ¢ a idade do capitdo?”” Dos 97 alunos
que resolveram a questdo, 76 deram uma resposta numeérica a partir dos valores dados
no enunciado. Isto mostra a necessidade que os alunos sentem em encontrar uma
resposta numeérica para o problema.

Nossa pesquisa também registrou momentos em que os alunos davam mais
importancia a encontrar uma resposta do que verificar se a resposta dada é correta ou

coerente, como no dialogo seguinte.

Aluno 3: Pra essa equacdo, ndo vai dar valor certo...apesar de ser as mesmas
incognitas cada uma tem resultado diferente.

[]
Aluno 6: vai dar 1 e 2 a resposta, mas ndo satisfaz (referindo a um sistema
impossivel).

O fato de deixar de lado a etapa de validacdo mostra que o aluno ndo sé acha
necessario encontrar uma resposta numérica para o problema proposto como também
considera que esta pratica seja suficiente. Parece que, para ele, basta que os valores
numericos sejam encontrados.

Outro fator que pode estar ligado a essa pratica é a observacdo feita por Herrero
apud Pantoja (2008, p.19) que diz que “os alunos ndo costumam verificar as respostas
encontradas durante o processo de resolugdo dos sistemas”. Em suma, percebemos que
para os alunos, ‘“validar” significa “encontrar uma resposta”, se possivel de valor
pequeno, inteira e ndo-negativa. Em alguns momentos percebemos que os alunos
desconfiavam que a resposta encontrada fosse a incorreta pelo fato de o ndmero
encontrado ser decimal, e ndo por ndo satisfazerem as equacdes do sistema linear
proposto inicialmente.

Como o foco do trabalho € analisar a construgdo do processo do escalonamento,
podemos dizer, apds esta analise e a partir dos registros apresentados neste texto, que
este processo foi construido. Entretanto, alertamos que o saber-fazer em Matematica,
em nosso ponto de vista, ndo é suficiente para uma aprendizagem significativa, neste

caso, de sistemas lineares, pois 0 escalonamento ¢ uma técnica de resolucdo e o objeto
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de estudo “sistemas lineares” envolve muitos outros aspectos e pode ser explorado a
partir de olhares de naturezas distintas.

Nossa sugestdo é que o trabalho de compreensdo dos procedimentos bem como de
compreensdo dos conceitos sejam realizados em conjunto. Nosso trabalho focou-se no
primeiro destes dois aspectos. O trabalho com situacdes contextualizadas poderia ajudar
0 segundo.

Acreditamos que o melhor critério para julgar a evolugdo de um aluno seja
comparar o desenvolvimento do mesmo em relacdo si proprio. Nesse sentido,
analisando a producao dos alunos ao final da Sesséo 4 e novamente ao final da Sessédo
14, ¢é clara a habilidade que desenvolveram em utilizar as operagdes prevendo resultados
e de maneira a eliminar incégnitas. As estratégias se mostraram cada vez mais
elaboradas, como podemos observar na sessao 14, quando, na necessidade de optar por
uma equacdo para que esta seja multiplicada por um ndmero negativo, os alunos
desenvolveram a habilidade de fazer a melhor escolha, visando coeficientes positivos.

Pelo fato da validacéo ter sido um momento ao qual, geralmente, os alunos néo
chegaram, vemos que o trabalho em relacdo ao tema sistemas lineares ndo pode e nédo
deve parar por aqui. O que nosso trabalho abordou foi uma pequena parte do que
poderia ser explorado em relacdo a esse tema de estudo. Outras abordagens poderiam
ser feitas, como o trabalho com situacbes contextualizadas, o trabalho com a
interpretacdo geomeétrica de sistemas lineares 3x3, no qual haveria a possibilidade de
conexdo com a geometria analitica, a exploracdo de sistemas de ordens de grandeza
distintas de 3x3, a exploracdo de sistemas cujo nimero de equacdes seja diferente do
namero de incognitas e outras mais. Isto porque o estudo de um tema nédo se restringe
apenas ao saber-fazer, como dissemos, mas também deve envolver o saber pensar
matematico, e para que se pense matematicamente, € necessario, segundo nossa
concepcdo, conhecer a fundo o tema envolvido e ser capaz de lidar com 0 mesmo em

qualquer contexto em que este apareca.
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