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Resumo

Santana, Mdrcia Rodrigues Cappelle. Sobre Grafos com r Tamanhos Diferen-
tes de Conjuntos Independentes Maximais e Algumas Extensées. Goiania,
2014. 86p. Tese de Doutorado. Instituto de Informatica, Universidade Federal
de Goias.

Nesta tese, apresentamos alguns resultados relacionados, principalmente, aos tamanhos

de conjuntos independentes maximais em alguns grafos. Mostramos que para inteiros r e
D, com r >2e D > 3, hd um ndmero finito de grafos conexos de grau minimo pelo menos
2, grau méximo até D e cintura pelo menos 7 que t€m tamanhos de conjuntos independen-
tes maximais de até r tamanhos diferentes. Além disso, provamos outros resultados que
restringem os graus de tais grafos e que generalizam resultados ja conhecidos sobre grafos
bem-cobertos. Foram estudados a estrutura e o reconhecimento dos grafos bem-cobertos
G de ordem n(G) sem vértice isolado que tém nimero de independéncia W, para al-
gum inteiro ndo negativo k. Para k = 1, apresentamos uma descri¢do estrutural completa
destes grafos e para um k geral, porém fixo, descrevemos um algoritmo de complexidade
polinomial de tempo para o reconhecimento de tais grafos. Consideramos grafos G sem
vértice isolado cuja diferenca entre o maior € 0 menor conjuntos independentes maximais
€ no maximo k, para algum inteiro k ndo negativo. Obtivemos um limite superior sobre
o nimero de independéncia destes grafos. Apresentamos um algoritmo de complexidade
polinomial de tempo para reconhecimento de alguns produtos complementares, o qual
inclui todos os prismas complementares. Apresentamos também alguns resultados sobre
prismas complementares bem-cobertos. Mostramos que se G ndo é um grafo bem-coberto
e seu prisma complementar é bem-coberto, entdo G tem somente dois tamanhos de con-
juntos independentes maximais que sao consecutivos. Apresentamos um limite superior
para a quantidade de tamanhos de conjuntos independentes maximais em prismas com-
plementares e também outros resultados relacionados a bem-cobertura. Apresentamos um
limite inferior para a quantidade de conjuntos independentes maximais de tamanhos dife-

rentes em produtos Cartesianos de caminhos e ciclos.

Palavras—chave
Teoria dos Grafos, Conjuntos independentes, Grafos bem-cobertos, Produtos

complementares.



Abstract

Santana, Marcia Rodrigues Cappelle. On Graphs Having r Different Sizes of
Maximal Independent Sets and Some Extensions. Goidnia, 2014. 86p. PhD.
Thesis. Instituto de Informatica, Universidade Federal de Goias.

In this thesis, we present some results concerning about the sizes of maximal independent
sets in graphs. We prove that for integers » and D with r > 2 and D > 3, there are
only finitely many connected graphs of minimum degree at least 2, maximum degree
at most D, and girth at least 7 that have maximal independent sets of at most r different
sizes. Furthermore, we prove several results restricting the degrees of such graphs. These
contributions generalize known results on well-covered graphs. We study the structure
and recognition of the well-covered graphs G with order n(G) without an isolated vertex
that have independence number W for some non-negative integer k. For k = 1, we
give a complete structural description of these graphs, and for a general but fixed k,
we describe a polynomial time recognition algorithm. We consider graphs G without an
isolated vertex for which the independence number ¢/(G) and the independent domination
number i(G) satisfy o(G) —i(G) < k for some non-negative integer k. We obtain a
upper bound on the independence number in these graphs. We present a polynomial
algorithm to recognize some complementary products, which includes all complementary
prisms. Also, we present results on well-covered complementary prisms. We show that
if G is not well-covered and its complementary prism is well-covered, then G has only
two consecutive sizes of maximal independent sets. We present an upper bound for the
quantity of sizes of maximal independent sets in complementary prisms and other well-
covered concerning results. We present a lower bound for the quantity of different sizes

of maximal independent sets in Cartesian products of paths and cycles.

Keywords
Graph theory, Independent sets, Well-covered graphs, Complementary products.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Independéncia € um dos conceitos fundamentais em Teoria dos Grafos e é
o assunto central abordado nesta tese. Dado um grafo G, um problema cldssico é
encontrar um conjunto independente maximo neste grafo. A cardinalidade deste conjunto
¢ denotada por a(G), que é o nimero de independéncia de G.

Plummer [44] define um grafo como bem-coberto se todos os seus conjuntos
independentes maximais t€m o mesmo tamanho. Como uma generalizacio deste conceito,
Finbow, Hartnell e Whitehead [25] definem, para todo r € N, o conjunto M, como o dos
grafos que t€m conjuntos independentes maximais de exatamente r tamanhos diferentes.
Com esta notagdo, M| contém exatamente todos os grafos bem-cobertos.

O problema de determina¢ao do nimero de independéncia de um grafo pertence
a classe dos problemas NP-completos [38]. Para grafos bem-cobertos este problema torna-
se mais simples, pois € suficiente encontrar qualquer conjunto independente maximal,
visto que todos t€ém a mesma cardinalidade nestes grafos. Porém, o problema de reconhe-
cimento de grafos bem-cobertos pertence a classe de problemas co-NP-completos [17,50],
até mesmo quando consideramos grafos livres de K 4 [16]. Caracterizagdes estruturais e
algoritmos de reconhecimento de complexidade polinomial de tempo podem ser espera-
dos somente quando consideramos restricdes adicionais. Caro [13] prova que o problema
de reconhecimento de grafos em M, estd na classe co-NP-completo, mesmo para os gra-
fos livres de K 4.

A estrutura dos grafos bem-cobertos ou mais genericamente dos grafos em M,
estd longe de ser completamente entendida [31, 45]. Muitos resultados sobre M, estdo
relacionados a grafos sem ciclos pequenos. Finbow, Hartnell e Nowakowski [23] provam
que C7 € o tnico grafo bem-coberto de grau minimo pelo menos 2 e cintura pelo menos 6.
De forma similar, Finbow, Hartnell e Whitehead [25] provam que Cg, Co, C1g, C11 € C13
sd0 os tnicos grafos em M, de grau minimo pelo menos 2 e cintura pelo menos 8 e, para
r > 4, Hartnell e Rall [32] provam que todo grafo em M, de grau minimo pelo menos 2
e cintura pelo menos 6r — 6 é um ciclo. Para r € {2,3}, o conjunto M, contém grafos de
grau minimo pelo menos 2 e cintura 6 — 5 que ndo sdo ciclos [32].

Uma motivacao para este problema € provar nossa conjectura de que os grafos em
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M, com cintura 7 e grau minimo pelo menos 2 tém grau maximo até 4 e ainda apresentar
uma caracterizac¢do para estes grafos. Mostramos [6] que para todo r > 2 hd um ndmero
finito de grafos com grau méaximo limitado. Além disso, provamos outros resultados que
restringem os graus de tais grafos. Mostramos que, para estes grafos, para todo vértice, o
nimero de vizinhos de grau minimo € limitado e que vértices de grau elevado ndao podem
ter muitos vértices de grau consideravelmente menor com distancia 3. Para grafos com
cintura pelo menos 6 que ndo contém ciclos de tamanho 7, mostramos que o ndimero de
diferentes graus dos vértices também € limitado.

Como uma generalizacdo das caracterizagdes de Ravindra [48] de grafos bem-
cobertos bipartidos, Favaron [20] apresenta uma caracterizacdo dos chamados grafos
muito bem-cobertos, os quais sdo grafos bem-cobertos G de ordem n(G) par e nimero de
independéncia o(G) igual a @ Como todo componente conexo de um grafo muito bem-
coberto G é também muito bem-coberto, sdo considerados grafos sem vértices isolados.
Berge [8] mostra que o valor maximo possivel para o(G) de um grafo bem-coberto G de
ordem n(G) sem um vértice isolado é @; ou seja, os grafos muito bem-cobertos t€m o
nimero de independéncia maximo dentre os grafos bem-cobertos sem vértice isolado.

Estendemos os resultados de Berge e Favaron de duas maneiras diferentes.
Foram estudados a estrutura e o reconhecimento dos grafos bem-cobertos G sem vértice

. A . . ALt —k . . ~ .
isolado que tém nimero de independéncia "(GZ) , para algum inteiro nao-negativo k; ou

seja, foram considerados grafos bem-cobertos cujo nimero de independéncia esta perto do
limite superior do resultado de Berge. Para k = 1, apresentamos uma descri¢do estrutural
completa destes grafos e para um k geral, porém fixo, descrevemos um algoritmo de
reconhecimento de complexidade de tempo polinomial. As condi¢des de bem-cobertura
foram relaxadas e considerados grafos G sem vértice isolado para os quais o nimero
de independéncia o(G) e o nimero de dominagdo independente i(G) satisfazem o(G) —
i(G) < k, para algum inteiro k ndo negativo. Como o(G) e i(G) sdo a mdxima e a minima
ordem de um conjunto independente maximal de G, respectivamente, um grafo G é bem-
coberto exatamente se 0.(G) — i(G) = 0. Provamos uma versdo do resultado de Berge
para estes grafos. Obtivemos, ainda, um limite superior sobre o nimero de independéncia
como corolério e discutimos sua relacdo com a caracterizagao de Favaron.

Haynes et al. [33] introduzem os prismas complementares como um caso espe-
cial de um produto mais geral, o produto complementar. Este ultimo generaliza também
o produto Cartesiano. O prisma complementar de G denotado por GG é o grafo formado
a partir da unido disjunta de G e G, adicionando as arestas para um emparelhamento
perfeito entre os vértices correspondentes de G e G. Os prismas complementares t&m
sido estudados mais recentemente, principalmente com relagdo ao parametro domina-
cdo [27,34-36,40]. Duarte et al. [19] apresentam resultados algoritmicos e de comple-

xidade para os prismas complementares em relagdo a cliques, conjuntos independentes,
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dominagdo e convexidade.

Mostramos [11] que alguns produtos complementares podem ser reconhecidos
por algoritmos de complexidade polinomial de tempo. Este reconhecimento inclui todos
os prismas complementares. Apresentamos também alguns resultados sobre prismas com-
plementares bem-cobertos [3]. Mostramos que se G nio é um grafo bem-coberto e GG é
bem-coberto, entdo G tem somente dois tamanhos diferentes de conjuntos independentes
maximais que sdo consecutivos. Apresentamos um limite superior para a quantidade de
tamanhos de conjuntos independentes maximais em prismas complementares e também
outros resultados relacionados a bem-cobertura.

O produto Cartesiano de um grafo ciclo com um grafo caminho é chamado de
grade cilindrica. Apresentamos [2] um limite inferior para a quantidade de conjuntos
independentes maximais de tamanhos diferentes nestes grafos.

A partir de estudos e aplicagdes de resultados ja conhecidos para algumas
classes de grafos, foram apresentados novos resultados tedricos, o que contribui para a
pesquisa na drea da teoria dos grafos, sobretudo em relagio aos problemas sobre conjuntos
independentes maximais de vértices e seus tamanhos.

O texto estd organizado em mais cinco capitulos. O préximo capitulo, Capitulo
2, contém a notacdo e as definicdes basicas utilizadas no texto, bem como alguns resul-
tados disponiveis na literatura que estdo relacionados ao tema desta tese. Os resultados
sao apresentados nos Capitulos 3, 4 e 5. Estes capitulos comecam com uma pequena in-
troducdo sobre o assunto e terminam com uma secao onde sdo colocadas mais algumas
consideragdes sobre o tema, inclusive alguns problemas em aberto e conjecturas propos-
tas. No Capitulo 3, sdo apresentados os resultados sobre os grafos nas classes M, e I,
com as restricdes adicionais de cintura e de grau minimo pelo menos 2. No Capitulo 4,
sdo apresentados os resultados obtidos pela extensao dos resultados de Berge e Favaron
para grafos bem-cobertos. O Capitulo 5 aborda resultados sobre produtos complementares
que estao divididos em trés se¢des. Na primeira, é apresentado um algoritmo de comple-
xidade de tempo polinomial para o reconhecimento de alguns produtos complementares,
o que inclui todos os prismas complementares. Na sequéncia, sdo mostrados alguns resul-
tados sobre prismas complementares bem-cobertos e, por ultimo, € apresentado um limite
inferior para a quantidade de tamanhos de conjuntos independentes maximais em gra-
des cilindricas. Finalmente, no Capitulo 6, sdo discutidos os principais resultados obtidos

nesta tese e destacados alguns trabalhos futuros.



CAPITULO 2

CONCEITOS E RESULTADOS
PRELIMINARES

2.1 Introducao

Este capitulo fornece embasamento para o entendimento desta tese. Ele estd
dividido em mais duas se¢des. Na secdo 2.2 apresentamos defini¢des e notagdo bdsicas
de teoria dos grafos. Em geral, a notacdo segue a adotada por Bondy e Murty [9]. Outras
definicdes ndo colocadas aqui s@o apresentadas no texto, em momento oportuno. Na Secao

2.3 sdo relatados os principais resultados relacionados ao tema desta tese.

2.2 Definicoes basicas

Um grafo G é um par ordenado (V(G),E(G)), onde V(G) é um conjunto de
vértices e E(G) é um conjunto que consiste de pares ndo ordenados {u, v} de vértices (ndo
necessariamente distintos) de V(G). Cada par como este é chamado de aresta. Escrevemos
uv correspondendo a uma aresta e = {u,v}. Se uv € E(G), entdo dizemos que u e v sdo
adjacentes ou que u € vizinho de v e, ainda, que u € v s@o as pontas de e. Duas arestas sdo
adjacentes se elas possuem um vértice em comum. A ordem de um grafo G é dada pelo
seu nimero de vértices e é denotada por n(G). O tamanho de um grafo G corresponde ao
seu numero de arestas. Uma aresta com ambas as pontas incidentes a um mesmo vértice
€ chamada de laco. Duas ou mais arestas com o mesmo par de pontas sdo chamadas de
arestas paralelas. Um grafo é simples se ndo possui nem lagos nem arestas paralelas.

Um grafo € finito se seus conjuntos de vértices e de arestas sdo ambos finitos.
Consideramos aqui grafos simples e finitos.

O grau dg(v) = d(v) de um vértice v é o nimero |E(v)| de arestas em v, isto
é, ele € igual ao ndmero de vizinhos de v. Um vértice de grau zero € dito isolado. Um
vértice de grau um € chamado folha. O conjunto de vizinhos de um vértice u de G é

denotado por Ng(u), ou simplesmente N(u). Denotamos, ainda, Nglu] = Ng(u) U {u}
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e para algum conjunto U de vértices de G, denotamos Ng[U] = | Ng[u]. O niimero
ucl
8(G) := min{dg(v) : v € V} é o grau minimo de G e o nimero A(G) := max{dg(v) :

v € V} € o seu grau maximo. Se todos os vértices de G tém o mesmo grau k, entdo G é
k-regular, ou simplesmente regular. Um grafo 3-regular é chamado ciibico.

Um grafo completo K, ¢ um grafo com n vértices no qual hd uma aresta entre
cada par de vértices. Um subgrafo de um grafo G é um grafo H tal que V(H) CV(G) e
E(H) CE(G).SeV'(G') CV(G) e G’ contém todas as arestas xy € E com x,y € V’, entdo
G' é um subgrafo induzido de G. Dizemos que V' induz ou gera G' em G e denotamos
por G[V']. Portanto, se U C V é qualquer conjunto de vértices de G, entdo G[U] denota o
grafo sobre U cujas arestas s@o precisamente as arestas de G com extremos em U. Uma
cliqgue de um grafo G € um subgrafo induzido que é um grafo completo maximal em G.

Sejam G = (V,E) e G’ = (V',E’) dois grafos. N6s chamamos G e G’ isomorfos
e escrevemos G = G', se hd uma bijecdo @ : V — V' com xy € E < ¢(x)9(y) € E' para
todo x,y € V. Este mapeamento € chamado isomorfismo.

Se U € qualquer conjunto de vértices (usualmente de G), nés escrevemos G \ U
para G|V \ U]. Em outras palavras, G\ U é obtido de G pela remogdo de todos os vértices
em U NV e suas arestas incidentes. Ao invés de G\ V(G’) nés simplesmente escreveremos
G\ G'. O complemento de G, denotado por G é o grafo sobre V com conjunto de arestas
(VxV)\E.

Um caminho é um grafo simples cujos vértices podem ser arranjados em uma
sequéncia linear de tal forma que dois vértices sdo adjacentes se eles sdo consecutivos
na sequéncia e ndo adjacentes em caso contrdrio. De forma semelhante, um ciclo sobre
trés ou mais vértices € um grafo simples cujos vértices podem ser arranjados em uma
sequéncia ciclica de tal forma que dois vértices sdo adjacentes se eles sdo consecutivos na
sequéncia e ndo adjacentes em caso contrdrio. O nimero de vértices de um caminho ou
ciclo € o seu tamanho. O caminho de tamanho k é chamado de um k-caminho e denotado
por Py. O ciclo de tamanho k é chamado de um k-ciclo e denotado por Ci. A distancia
distg(x,y) em G de dois vértices x,y é o tamanho do menor caminho entre x e y em G; se
tal caminho ndo existe, fazemos distg(x,y) := co.

Um grafo € conexo se, para cada particao de seus vértices em dois conjuntos nao
vazios X e Y, hd uma aresta com uma ponta em X e uma ponta em Y'; caso contririo o
grafo € desconexo.

Um grafo G é chamado k-partido se V(G) admite uma parti¢do em k conjuntos
independentes disjuntos, V(G) = PyUP,U...U P, para algum inteiro k£ < |V|. Cada
particdo como tal é chamada de parte. Ao invés de 2-partido nds costumamos dizer
bipartido. Um grafo k-partido no qual N(v) =V \ P; para cada vértice ve P, 1 <i<ké
chamado de k-partido completo. Um grafo bipartido completo com parti¢des de tamanho

m e n serd aqui denotado por K, ,. Um grafo livre de K; 3 € um grafo que nio contém
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um subgrafo induzido isomorfo a K 3. Um grafo € dito ser Kj,-partido completo se ele é
k-partido completo com cada parte contendo n vértices.

Um vértice v é um vértice simplicial se o grafo induzido por N[v] for uma clique.
Uma clique de um grafo G contendo pelo menos um vértice simplicial ¢ denominado um
simplex do grafo. Um grafo G é um grafo simplicial se todo vértice de G for um vértice
simplicial ou for adjacente a um vértice simplicial.

Um emparelhamento em um grafo conexo € um conjunto de arestas tal que
quaisquer duas arestas ndo compartilham um vértice. Seja M um emparelhamento em
um grafo G. O emparelhamento M € dito perfeito se cobre todos os vértices de G. Um
caminho em G € M-alternante se ¢ um caminho cujas arestas estdo, alternadamente, em
MeemE(G)\M.

Um conjunto I de vértices de um grafo G € independente se quaisquer dois
vértices em / ndo sao adjacentes. Um conjunto independente / de G € maximal se todo
vértice u em V(G) \ I tem um vizinho em /. Um conjunto independente I de G é mdximo
se G ndo tem conjunto independente J com |J| > |1|.

Um conjunto D de vértices de um grafo G é dominante se N|D] = V(G). O
niimero de dominagdo de G é a cardinalidade de um menor conjunto dominante de G e é
denotado por Y(G). O niimero de dominagdo independente de G é a cardinalidade de um
menor conjunto dominante de G que é independente e é denotado por i(G). Note que um
menor conjunto dominante de G que € independente € também um conjunto independente
maximal de G de minima cardinalidade.

O tamanho do menor ciclo em um grafo G € chamado cintura de G. Um grafo
sem ciclo tem cintura infinita. Uma drvore € um grafo conexo sem ciclos. Um grafo
centopeia é uma arvore cuja remocao de todos os vértices folha resulta em um grafo

caminho.

2.3 Trabalhos relacionados

Independéncia é um dos conceitos fundamentais em Teoria dos Grafos. Dado
um grafo G, um problema cldssico € encontrar um conjunto independente maximo neste
grafo. Assim, é possivel obter a sua cardinalidade, o que chamamos de nimero de in-
dependéncia de G, denotado por o(G). Em 1972, Karp [38] prova que o problema de
determina¢do do nimero de independéncia de um grafo qualquer estd na classe de pro-
blemas NP-completos. Um grafo é bem-coberto se todos os seus conjuntos independentes
maximais tém o mesmo tamanho e, portanto, todos sdo maximos. Os grafos bem-cobertos
foram introduzidos por Plummer [44] em 1970. O problema de determinacido do nimero
de independéncia em grafos bem-cobertos torna-se mais simples, pois € suficiente encon-

trar qualquer conjunto independente maximal. Porém, o reconhecimento destes grafos
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estd em co-NP-completo [17,50], mesmo para grafos livres de K 4 [16]. Caracterizagdes
estruturais e algoritmos de reconhecimento de complexidade de tempo polinomial podem
ser esperados somente quando consideramos restri¢des adicionais.

Algumas caracterizacoes de grafos bem-cobertos levam a algoritmos de reconhe-
cimento de complexidade de tempo polinomial, como por exemplo, a caracterizacao dos
seguintes grafos: de cintura pelo menos 5 [23], grafos que ndo contém ciclo de tamanho
4 ou 5 [24], grafos que ndo contém ciclo de tamanho 3, 5 ou 7 [47], grafos simpliciais,
cordais e arco-circulares [46] e os grafos blocos e uniciclicos [53].

Os grafos bem-cobertos com grau méximo limitado podem ser reconhecidos por
algoritmos de complexidade de tempo polinomial [14]. Levit e Tankus [41] apresentam
uma conjectura de que também os grafos bem-cobertos que nao contém ciclos de ta-
manho 4 ou 6 podem ser reconhecidos eficientemente e ainda provam varios resultados
relacionados. Embora os grafos bem-cobertos livres de K 3 possam ser reconhecidos efi-
cientemente [51,52], ndo é conhecida uma caracterizagdo geral para estes grafos. Carac-
terizacOes com restri¢des adicionais podem ser encontradas em [29, 56]. Outros trabalhos
sobre grafos bem-cobertos podem ser consultados em [31,44].

Como uma generalizagdo dos grafos bem-cobertos, Finbow, Hartnell e Nowa-
kowski [25] definem, para todo r € N, o conjunto /M, como o conjunto de grafos que
tem conjuntos independentes maximais de exatamente r diferentes tamanhos. Com esta
defini¢do, M| contém exatamente todos os grafos bem-cobertos. Caro [13] prova que o
reconhecimento de grafos em M, também é um problema que estd em co-NP-completo,
mesmo para os grafos livres de Kj 4. Se um grafo pertence a M, e os seus tamanhos de
conjuntos independentes maximais sao consecutivos, entdo o grafo pertence a uma classe
chamada I,, definida por Barbosa e Hartnell [4].

Para um grafo G, ccim(G) denota o conjunto com todas as cardinalidades
de conjuntos independentes maximais de G. Na Figura 2.1, podem ser vistos alguns
exemplos de grafos e as classes as quais pertencem em relacdo aos seus diferentes

tamanhos de conjuntos independentes maximais.
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(a) ccim(Gy) = {4} (b) ccim(G) ={2,4,5} (c) ccim(G3) =
{3,4,5}

Figura 2.1: Exemplos de conjuntos independentes maximais. O
grafo Gy € M, ou seja, é bem coberto; Gy € Mz, mas
Gy ¢ I; Gs € L e, portanto, Gz € M.

Assim como ocorre com os grafos bem-cobertos, muitos resultados sobre M,
estdo relacionados a grafos sem ciclos pequenos. Finbow, Hartnell e Nowakowski [23]
provam que C7 € o tnico grafo conexo bem-coberto de grau minimo pelo menos 2 e
cintura pelo menos 6. De forma similar, Finbow, Hartnell e Whitehead [25] provam que
os ciclos Cg, Cy, Cyo, C11 € Ci3 sdo os tnicos grafos em M, de grau minimo pelo menos
2 e cintura pelo menos 8. Para r > 4, Hartnell e Rall [32] provam que todo grafo em M,
de grau minimo pelo menos 2 e cintura pelo menos 6r — 6 é um ciclo. Para r € {2,3}, o
conjunto M, contém grafos de grau minimo pelo menos 2 e cintura 6r — 5 que néo sdo
ciclos [32].

Barbosa e Hartnell [4] mostram condi¢des suficientes para um grafo pertencer a
M, ou I, e mostram também que se G € livre de K 3 e pertence a M, entdo G pertence
a I,. Para G € M, e v € G, Barbosa e Hartnell [5] determinam os valores extremos que ¢
pode assumir tal que G\ {v} pertenca a M; e apresentam grafos que atendem aos limites
minimo e méaximo. Outra questdo considerada pelos autores foi o efeito da remogao de
uma aresta do grafo sobre os seus tamanhos dos conjuntos independentes maximais.

Como uma generalizacdo das caracterizacOes de Ravindra [48] de grafos bem-
cobertos bipartidos, Favaron [20] apresenta uma caracterizacdo dos entdo chamados
grafos muito bem-cobertos, os quais sdo grafos G bem-cobertos que sdo de ordem n(G)
par e ttm o(G) igual a @ Como todo componente conexo de um grafo muito bem-
coberto G € também muito bem-coberto, sdo considerados grafos sem vértices isolados.
Berge [8] prova que o valor méximo possivel de a(G) de um grafo bem-coberto G de
ordem n(G) sem um vértice isolado é @; ou seja, os grafos muito bem-cobertos tém o
numero de independéncia maximo dentre os grafos bem-cobertos sem vértice isolado.

Por outro lado, se um grafo ndo € bem-coberto, uma outra questao é determinar
0 qudo distante ele estd de ser bem-coberto. Em outras palavras, qual a quantidade
maxima possivel de tamanhos diferentes de conjuntos independentes maximais em um

grafo G com n(G) vértices? Em 1965, Moon e Moser [42] provam que essa quantidade
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¢, no maximo, n(G) — |logn(G)|. Em [10], sdo analisadas algumas caracteristicas da
estrutura de grafos com o maior nimero possivel de tamanhos diferentes de conjuntos
independentes maximais e também sdo dadas estimativas que sdo as melhores possiveis
para grafos regulares e grafos livres de Kj x, para k > 3.

Quando analisamos os tamanhos dos conjuntos independentes maximais de dois
grafos, uma outra questio que tem sido investigada € o comportamento das cardinalidades
ao se fazer uma certa operagdo com os mesmos. Apresentamos nesta tese resultados
relacionados ao produto complementar e também sobre dois tipos particulares deste
produto: o produto Cartesiano e o prisma complementar. Apresentamos as defini¢coes de
tais produtos e alguns trabalhos relacionados.

O produto Cartesiano GLIH de dois grafos G e H € o grafo contendo conjunto
de vértices V(GOH) = V(G) x V(H), e dois vértices (u,v) e (x,y) sdo adjacentes

exatamente se

o (u,x) €E(G)ev=y,
e ou(vy €eEH)eu=nx.

Na Figura 2.2, temos o grafo C3 [1P;.

Figura 2.2: Grafo C3UP;.

Topp e Volkman [54] apresentam resultados sobre o produto Cartesiano de
alguns grafos, incluindo os grafos bipartidos e ciclos e deixam uma questdo em aberto:
Se o produto dos grafos G e H é bem-coberto, necessariamente G e H sao bem-cobertos?
Fradkin [26] mostra que GLJH nao € bem-coberto quando G e H ndo sdo bem-cobertos
e sdo livres de tridngulo. Hartnell e Rall [30] generalizam este resultado, mostrando que
se GLJH é bem-coberto, entdo pelos menos um dentre G ¢ H é bem-coberto. Mostramos
em [7] algumas propriedades do produto Cartesiano de dois ciclos.

Uma questdo antiga sobre o produto Cartesiano de grafos é a chamada conjectura
de Vizing. Vizing [55] conjectura que o nimero de dominagdo do produto Cartesiano de
dois grafos é sempre maior do que ou igual ao produto do nimero de dominacao dos dois
fatores. Até o momento ndo hd uma prova para esta conjectura para um grafo qualquer.
Lembramos que todo conjunto independente maximal € um conjunto dominante, embora
a reciproca nao seja verdadeira. Além disso, o menor conjunto dominante independente é

um conjunto independente maximal de minima cardinalidade.
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Em [43], sdo estabelecidos resultados relativos ao nimero de dominag¢do do
produto Cartesiano de caminhos e ciclos. Estes grafos sdo chamados de grades cilindricas.
Os autores mostram a validade da Conjectura de Vizing para estes produtos.

Sabidussi [49] e Vizing [55] mostram que todo grafo conexo tem uma fatoragao
em fatores primos com relagdo ao produto Cartesiano que € tinica, a menos da permutagdo
dos fatores. Um primeiro algoritmo de tempo polinomial para determinar esta fatoracao é
proposto por Feigenbaum et al. [22]. Consideraveis simplificacdes de tempo de execugdo
e melhoramentos sdo obtidos por Winkler [57], Feder [21] e Aurenhammer et al. [1].
Finalmente, Imrich e Peterin [37] apresentam um algoritmo de complexidade de tempo
linear para tal fatoragdo. Para um excelente levantamento sobre esta questdo e outros
produtos de grafos, sugerimos [28].

Haynes et al. [33] generalizam o conceito de produto Cartesiano. Para dois
grafos G e H, um conjunto R de vértices de G, e um conjunto S de vértices de H, o
produto complementar G(R)OH (S) € definido como o grafo com conjunto de vértices

V(G) x V(H) onde dois vértices (u,v) e (x,y) sdo adjacentes exatamente se

e u=x,ucRevye E(H),ou

e u=x,ucV(G)\Revy¢E(H), ou
ev=yveSeux < E(G),ou

e v=y,veV(H)\Seux ¢ E(G).

Em outras palavras, para cada u € V(G), substituimos « por uma cépia de H
se u estd em R e por uma cépia de seu complemento H se u nio estd em R, e para
cada v € V(H), substitufimos v por uma cépia de G se v estd em S e uma cépia de G
se v ¢ S. Note que G(R)JH (S) coincide com o produto Cartesiano de G e H se R =V (G)
e S =V(H). Na Figura 2.3, é apresentado um exemplo do produto complementar de dois

grafos.

Y/
RIK )
‘ a b c
2 o—o—o
N
(a) G (b H (c) G(R)OH(S)

Figura 2.3: Grafos G, H e o produto complementar G(R)OH (S),
comR={1,4} e S={a,c}.

Haynes et al. [33] também definem por prisma complementar o produto com-

plementar G(V(G)JK3(S), com |S| = 1, denotado por GG. Eles investigam, para es-
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tes grafos, algumas propriedades como independéncia, distancia e dominagdo. Ou-
tras propriedades de prismas complementares sdo estudadas em alguns poucos artigos
[18,27,34-36,39,40]. Duarte et al. [19] apresentam resultados algoritmicos e de comple-
xidade para os prismas complementares em relacdo a cliques, conjuntos independentes,
dominacdo e convexidade. Na Figura 2.4, podem ser vistos os prismas complementares

dos grafos K4 e Cy4, respectivamente.

(a) K4Ky (b) C4Cy

Figura 2.4: Prismas complementares dos grafos Ky (a) e C4 (D).



CAPITULO 3
GRAFOS COM ATE r TAMANHOS DE
CONJUNTOS INDEPENDENTES MAXIMAIS
COM RESTRICAO DE CINTURA E DE
GRAU MINIMO

3.1 Introducao

Como uma generalizagdo dos grafos bem-cobertos, Finbow, Hartnell e Nowa-
kowski [25] definem, para todo r € N, o conjunto M, como o conjunto de grafos que
tem conjuntos independentes maximais de exatamente r diferentes tamanhos. Com esta
defini¢do, M) contém exatamente todos os grafos bem-cobertos.

E possivel construir drvores arbitrariamente grandes, mais especificamente gra-
fos centopeia de grau méaximo 4, que pertencem a M,.. Além disso, se G e H sdo grafos em
M, e M, respectivamente, entéo, adicionando todas as arestas entre V(G) e V(H) a unido
disjunta de G e H, o grafo resultante pertence a M; para algum ¢ com max{r,s} <t <r+s.
De forma similar, comecando com qualquer grafo G e adicionando para todo vértice u de
G, uma clique ndo vazia unida totalmente a u, obtemos um grafo bem-coberto. Isto im-
plica que, para r > 1, o conjunto M, contém infinitos grafos de grau minimo pelo menos
2.

Um grafo G pertence a classe I, definida por Barbosa e Hartnell [4], se G tem
exatamente r tamanhos de conjuntos independentes maximais de tamanhos #,¢+1, ..., +
r— 1 para algum 7 € N. Claramente, todo grafo G pertencente a I, pertence a M,, embora
a reciproca ndo seja verdadeira.

Neste capitulo, sdo apresentados resultados sobre grafos em M, com as restrigdes
de grau minimo pelo menos 2 e cintura pelo menos 6. Para cintura pelo menos 7,
nossa motivacdo foi a conjectura que, para r = 2, hd um nimero finito de grafos com
estas propriedades, todos com A < 4. Na Se¢do 3.2, mostramos que para todo r > 2,

ha um numero finito de grafos com grau maximo limitado com estas restri¢des. Além
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disso, provamos alguns outros resultados que restringem os graus de tais grafos. Outros
resultados sobre M, e restri¢do de cintura (tamanho impar) podem ser encontrados em
[4,5,47]. Mostramos, na Se¢ao 3.3, alguns resultados relacionados a grafos em I, com

cintura pelo menos 6 e grau minimo pelo menos 2.

3.2 Resultados em 9,

Para r > 1, denotamos M<, = M U...UM,, ou seja, M<, é o conjunto de grafos
que tem conjuntos independentes de no médximo r tamanhos diferentes.

Para algumas provas, mesmo sem mencionar, utilizamos o seguinte resultado de
Finbow, Hartnell e Whitehead [25].

Teorema 3.1 [25] Seja G um grafo tal que G € M<,. Para todo conjunto independente
I de G, o subgrafo de G induzido por V(G) \ Ng|I| pertence a M,

O Teorema 3.1 é utilizado da seguinte maneira. Encontramos um conjunto
independente / em um grafo G, demonstramos que G\ / tem um componente que estd
na classe M para algum s > r e entdo concluimos que G ¢ M,..

Provamos em [6] que, para todo r > 2, h4 um nimero finito de grafos de
grau minimo pelo menos 2, cintura pelo menos 7 € com grau maximo limitado, j4 que

limitamos a ordem do grafo com tais propriedades.

Teorema 3.2 [6] Parar > 2 e D > 3, todo grafo conexo em M<,, de grau minimo pelo

menos 2, grau mdximo até D e cintura pelo menos 7 tem ordem no mdximo

D

53 ((D— 1)48(r+1)2+56(r+1)+4 _ 1) '

Prova. Para uma contradi¢do, suponhamos que M<, contém um grafo conexo G que
¢ de grau minimo pelo menos 2, grau méaximo até D, cintura pelo menos 7 e ordem
maior do que o valor dado. Ja que todo grafo de grau maximo até D ndo tem mais do
que 1+ % ((D —1)7 - l) vértices com distancia no miximo d de todo vértice dado,
o grafo G contém dois vértices u e v separados a distincia 48(r + 1)? +56(r + 1) + 4.
Seja P um caminho de menor comprimento em G entre u € v; Indexe seus vértices por
x(0),...,x(k—1). Note que a ordem k de P é 48(r+ 1) +56(r+41) +5.

Seja o grafo H obtido de G pela remocdo de todos os vértices com distancia no
maximo 1 de P. Seja Ip o conjunto de todos os vértices y em V (H) tal que existe algum
indice i € {0,...,k— 1} comi =0 (mod 6) e distg(x(i),y) = 2. Como G tem cintura pelo
menos 7 € P é um menor caminho, o conjunto Iy é independente. Seja /; um conjunto
independente maximal de H que contém /y. Veja a Figura 3.1 para uma ilustracido da

formacgao destes conjuntos.



3.2 Resultados em M<, 26

x(0) x(1) x(2) x(3) x(4) x(5) x(6) x(7)

Figura 3.1: O caminho P e a formacdo dos conjuntos Iy e I,.

Seja T o subgrafo de G induzido por N[V (P)] \ Ng[I]. Claramente, P C T. Para
i€{0,...,k—1},sejam N(i) = Ny (x(i)) \V(P) e n(i) = |N(i)|. Como G tem cintura pelo
menos 7 e P € um menor caminho, o grafo 7' € uma centopeia que € obtida pela ligacdo
de n; folhas para cada vértice x; de P. Além disso, como G tem grau minimo pelo menos
2, a defini¢do de Iy implica que n(i) = 0 paratodo i € {0,...,k— 1} com i =0 (mod 6).

Um indice i com i € {3,...,k—4} é chamado especial, se n;+ 1 # n;_1 +nj41.

Consideramos dois casos de acordo com o nimero de indices especiais.
Caso 1 Hd pelo menos 8(r+ 1) indices especiais.

Neste caso, hd r + 1 indices especiais iy < ip < ... <lipy] comij; ] —i; > 8 para todo

jed{l,... r}.
Seja I, contendo

e paratodo j € {1,...,r+ 1}, todos os vértices em
{x(ij—3),x(ij+3)}UN(i; —2) UN(i; +2),

e todos os vértices em um conjunto independente maximal no subgrafo de G induzido

por
i1—5

k—1
N(i1 =4)UN(irp1 +4) U | c(OUN@)U | @) UN()),
i=0 =iy 1+5

e
e paratodo j € {1,...,r}, todos os vértices em um conjunto independente maximal
do subgrafo de G induzido por
ij+1 —5

N(ij+4)UN(ijs1 =4 U | J (x(i)UN()).
i=ij+5

(Note que este conjunto pode ser vazio paraijy1 —i; <9.)

Veja a Figura 3.2 para uma ilustracao.
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N(ij+2)

N(ij)
Figura 3.2: A se¢do de P entre x(i; —3) e x(ij+1 +3).

Como T € uma centopeia, o conjunto /5 € independente.
Paratodo j € {1,...,r+ 1}, sejam

() = {x(ij = 1),x(i; + 1) }UN(ij)

L(j) = {x(i)) UN(ij — 1) UN(i; + 1).

Como i; € especial, temos |S(j)| # |L(j)|.
Se para todo j € {1,...,r+1},1(j) € {S(j),L(j)}, entdo

r+1
LULU|JI())
j=1
¢ um conjunto independente maximal de G. Isto implica na existéncia de conjuntos
independentes maximais de G de pelo menos r 4 1 tamanhos diferentes, o que é uma

contradicao.
Caso 2 Hd menos do que 8(r+ 1) indices especiais.

Ao apagar de P os primeiros trés vértices, os ultimos trés vértices, e todos os vértices x(i)
tal que i é especial, obtemos uma cole¢ido de no maximo 8(r+ 1) caminhos cuja soma é
k—6—(8(r+1)—1), que é igual a 48(r + 1)?> +48(r + 1). Portanto, um caminho nesta
colecdo, digamos Q, de x(p) ax(p+£¢— 1), tem ordem pelo menos 6(r+ 1) +6.

Pela defini¢éo de Iy, o caminho Q contém um vértice x(i) com n(i) = 0. Ja que
i ndo é especial, n(i — 1) +n(i+ 1) = 1, o que implica que {n(i—1),n(i+1)} = {0,1}.

Como nenhum dos indices p,...,p+ ¢ — 1 € especial, segue que a sequéncia

consiste de ¢ nimeros consecutivos de uma sequéncia periodica infinita dos dois lados
...,0,0,1,2,2,1,0,0,1,2,2,1,0,0,1,2,2,1,0,0,1,2,2,1,....

Sejag € {p,...,p+5}talquen(q) =n(g+1)=0.



3.2 Resultados em M<, 28

Seja I, contendo

e paratodo j € {1,...,r+ 1}, todos os vértices em
{x(g+6(j—1))}UN(g+6(j—1)+4)UN(g+6(j —1)+5),

e o vértice x(¢+6(r+1)),e

e todos os vértices em um conjunto independente maximal do subgrafo de G induzido

por
q—2
UG@UN@)UN(g-1)
i=0

e todos os vértices em um conjunto independente maximal do subgrafo de G induzido

por
q—2 k—1
N(g—-1UN(g+6(r+1)+ DU Jx@OUN@D)U |  GEUNG)).
i=0 i=q+6(r+1)+2

Veja a Figura 3.3 para uma ilustracao.

q q+6 q+12

Figura 3.3: A secdo de P entre x(q) e x(q+12).

Como T é uma centopeia, o conjunto /5 é independente.

Se, para todo j € {1,...,r+1}, I'(j) é ou o conjunto {x(¢g+6(j—1)+3)}U
N(g+6(j—1)+2), que contém dois vértices, ou o conjunto {x(¢g+6(j—1)+2)} U
N(g+6(j—1)4+3), que contém trés vértices, entdo

r+1
LULU|JI'(j)
j=1
€ um conjunto independente maximal de G. Isto implica a existéncia de conjuntos inde-
pendentes maximais de r + 1 tamanhos diferentes, o que é uma contradicdo e completa a

prova. 0
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Devido ao Teorema 3.2, condi¢des que implicam uma limitagdo no grau maximo dos gra-
fos considerados sdo de interesse. Nossos outros resultados ilustram condic¢des diferentes

para permitir a restri¢ao dos graus dos vértices.

Teorema 3.3 [6] Parar > 2 e s> 0, todo grafo em M<, que

e tem grau minimo pelo menos 2 e cintura pelo menos 7,

e ¢ no qual para todo vértice u, hd no mdximo s ciclos de tamanho 7T que contém u,

tem grau mdximo até () +2s+ 1.

Prova. Suponhamos, ao contrdrio, que G possui as propriedades descritas, mas A(G) >
(5) +2s+ 1. Seja u um vértice de grau maximo e sejam vy, . .., Va(g) 0s vizinhos de u. Para
i€{1,...,A(G)}, sejam N; = Ng(v;) \ {u} e N> = Ng[Ni] \ ({vi} UN;). Pela condigdo da
cintura, todos estes conjuntos sdo disjuntos.

Seja H o grafo com conjunto de vértices {1,...,A(G)} no qual dois vértices
distintos i e j s@o adjacentes exatamente se G contém uma aresta entre Ni2 e N]Z. Como
nenhum vértice de G estd em mais do que s ciclos de tamanho 7, o grafo H ndo tem um
emparelhamento com mais do que s arestas.

Isto implica que H tem um conjunto independente de tamanho pelo menos
A(G) — 2s. Pela simetria, podemos assumir que para todo 1 <i < j < A(G) —2s, o grafo

G ndo contém arestas entre Ni2 e NJZ. Isto implica que o subgrafo T de G induzido por

A(G)—2s
NelWlU |J (NUN})
i=1
¢ uma arvore.
Para k € {2,...,A(G) — 2s}, seja I; um conjunto independente maximal do

subgrafo de G induzido por

k
W@\G%MUUM)
i=1

tal que I contém o conjunto independente

k A(G)
Untu U N
i=1 i=k+1
O subgrafo de G induzido por V(G) \ Ng[I] é isomorfo ao grafo K| ;. J4 que K x tem

conjuntos independentes maximais de tamanhos 1 e k, respectivamente, isto implica

que, para todo k € {2,...,A(G) — 2s}, o grafo G contém dois conjuntos independentes
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maximais Sg e Ly com |Lg| — |Sx| = k — 1. Como o conjunto de diferengas de elementos
/
distintos de S tem tamanho no maximo (rz) quando S é um conjunto de r’ inteiros,
/
isto implica que G € My, para algum ' com (5) > A(G) —2s—1 > (}), 0 que ¢ uma

contradicao. 0

Combinando os Teoremas 3.2 e 3.3 temos o coroldrio seguinte.

Corolario 3.4 [6] Para todo r > 2, o conjunto ‘M<, contém uma quantidade finita de

grafos de grau minimo pelo menos 2 e cintura pelo menos 8.

Prova. Seja G um grafo em M-, de grau minimo pelo menos 2 e cintura pelo menos 8.
Pelo Teorema 3.3, o grau maximo de G € menor ou igual a (5) + 1. Logo, pelo Teorema
3.2, a ordem de cada componente de G € limitada em termos de r. Pelo resultado de Fin-
bow, Hartnell e Nowakowski [23] mencionado no Capitulo 2, ndo hé grafo bem-coberto
de grau minimo pelo menos 2 e cintura pelo menos 8; isto é, todo componente de G
tem conjuntos independentes maximais com pelo menos dois tamanhos diferentes. Isto
implica que G tem no maximo r — 1 componentes. Portanto, obtemos que a ordem de G

¢ limitada em termos de r, o que completa a prova. O

Para r € {1,2}, a declaragdo do Coroldrio 3.4 ji era conhecida [23, 25]. Para
grafos em M, de grau minimo pelo menos 2 e cintura pelo menos 8, o Teorema 3.3 pode

ser levemente melhorado, conforme a proposicdo abaixo.

Proposicio 3.5 Se G é um grafo em M,, que é de grau minimo pelo menos 2, e cintura

pelo menos 8, entdo A(G) < r.

Prova. Similar a prova do Teorema 3.3. 0

Nosso proximo resultado limita o nimero de vizinhos de grau minimo de todo

vértice.

Proposicdo 3.6 [6] Se r > 2 e G é um grafo em M<, de grau minimo pelo menos 2 e
cintura pelo menos 1, entdo todo vértice em G tem no mdximo ((;) + 1)2 vizinhos de grau
2.

Prova. Suponhamos, para uma contradi¢do, que G contém um vértice u com d vizinhos
2 . . ..

Vi,...,vq de grau 2 tal que d > ((g) + 1) .Paraie€ {1,...,d}, sejam w; os vizinhos de v;

distintos de u e sejam z; os vizinhos de w; distintos de v;. Pela condi¢do da cintura, todos

estes vértices sdo distintos. Seja

N? = {v e V(G) : distg(u,v) =2} \ {w1,...,wg}.
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Ja que todo grafo sem tridngulos de ordem d > 3 tem um conjunto independente de ordem

[\/ﬂ , podemos assumir, pela simetria, que {zl o2V } € um conjunto independente.

Para k € {2, ce [\/g—‘ } seja I um conjunto independente maximal do subgrafo
de G induzido por

V(G)\ (Ng[u]U{wr1,...,w})

tal que I; contém o conjunto independente {z1,..., 2t} U{wi 1,...,wg} UN2. O subgrafo
de G induzido por V(G) \ Ng[Ik| é isomorfo a Kj ;. A partir deste ponto, é possivel

completar a prova exatamente como foi feito no Teorema 3.3. 0J

O grafo que € obtido pela ligagdo de um vértice em cada uma de duas cépias de
C7 mostra que a igualdade da Proposi¢ao 3.6 € valida para r = 2.

Nosso préximo resultado € uma variacdo da Proposicdo 3.6. Mostramos que
vértices de grau elevado nao podem ter muitos vértices de grau consideravelmente menor

com distancia 3.

Proposicao 3.7 [6] Seja r > 2 e seja G um grafo em M, de grau minimo pelo menos 2
e cintura pelo menos 7. Se u é um vértice de G e N é um conjunto de dy vizinhos de u tal

que

e todo vértice em N tem grau no mdximo d; e
e para todo vértice v.em N e todo vértice w em Ng(v) \ {u}, hd um vértice z em

Ng(w) \ {v} de grau no mdaximo ds,

entdo

d; r
UED DTS (2)

Prova. Sejam G, u, N e dy,d>,d3 como declarados. Seja N = {vy,...,vg, }. Para todo
vi €N, Seja N; = Ng(v;) \ {u} e seja N> um conjunto de dg(v;) — 1 vértices de grau no
maximo d3 tal que, para todo w € N;, o conjunto Ni2 contém um vizinho de w distinto de
v;. Pela condicao da cintura, os conjuntos Ni2 sdo disjuntos e independentes.

O grafo com conjunto de vértices {1,...,d;}, no qual dois vértices distintos i
e j sdo adjacentes exatamente se G contém uma aresta entre Ni2 e NJZ, tem ordem d;
e grau maximo no maximo (dy — 1)(d3 — 1). Logo, estes grafos contém um conjunto
independente de ordem pelo menos MITI)H.

A partir deste ponto, € possivel completar a prova exatamente como na Proposi-
¢do 3.6. 0

Em nosso ultimo resultado desta secdo, consideramos grafos de cintura pelo menos 6
que ndo contém ciclos de tamanho 7. Enquanto ndo € possivel limitar, neste caso, o grau

méximo, podemos pelo menos limitar o nimero de diferentes graus dos vértices.
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Proposicao 3.8 [6] Para r > 2, todo grafo G em M<, que é de grau minimo pelo menos
2, cintura pelo menos 6 e ndo contém um ciclo de tamanho 7, tem no mdximo (;) graus

diferentes de seus vértices.

Prova. Seja G um grafo em M, com grau minimo pelo menos 2, cintura pelo menos 6 e
que nao contém um ciclo de tamanho 7.

Seja u um vértice de G de grau d. Se N’ é o conjunto de vértices a distincia i de
u, entdo N> é independente. Se I é um conjunto independente maximal do subgrafo de
G induzido por V(G) \ ({u} UN' UN?) tal que N3 C I, entdo o subgrafo de G induzido
por V(G) \ Ng[I] é Kj 4, o que implica que G tem conjuntos independentes maximais
cujas cardinalidades diferem por exatamente d — 1. Isto implica que G tem vértices de,

no médximo, (}) diferentes graus. O

3.3 Resultados em /I,

Nesta se¢do, sdo considerados os grafos em I, com cintura pelo menos 6 € grau
minimo pelo menos 2. Primeiramente € provado que Cg € o tinico grafo conexo em M,
com estas restri¢des de cintura e grau minimo, com a restri¢ao adicional de ndo conter um

ciclo de tamanho 7.

Proposicio 3.9 Se G é um grafo conexo em My, que é de grau minimo pelo menos 2,

cintura 6 e ndo contém um ciclo de tamanho 7, entdo G é isomorfo a Cg.

Prova. Suponhamos, para uma contradi¢cdo, que G satisfaz as propriedades acima, mas G
€ diferente de Cg. Pela Proposicao 3.8, G € um grafo k-regular. Se k =2, G € um ciclo com
6 vértices e G € M,. Logo, suponhamos que k > 3. Como descrito na prova da Proposi¢do
3.8, G tem conjuntos independentes cujas cardinalidades diferem por exatamente k — 1.
Seja u € V(G). Sejam vy,...,v; os k vizinhos de u. Seja N' o conjunto de vértices com
distancia i de u. Note que, pela regularidade do grafo, |[N?| = k(k— 1) e que, pela condicio
de cintura, N2 é independente, assim como N>. Seja Iy um subconjunto de V (G) contendo
um vértice x € (N> N Ng(v1)) e todos os vértices em N3\ Ng(x). Note que Ng(x) N N3
tem tamanho k — 1 e N°(u) tem pelo menos (k — 1)(k — 1) vértices. Logo, N> \ Ng(x) é
um conjunto ndo vazio.

Estenda Iy a um conjunto independente maximal /; de G\ ({u} UN'UN?).
O subgrafo de G, induzido por G\ Ng[I;] contém o vértice u com aresta para cada um
dos vértices vy,...,v; € €, portanto, isomorfo a Kj ;1. Note que todos os vértices em
N3\ Ng|[x] dominam todos os vértices em N2\ {x}; caso contrdrio, haveria um vértice
y € N2\ {x}, tal que N(y) N N3 = N(x) N N3, o que implicaria em G ter um Cy. Logo,
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LU{u} e [ U{vy,...,v} sdo conjuntos independentes maximais em G com cardina-

lidades que diferem em exatamente k — 2. Isto contradiz que G € M, e completa a prova. [

Note que se G € um grafo de cintura 6, sem ciclo de tamanho 7 e de grau minimo
pelo menos 2 em M,, para algum r > 3, ndo necessariamente G pertencerd a I,. Por
exemplo, o grafo conexo formado pela unido disjunta de 2 grafos K , k > 4, ligando-
se suas folhas para formar um emparelhamento perfeito, tem conjuntos independentes
maximais de exatamente 3 tamanhos diferentes e ndo consecutivos, que sao 2, k e k+ 1.

Para cintura < 5 podemos encontrar familias infinitas de grafos com grau minimo
pelo menos 2 em L. Todos os grafos bipartidos completos K 41, m > 2, tém grau
minimo pelo menos 2 e cintura 4 e eles estdo em I,. Na Figura 3.4, sdo apresentados dois
exemplos de grafos em I, com cinturas 3 e 5. Podemos adicionar qualquer quantidade de

ciclos para obter grafos com ordem arbitrariamente grande em 1.

Yy Y

(a) Grafo com cintura 3. (b) Grafo com cintura 5.

Figura 3.4: Grafos em I, com & = 2.

Um grafo é Z,,-bem-coberto se todos os seus tamanhos de conjuntos independen-
tes maximais sd@o congruentes moédulo m. Por exemplo, um grafo em que todos os seus
conjuntos independentes maximais tém cardinalidade par é um grafo Z;-bem-coberto. Os
grafos Z,,-bem-cobertos com cintura pelo menos 6 foram caracterizados por Caro e Hart-
nell [15]. Todos estes grafos, com exce¢do de C7, possuem vértices de grau um. Logo, se
G é um grafo em M, de cintura pelo menos 6 e grau minimo pelo menos 2, entdo G nao
€ Z,,-bem-coberto, o que implica que G € L.

A Proposicdo 3.6 implica que se G € um grafo de grau minimo pelo menos 2
e cintura pelo menos 7, entdo todo vértice em G tem no maximo 4 vizinhos de grau
2. Na Figura 3.5, temos 3 grafos com estas propriedades que t€ém exatamente o limite

estabelecido na proposicao.
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My

(a) Gy (b) G2 (c) G3

Figura 3.5: Grafos em I, com cintura7,d=2e¢ A= 4.

Além dos grafos mostrados na Figura 3.5, apresentamos nas Figuras 3.6, 3.7,
3.8 € 3.9, todos os grafos em I, com cintura 7 € grau minimo pelo menos 2 que foram

encontrados na pesquisa. Todos possuem grau minimo 2 e grau maximo 4.

SHSEEE

(a) Gy (b) Gs () Gg (d) G

Figura 3.6: Grafos G em I, com cintura 7, 8 =2, A =3 e
ccim(G) = {4,5}.
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Hnany

(a) Gs (b) Go (c) Gio
(d G (e) G2 () Gz
(g) Gis (h) Gis () Gie
Figura 3.7: Grafos em I com cintura 7, 3=2 e A=3 e ccim(G) =
{5,6}.
(@) G17 (b) Gig (©) Gy

Figura 3.8: Grafos G em L, com cintura 7, § =2 e A=3 e
ccim(G) = {6,7}.
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Figura 3.9: Grafo Gyy em L, com cintura 7, 8 =2, A=3 e
ccim(G) = {8,9}.

3.4 Mais algumas consideracoes

Mostramos que se o grau maximo de um grafo em <, com cintura pelo menos
7 e grau minimo pelo menos 2 € limitado, temos uma quantidade finita de grafos na
respectiva classe. Provamos resultados que restrigem o grau maximo destes grafos e que

nos permitem apresentar a seguinte conjectura.

Conjectura 3.1 Hd uma quantidade finita de grafos em M que sdo de grau minimo pelo

menos 2 e cintura pelo menos 7. Além disso, todos estes grafos tém A < 4.

Com o propdésito de provar a Conjectura 3.1, foram apresentados, nas Figuras
3.5,3.6,3.7,3.8 e 3.9, todos os grafos em M, com cintura 7 e grau minimo 2 que foram
encontrados na pesquisa. Todos possuem grau maximo 4. Além disso, todos pertencem a
b.

Mostramos que podemos construir infinitos grafos em M, com cintura até 5 e
grau minimo pelo menos 2. Para cintura 6, quando o grafo ndo tem ciclos de tamanho 7,
o unico grafo G que satisfaz as restri¢des de grau minimo 2 em M, é Cg, como provado
na Proposicao 3.9. Quando ciclos de tamanho 7 sdo permitidos, hd grafos com vértices
de graus diferentes e um outro problema em aberto seria a caracterizagdo destes grafos.
De forma semelhante, também ndo temos, para cintura 7, uma caracteriza¢ao de tais
grafos. Uma vez que, para cintura pelo menos 8, grafos com estas propriedades ja foram
caracterizados [25], observamos que a dificuldade de caracterizag¢do estd nos grafos com
ciclos de tamanho 7, com cintura 6 ou 7.

Apresentamos uma outra conjectura sobre a relacdo entre as cardinalidades dos

conjuntos independentes maximais em grafos com cintura pelo menos 7.

Conjectura 3.2 Ser>2 e G € M, é um grafo conexo com cintura pelo menos 7 e grau

minimo pelo menos 2, entdo G € I,.



CAPITULO 4
GRAFOS BEM-COBERTOS COM UM
NUMERO DE INDEPENDENCIA GRANDE

4.1 Introducao

O problema de reconhecimento de grafos bem-cobertos estd na classe co-NP-
completo [17,50] assim como o mesmo problema restrito a grafos livres de Kj 4 [16].
Logo, caracterizagdes estruturais e algoritmos de reconhecimento de complexidade poli-
nomial de tempo somente podem ser esperados quando consideramos restri¢des adicio-
nais. Nas seguintes classes, os grafos bem-cobertos podem ser reconhecidos por algorit-
mos de complexidade polinomial de tempo: grafos livres de K 3 [51,52], grafos de cintura
pelo menos 5 [23], grafos que ndo contém ciclos de tamanho 4 ou 5 [24], grafos que ndo
contém ciclos de tamanho 3, 5 ou 7 [47], grafos com grau médximo limitado [14], grafos
cordais, grafos arco-circulares [46], os grafos blocos e grafos uniciclicos [54]. Em [41]
¢ apresentada uma conjectura de que também os grafos bem-cobertos que nao contém
ciclos de tamanho 4 ou 6 podem ser reconhecidos eficientemente e ainda foram provados
varios resultados relacionados.

A seguinte caracterizacao dos grafos bipartidos bem-cobertos foi dada por Ra-
vindra [48].

Teorema 4.1 [48] Se G é um grafo conexo bipartido, entdo G é bem-coberto se, e
somente se, G contém um emparelhamento perfeito F tal que para toda aresta e = uv

em F, o subgrafo induzido por Ng(u) UNg(v) é um grafo bipartido completo.

Como uma generaliza¢do da caracterizacdo de grafos bem-cobertos bipartidos
de Ravindra [48], Favaron [20] apresenta uma caracteriza¢do dos entdo chamados grafos
muito bem-cobertos, os quais sdo grafos bem-cobertos G que sdo de ordem n(G) par,
e ttm ndmero de independéncia oG) igual a @ Como todo componente conexo de
um grafo muito bem-coberto G € também muito bem-coberto, sdo considerados grafos

sem vértices isolados. Claramente, se G € bem-coberto e em adi¢do, bipartido, com
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particoes A e B, segue que A e B sdo conjuntos independentes maximais e, portanto,
Al = [B| = a(G) = [V(G)] /2.
Para mostrar a caracterizacdo de Favaron [20], foi definida uma propriedade de

emparelhamentos.

Propriedade (P)

Seja G um grafo com um emparelhamento M. Dizemos que M satisfaz a
propriedade (P) se, para toda aresta xy em M, temos Ng(x) "\Ng(y) =0 e
todo vértice em Ng(x) \ {y} € adjacente a todo vértice em Ng(y) \ {x}.

O principal resultado de Favaron em [20] € o seguinte.

Teorema 4.2 (Favaron [20]) Se G é um grafo, entdo as trés sentencas seguintes sdo

equivalentes.

(i) G é muito bem-coberto.
(ii) G tem um emparelhamento perfeito e todo emparelhamento perfeito de G satisfaz
a propriedade (P).

(iii) G tem um emparelhamento perfeito que satisfaz a propriedade (P).

O Teorema 4.2 também implica que os grafos muito bem-cobertos podem ser reconheci-
dos por um algoritmo de complexidade polinomial de tempo.
O seguinte resultado de Berge [8] implica que o valor mdximo possivel do
nimero de independéncia o(G) de um grafo bem-coberto G de ordem n(G) sem um
n(G)

vértice isolado € =5~ logo, os grafos muito bem-cobertos t€m o nimero de independéncia

maximo dentre os grafos bem-cobertos sem vértice isolado.

Teorema 4.3 (Berge [8]) Se G ¢ um grafo bem-coberto sem vértice isolado e I é um
conjunto independente de G, entdo G tem um emparelhamento M tal que todo vértice de

I € incidente a uma aresta em M.

Estendemos estes dois resultados de duas maneiras diferentes.

Na Secdo 4.2, estudamos a estrutura e o reconhecimento dos grafos bem-cobertos

. . A L, . A s G)—k . .
G sem vértice isolado que tém ndmero de independéncia n( 2) , para algum inteiro

ndo negativo k. Em outras palavras, consideramos grafos bem-cobertos cujo nimero
de independéncia estd perto do limite superior do resultado de Berge. Estendemos o
teorema de Favaron nesta configuracao. Para k = 1, apresentamos uma descricao estrutural
completa destes grafos e para um k geral, porém fixo, descrevemos um algoritmo de
reconhecimento de complexidade polinomial de tempo.

Na Secdo 4.3, relaxamos as condi¢des de bem-cobertura e consideramos grafos
G sem vértice isolado para os quais o nimero de independéncia o(G) e o nimero

de dominagdo independente i(G) satisfazem o(G) — i(G) < k, para algum inteiro k
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ndo negativo. Como a(G) e i(G) sdo a maxima e a minima ordem de um conjunto
independente maximal de G, respectivamente, um grafo G € bem-coberto exatamente
se o(G) —i(G) = 0. Provamos uma versdo adequada do resultado de Berge para estes
grafos, derivamos um limite superior sobre o nimero de independéncia como coroldrio e

discutimos sua relacdo com a caracterizacao de Favaron.

4.2 Extensao dos resultados de Berge e Favaron sobre

grafos bem-cobertos

Ao estendermos o teorema de Favaron para grafos bem-cobertos com nimero de
independéncia grande, naturalmente obtemos a seguinte versido generalizada da proprie-
dade (P).

Propriedade (P;)

Seja G um grafo com um emparelhamento M. Dizemos que M satisfaz a
propriedade (P;) se G ndo tem um conjunto independente X de ordem no
maximo 2(k+ 1) para o qual hd um conjunto N de k+ 1 arestas em M tal que

todo vértice incidente a uma aresta em N tem um vizinho em X.

Em outras palavras, para um grafo G e um emparelhamento M, a propriedade
(Py) significa que no maximo k arestas de M ndo compartilham vértices com um conjunto
independente maximal de G. Note que a propriedade (P) é equivalente a propriedade
(Py). A propriedade (Py) implica em um limite inferior sobre a ordem de conjuntos

independentes maximais em termos de emparelhamentos de um dado grafo.

Lemad44 [I12] Se G é um grafo e M é um emparelhamento de G que satisfaz a
propriedade (Py) para algum inteiro ndo negativo k, entdo todo conjunto independente

maximal de G intercepta todas as arestas de M, com exce¢do de no mdximo k arestas.

Prova. Por contradi¢do, assumimos que / € um conjunto independente maximal de G
tal que I ndo intercepta k + 1 arestas x1yy,...,Xrr1Vr+1 de M. Claramente, todo vértice
no conjunto U = {xi,...,Xk11,V1,---,Yk+1} tem um vizinho em /. Selecionando um tal
vizinho para cada vértice em U obtemos um subconjunto independente X de / de ordem

no maximo 2(k+ 1), o qual contradiz a suposi¢do que M satisfaz a propriedade (P;). O

O resultado seguinte corresponde ao teorema de Favaron.

Teorema 4.5 [12] Seja k um inteiro ndo negativo. Se G é um grafo sem um vértice

isolado, entdo (i) = (ii) = (iii) sendo as sentencas (i), (ii) e (iii) as seguintes:



4.2 Extensdo dos resultados de Berge e Favaron sobre grafos bem-cobertos 40

(G)—k

(i) G é bem-coberto e tem niimero de independéncia ™ 5

n(G)

(ii) G tem um emparelhamento de tamanho T_k e todo emparelhamento de G de

tamanho W satisfaz a propriedade (Py).
(iii) G tem um emparelhamento de tamanho nG)—k que satisfaz a propriedade (Py).
2

Prova. (i) = (ii): Suponha que G satisfaz (i). Seja I um conjunto independente maximal
de G. Pelo Teorema 4.3, o grafo G tem um emparelhamento M tal que todo vértice de /

intercepta uma aresta em M. Note que |M| = |I| = _n(cz)—k.

Agora seja M um emparelhamento qualquer de G com |M| = w Denote por
R o conjunto de vértices de G que ndo interceptam uma aresta em M. Note que |R| = k.
Se M nio satisfaz a propriedade (Py), entdo hd um conjunto independente X de ordem no
maximo 2(k+ 1) para o qual hd um conjunto N de k+ 1 arestas em M tal que todo vértice
que intercepta uma aresta em N tem um vizinho em X. Note que X ndo contém qualquer
vértice que intercepta uma aresta em N. Se Y € um conjunto independente maximal de
G que contém X, entdo Y ndo contém qualquer vértice que intercepta uma aresta em N.
Além disso, Y intercepta toda aresta em M \ N em no maximo um vértice. Isto implica em

Y| < |M|—|N|+|R|=|M|—(k+1)+k=|M|— 1. Como G é bem-coberto e tem niimero

de independéncia @, obtemos |M| > Y| =" (Gz) —k 0 que ¢ uma contradigdo.
(ii) = (iii): Esta prova € trivial. ]

Na Figura 4.1, temos um exemplo de um grafo bem-coberto com o(G) =

"(62)_3 = 6 com um emparelhamento M que satisfaz a propriedade (P3). Os vértices zj, 22

e z3 ndo incidem sobre as arestas de M. E possivel encontrar outros emparelhamentos em
G, sendo que o emparelhamento médximo tem tamanho 7 e, neste caso, no maximo duas

de suas arestas ndo possuem vértices em um conjunto independente maximal de G.

<1 22 23

Figura 4.1: Um grafo bem-coberto G com a(G) = "(GZ)_S com um

emparelhamento M que satisfaz a propriedade (P5).

Diferentemente do teorema de Favaron, o qual corresponde ao caso k = 0, a implicagdo
(iii) = (i) ndo vale para um k geral. Por exemplo, o grafo Cg tem um emparelhamento
de tamanho 2 que satisfaz a propriedade (P,), porém nio é um grafo bem-coberto. Note
que, para k = 0, a implicacdo (iii) = (i) segue do Lema 4.4. Para k > 1, outras condi¢des
devem ser adicionadas a (iii) para garantir (7). No préximo resultado, determinamos estas

condig¢des adicionais explicitamente para o caso k = 1.
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Vi Yio, Yiz  Yia Yj
z Xy Xy Xy Xy Xj

Figura 4.2: O caminho x;,yi Xi,yi,Xi;yisXi,Yi, € M-alternante e co-
mega com a aresta x;,y;, de M no vizinho x;, de z em 1.
Portanto, os vértices yj,, yi,,» Yi, € Yi, pertencem a J. Se
yj ndo pertence a J, entdo x; ndo é um vizinho de z em
I e ndo hd aresta entre um vértice em J e x;.

Teorema 4.6 [12] Se G é um grafo de ordem n(G) impar sem um vértice isolado, entdo

as duas sentengas seguintes sdo equivalentes.

n(G)—1

(i) G é bem-coberto e tem niimero de independéncia ——

(ii) G tem um emparelhamento M = {x1y1,...,XqYo,} de tamanho o, onde o. = "(Gz)_l

tal que as seguintes condicoes sdo vdlidas, e 7 denota o tinico vértice de G que ndo

intercepta uma aresta em M.

(a) I={xi1,...,x0} € independente.
(b) M satisfaz a propriedade (Py).
(c) Sexy €M euc Ng(x) NNg(y), entdo
* temos u =z ou
x temos z ¢ Ng[u] e Ng(z) C Ng(u).
(d) SexyeM,veNg(x)\{y} eweNg(y)\{x} sdo tais que v e w sdo distintos
e ndo-adjacentes, entdo
* temos z € {v,w} ou
x temos 7 & Ng[v| UNg[w] e Ng(z) € Ng(v) UNg(w).
(e) SeJ denota o conjunto de vértices em {y1,...,ya} que sdo alcangdveis sobre
um caminho M-alternante comeg¢ando com uma aresta de M em um vizinho de
zem I, entdo J ndo é independente ou contém um vizinho de z. (Veja a Figura

4.2 para uma ilustracdo.)

Prova. (i) = (ii): Suponha que G satisfaz (i). Seja I um conjunto independente maximal

de G. Pelo Teorema 4.3, o grafo G tem um emparelhamento M tal que todo vértice em

[ intercepta uma aresta em M. Note que |[M| = |I| = ”(GTH Sejam I = {x,...,xq} €
M = {x1y1,...,xaYa}- Pela construc¢do, o conjunto / é independente e, pelo Teorema 4.5,

o emparelhamento M satisfaz a propriedade (P ); ou seja, (a) e (b) seguem.

Para provar (c), assumimos, por contradi¢do, que xy € M e u € Ng(x) N Ng(y)
sdo tais que (u # z) A ((z € Ng[u]) V (NG(z) € Ng(u))). Se z € Ng[u], entdo um conjunto
independente maximal S de G que contém u, ndo contém nenhum dos trés vértices x, y e

z. Como S contém no méaximo um vértice de cada das oo — 1 arestas em M \ {xy} e u é um
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destes vértices, isto implica na contradi¢do |S| <o —1 < nG)-1 ) .Se v € Ng(z) \ Ng(u),
entdo um conjunto independente maximal S de G que contem u € v, nao contém nenhum
dos trés vértices x, y e z. Novamente S contém no maximo um vértice de cada uma das
o — 1 arestas em M \ {xy} e u e v sdo dois destes vértices. Isto implica na contradi¢ao
IS|<a—1< nG)-1 ) Le completa a prova de (¢). Como a prova de (d) € andloga a prova de
(c), vamos proceder imediatamente para a prova de (e).

Seja J definido como em (e). Para uma contradicdo, assumimos que J € inde-
pendente e ndo contém um vizinho de z. Pela possivel renomeacdo dos vértices de M,
assumimos que J = {y1,...,yk}. Seja K = {x¢41,...,xq}. Pela defini¢do de J, o conjunto
K ndo contém vizinhos de z. Como K é um subconjunto de /, o conjunto K € independente.
Se um vértice y; em J € adjacente a um vértice x; em K, entdo o vértice y; € alcancédvel
por um caminho M-alternante comecando com uma aresta de M no vizinho de z em /, o
que implica na contradi¢do y; € J para j > k. Logo, JUK € um conjunto independente
de G que ndo contém qualquer vizinho de z. Agora JUK U {z} é um conjunto indepen-
dente maximal de G de ordem (Gz) 1 , 0 que € uma contradicdo e completa a prova nesta
direcao.

(ii) = (i): Sejam G, M, I e J como em (ii). Seja S um conjunto independente maximal
de G. Precisamos provar que S tem ordem exatamente nG)=1 ) . Por (b) e pelo Lema 4.4, o
conjunto S intercepta todas as arestas de M, com exce¢ao de no maximo k. Consideramos

dois casos.

Caso 1 O conjunto S intercepta todas as arestas de M, com excecdo de exatamente uma

aresta, digamos xy.

Seja S; o conjunto dos vértices u em S com u € Ng(x) N Ng(y) e seja S o conjunto
de pares ndo ordenados {v,w} de vértices distintos ndo adjacentes v ¢ w em S com
v e Ng(x)\ {y} ewe Ng(y)\ {x}. Como S é um conjunto independente maximal que
nao contém x nem y, obtemos |S1| + [Sz2| > 0. Seja T = S; U (U{v whes, 1V w}> SezeT,
entdo |S|=(|M|—1)+1= n(G)-1 ) .Se z¢ T, entdo (c) e (d) implicam que z € Ng[T] e

Ng(z) € Ng[T]; ou seja, z é um vértice isolado do subgrafo induzido por V(G) \ Ng[T].
Ja que S € um conjunto independente maximal, isto implica que z pertence a S e obtemos
novamente |S| = @ De modo geral, todos os conjuntos independentes maximais de

G que interceptam todas as arestas de M, com exce¢ao de uma aresta, t€m a mesma ordem
n(G)—1
-

Caso2 0O conjunto S intercepta todas as arestas de M.

G)+1 . Isto

Note que ( L<is|< ) . Para uma contradic¢@o, assumimos que |S| =
implica que S contém z e, portanto, nenhum vizinho de z.
Se xi,yi, Xi,Yiy - - - Xi,yi, € um caminho M-alternante come¢ando com a aresta

x;,yi, de M no vizinho x;, de z em I, entdo, como § intercepta todas as arestas de M, o
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conjunto S contém os VErtices y;,,yi,,- - -, Vi, Pela defini¢do de J, isto implica que J € um

subconjunto de S, o que leva a uma contradi¢do sobre (e). Isto completa a prova. 0

Na Figura 4.3, hd um exemplo de um grafo G bem-coberto com n(G) = 15 e
o(G) = @ O grafo G tem um emparelhamento M que satisfaz a propriedade (P;) e

z € o unico vértice que nao intercepta uma aresta de M.

Z
. ° °
Figura 4.3: Um grafo bem-coberto G com a.(G) = "(Gz) =L com um

emparelhamento M que satisfaz a propriedade (Py).

Em vista das complicacdes ja expostas no caso k = 1, é improvével que o Teorema 4.6 es-
tenda de uma forma simples para valores maiores de k. No entanto, o Teorema 4.5 produz
estrutura suficiente para desenvolver um algoritmo eficiente para o problema de reco-
nhecimentos de grafos bem-cobertos sem vértice isolado, com nimero de independéncia
”(G%C, para um k fixo.

Na prova do Teorema 4.7, formamos uma instancia de um problema de satisfa-
tibilidade Booleana (SAT). Varidveis que podem assumir um dos valores VERDADEIRO
e FALSO sdo chamadas de varidveis Booleanas. Os operadores Booleanos E e OU sdo
representados por (V) e (A), respectivamente; se x é uma varidvel X € a sua negag@o.
Uma férmula Booleana € satisfativel se alguma associagdo de valores as varidveis torna a
férmula VERDADEIRA. O problema de satistatibilidade Booleana consiste em testar se a
férmula Booleana € satisfativel.

O problema 2SAT (2-satisfatibilidade) é um caso especial de SAT em que as
férmulas estdo na forma normal conjuntiva, isto é, elas sdo a conjung¢do (V) de cldusulas,

onde cada cldusula é uma disjuncgdo (A) de duas varidveis.

BEM-COBERTO;
Entrada: Um grafo G sem um vértice isolado.

~ 1 . . : A i 1(G)—k
Questiao: Decidir se G é bem-coberto e tem nimero de independéncia nl 2)

Teorema 4.7 Para um inteiro fixo e ndo negativo k, hda um algoritmo de complexidade

polinomial de tempo que resolve BEM-COBERTOg.

Prova. Descrevemos um algoritmo eficiente para BEM-COBERTO. Seja G uma instancia

do problema. Em tempo polinomial, determinamos um conjunto independente maximal

. P ~ 7k ~ (13 ~ 2
arbitrario I de G. Se I nao tem ordem % entao retornamos “Nao” e paramos.
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Caso contrario, em tempo polinomial, determinamos um emparelhamento maximo M do

subgrafo bipartido de G formado pelas arestas de G entre I e V(G) \ I. Se M ndo tem
n(G)—k

ordem >—, entdo retornamos “Nao” e paramos, que € a correta conclusdo, em vista do

Teorema 4.3. Caso contrdrio, pela considerac¢do de todos os conjuntos X com no maximo
2(k+ 1) vértices de G, podemos determinar, em tempo polinomial, quando M satisfaz a
propriedade (P). Se M ndo satisfaz a propriedade (Py), entdo retornamos “Nio”, que é
a correta conclusdo, em vista do Teorema 4.5 (ii). De agora em diante assumimos que M
satisfaz a propriedade (Py).

Sejam I = {x1,...,xq} € M = {x1y1,...,XqVa} Onde a = W Seja R =
{z1,...,2x} o conjunto de vértices de G que ndo inteceptam uma aresta de M. Note que,
pelo Lema 4.4, todo conjunto independente maximal de G intercepta todas as arestas de
M, com excecdo de no maximo k arestas.

Para cada (S,N), onde S é um subconjunto independente de R ¢ N é um
subconjunto de M com |N| < k, explicaremos como decidir, em tempo polinomial, quando

G tem um conjunto independente maximal I(S,N) tal que

e [(S,N) intercepta R exatamente em S,
e [(S,N) intercepta todas as arestas em M \ N e

e /(S,N) ndo intercepta qualquer aresta em N.

Note que I(S,N) tem ordem exatamente [M| — |N|+|S|. Como ha O(n(G)?¥) escolhas para
o par (S,N) e todo conjunto independente maximal / de G tem a mesma ordem que algum
conjunto I(S,N), isto permite determinar todos os tamanhos de conjuntos independentes
maximais de G; ou seja, permite resolver BEM-COBERTO; para G. Se um conjunto com
as propriedades desejadas ndo existe, entdo deixamos (S, N) indefinido.

Seja (S,N) um par como acima. Pela possivel renomeacdo dos vértices,
assumimos que S = {zi,...,z} ¢ N = {x1y1,...,x)}. Seja T = ({zs+1,..., 2} U
{x1,y1,---,%,9}) \ Ng[S], ou seja, T contém todos os vértices que ndo estdio em um
conjunto independente maximal I(S,N) de G e que também ndo possuem vizinhos em
S.SejalU = {X/41,Y1+1,- - Xo; Yo I - Se algum vértice em T ndo tem vizinho em U, entdo
um conjunto independente maximal /(S,N) ndo existe. Logo, assumimos que todo vértice
em T tem um vizinho em U. Note que |T| < |R\ S|+ 2|N| = (k—s) + 2t < k+ 2k = 3k.
Seja o subconjunto 7’ de U obtido pela sele¢do de um vizinho em U para cada vértice
em T. Note que hd no méximo O(n(G)>*) escolhas para 7’. Formamos uma instincia

C(S,N,T’) do problema 2S AT como segue.

e Paracadaicomr+1<i<aq,

— se x; estd em T’ ou y; tem um vizinho em S, entdo adicione a cldusula x; a
C(S,N,T") e
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— se y; estd em T’ ou x; tem um vizinho em S, entdo adicione a cldusula &; a
/
C(S,N,T").

e Paracadaie jcomr+1<ij<oaei##]j,

— se x;y; ¢ uma aresta de G, entdo adicione a cldusula X; V x; to C(S,N,T’) e

— se y;yj é uma aresta de G, ento adicione a cldusula x; Vx; to C(S,N,T’).

Veja a Figura 4.4 para um exemplo.

S R\S N M\N
Yo Y7 Y8 Y9

T TTIT N -]

Figura 4.4: Por causa da aresta z1x3, C(S,N,T’) contém a cldu-
sula x3. Por causa das arestas 773, 71X1 € 211, O COn-
junto T’ ndo precisa conter vizinhos dos vértices 73, x1
e y1. Por causa das arestas z4x4 e x2x4, 0 conjunto T’
poderia conter x4 como um vizinho de z4 e xp. De forma
similar, por causa da aresta y,ys, o conjunto T' pode-
ria conter ys como um vizinho de y,. Se x4,y5 € T', en-
tao C(S,N,T’) contém as cldausulas x4 e Xs. Por causa
da aresta yey;, C(S,N,T’) contém a cldusula x¢ \ x7.
Por causa da aresta ygxo, C(S,N,T") contém a cldsula
xg V Xg.

Uma atribuigéo satisfativel para C(S,N,T’) corresponde a um sele¢do de um subconjunto
independente de U que intercepta cada uma das arestas em M \ N que contém todos
os vértices em T’ e nenhum vizinho de um vértice em S. Isto implica que um conjunto
independente maximal I(S,N) com T’ C I(S,N) existe se, e somente se, C(S,N,T’)
¢ satisfativel. Logo, um conjunto independente maximal I(S,N) existe se, e somente
se, entre as O(n(G)>) escolhas para T’, h pelo menos uma para o qual C(S,N,T’) é
satisfativel. Como precisamos considerar O(n(G)3*) instancias de 2SAT, cada uma delas
pode ser resolvida em tempo polinomial, podemos decidir a existéncia de I(S,N) em

tempo polinomial. Como explicado acima, isto completa a prova. 0

Note que os grafos bem-cobertos G cujo nimero de independéncia é no maximo um
inteiro fixo dado k, podem ser reconhecidos em tempo polinomial considerando todos os

O(n(G)**1) conjuntos de no méximo k + 1 vértices de G.
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4.3 Grafos G com o(G) —i(G) <k

Para um inteiro fixo néo negativo k, denotamos por G (k) a classe de todos os
grafos G sem um vértice isolado e com o(G) —i(G) = k.
Os seguintes dois resultados mostram que uma versdo do teorema de Berge

também € vdlida para G (k).

Lema 4.8 [12] Seja G € G(k). Se I é um conjunto independente maximal de G e J é um
conjunto independente de G que é disjunto de I, entdo hd vertices distintos uy, ... ,u, em I
e uma partigdo Jy, . ..,J, de J em conjuntos de ordem no mdximo k+ 1 tal que J; C Ng(u;)
paratodoi€ {1,2,...,p}.

Prova. Seja A um subconjunto ndo vazio de J. Como (I \ Ng(A)) UA é um conjunto
independente de G e G € G(k), obtemos |I| +k > a(G) > |I| — [NG(A)

implica |[Ng(A)| > |A| —k. Como |A| > 1 e I € independente maximal, temos ING(A)| > 1.
ING(A)|
2

x, a funcdo x — 1 — l)—i € crescente em x, € COMO ambas as funcoes produzem 0 mesmo

, 0 que

Isto implica em ) > max { Al 1— | A‘} Ja que a funcdo x >—> ~ € decrescente em

valor para x = k+ 1, obtemos que [Ng(A)| > =1 +1 |A|. Substituindo cada vértice u em
I por um conjunto independente I, de ordem k + 1 de modo que todo vértice em I,
tenha exatamente os mesmos vizinhos que u, aplicando o teorema de Hall para obter um
emparelhamento entre J e |J,; 1, que satura J, e contraindo todos os vértices em I, para

um simples vértice de cada vértice u em I, produz-se a sentenca desejada. 0

Teorema 4.9 [12] Seja G € G(k). Se J é um conjunto independente de G, entdo hd
vértices distintos uy,...,u, em V(G)\J e uma parti¢ao Ji,...,J, de J em conjuntos de

ordem no mdximo k + 1 tais que J; C Ng(u;) para todo i € {1,2,...,p}.

Prova. A prova € por indu¢do na ordem de J. Se J tem no mdximo um elemento, entdo
a sentenga segue, porque G ndo tem vértice isolado. Agora consideremos que J contém
pelo menos dois vértices. Seja v € J. Seja I um conjunto independente maximal de G
que contém um vizinho de v. Sejam J' =J\ I e J”" =JNI. Ja que v € I, o conjunto J”
¢ um subconjunto préprio de J. Aplicando o Lema 4.8 para [ e J' implica a existéncia
de vértices distintos u},...,u), em I e uma parti¢do Ji,...,J;, de J' em conjuntos de
ordem no méximo k + 1 tais que J! C Ng(u};) para todo i € {1,2,...,p}. Pela indugdo

aplicada ao conjunto J”, ha vértices distintos u/,...,u) em V(G)\J” e uma parti¢do

Ug
Jis--;Jq de J” em conjuntos de ordem no maximo k—|— 1 tais que J!' C Ng(u!) para todo
i€{l,2,...,q}. Como I é independente, temos u/,.. 9? I; ou seja, os p + g vértices
u’l, . ,up, ul, . q ! sdo todos distintos € a sentenga desejada segue. ]
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Note que para k =0, o Lema 4.8 e o Teorema 4.9 levam a existéncia de certos emparelha-
mentos.

Vimos que o resultado de Berge implica em um limitante superior do niumero de
independéncia de grafos bem-cobertos sem um vértice isolado. Como mostramos agora,

o Teorema 4.9 tem uma consequéncia similar.

Corolario 4.10 [12] Se G € G(k), entdo

k+1

AG) < = 5n(6). (4-1)

Além disso, se k > 1, entdo a igualdade segue em (4-1) se, e somente se, G é obtido

n(G)

anexando-se k + 1 vértices de grau 1 a cada vértice de uma clique de ordem 75 .

Prova. Seja I um conjunto independente maximo de G. Seja R =V (G) \ I. Pelo Teorema
4.9, ha vértices distintos uy,...,u, em R e uma parti¢do Ii,...,I, de I em conjuntos de

ordem no maximo k + 1 tais que I; C Ng(u;) paracadai € {1,2,...,p}. Agora

hS

(k+1)(n(G) —a(G)) = (k+ )[R > (k+1)p > Y |Ii|
i=1
o qual imediatamente implica (4-1).

Agora, seja k > 1 e seja (4-1) satisfeita com igualdade. Isto implica em
(k+1)|R| = (k+1)p Z|Iy

e portanto, R = {u1,...,u,} e que || =k+1 paratodo i€ {1,2,...,p}. Seja S um con-
junto independente maximal de G[R]. Assumimos que S = {uy,...,u,} paraalgum g < p.
Seja J um conjunto independente maximal de G que contém S. Pela escolha de S, o con-
junto J é um subconjunto de SU (1'\ (UL, ;) ). Logo, [J| < g+ |I| — (k+1)g = o(G) —kq.
Como G € G(k), isto implicaque g =1 e que J = {u; } U (I \ ;). Como S era um conjunto
independente maximal arbitrario de G|[R], segue que G[R| é completo e que todo vértice

em / tem exatamente um vizinho em R, o que completa a prova. 0J

4.4 Mais algumas consideracoes

Estendemos os resultados de Berge e Favaron de duas maneiras diferentes. Con-
sideramos grafos bem-cobertos com niimero de independéncia perto do limite superior do

resultado de Berge.
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Provamos uma versdo do resultado de Berge para grafos que satisfazem o(G) —
i(G) < k para algum inteiro k ndo negativo. Derivamos um limite superior sobre o
nimero de independéncia como coroldrio e discutimos sua relacdo com a caracterizacdo
de Favaron.

A estrutura muito restrita dos grafos extremos para (4-1) segue somente para
k > 1. Para k = 0, que € o caso tratado para grafos muito bem-cobertos, 0os argumentos
acima somente implicam que os grafos extremos para (4-1) tem um emparelhamento
perfeito. A condi¢do estrutural adicional que precisa ser imposta neste emparelhamento
perfeito para caracterizar os grafos muito bem-cobertos é exatamente a propriedade (P)
de Favaron. O Corolério 4.10 imediatamente implica que para k > 1, os grafos extremos
para (4-1) que pertencem a G (k) podem ser reconhecidos por algoritmos de complexidade
polinomial de tempo.

Além disso, observamos que os grafos extremos para (4-1) sdao grafos G que
possuem apenas dois tamanhos de conjuntos independentes maximais, &(G) e i(G) =
o(G) — k+ 1, e, portanto, formam uma subclasse de M. Se k = 2, entdo eles também

pertencem a .



CAPITULO 5

PRODUTOS COMPLEMENTARES

5.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados sobre produtos complementares.
Os produtos complementares foram introduzidos por Haynes et al. [33]. Prismas comple-
mentares e produtos Cartesianos sao tipos especificos de produtos complementares. Estes
produtos foram previamente definidos e exemplificados na Sec¢ao 2.3.

Na Sec¢ao 5.2, mostramos que para um grafo fixo conexo H e um subconjunto
fixo, ndo vazio e proprio S de seus vértices, pode ser decidido por um algoritmo de
complexidade polinomial de tempo se, para um dado grafo F, hd um grafo G tal que F é
isomorfo a G(V(G))OH(S). Além disso, se tal grafo G existe, entdo este grafo pode ser
encontrado por um algoritmo de complexidade polinomial de tempo. O reconhecimento
dos prismas complementares € um caso especial do algoritmo. Estes resultados ddao uma
resposta positiva a uma questao proposta por Haynes et al. [33].

Na Secdo 5.3, sdo apresentados alguns resultados sobre prismas complementares
bem-cobertos. Apresentamos uma caracteriza¢ao ndo estrutural para os prismas comple-
mentares bem-cobertos € mostramos que se GG é bem-coberto e G ndo é bem-coberto,
entdo G tem somente dois tamanhos de conjuntos independentes maximais que sdo con-
secutivos. Apresentamos outros resultados sobre prismas complementares bem-cobertos
e também um limite para o nimero de conjuntos independentes maximais em fun¢do do
ntimero de conjuntos de G e de G.

Na Sec¢do 5.4, apresentamos resultados sobre as grades cilindricas, que sdo o
produto Cartesiano de um grafo caminho P, com um ciclo C,. Mostramos um método
para obtencdo de conjuntos independentes maximais em grades cilindricas e um limite

inferior para a quantidade de conjuntos independentes maximais nestes grafos.
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5.2 O reconhecimento de alguns produtos complementa-

res

Haynes et al. em [33] questionam se os prismas complementares podem ser re-
conhecidos por algoritmos de complexidade polinomial de tempo. Foi dada uma resposta
positiva para esta questdo. Para um grafo fixo H e um subconjunto fixo S de seus vértices,
foi considerado o seguinte problema mais geral, que contempla o reconhecimento dos

prismas complementares como um caso especial.

PRODUTO COMPLEMENTAR COM H(S)
Instancia: Grafos FeHe S C (V(H).
Questdo:  Determinar se hd um grafo G tal que F é isomorfo a G(V(G))JH(S)

e determinar tal grafo, se ele existe.

Provamos o resultado seguinte.

Teorema 5.1 [11] Para um grafo fixo conexo H e um subconjunto proprio ndo vazio e
fixo S de seu conjunto de vértices, o PRODUTO COMPLEMENTAR COM H (S) pode ser

resolvido por algoritmo de complexidade polinomial de tempo.

E conveniente repetir aqui os resultados relacionados as questdes de complexi-
dade sobre o produto Cartesiano. Sabidussi [49] e Vizing [55] mostram que todo grafo
conexo tem uma fatoracdo em fatores primos com relacdo ao produto Cartesiano que é
Unica a menos da permutacdo dos fatores. Um primeiro algoritmo de complexidade po-
linomial de tempo para determinar esta fatoracdo é proposto por Feigenbaum et al. [22].
Consideraveis simplificacdes de tempo de execucdo e melhoramentos sdo obtidos por
Winkler [57], Feder [21] e Aurenhammer et al. [1], culminando em um algoritmo de
tempo linear apresentado por Imrich et al. [37]. Para grafos desconexos, fatoracdes rela-
tivas ao produto Cartesiano € pelo menos tao dificil quanto o problema de isomorfismo.
Para um excelente levantamento, sugerimos [28].

Em vista d¢ PRODUTO COMPLEMENTAR COM H(S) e o Teorema 5.1, as dis-
cussOes acima tém vdrias implica¢des. Se S € {0,V (H)}, entdo o produto complementar
G(V(G))OH(S) se reduz ao produto Cartesiano. Portanto, requerer que S seja um sub-
conjunto préprio e ndo vazio de vértices de H é uma restri¢do razodvel. Se H = K; e
|S| = 1, entdo um algoritmo de tempo polinomial para PRODUTO COMPLEMENTAR COM
H(S) levaria a um algoritmo de tempo polinomial para o problema de isomorfismo. De
fato, dados dois grafos G e G», eles sao isomorfos se, e somente se, G| UG, é da forma
G(V(G))OK>(S) com |S| = 1. Logo, faz sentido requerer que H seja conexo.

Para provar o Teorema 5.1, descrevemos um algoritmo eficiente correspondente.

Até o restante desta secdo, consideramos:
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H um grafo fixo e conexo,

S um subconjunto préprio, fixo e ndo vazio dos vértices de H,

o V(H) ={vi,...,vn},
) S:{Vl,---,vs},
e S=V(H)\Se

e Vv, 1 € uma aresta de H (ja que H € conexo).

Seja o grafo F uma instincia de PRODUTO COMPLEMENTAR COM H (S). Nossa
abordagem € assumir que F € igual a G(V(G))OH(S) para algum grafo G e tentar
reconstruir eficientemente G tendo um esfor¢co polinomial para cada uma de um nimero
polinomial de solugdes parciais.

SejaV(G) ={ui,...,u,}. Parai € {1,...,n}, ai-ésima linha de G(V(G))OH(S)
¢ o subgrafo de G(V(G))OH(S) induzido por {u;} x V(H), que é isomorfo a H. De
forma similar, para j € {1,...,h}, a j-ésima coluna de G(V(G))OH(S) é o subgrafo
de G(V(G))OH(S) induzido por V(G) x {v;}, que é isomorfo a G se j € {1,...,s} e
aGse je€ {s+1,....h}. Uma aresta de G(V(G))JH(S) entre vértices em diferentes
linhas € vértical e uma aresta de G(V(G))JH (S) entre vértices em diferentes colunas é
horizontal. Seja w(i, j) = (u;,v;). Veja a Figura 5.1 para uma ilustragdo da forma geral do
grafo G(V(G))OH(S).

G G G G

H ) ° ® )

H o [ ® °

H ) ° ® )

H ) [ ® )
N

Figura 5.1: Forma geral do grafo G(V(G))TJH(S).

Para solucionar PRODUTO COMPLEMENTAR COM H(S) para F precisamos
identificar os vértices de F que correspondem a w(i, j), para cada (i,j) € {1,...,n} X
{1,...,h}, oudescobrir que nenhuma identificacido conduz a fatoragio desejada. Dizemos
que um vértice de F foi identificado, uma vez que nés decidimos qual vértice w(i, j)

corresponde a ele.
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Ao expormos o algoritmo, ilustramos a informacdo extraida até um certo ponto
utilizando tabelas retangulares como nas Figuras 5.2 a 5.5. As linhas e colunas destas tabe-
las correspondem as linhas e as colunas de G(V(G))OH (S) e cada entrada é inicialmente
preenchida com um “?”. Quando um vértice de F € identificado como correspondente a
algum w(i, j), substituimos o “?” na linha i e coluna j por “w(i, j)”.

O algoritmo procede ao longo dos passos seguintes.

e Determinamos quais dos h vértices de F correspondem a primeira linha
(w(1,1),...,w(1,h)).

Claramente ha O(n®")) escolhas para tais vértices.

e Identificamos todos os vizinhos dos vértices na primeira linha que estao nas linhas
2 até n.

Este passo requer tempo O(n").

e Se um vértice de F' que ainda ndo foi identificado tem pelo menos dois vizinhos
identificados em uma mesma coluna, entdo ele deve estar nesta coluna. Iterativa-
mente os vértices sdo identificados até que cada vértice ndo identificado tenha no
maximo um vizinho identificado em cada coluna. Até este momento, todos, com
excegdo de O(h) vértices que estdo ou nas primeiras s colunas ou nas ultimas i — s
colunas, foram identificados.

Este passo requer tempo O(n®").

e Até este ponto assumimos, por simetria, que todos, com exce¢ido de O(h) vértices
nas dltimas A — s colunas, foram identificados. Estes O(h) vértices sdo identificados
através das possiveis escolhas.

Claramente, ha O(n°") tais escolhas.

e Agora, podemos assumir que todos os vértices nas dltimas h — s colunas foram
identificados. Para simplicidade da exposi¢c@o, descartamos todo o conhecimento
sobre os vértices identificados nas primeiras s colunas.

e Para cada conjunto de vértices U de um componente conexo de G, identificamos o
conjunto correspondente U x V(H) de vértices de F. Escolhemos as s entradas nao
identificadas de alguma linha correspondente para U e entdo identificamos todos os
vérticesem U x V (H).

Ha O(|U|°™) tais escolhas e para cada escolha gastamos tempo O(|U |)),

Note que ha trés niveis de escolhas no algoritmo e temos que considerar todas
as O(n°M) . 0(n°") . 0"y = 0(n°") combinacdes de escolhas. Para cada tal
combinagdo de escolhas, gastamos tempo O(nO(h)). Ao todo, estes passos levam a um
algoritmo de tempo de execugdo polinomial. A corretude do algoritmo segue do fato
de que todas as possibilidades de escolhas foram consideradas e, ou a solugdo parcial
€ completada com sucesso, ou € decidido que € impossivel completar tal solucdo. Para

a detalhada exposicdo abaixo, assumimos que todo passo € bem-sucedido. Se algo em
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algum passo der errado, entdo a combinagdo correspondente de escolhas ndo pode levar a
uma solugdo.
Enquanto fixamos a ordem das colunas, podemos arbitrariamente permutar

linhas que correspondem aos automorfismos de G.

5.2.1 Escolha da primeira linha

Consideramos todos os candidatos para a h-tupla de vértices

(w(1,1),...,w(1,h))

que formam a prima linha. Note que cada candidato é uma h-tupla (xi,...,x,) cujas
entradas sdo vértices distintos de F tal que V(H) — {x1,...,x5} : vj — x; define um
isomorfismo entre H e F[{x1,...,x;}]. Logo, hi O(n") candidatos.

5.2.2 Identificacao dos vizinhos da primeira linha

Assumimos agora que ja identificamos todos os vértices de F' na primeira linha.
Para j € {1,...,h}, seja

Nj =Nr(w(1,7))\{w(1,1),...,w(1,h)}.

Pela defini¢do do produto complementar, o conjunto N; contém todos os vizinhos de
w(1, j) na coluna j. Pela permutag@o das linhas, assumimos que hd algum r, € {1,...,n—
1} com
) W@ ow( )Y, se el s}
a { {w2+r,j),...,wn,j)}, seje{s+1,....h}.
Seja

R=V(F)\({w(l,1),...,w(1,A) }UN; U...UNy).

Ou seja, o numero r indica quantas linhas da tabela foram preenchidas com vizi-
nhos dos vértices em {(1,1)...,(1,s)}. Os vizinhos dos vérticesem {(1,s+1)...,(1,h)}
estdo nas n — 1 — rp linhas restantes, ja que todos os vértices na primeira linha ja foram
identificados. O conjunto R contém os vértices que até o momento ainda ndo foram iden-
tificados.

A Figura 5.2 ilustra o conhecimento atual sobre G(V(G))OH(S). Todos os
elementos na primeira linha ja foram identificados. Além disso, para as primeiras s
colunas, ja estd determinado o conjunto contendo todos os vértices nas linhas 2 até 1 4 r»
e para as ultimas & — s colunas, também ja estd determinado o conjunto contendo todos

os vértices nas linhas 2+ rp até n. Os nh —h — |N;| — - - - — |[Nj| vértices em R ainda nao
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foram representados na figura. Um ponto de interrogacdo indica que ndo sabemos quais

vértices de R pertencem a area correspondente.

w1, [ w(1,2) [ [ w(Ls) [ w(ts+1) [ w(ts+2) [ [ w(in) |
N Ny || N ? ? 2| 0
? ? ? ? Nyt1 Nyi2 Ny

Figura 5.2: Conhecimento atual sobre G(V(G))JH(S).

Como H é conexo, os dois nimeros

so = min{|U|:U CV(H)e H[SUU] éconexo} e
5o = min{|U|:U CV(H)e H[SUU] é conexo}

sao bem-definidos.

Lema 5.2 [I/1]Sex;j€Njparaje{l,...,s}eic{l,...,n}, entdo os vértices x1,...,Xs

pertencem a i-ésima linha, ou seja,

(X1, 0yx5) = (Wi, 1),...,w(i,s))

se e somente se hd um conjunto {Xsi1,...,Xs+5,} de so vértices em R tal que
F[{x1,..., X515, }] € conexo.
Prova. Se todos os vértices xp,...,x; pertencem a i-ésima linha, entdo o conjunto de

so vértices na i-ésima linha correspondente ao conjunto U na definicdo de so tem a
propriedade desejada pela definigdo de sp.

Reciprocamente, seja 0 conjunto {xs;1,...,Xsys,} de so vértices em R tal que
F[{x1,..., X515, }] € conexo. Para j € {1,...,5+ 50}, seja x; o vértice na primeira linha e
na mesma coluna que x;, ou seja, x} € a proje¢do de x; na primeira linha. Pela defini¢do do
produto complementar e como F[{x1,...,Xss, }] € conexo, segue que F[{x],...,x¢, }] €
conexo. Note que x; =w(1,j) para j € {1,...,h}. Como todos os vértices x& pertencem a
primeira linha, o que induz uma cépia de H, a definigdo de so implica que {x},...,x{, }
contém s+ so vértices, ou seja, quaisquer dois vértices em {xj,..., X5} D0 estdo
na mesma coluna. Como F[{xj,..., x4y }] é conexo, isto implica que quaisquer dois

vértices em {x1,...,Xs1g, } N30 estdo em diferentes linhas. O
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Uma declarag@o simétrica relaciona as ultimas 4 — s colunas.
Lema 53 [I/1]Sex;€Njparajec{s+1,....h} eic{l,...,n}, entdo todos os vértices
Xs41,---,Xn pertencem a i-ésima linha, ou seja,

(Xst1seeesxn) = (w(iys+1),...,w(i,h))

se, e somente se, hd um conjunto {x1, ...,xs, } de 5o vértices em R tais que F[{x1,... x5, }U

{Xs41,---,Xn}] € conexo.

Pela utilizagdo dos Lemas 5.2 e 5.3 podemos identificar em tempo polinomial todos os
vértices em Ny U...UNj.

O conhecimento adicional correspondente estd ilustrado na Figura 5.3.

L ow) | owr2) [ ows) [ owls+) | wis+2) || w(ih) |
w(2,1) w(2,2) w(2,s) ? ? ? ?
w(3,1) w(3,2) w(3,s) ? ? ? ?

: : : ? ? ? ?
w(l4ry,1) | w(l+r,2) | -+ | w(l+r,s) ? ? ? ?

? ? ? ? w2+ry,s+1) | w24rys+2) | - | w(2+1r2,h)

? ? ? ? w3 +r2,s+1) | wB4r2,s+2) | - | w(B+r,h)

? ? ? ? : : :

? ? ? ? w(n,s+1) w(n,s+2) e w(n,h)

Figura 5.3: Todos os elementos de N1 U ...UN), foram identifica-
dos. A questdo preenche a mesma drea da Figura 5.2.

5.2.3 Identificacao dos vértices com muitos vizinhos em partes co-
nhecidas de uma coluna
Em vista da Subse¢do 5.2.2, podemos assumir a existéncia de trés inteiros nao

negativos, ri, rp € r3, com r; > 1 e n = r; + ry + r3, tais que temos identificado todos os

vértices w(i, j) com

eic{l,....,nteje{l,...;h},ou
° ie{rl—l—l,...,r1+r2}ej€{l,...,s},ou
eic{ri+nrn+l,...,nteje{s+1,...,h}.

A Figura 5.3 corresponde a uma situagdo com r; = 1.

Seja R o conjunto de vértices de F' que ainda ndo foram identificados, isto é,

R = {(w(i,j):ie{ri+nrn+l,...,nteje{l,...;s}}U
{w(i,j):ie{n+1,....n+rnteje{s+1,...,h}}.
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Se para algum j € {1,...,s}, algum vértice x; em R tem pelo menos dois vizinhos em

{W(laj)7"'7w(rl +727j)}7

entdo x; deve estar na j-ésima coluna. Como as primeiras s colunas induzem grafos
isomorfos, ha, de fato, s — 1 outros vértices xi,...,xj—1,Xj4+1,...,Xs €m R tais que para
cadaie {l,...,ri+mr}ecadaj €{l,...,s}\{j}, o vértice w(i, j) € um vizinho de x;

se, e somente se, w(i, j') é um vizinho de Xj.

Lema 5.4 [11]Sexy,...,xsdo vértices em R, tais que para cada j € {1,... s}, o vértice

xj tem pelos menos dois vizinhos em {w(1, j),...,w(r1 +r2, )}, entdo

(St er50) = (900, 1) (i)
se e somente se F[{x1,...,x;} U{w(i,s+1),...,w(i,h)}] € conexo.

Prova. Pela observagio feita anteriormente ao lema, o vértice x; estd na j-ésima coluna,
com j € {l,...,s}, e portanto o conjunto {xi,...,x;} U{w(i,s+1),...,w(i,h)} contém
exatamente um vértice de cada coluna. Pela definicdo de prisma complementar e pelo
fato de H ser conexo, este conjunto induz um subgrafo conexo de F' exatamente se todos

os elementos estdo na mesma coluna. ]

Uma aplicagdo do Lema 5.4 permite identificar outros s vértices w(i, 1),...,w(i,s) em R,
para algum i > r; + rp + 1, em tempo polinomial. A remocgao destes vértices de R e sua
insercdo em uma posi¢do correspondente dentro da tabela na Figura 5.3, corresponde a
um incremento de r; por 1 e um decremento de r3 de 1.

Novamente ha uma declaracao simétrica em relacao aos vértices em R com pelos

menos dois vizinhos em

{w(1,j),...,w(r, ) }u{w(ri+rn+1,j),...,w(n,j)}

para algum j € {s+ 1,...,h}. Iterativamente usando o Lema 5.4 e esta declaragdo
podemos identificar outros vértices em R e portanto incrementar r; pelo decremento de r»

ou r3 até que todo vértice em R tenha

e 1no maximo um vizinho em cada um dos conjuntos {w(1, j),...,w(r; +r,j)} para
je{l,...;s}te
e 1no maximo um vizinho em cada um dos conjuntos {w(1, j),...,w(ry, j) } U{w(r +

rn+1,j),...,w(n,j)} para j € {s+1,...,h}.

O préximo lema mostra que nesta situacdo um dentre r, e r3 deve ter um valor pequeno.
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Lema 5.5 []1] Se min{ry,r3} > 3, entdo algum vértice em R tem pelo menos dois
vizinhos em um dos dois conjuntos {w(1,s),...,w(ri+ra2,s)} e {w(l,s+1),...,w(r1,s+
Dyu{w(ri+rn+1ls+1),...,w(n,s+1)}

Prova. Por contradicdo, assumimos que nenhum vértice em R tem ao menos dois vizinhos
em um dos conjuntos dados. Relembramos que assumimos que vgvsy; € uma aresta
de H, o que implica que w(i,s)w(i,s+ 1) é uma aresta em G(V(G))TH(S) para cada
i€{l,...,n}. Além disso, os grafos nas colunas s e s+ 1 sdo complementares. Logo, todo
vértice w(i,s) em {w(ri +ry+ 1,s),w(ri +r +2,s),w(r; +r,+3,s)} tem exatamente
um vizinho comum a todo vértice w(i’,s+ 1) em {w(r; +r— 2,5+ 1),w(ri +r— 1,5+
1),w(r;+ra,s+1)}, e este vizinho comum é w(i’,s) ou w(i,s+1).

Por simetria, assumimos que w(r +r3,s) é o vizinho comum de w(r; +r,+1,5)
e w(ri + r,s+ 1). Isto implica que w(r; +r2+ 1,5+ 1) é o vizinho comum de
w(ri+ra+1,s) ew(r; +r2— 1,5+ 1) assim como o vizinho comum de w(r; +r2+ 1,s)
e w(rp +r — 2,5+ 1). Isto implica que w(r; +r, — 1,s) é o vizinho comum de
w(ry +ry+2,s) e w(r +r— 1,5+ 1). Agora, se w(r; +r —2,s) é o vizinho co-
mum de w(r; +ry+2,s) e w(ry +ry — 2,5+ 1), entdo w(r; +r, +2,s) tem dois vizi-
nhos em {w(l,s),...,w(ri +r2,s)}, e se w(ri +r2+2,5+1) é o vizinho comum de
w(ri+r+2,s) e w(r;+r—2,s+1), entdo w(r; +r, — 2,5+ 1) tem dois vizinhos em
{w(l,s+1),...,w(ri,s+ D }u{w(ri+rn+1,s+1),...,w(n,s+1)}. Esta contradi¢do
completa a prova. 0

O Lema 5.5 implica que depois de um tempo polinomial podemos chegar a uma situacdo

na qual min{rp,r3} <2.

5.2.4 Escolha do preenchimento completo de algumas colunas

Por simetria, assumimos que ro < 2. Consideramos todos os O(nz(h_s)) possiveis
candidatos para a sele¢do dos vértices w(i,j) comi € {ri+1,....,ri+mn}teje{s+
l,...,h}.

Para simplificar a exposi¢ado, é realmente razoavel descartar todo o conhecimento

sobre os vértices identificados nas primeiras s colunas.

5.2.5 Identificacao de todos os vértices restantes

A Figura 5.4 resume nosso conhecimento atual.
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2020?2072 w(lys+1) | w(l,s+2) | -+ | w(l,h)
200?207 w2s+1) | w(2,s+2) | oo | w(2,h)
2170?717?

2020?27 winys+1) | wn,s+2) | -+ | w(n,h)

Figura 5.4: Os vértice nas primeiras s colunas ndo foram identi-
ficados e todos os vértices nas iltimas h — s colunas
foram identificados.

Sejam Vi, ...,V os conjuntos de vértices dos componentes de G. Pela defini¢ao
do produto complementar, os conjuntos de vértices dos componentes do grafo que € obtido
de F pela remocdo de todas as arestas entre os vértices nas ultimas 4 — s colunas sdo
exatamente

VixV(H),...,Vi xV(H).

Note que nosso conhecimento atual permite identificar as arestas que precisam ser
removidas.

Descrevemos como identificar todos os vértices ndo identificados em V| x V(H)
em tempo O(|V;|°").

Como identificamos completamente todos os vértices nas ultimas 4 — s colu-
nas, o grafo G estd completamente determinado. Pela permutacdo de linhas, assumimos
que V) corresponde as primeiras n; linhas. Além disso, como G[V;| é conexo, assumi-
mos que para cada i € {2,...,n}, o vértice w(i,1) tem pelo menos um vizinho em
{w(1,1),...,w(i — 1,1)}. Consideramos todos os O(|V;|°")) candidatos para a selecio

dos vértices
(w(1,1),...,w(L,s)).

Assumimos que ja identificamos todos os vértices nas primeiras r; € {1,...,n— 1} linhas.

Veja a Figura 5.5.

w(l,1) | w(1,2) | --- | w(l,s) w(l,s+1) w(l,s+2) w(1,h)
w(2,1) | w(2,2) | - | w(2,s) w(2,5+1) w(2,5s+2) w(2,h)
w(r, 1) | w(ry,2) | -+ | w(ri,s) w(ri,s+1) w(ry,s+2) c | ow(r,h)

? ? ? ? wiri+1,s+1) | wri+1,s+2) | --- | w(ri +1,h)

? ? ? ?

? ? ? ? w(n,s+1) w(n,s+2) w(n,h)

Figura 5.5: Todos os vértices nas ultimas h — s colunas e nas
primeiras ry linhas foram identificados.
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Lema 5.6 [11]Sexy,...,xssdo vérticesem {w(i,j):i€{r+1,...,n}eje{l,...,s}}

tais que

e para cada j € {1,...,s}, o vértice x; é adjacente a algum vértice em

{w(L,)),-..,w(ri, j)} e
o Fl{x1,...,xsJU{w(ri+1L,s+1),....,w(r; + 1,h)}] € conexo,

entdo
(X150 5x5) = (w(r+1,1),...,w(r + 1,5)).

Prova. Para cada j € {1,...,s}, o vértice x; tem um vizinho que estd na j-ésima coluna
e um vizinho das primeiras ry linhas, mas x; ndo estd nas primeiras r linhas. Logo, x;
deve estar na coluna j. Portanto, {xi,...,x;} U{w(ri+1,s+1),...,w(r; +1,h)} contém
exatamente um vértice de cada coluna, o que imediatamente implica o resultado desejado.
OJ

Note que a suposi¢do sobre a ordem das linhas implica a existéncia de vértices xi, ..., X
como no Lema 5.6 para cada r; € {1,...,n; — 1}. Logo, o Lema 5.6 permite identificar
todos os vértices em V; x V(H) com base na escolha inicial para (w(1,1),...,w(1,s)) em
tempo O(|V;|9).

Como a mesma abordagem se aplica a todos os componentes restantes, isto

completa a descricdo de nosso algoritmo e a prova do Teorema 5.1.

5.2.6 Exemplificacao do algoritmo de reconhecimento

Nesta subsecao, € exemplificada a execugdo do algoritmo de reconhecimento de
alguns produtos complementares, descrito previamente nas Subsecdes 5.2.1 a 5.2.5.

Como ja especificado, o grafo F' € o grafo de entrada, juntamente com o grafo H
que é conexo e S um subconjunto préprio e nao vazio de seus vértices. O algoritmo deve
determinar se existe um grafo G tal que F € isomorfo a G(V(G))TH(S).

Na Figura 5.6, podemos ver os grafos F e H. Temos S = {a,b,c} e, portanto,
S = {d,e}. E considerada 1,2,...,30 a rotulagem dos vértices de F, conforme sua

representacio na figura, da esquerda para a direita, de cima para baixo.
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(a) F (b) H
Figura 5.6: Os grafos F e H com S = {a,b,c}.

Na Figura 5.7, encontra-se a exemplificacdo da aplicagc@o dos primeiros passos do
algoritmo. Todos os vértices na primeira linha foram identificados. Eles correspondem a
uma copia do grafo H. Além disso, para as primeiras 3 colunas foi identificado o conjunto
que contém os vértices das linhas 2 e 3, para as dltimas duas colunas e também o conjunto
contendo os vértices das linhas 4 até 6. Cada conjunto corresponde aos vizinhos do vértice
que estd na primeira linha. Até o momento ainda ndo se sabe especificamente, a que linha
cada vértice pertence, com exce¢ao da primeira.

Os dois numeros, sg € 5o, definidos na Subsecdo 5.2.1, sdo, respectivamente, a
cardinalidade de um menor subconjunto U de H tal que o subgrafo de H induzido por
SUU seja conexo e a menor cardinalidade de um subconjunto U de H tal que o subgrafo
de H induzido por U US seja conexo. Logo, so = 0, ja que S é conexo e 59 = 1, pois S ndo
€ conexo e € necessdrio pelo menos 1 vértice de R para que seja encontrado um subgrafo

conexo de H tal que S seja um subconjunto.

2 |3 ] 4 5
{6,11} | {7,12} | {8,13} ? ?
? ? ? {19,24,29} | {20,25,30}

Figura 5.7: Foram identificados os vértices da primeira linha e
seus respectivos vizinhos.

Neste ponto, R = {9,10,14,15,16,17,18,21,22,23,26,27,28}. Como sy = 0,
€ necessdrio identificar, conforme o Lema 5.2, um subgrafo conexo com 3 vértices,
x1,X2,x3, tal que cada x;, j € {1,2,3}, pertence a um N; distinto. S3o identificados os

vértices 11, 12 e 13 na linha 2 e os vértices 6, 7 ¢ 8 na linha 3. Como 59 = 1, de forma
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andloga, € preciso identificar, conforme o Lema 5.3, um subgrafo conexo com 3 vértices,
X3,X4,Xs, tal que cada x;, j € {4,5}, pertence a um N distinto e x3 € R. Sdo identificados
os vértices 19 e 20 na linha 4, os vértices 29 e 30 na linha 5 e os vértices 24 e 25 na linha
6, utilizando, de R, os vértices 18, 28 e 23, respectivamente, para obter grafos conexos. O

conhecimento atual estd representado na Figura 5.8.

ENEAENEREN
TR ERE
6|78 2]~
222 19]20
2 [ 2 ]2 [20]30
BERERENEE

Figura 5.8: Os vizinhos dos vértices da primeira linha foram iden-
tificados.

Até este ponto, r; = 1, pois hd uma linha com vértices totalmente identificados.
Como ha 2 linhas com vértices identificados somente da coluna 1 até a coluna 3, r, =2
e, finalmente, r3 = 3, pois ha 3 linhas com vértices identificados somente da coluna 4 até
a coluna 5.

Pela utilizacdo do Lema 5.4 e da declaracdo de simetria posterior, pode-se
identificar o vértice 9 e o vértice 10, que estdo em R. Estes vértices t€ém, cada um, pelo
menos 2 vizinhos na respectiva coluna. Eles estdo na mesma linha porque sao a tnica
possibilidade de formacdo de um subgrafo conexo com os vértices da linha 3. As linhas

foram reorganizadas. Agora, r; =2 e r, = 1. Esta situagdo estd representada na Figura
5.9.

11213 4 |5
6 | 7|8 9 |10
11|12 13 ? | ?
70?70?21 19]20
707?129 30
T 0?2425

Figura 5.9: Mais alguns vértices foram identificados.

Assim como estabelece o Lema 5.5, r», = 1 € um valor pequeno. Até o momento,
hé apenas uma linha nio identificada nas colunas 4 e 5. E possivel escolher o preenchi-
mento completo destas colunas considerando todos os possiveis candidatos em R para
ocupar estas posicoes. Ao fazer esta escolha e descartar o conhecimento nas primeiras
s = 3 colunas, obtém-se o conhecimento representado na Figura 5.10. Neste ponto, sabe-

se qual é o grafo G, pois o seu complemento ja € conhecido. Cada uma das colunas 4 e 5
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contém os vértices que induz em F uma cépia do complemento de G. O grafo G € o da

Figura 5.11.

21?71?7415

1?70?71 9 110
21?70?71 14115
21?1?2191 20
21?7171 24125
2171712930

Figura 5.10: O conhecimento sobre G foi descartado e G foi total-
mente identificado.

Figura 5.11: O grafo G que foi totalmente identificado.

Finalmente, pela utilizacdo do Lema 5.6, é possivel identificar todos os vértices
restantes. Como G € conexo, ndo € necessdrio remover arestas do grafo. Seleciona-se
s = 3 vértices x;, j = 1,2,3 tais que cada um tenha um vizinho na coluna j nas r;
primeiras linhas e, ainda, se o subgrafo de F induzido por {x,x,x3} U{(i,4),(i,5)} é
conexo, entdo, x1, xp € x3 devem estar na linha i. Pela repeticdao deste procedimento, r| é
incrementado até que todas as linhas restantes sejam totalmente identificadas. A Figura

5.12 mostra o conhecimento atual quando r; = 2.

11213 4|5

61718 9|10
2070?1415
20?20?21 19120
2071724125
21?70?2129 |30

Figura 5.12: Todos os vértices nas tiltimas 2 colunas e nas primei-
ras 2 linhas foram identificados.
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5.3 Prismas complementares bem-cobertos

Pela defini¢do de prisma complementar, V(GG) = V(G) UV (G). Para simplifi-
cagdlo, foram utilizados G e G para referéncia aos subgrafos que sio cépias de G e G,
respectivamente, em GG. Para um vértice v € G, denota-se por v o vértice correspondente
em G e para um conjunto X C V(G) denota-se por X os vértices correspondentes em
V(G).

Haynes et al. [33] provam que para qualquer grafo G,

a(G) +a(G) — 1 < a(GG) < o(G) +a(G), (5-1)
e no Teorema 5.7 os autores caracterizam os grafos para os quais o limite superior € valido.

Teorema 5.7 [33] Um grafo G tem o(GG) = a(G) + a(G) se, e somente se, hd conjuntos
disjuntos S e T em V(G) tais que S é um conjunto independente maximal e T induz uma

clique mdxima em G.

Nos Lemas 5.8 e 5.9 sdo mostradas formas de encontrar conjuntos independentes
maximais em GG pela utilizacdo do grafo G. Por exemplo, o Lema 5.8 pode ser aplicado
para verificar que os prismas complementares de Cs € P4 ndo sdo bem-cobertos, embora

estes grafos e seus complementos sejam grafos bem-cobertos.

Lema 5.8 [3] Sejam G um grafo e I um conjunto independente maximal em G. Se Q
¢ uma clique no subgrafo induzido por G\ I, entdo 1\ JQ é um conjunto independente

maximal em GG.

Prova. Seja I um conjunto independente maximal em G. Logo, Ng[I] = GUI. Uma clique
Q em G\ I corresponde a um conjunto independente maximal no subgrafo induzido por
G\ 1. Uma vez que I e Q sdo disjuntos em G, I UQ é um conjunto independente maximal
em GG. O

Em um grafo G, um conjunto independente / € chamado de quase-maximal se
G \ Ng[I] induz um grafo completo ndo vazio. Na Figura 5.13 hd um exemplo de tal
conjunto, onde o subgrafo completo de G \ N[I] é formado exclusivamente pelo vértice v.
Para um conjunto independente maximal / de GG, ¢é facil verificar que /NG
ou € maximal ou quase-maximal em G. O Lema 5.9 prové uma forma de encontrar
um conjunto independente maximal em GG, pela verificacdo de G, quando /NG é um

conjunto independente quase-maximal em G.
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Lema 5.9 [3] Seja G um grafo e I um conjunto independente quase-maximal em G onde
Q = G\ Ng[I|. Se Q' é uma cliqgue em G\ I que contém Q, entdo I\ UQ' é um conjunto

independente maximal em GG.

Prova. Suponhamos Q um grafo completo em G\ Ng[I]. O conjunto Ng[I] = (G\ Q) UL
Toda clique em G\ I é um conjunto independente maximal em G\ 1. Como Q C ', o

domina Q. Logo, I UQ’ é um conjunto independente maximal em GG. 0

Pode-se observar que o prisma complementar do grafo G da Figura 5.13 ndo €
bem-coberto, pela aplica¢do do Lemma 5.9. O subgrafo completo Q de G \ Ng[I] contém
apenas o vértice v que estd em cliques de tamanhos dois e trés no subgrafo induzido por
G\ 1. Logo, GG contém conjuntos independentes de tamanhos 4 e 5, ja que a cardinalidade
de I € dois. Com a aplicacdo apenas do Lema 5.8 ao grafo G ndo seria possivel determinar

que o grafo GG ndo é bem-coberto.

v

VY

Figura 5.13: Grafo bem-coberto G onde os vértices circulados
Sformam um conjunto independente quase-maximal I.
O vértice v é o tinico que ndo contém um vizinho em |
e estd em cliques de tamanhos dois e trés no subgrafo
induzido por G\ I.

Pela utilizacdo dos Lemas 5.8 e 5.9, o proximo resultado apresentado € uma

caracterizacdo ndo estrutural dos prismas complementares bem-cobertos.

Teorema 5.10 /3] Para um grafo G, GG é bem-coberto com 0.(GG) =t se, e somente

se, para todo conjunto independente maximal I de G,

(i) para toda clique Q em G\ I, temos |[IUQ| =t, e
(ii) se I' é um conjunto independente quase-maximal em G onde Q = G\ Ng[I'], entdo

para cada clique Q' em G\ I' contendo Q, temos |I' UQ'| =t.

Prova. (=) Suponhamos que (i) ndo € valido. Logo, G tem conjuntos independentes
maximais /] e I, e também cliques Q1 em G\I; e QO in G\, tais que |I; UQ;| # |LUQ>|.
Pelo Lema 5.8, GG tem conjuntos independentes maximais de tamanhos diferentes, o que
implica que GG ndo é bem-coberto. Agora, suponhamos / | e I conjuntos independentes
quase-maximais em G onde G\ Ng[I{] = Q1 e G\ Ng[I5] = Q. Se (ii) ndo ocorre, ha
uma clique Q) contendo Q) em G\ I e clique Q) contendo Q; em G\ I}, tais que
I U Q)| # |I5U Q). Pelo Lema 5.9, I UQ, e I UQ, sdo conjuntos independentes

maximais de cardinalidades diferentes em GG.
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(<=) Para a reciproca, suponhamos que GG nio é bem-coberto. Sejam / e J dois
conjuntos independentes maximais de GG com cardinalidades distintas. Sejam I; = ING,
J1=JNG, L=ING, e J, =JNG. Uma vez que os vértices de qualquer conjunto
independente de G induz um grafo completo na cépia de G, segue que cada um dos
conjuntos /1 e J1 € ou maximal ou quase-maximal em G. Ha quatro combinacdes destes

conjuntos que resultam em trés casos.
Caso 1 I, e J; sdo ambos maximais em G.

Neste caso, I; é uma clique em G\ I; € J, é uma clique em G\ J;. Como I U1,

e J1 UJ, tém cardinalidades diferentes, (i) ndo ocorre.
Caso 2 I} e J| sao ambos quase-maximais em G.

Neste caso, G\ Ng[1] e G\ Ng[J1] induz grafos completos, digamos Q; e Q»,
respectivamente. Como / e J sio maximais em GG, os vértices em Q; e Q> sio adjacentes
aos vértices em I e Jo, respectivamente. Logo, I, é uma clique em G\ I contendo Q; e J>
¢ uma clique em G\ J; contendo Q,. Como [, U, e J; UJ, tém cardinalidades distintas,

(ii) ndo ocorre.
Caso 3 Exatamente um dentre I e J| é maximal.

Os dois altimos casos sdo andlogos e ocorrem quando exatamente um dentre /
e J1 € maximal e o outro quase-maximal. Pela simetria, consideramos que /; é maximal
em G e J; é quase-maximal em G, I, é uma clique em G\ I; ¢ G\ Ng[/i] induz um
grafo completo em Q. Todo vértice em Q é adjacente a algum vértice em J,. Logo, J»
é uma clique em G\ J; contendo Q. Mas, |I} UI| # |J; UJ;|. Portanto, ou (i) ou (ii)
(possivelmente ambos) ndo ocorre. ]

Se G € uma colegdo de grafos k,-partidos completos com a mesma quantidade

de parti¢cdes, entdio GG é bem-coberto como provado na Proposicio 5.11.

Proposicao 5.11 [3] Sejam k e t inteiros fixos e positivos. Se G é uma cole¢do disjunta

de t grafos k,-partidos completos, entido GG é bem-coberto.

Prova. Para i = 1,...,t, seja G = {H,,...,H}, onde cada #; é um grafo k,-partido
completo, para um inteiro fixo e positivo k. Sejam n; e I(#;), respectivamente, a ordem
de cada parte de #; e um conjunto independente maximal em #;. Note que toda clique
em G tem tamanho k e G € um grafo bem-coberto. Todo conjunto independente maximal

I em G ¢ formado como segue:
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onde |I(H;)| = n;. Isto implica em

1
|I| == Z n;.
i=1

Além disso, todas as cliques de G\ I tém tamanho k — 1, ja que I tem exatamente
todos os vértices de uma parte de #;, para todo i € {1,...,r}. Logo, G satisfaz a condi¢do
(i) do Teorema 5.10.

Agora, suponhamos que I’ é um conjunto independente quase-maximal em G.
Portanto, hd j € {1,...,r}, tal que I'(H;) é quase-maximal em #; e para todo i # j, I'(H;)
¢ maximal em 74, o que implica em algum v € #; onde v ¢ I'(H;) e para todo u € #;
com u & Nyg(v), u € I'(#;). Logo, o grafo completo Q induzido por #; \ Ny [I'(H)]
tem um vértice, se n; > 1, ou ordem k, caso contrdrio. Como toda clique em G tem
ordem k, hd uma clique Q' de tamanho k em H; \ I'(*H;) que contém Q, o que implica
que G satisfaz a condi¢do (ii) do Teorema 5.10. Portanto, GG é bem-coberto, onde todo

conjunto independente maximal tem cardinalidade |I| + k — 1. Isto completa a prova. [J

O Lema 5.12 estd relacionado aos tamanhos das cliques em um grafo quando um

conjunto independente de seus vértices é removido.

Lema 5.12 [3] Sejam G um grafo e S ={t e N:t =|Q| e Q é uma clique em G}. Se
I CV(G) é um conjunto independente, entdo as cliques no subgrafo induzido por G\ I

1ém somente tamanhos que estdo no conjunto ' = {t —1,t .t € S}.

Prova. Suponhamos G com uma clique Q de tamanho g € S e I é um conjunto inde-
pendente em G. Como [ € independente, no maximo um vértice de Q pertence a . Se
QNI=0,G\1I tem a clique Q de tamanho g e g € §'. Se QNI = {v}, hé dois casos. No
primeiro Q \ {v} ndo é uma clique de G\ I. Logo Q\ {v} é um subconjunto de uma ou
mais cliques de G que contém tamanho s tal que s > g. Como s € S, s € §’. No segundo
caso, O\ {v} € uma clique de G\ I a qual contém tamanho ¢ — 1, e ¢g—1 € S, 0 que

conclui a prova. 0

Note que a remog¢do de um conjunto independente em um grafo G nao pode
aumentar o tamanho de uma clique de G, ja que nenhuma aresta € adicionada. Também,
se um vértice de uma clique Q com tamanho ¢ é removido, e O\ {v} é uma clique de
G\ I, Q deve ter tamanho pelo menos g — 1.

No Teorema 5.13 provamos que quando G ndo é bem-coberto e GG é bem-
coberto, G tem somente conjuntos independentes maximais de dois tamanhos e estes

tamanhos sao consecutivos.
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Teorema 5.13 [3] Se G ndo é bem-coberto e GG é bem-coberto, entdo G tem somente

dois tamanhos de conjuntos independentes maximais que sao consecutivos.

Prova. A prova é por contradicio. Suponhamos que G ndo é bem-coberto, GG é bem-
coberto e G tem pelo menos dois conjuntos independentes maximais de cardinalidades
que diferem em pelo menos 2, digamos /7 e I,. Sem perda de generalidade, consideramos
\I1| > |I»|. Logo,

1| — |Iz| > 2. Os conjuntos I; e I, sdo independentes maximais o que
implica que todo vértice em G \ I} tem um vizinho em /; e todo vértice em G\ I, tem um
vizinho em . Seja H o subgrafo induzido por G\ (I UL). Se H = 0, entdo G \ I} tem
somente vértices isolados, assim como G\ I, e, pela aplicacdo do Lema 5.8, é possivel
encontrar conjuntos independentes maximais de diferentes tamanhos em GG que contém
cardinalidades ||+ 1 e |I;| + 1. Portanto, assumimos que H # 0.

Pelo Teorema 5.10, todas as cliques em G \ /] tém um mesmo tamanho, digamos
q1- Analogamente, todas as cliques em G\ I, tém um mesmo tamanho, digamos ¢,. Uma
vez que GG é bem-coberto, concluimos que |I1|+ g1 = |h|+ g2 € g2 > q1 + 2. As cliques
em G\ I, ttm tamanho ¢, e I, é independente. Estes fatos implicam que G tem alguma
clique com tamanho pelo menos g3, pelo Lema 5.12. Como /; é independente, G\ I; tem
pelo menos uma clique de tamanho pelo menos g — 1, pelo Lema 5.12. Uma vez que

as cliques de G\ I ttm o mesmo tamanho, gq; > g2 — 1 o que contradiz ¢ —q; > 2 e

|I;| — |Iz| > 2. Portanto, g; e g» sdo consecutivos, assim como || e |I;], 0 que completa

esta prova. 0

Sejam GG um grafo bem-coberto e / um conjunto independente maximal em G.
Como uma consequéncia do Lema 5.8, todas as cliques em G \ I tém o mesmo tamanho.
Agora, mostramos quais sao os tamanhos destas cliques em G quando / tem ou ndo a
cardinalidade médxima.

Na Figura 5.14 temos uma ilustracdo de grafos bem-cobertos cujos complemen-

tos ndo sdo bem-cobertos, mas seus prismas complementares sao bem-cobertos.

AVAAVAVERVANANNZ N

Figura 5.14: Grafos bem-cobertos G tais que G ndo é bem-coberto
e GG é bem-coberto.

Proposicao 5.14 [3] Seja G um grafo e seja I, um conjunto independente mdximo em G.
Seja a(G) = q. Se GG é bem-coberto, entdo

e todas as cliques em G\ I} tém tamanho q—1 e



5.3 Prismas complementares bem-cobertos 68

e se G tem um conjunto independente maximal I, com tamanho |I1| — 1, entdo todas

as cliques em G\ I tém tamanho q.

Prova. Suponhamos que GG é bem-coberto e que G e G sdo como descritos acima. Seja
I; um conjunto independente maximo em G. Primeiro suponhamos que G e G sio bem-
cobertos. Uma vez que ; tem cardinalidade maxima, /; \ {v} é quase-maximal, para todo
vel.Sejal =1\ {v}, para algum v € I;. Note que G \ Ng[I'] € um subgrafo completo
que estd contido em uma clique de G, digamos Q. Como todas as cliques em G t€ém o
mesmo tamanho e v ndo tem vizinho em I’, Q tem tamanho ¢. Pelo Lema 5.9, I U@ é um
conjunto independente maximal de GG com tamanho o(G) +¢q — 1.

Agora, suponhamos que G ndo é bem-coberto. Pelo Teorema 5.13, G tem
somente conjuntos independentes maximais de dois tamanhos consecutivos. Seja I, um
conjunto independente maximal de G que ndo é médximo. Logo, |I;| = |I;| — 1. Cada clique
em G\ [} tem um tamanho fixo, digamos g1 ; caso contrario, pela utilizagdo do Lemma 5.8,
podemos encontrar em GG conjuntos independentes maximais de cardinalidades distintas.
Analogamente, toda clique em G \ I, tem um tamanho fixo, digamos ¢», ¢ g1 = g2 — 1.

Temos que considerar dois casos. Primeiro, consideramos que G é bem-coberto.
Neste caso, G tem somente cliques de tamanho ¢ = o(G). Pelo Lema 5.12, G\ I, assim
como G \ I, ttm somente cliques dos tamanhos que estdo no conjunto {g — 1,g}. Como

GG é bem-coberto,

Li|+q1 = ||+ g2, 0 que implicag; =g—1e g2 =gq.

Agora, consideramos que G nio é bem-coberto. Logo, G tem somente conjuntos
independentes maximais de dois tamanhos consecutivos o que implica que G tem cliques
de dois tamanhos consecutivos, ¢ = &(G) e g — 1. Pelo Lema 5.12, G\ I}, assim como
G\ I, tém somente cliques de tamanhos que estdo no conjunto {g—2,g— 1,4}. Também,
41,92 € {g—2,9—1,q}. Como G tem alguma clique de tamanho ¢ e com a remogdo de
um conjunto independente de G, o grafo resultante deve ter alguma clique de tamanho
pelo menos g — 1, podemos concluir que gy # g — 2. Portanto, g = g—1 e g2 = ¢, 0 que

completa a prova. 0

Como uma consequéncia da Proposicdao 5.14 e de (5-1), todos os prismas

complementares bem-cobertos t2m o(GG) = a/(G) +a(G) — 1.

Corolario 5.15 [3] Se G é um grafo tal que GG é bem-coberto, entido o(GG) =

a(G) +a(G) - 1.

Proposicdo 5.16 [3] Seja G um grafo que ndo é bem-coberto, GG é bem-coberto e I
é um conjunto independente maximal de G com |I| = o(G) — 1, entdo todo subconjunto

proprio de I estd contido em um conjunto independente mdximo de G.



5.3 Prismas complementares bem-cobertos 69

Prova. Suponhamos G, G e I como descritos e GG é bem-coberto. Seja ¢ = a/(G) o
tamanho de uma clique maxima de G. Pelo Coroldrio 5.15, todo conjunto independente
maximal de GG tem tamanho |I|+¢ = o(G) — 1 +gq.

SejaI* =1\ {v}, paraalgum v € I e K, = G\ Ng[I*]. Note que K, # 0. Primeiro,
mostramos que ¢(K,) = 2. Suponhamos a(K,) = 1. Logo, G\ N[I*] induz um subgrafo
completo Q e I* é um conjunto independente quase-maximal de G. O subgrafo induzido
por G\ I tem uma clique de tamanho no méaximo ¢, que contém Q, e entdo, pelo Lema
5.9, GG tem um conjunto independente maximal de tamanho até |/| — 1+ g o que implica
que ele ndo é bem-coberto. Agora, suponhamos o(K,) = s > 3. Podemos estender /* a um
conjunto independente maximal I’ de G, de tamanho pelo menos |I*| 43 = |I|+2 > a(G).
Portanto, podemos concluir que o(K,) = 2.

Como I é um conjunto independente maximal de G com tamanho o(G) — 1 e
para todo v € I, K, tem exatamente dois vértices independentes, I* = I\ {v}, para algum
v € I, pode somente ser estendido a um conjunto independente maximal de tamanho

o(G). Isto completa a prova. O

Quando G e G sdo grafos bem-cobertos, tais que GG ¢ também bem-coberto, ha
uma parti¢ao dos vértices de G em conjuntos independentes maximos, como provamos na

Proposi¢do 5.17.

Proposicdo 5.17 [3] Sejam G e G grafos bem-cobertos. Se GG é bem-coberto, entdo hd
uma particdo J = {J1,J2,...,Jx } dos vértices de G, tal que para todoi=1,...,k, J; é um

conjunto independente mdximo de G.

Prova. Sejam G, G e GG como declarados. Seja 7 = {J1,Ja,...,Ji} com U*_ | J; =V (G),
onde cada J; € um conjunto independente maximo de G e k € o minimo possivel. Todas as
cliques de G t€ém o mesmo tamanho ¢g. Logo g < k. Seja Q uma clique de G. Assumimos
|ONJ;| =1 parai=1,...,k, caso contrdrio, hd algum conjunto independente maximal
J; tal que QN J; = 0. Pelo Lema 5.8, J;U Q é um conjunto independente maximal de GG
com tamanho a(G) + ¢. Esta é uma contradi¢éo em vista da Proposicédo 5.14.

Agora, mostramos que todos os conjuntos de J sdo dois a dois disjuntos. Se
k =1, o resultado segue. Agora suponhamos k > 1. Para uma contradicdo, suponhamos
que hd dois conjuntos independentes maximos de J, digamos J; e J>, que contém um
vértice comum v. Seja Q' uma clique de G que contém v. Segue que g < k, o que contradiz

que G é bem-coberto e completa a prova. 0

Observamos que a reciproca da proposi¢ao 5.17 ndo € verdadeira. O grafo G
da Figura 5.15 e seu complemento sio ambos grafos bem-cobertos. H4 uma parti¢ao
J ={{a,c,f,h},{b,d,e,g}} dos vértices de G, tal que cada particio é um conjunto

independente maximo de G, porém GG nio é bem-coberto.
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Figura 5.15: Grafo bem-coberto G tal que G é bem-coberto, mas
GG ndo é bem-coberto. E um exemplo de que a
reciproca da Proposicdo 5.17 ndo é verdadeira.

Na Proposi¢@o 5.18 provamos que ndo hd grafo ndo bem-coberto desconexo G

tal que GG é bem-coberto.

Proposicdo 5.18 [3] Se GG é um grafo bem-coberto e G é desconexo, entdo G é bem-

coberto.

Prova. Suponhamos que GG é um grafo bem-coberto, G é desconexo e nio é um grafo
bem-coberto. Logo, G tem apenas um componente H que ndo € bem-coberto. Sejam
I} e I dois conjuntos independentes maximais de H que possuem cardinalidades dife-
rentes. Agora, seja J um conjunto independente maximal de G\ H. Seja Q uma clique
em G\ (HUJ). Como I} UJ e I, UJ sdo conjuntos independentes maximais em G,
(LUJUQ) e (L UJUQ) sio conjuntos independentes maximais de GG, pelo Lema 5.8 e

eles tém cardinalidades diferentes. Isto € uma contradi¢do e o resultado desejado segue. [J

Finalmente, apresentamos um limite superior para a quantidade de tamanhos

diferentes de conjuntos independentes maximais em prismas complementares.

Teorema 5.19 [3] Sejam r e s inteiros positivos. Se G e G sdo grafos com r e s
tamanhos diferentes de conjuntos independentes maximais, respectivamente, entdo GG

tem no mdximo 2rs tamanhos diferentes de conjuntos independentes maximais.

Prova. Suponhamos G e G como acima. Sejam ti,...t, os diferentes tamanhos de
conjuntos independentes maximais de G e wy,. .., w; os diferentes tamanhos de conjuntos
independentes maximais de G. Seja I(j) um conjunto independente maximal em G
de tamanho j para j € {t{,...t,} e I'(k) um conjunto independente maximal em G
de tamanho k para k € {wy,...,ws}. Seja I um conjunto independente maximal de
GG. Consideramos I} =ING e L = ING. Uma vez que, para quaisquer conjuntos
independentes maximais /() and I'(k) de G e de G, respectivamente, temos |I(j) N
W| < 1, consideramos dois casos.

Primeiro, consideramos que I; e I, sdo ambos maximais em G e G, res-
pectivamente. Neste caso, [ = I(j) UI'(k) para algum j € {#,...,t,} e para al-
gum k € {wy,...,ws}. Logo, |I| = [I(j)| + |I'(k)]. Como [I(j)| € {r,...tr} e

\I'(k)| € {wi,...,ws}, hd, no médximo, rs opgdes de tamanho para I. No segundo
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caso, ou I; é quase-maximal em G ou I, é quase-maximal em G, mas ndo ambos. Pela
simetria, consideramos que /; é maximal em G mas I, ndo ¢ maximal em G. Neste
caso I =I(j)U(I'(k)\ {v}) para algum v € I'(k). Logo, |I| = |I(j)| + |I'(k)| — 1. Como
1(j)| € {t1,...t,} e |I'(k)| € {w; —1,...,ws — 1}, hd, no mdximo, outras rs opgdes de

tamanho para /, o que resulta na sentenca apresentada e conclui esta prova. 0

5.4 Conjuntos independentes maximais em alguns pro-

dutos Cartesianos

Topp e Volkman [54] apresentam alguns resultados sobre o produto Cartesiano
de alguns grafos, incluindo os grafos bipartidos e ciclos. Fradkin [26] mostra que GUJH
ndo é bem-coberto quando G e H ndo sdo bem-cobertos e sdo livres de tridngulo. Hartnell
e Rall [30]generalizam este resultado, mostrando que se GLIH é bem-coberto, entdo pelo
menos um dentre G e H é bem-coberto.

Nandi et al. [43] estabelecem os resultados seguintes sobre o nimero de domi-

na¢do de produtos Cartesianos de ciclos e caminhos.

Teorema 5.20 [43] Para todo m > 3,

2m sem=0 (mod4),

(Tw , €aso contrdrio.

m+1, param=3,5,9,
m, caso contrdrio,
o Param>6,m+ 2| <y(PsOC,) <m+ [%].

De forma similar, para m > 4, determinamos o conjunto ccim(P; [ C,,) € um
limite inferior para r tal que P,(JC,, pertenca a M,, quando n > 3.

Os nimeros 0,1,...,n — 1 denotam os vértices do caminho P, ou do ciclo C,.
Para o produto P, [J C,,, denotamos por (Cy,); o grafo C,, O {i} onde i € V(P,).

E fécil verificar que (P, O C,,) =n|% |, uma vez que a/(C,) = 2] e P, O Cy,
tem n ciclos Cy,,. Um conjunto independente maximo [ neste grafo pode ser obtido pela
inser¢do de todos os vértices (i,j) talque i =0,...,n—1, j=0,...,2 L%J —1l,ei+jé
um inteiro impar.

Pelo Teorema 5.20, param > 3, y(P, (1 C,,) é (’”“W quando m nio é um mdltiplo
de 4 e 7, em caso contrdrio. Contudo, em alguns casos, este conjunto ndo € independente.
A Proposi¢ao 5.21 estabelece os tamanhos de conjuntos independentes maximais de

minima cardinalidade em P> [1 C,,.
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Proposico 5.21 [2] Seja G =P, 0 Cy. Param >3, i(G) =2[%].

Prova. Seja J = {(0,i) : i =1 (mod 4)}U{(1,i):i =3 (mod4)}. Consideramos
um conjunto / com [ =J, se m =0 (mod 4); I =JU{(1,0)}, se m =3 (mod 4), e
I =JU{(1,0),(0,m—1)}, caso contrario. Note que / € um conjunto independente ma-
ximal de G, e |I| =2 [%]. Logo, i(G) < 2 [%]. Agora, vamos mostrar que i(G) > 2 [%].
Consideremos / um conjunto independente maximal em G. Vamos mostrar que tanto
1110 (C)o| quanto [N (Cp)1| é, no minimo, |4 ]. Pela simetria, considere a copia (G )o.
Sejam X = 1N (Cp)o € x = |X|. Suponhamos x < [2]. Seja H o subgrafo induzido por
(Cm)o\Ng[I]. J4 que, no méximo 3 [ %] — 3 vértices estdo em Ng[I], H tem pelo menos
{%W vértices que formam, no maximo, x caminhos conexos disjuntos. Como x < %, pelo
menos um destes caminhos tem tamanho dois. Logo, dois vértices adjacentes em (Cy,)1
estdo em I, o que contradiz a sua independéncia. Portanto, |I N (Cy)i| > (%W Como

1IN (C)o| + TN (Cw)1| = 2[%], o resultado desejado segue. O

Observa-se que os conjuntos independentes maximais de G = P, UJ C,, tém
cardinalidade par. Isto ocorre porque em um conjunto independente maximal / nestes

grafos, |IN(Cy)o| = [IN(Cp)1|, como foi provado no Lema 5.22.

Lema 5.22 [2] Sejam >3 e G= P, [1C,,. Se I é um conjunto independente maximal em

G, entdo I tem cardinalidade par.

Prova. Seja I um conjunto independente maximal de G. Sejam X; = IN(Cy,); e x; = |X;|,
parai =0, 1. Vamos mostrar que x; = x,. Pela simetria, considere o subgrafo induzido por
(Cm)o\Xo, denotado por H. O grafo H tem exatamente xy caminhos conexos disjuntos.
Denotamos estes caminhos por P(k), k = 1,...,x0. Se existe P(k) com k € {1,...,x0}
com |P(k)| > 3, entdo (Cy,)0\Ng[Xo] tem algum caminho de tamanho pelo menos dois, o
que implica em dois ou mais vértices consecutivos em /N (Cy,)1. Logo, assumimos que
|P(k)| <3,parak =1,...,x0.

Sejam vy, ..., v|p(y), 0 Vértices de um caminho P(k) e v}, ... 7VTP(/<)\ 0S corres-
pondentes em (C,,);. Note que exatamente xo vértices em (Cy,); estdo em Ng(Xp) e eles
sdo separados por, no maximo, trés vértices. Temos trés casos para cada P(k): Primeiro,
|P(k)| = 1. Neste caso, V| deve pertencer a I jd que seus vizinhos no mesmo ciclo séo
dominados por I; Se |P(k)| =2, v e v pertencem a N(I) e exatamente um dentre v} e v}
deve pertencer a /; Por tltimo, |P(k)| = 3. Os vértices v2,V],V, e V4, ndo estdo em Ng(Xo).
Logo, v’2 deve estar em /. Portanto, em todos os casos, para k = 1,...,xp, para cada cami-
nho P(k), ha exatamente um vértice em X, resultando em [/ N (Cp)o| = [IN(C)1|. O

Agora, podemos mostrar os diferentes tamanhos de conjuntos independentes

maximais em G = P, 0 C,,.
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MLmJ’ sem=1 (mod4),
Teorema 5.23 [2]Param>3eG=P 0C,, G¢ 4
ML% 415 caso contrdrio.

Prova. Temos alpha(G) = 2|2 | e, pela Proposicdo 5.21, i(G) = 2 [%]. Apresentamos
em G conjuntos independentes maximais de todas as cardinalidades pares entre 2 (%W e
2% ], em vista do Lema 5.22.
Primeiramente, sejam
m, sem=0,3 (mod 4),
I=¢ m—3, sem=1(mod4),

m—2, sem=2 (mod4)
e
|—1, sem=1(mod4),

k:{L
7]

Parai <1, sejal(0)' ={(1,i):i=0 (mod4)}U{(0,i):i=2 (mod4)}e

AT B3

caso contrario.

1(0Y, se m=0,3 (mod 4),
100) =< 1(0)U{(0,m—1),(1,m—2}, sem=1 (mod4),
1(0)Y U{(0,m—1), se m=2 (mod 4).

Note que o conjunto /(0) é independente maximal em G e [1(0)| =2[7% ] = i(G).
Para todo j € {l,...,k}, seja I(j) =1(j— 1)\ {(0,4j—2)} U{(0,4j —3),(0,4) —
1),(1,4j —2)}. Para todo j € {0,...,%}, I(j) é um conjunto independente maximal
em G e |I(j)| = 2[%]+2j. Logo, G tem conjuntos independentes maximais de k + 1
tamanhos diferentes o que resulta em |4 | se 1 =m (mod 4) ou |4 | + 1, caso contrério.

Isto completa a prova. 0

Antes de provarmos o Teorema 5.28, mostramos como construir recursivamente
os grafos H, e F, que serdo utilizados na demonstra¢do. Além disso, mostramos os di-
ferentes tamanhos de conjuntos independentes maximais nestes grafos. Na prova do Te-
orema 5.28, utilizamos o seguinte método para mostrar os varios tamanhos de conjuntos
independentes em uma grade cilindrica G = P, L1 C,: escolhemos um conjunto inde-
pendente I de G de forma que o grafo induzido por G\ I tenha somente componentes
isomorfos a pelo menos um dos grafos H, e F;. Como sabemos quais s@o os tamanhos de
conjuntos independentes maximais em H, e Fy, determinamos os tamanhos dos conjuntos
em G.

Seja o grafo H; com o conjunto de vértices V1) = {vgl),vgl),vgl)} e conjunto de

arestas E(1) = {v(ll)vg]),vgl)vgl)}. Para r > 2, seja o grafo H, com conjunto de vértices

y () =y =1 {vg’)}7 para r par,
v —yr=1 {vﬁ’),vg’),vé’)b para r impar,
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e o conjunto de arestas

EU) = E(r=1) U{vl r 1)}, para r par,
E() — gpr=1) U{Vl v2)’vgr)vgr),vgr)vgr_l)}, para r impar.

Veja a figura 5.16 para uma ilustrag@o.

(5)

Vi

i )

V)

)

V3

Figura 5.16: O grafo Hs.

Pela construgdo recursiva, podemos determinar os tamanhos dos conjuntos inde-

pendentes maximais em H,, como provamos na Proposi¢ao 5.24.

Proposicdo 5.24 [2] Para r > 2, H, € M,. Além disso, ccim(H,) = {[%],....[¥] -
2151

Prova. Provamos a sentencga por indugdo sobre r. Para r = 2,3,4, o resultado € trivial.

Agora seja r > 5. Temos dois casos. Se r € par, pela constru¢do de H,, foi adicionado a

(r) (r) (r=1) (r)

H,_jovérticev,’ eaarestav; v, '.Como v, " €uma folha, todo conjunto independente
. . ~1 . o

maximal em H, contém ou VY) ou vér ). Considerando o primeiro caso, H, \ Ng [vgr)]

tem um componente isomorfo a H,_ e dois vértices isolados. Pela hipétese de indugio,

H,_ (2) € My_p eccim(H,_2) ={5—1,...,3 —5,3 —3}. Pela adigdo dos vértices isolados

e v,  obtemos os conjuntos independentes maximais em H, com tamanhos em A = {5 +
2,.. 3—’ —2,3%. O grafo H,\ Ng[v (r_l)] ¢ isomorfo a H,_3. Pela hipdtese de indugio,

H,_3€ M,_3eccim(H,_3) ={5—1,....3 — 6,3 —4}. Pela adigdo de vgr) obtemos 0s
conjuntos independentes maximais em H, com tamanhos em B = {7,..., % -5, 37’ -3}
Uma vez que AUB = ccim(H,) = {,...,3% — 2,3}, a sentenga desejada segue para r
par.

Se r € impar, pela constru¢do de H,, foram adicionados a H,_| os vértices

v(lr),vér),vgr) e as arestas v(lr)vg),vg)vgr),vgr)v(lr_l). Como vgr) e vgr) sdao folhas, todo

(r) o ()

conjunto independente maximal em H, contém ou os vértices v, € v3’, ou 0 vértice

(r) (r)

v, . Considerando o primeiro caso, H, \NG[{VY),V3 }] é isomorfo a H,_;. Pela hi-

pétese de i(n;iugég),) H,_1 € M,_ e ccim(H,_;) = {%,...,3’2_1 —3,3’2_1 — 1}. Pela
r r

adigdo de v;’ e v’ temos conjuntos independentes maximais em H, com tamanhos em
_ yr+l 3r+1 3r+1
—{T—l—l,,T—Z, 3

}. O grafo H, \ Ng [vgr)] ¢ isomorfo a H,_,. Pela hipStese
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de indugdo, H, » € M, 5 e ccim(H,_5) = {%,...,3?1 — 5’31‘2_—1—1 — 3}. Pela adigdo
do vértice vgr) obtemos conjuntos independentes maximais em H, com tamanhos em
D={,. .2 4 32} Como CUD =ccim(H,) = {=,... 2 -2 3t

o resultado segue para r impar. Isto completa a prova. D

Proposicao 5.25 [2] Seja r um inteiro positivo fixo com r > 2. Se G é uma colecdo ndo

vazia de t grafos disjuntos H,, entdo G € M,; e

ccim(G) = {r EW yeeosd( %W +r) —2,t([ﬂ +7)}.

Prova. Indexe os subgrafos conexos por 1,...,7# e para cada j € {l,...,t}, seja

I(j) um conjunto independente maximal no subgrafo j. Para cada j € {1,...,t},

U I(j) € um conjunto independente maximal de G. Como, pela Proposi¢do 5.24,

| e {(ﬂ v |51 47 =2,[5] 47}, () resulta em rt valores distintos, os quais sdo
Hr) 2,1([5]+1)} O

IS —
JR—
/\
|
NSl

Agora, mostramos como construir o grafo Fj, recursivamente 0] grafo Fi tem
o conjunto de vértices V(! {”1 u2 } e 0 conjunto de arestas E {v v } Para

s > 2, o grafo Fy tem o conjunto de vértices v =yb-Dy {”1 ,u2 } e o conjunto de

arestas
E®) = U{u g é gs) ugs) }, parar par,
EG) = U{u é é g) gs)} para r impar.

Proposiciio 5.26 [2] Paras > 1, o grafo F, € M[ﬂ eccim(Fy) ={|5] +1,...,s}.

Prova. Uma vez que, pela construcdo, F; tem \_%J + 1 folhas com talos distintos,
i(Fy) > |5] + 1. Para cada i = 1,...,s, no mdximo um vértice de {ugi),ug)} pode
estar em um conjunto independente maximal de Fy. Logo, o(F;) < s. Concluimos a
prova mostrando como encontrar em Fy conjuntos independentes com tamanhos no

N

conjunto {|5] +1,...,s}. Seja I(0) o conjunto contendo, para i = 0,...,[5] — 1,
os vértices u§2+ ) Se s ¢ par, o vértice ug) deve ser adicionado a I(0). Note que
1(0) é um conjunto independente maximal em Fy. Para j = 1,....[§] — 1, seja
1G) = (G = D\ Y U D WPy, Para j=0,...,[5] = 1, I(j) é um
conjunto independente maximal em Fy e [I(j)| = || +j+ 1, o que implica que
ccim(Fy) = {[$] +1,...,s}. O

Lema 5.27 [2] Sejan >3, m >4 e G = P, U C,,. Se m é par, entdo ndo existe conjunto

independente maximal I em G tal que |I| = 5" —1;
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Prova. Sabemos que o(G) = “3*. Um conjunto independente maximo de G tem %
vértices de cada ciclo (Cp);, i =0,...,n — 1. Suponhamos que existe um conjunto inde-
pendente maximal / de G de tamanho 37’” — 1. Logo, existe algum i em O,...,n—1 tal

que |(Gyn)iNI| =% — 1. O subgrafo induzido por (Cp); \ Ng[I] é um vértice simples,
digamos v, que deve ser dominado por algum vértice de (C,);—1 ou de (Cy,)i+1. Note
que um destes ciclos pode ndo existit. Como m € par e |(Cp)it1| = |(Cn)i—1]| = 5.
ambos os conjuntos (Cp,)i+1 \ Ng[I] € (Cn)i—1 \ Ng|I] sdo vazios. Portanto, v ¢ Ng[I],
o que implica que / ndo é maximal. Isto é uma contradi¢do e o resultado desejado segue. [J

Agora, usamos os grafos H, e F, para mostrar um limite sobre os tamanhos dos

conjuntos independentes maximais em P, L1C,, paran >3 e m > 4.

Teorema 5.28 [2] Sejan >3 em> 4. Se G = P,[1C,, entdo G € M, para algum

=, sem=0 (mod4),

. n|%|—1, sem=1 (mod4),
| n|%], sem=2 (mod4),
n|24+1, sem=3 (mod4).

Prova. Consideramos quatro casos.
Caso 1 m =0 (mod 4).
Seja I = {(k,i) : i =0 (mod 4),k =1 (mod 2)}. O conjunto I é independente e tem

tamanho 7 L%J . Seja H o grafo obtido de G pela remogdo de todos os vértices em Ng/[I].
O grafo H tem 7 componentes conexos, € cada um € isomorfo ao grafo H,. Veja a Figura

5.17 para uma ilustracdo. Pela Proposicdo 5.25, H € 9\/[,1(%) e

ccim(H) = {(5) |5 |- (DN 5| +m =2 5] +m}-

Pela adigdo dos vértices de /, obtemos “F* diferentes tamanhos de conjuntos independentes
maximais em G, os quais sdo {%,...,"* —2,%%}. Pelo Lema 5.27, G ndo tem um

conjunto independente maximal de tamanho |I| = “5* — 1.
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= =

Figura 5.17: G = P; L1 Cs. O conjunto independente I é formado
pelos vértices circulados e G\ Ng[I] tem dois compo-
nentes isomorfos ao grafo Hs.

Caso2m=1 (mod4).

Sejal ={(k,i):i<m—1,i=0 (mod 4),k=1 (mod 2)}U{(n—jm—4),(n—1,m—

1):j=1 (mod 4),l =3 (mod 4)}. O conjunto / é independente e ele tem tamanho

((mT_l : L%J) + (%W ). Seja H o grafo obtido de G pela remogao de todos os vértices em
m—>35

Ng[I]. Este grafo tem ’"T_l componentes conexos. Denote por H os == componentes

isomorfos ao grafo H,. O ultimo componente € isomorfo ao grafo F,. Pela Proposicao
5.25,

m—5.,1n m—5_,1n
) = (P[] P32 ) -2 S 2]
ccim(H) = {(“=) [ 5 |- (5 | +m = 2.5 5|+
Pela Proposi¢do 5.26, ccim(F;,) = { L%J +1,...,n}. Pela adigdo dos vértices de 1, obtemos
n L%J — 1 diferentes tamanhos de conjuntos independentes maximais em G, os quais sao
{n|2]+[4]+1,....2n | 2]}
Caso 3 m =2 (mod 4).
Seja I = {(k,i):i=0 (mod 4),k=1 (mod 2)}U{(n—jm—1):j=1 (mod 2)}. O
conjunto / ¢ independente e ele tem tamanho (242 - |2]) + [%]). Seja H o grafo obtido

4 L2
de G pela remogdo de todos os vértices Ng[I|. O grafo H tem ’";2 componentes conexos

e cada um ¢é isomorfo ao grafo H,. Pela Proposicdo 5.25,

ceim(H) = {(’"T_z) K ,...,(’"T_z)({g] +n) —2,(’"7_2)([9 +n)}.

Pelo adicao dos vértices de I, obtemos n L%J diferentes tamanhos de conjuntos indepen-
dentes maximais em G, os quais sdo {n {%W yooey 5t =2, 1. Pelo Lema 5.27, G ndo tem

um conjunto independente maximal de tamanho |I| = "5* — 1.

Caso 4 m =3 (mod 4).
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Seja I = {(k,i):i=0 (mod 4),k=1 (mod 2)}U{(n—jm—1):j=1 (mod 2)}. O
conjunto / é independente e tem tamanho mTH : L%J + (g-‘ Seja H o grafo obtido de G
pela remogdo de todos os vértices em Ng|I]. O grafo H tem mT’3 componentes conexos,
os quais s@o isomorfos ao grafo H,. Pela Proposi¢do 5.25,

m—3 1n m—3.1n m—3.r1n

ccim(H) = {(“ ) [5 ] O[5 | +m -2, (5] + i

Pela adi¢do dos vértices de I, obtemos n [%J diferentes tamanhos de conjuntos indepen-
dentes maximais em G, os quais sdo {n[%],....n|%]| —2,n|%|}.

Além disso, G tem conjuntos independentes maximais de tamanhos “5* — 1, os
quais podem ser obtidos pela escolha do seguinte conjunto de vértices: {(1,7) :i =1 (mod
2),i<m—4}U{(0,i),(2,i):i=0 (mod 2),i <m—4}U{(0,m—4),(0,m—2),(2,m—
3),(2,m—1)}. OJ

5.5 Mais algumas consideracoes

Mostramos que para um grafo fixo conexo H e um subconjunto fixo, ndo vazio
e proprio S de seus vértices, pode ser decidido em tempo polinomial se, para um dado
grafo F, ha um grafo G tal que F é isomorfo a G(V(G))JH(S). Além disso, se tal grafo
G existe, entdo este grafo pode ser encontrado em tempo polinomial.

As principais questdes deixadas em aberto em relacdo ao reconhecimento de

produtos complementares sio as seguintes.

e Quais grafos tém uma fatorac@o em fatores primos com rela¢do ao produto comple-
mentar que seja tnica a menos da permutacio dos fatores e a menos da recolocacao
de um fator G(R) com G(V(G) \ R)?

e Poderiam tais fatoracdes serem encontradas em tempo polinomial?

Sobre os prismas complementares, apresentamos as duas seguintes conjecturas.

Conjectura 5.1 Se GG é bem-coberto, entdo pelo menos um dentre G e G é bem-coberto.

Conjectura 5.2 Se GG é um grafo bem-coberto tal que G ndo é bem-coberto, entdo
o(G) =3;

Como um trabalho futuro, queremos provar a seguinte conjectura que implica

que os limites apresentados no Teorema 5.28 sdo vélidos quando m = 0,3 (mod 4).
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Conjectura 5.3 Sejamn >3 em > 4. Se G = P, C,, entdo

o sem=0 (mod4),
|, sem=3(mod4).

S
—
B



CAPITULO 6
CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Nesta tese, foram considerados alguns problemas relacionados a independéncia
de vértices em grafos. Investigamos grafos com r tamanhos diferentes de conjuntos
independentes maximais. Estes grafos formam uma classe chamada 9,. Se todas essas
cardinalidades s3o consecutivas, entdo estes grafos também pertencem a uma classe
chamada I,. Consideramos grafos em M, e I, com algumas restri¢des adicionais como
cintura e grau minimo. Consideramos também o produto complementar e dois casos
especiais deste produto que sdo o prisma complementar e o produto Cartesiano.

Mostramos que se o grau méaximo de um grafo em M, com cintura pelo menos
7 e grau minimo pelo menos 2 € limitado, temos uma quantidade finita de grafos na
respectiva classe. Provamos outros resultados que limitam o grau mdximo destes grafos e
que generalizam resultados ja conhecidos. Uma motivagao foi a nossa Conjectura 3.1, a

qual expomos novamente na sequéncia.

Conjectura 3.1 Hd uma quantidade finita de grafos em M, que sdo de grau minimo pelo

menos 2 e cintura pelo menos 1. Além disso, todos estes grafos téem A < 4.

Todos os exemplos encontrados na pesquisa de grafos em A, com cintura 7
e grau minimo pelo menos 2, conforme Figuras 3.5, 3.6, 3.7, 3.8 e 3.9, possuem grau
minimo 2 e grau maximo 4. Um problema ainda em aberto € a caracterizacdo desta
classe de grafos. Mostramos que se G € um grafo de cintura pelo menos 6, grau minimo
pelo menos 2 e que ndo contém ciclo de tamanho 7, entdo G € isomorfo ao ciclo Cg. Se
retiramos a restri¢do do ciclo de tamanho 7, obtemos grafos com grau maximo maior do
que 2. Para cinturas inferiores, como ja mostramos, conseguimos construir infinitos grafos
com grau minimo pelo menos 2 que pertencem a M. Para cintura pelo menos 8, somente
ciclos atendem a estas condi¢des [25]. Portanto, concluimos que a maior dificuldade na
obtengdo de resultados em M, quando consideramos grau minimo pelo menos 2, estd
relacionada aos grafos que possuem ciclos induzidos de tamanho 7, para cinturas 6 e 7.

Todos os grafos G com exatamente 2 tamanhos de conjuntos independentes
maximais que tém cintura pelo menos 6 e grau minimo pelo menos 2, t€ém esses tamanhos

consecutivos, ou seja se G € Mo, entdo G € I. Isto é uma consequéncia da caracterizagdo
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dos grafos Z,,,-bem-cobertos [15], os quais sd@o grafos em que seus tamanhos de conjuntos
independentes maximais sdo congruentes modulo m, para m > 2. Todos estes grafos, com
exce¢do de Cy, possuem vértices de grau 1. Se também os grafos pertencentes a M, com
r > 3, cintura pelo menos 7 e grau minimo pelo menos 2, pertencem a I, vale a conjectura

3.2 que apresentamos no Capitulo 3.

Conjectura 3.2 Ser>2e G € M, é um grafo conexo com cintura pelo menos 7 e grau

minimo pelo menos 2, entdo G € I,.

n(G)

Os grafos bem-cobertos sem vértice isolado € com nimero de independéncia =5~
sdo chamados de grafos muito bem-cobertos e foram caracterizados por Favaron [20].
Berge [8] prova que este € o limite maximo do nimero de independéncia para estes
grafos. Como extensdo destes conhecidos resultados, estudamos grafos bem-cobertos sem
vértice isolado de ordem n(G) com nimero de independéncia W para um inteiro
fixo e ndo negativo k. Estendemos o teorema de Favaron. Para k = 1, apresentamos uma
descricdo estrutural completa destes grafos e para um k geral, porém fixo, descrevemos
um algoritmo de reconhecimento de complexidade polinomial de tempo. Provamos uma
versdo do resultado de Berge para grafos que satisfazem o(G) — i(G) < k para algum
inteiro k ndo negativo. Derivamos um limite superior sobre o nimero de independéncia
como corolério e discutimos sua relacdo com a caracteriza¢dao de Favaron.

Mostramos que alguns produtos complementares podem ser reconhecidos em
tempo polinomial, o que inclui todos os prismas complementares. Esta questdo havia
sido proposta por Haynes et al. [33]. Ainda ndo se sabe quais grafos tém uma fatoragdo
em fatores primos com relacdo ao produto complementar que seja tinica a menos da
permutagdo dos fatores e a menos da recolocagdo de um fator G(R) com G(V(G) \ R).
Caso esta fatoracao exista, uma outra questao seria determinar se ela pode ser encontrada
em tempo polinomial.

Os grafos prismas complementares, definidos por Haynes et al. [33], formam
uma classe de grafos para a qual muitos parametros ainda ndo foram investigados.
Algumas propriedades de prismas complementares sdo estudadas em alguns poucos
artigos [18, 27, 34-36, 39, 40]. Duarte et al. [19] apresentam resultados algoritmicos
e de complexidade para os prismas complementares em relacdo a cliques, conjuntos
independentes, dominagdo e convexidade. Apresentamos formas de construcdo de grafos
prismas complementares bem-cobertos, 0 que mostra que esta classe tem infinitos grafos.
Mostramos que quando G ndo é bem-coberto mas seu prisma complementar GG é bem-
coberto, entdo G tem apenas dois tamanhos de conjuntos independentes maximais que
sdo consecutivos. Para todos os prismas complementares bem-cobertos apresentados,
notamos que pelo menos um dentre G e G é bem-coberto. Caso seja uma condi¢fio para

todos os grafos prismas complementares bem-cobertos, vale a nossa Conjectura 5.1.
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Conjectura 5.1 Se GG é bem-coberto, entio pelo menos um dentre G e G é bem-coberto.

Apresentamos uma caracterizacdo nao estrutural de prismas complementares
bem-cobertos. Como uma questdo em aberto, pode-se apresentar uma caracterizagao
estrutural destes grafos. Quando consideramos prismas complementares bem-cobertos
GG com G nio bem-coberto, observamos em todos os exemplos que encontramos na

pesquisa que o(G) = 3. Isto nos levou a apresentar a Conjectura 5.2.

Conjectura 5.2 Se GG ¢ um grafo bem-coberto tal que G ndo é bem-coberto, entdo
o(G) =3;

Uma grade cilindrica é um grafo que é o produto Cartesiano de um caminho P,,
n > 2 e um ciclo C,,, m > 3, denotado por P,[1C,,. Mostramos um método para encontrar
conjuntos independentes maximais em grades cilindricas e um limite inferior para a
quantidade de conjuntos independentes maximais nestes grafos. Denotamos o tamanho
do menor conjunto independente de um grafo G por i(G). Para os casos em que m ¢é
congruente a 0 ou congruente a 3, apresentamos a Conjectura 5.3, cuja validade implica

que os limites estabelecidos no Teorema 5.28 sdo os melhores possiveis para estes casos.

Conjectura 5.3 Sejamn >3 em > 4. Se G =P, C,, entdo
i(G) = =, sem=0 (mod4),
n[%], sem=3 (mod4).

S

Finalmente, esperamos que a nossa contribuicao seja util na obtengdo de outros

resultados sobre independéncia de vértices e na divulgacdo da area de Teoria dos Grafos.
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