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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estudar e relacionar as recorréncias lineares com
a matematica financeira. Para tal, inicialmente foi feito um estudo detalhado de recorrén-
cias de primeira e segunda ordem. Foi discutido sobre a Educacao Financeira na BNCC e
apresentadas as dedugoes de férmulas de juros compostos e sistemas de amortizagao Price
e SAC, por recorréncias lineares. Em seguida, foram feitas conexdes entre recorréncias
lineares e conceitos de algebra linear como: espaco vetorial, base e dimensao, concluindo
que o conjunto das solu¢oes de uma recorréncia é um espaco vetorial. Além disso, foi
apresentado alguns modelos econémicos que podem ser estudados por equagoes de recor-
réncias. Por fim, apresentamos algumas situacoes problemas da matemaéatica financeira
que podem ser trabalhados em sala de aula, como juros compostos, amortizacao e aplica-
¢oes financeiras com aportes mensais.
Palavras-chave: Recorréncias Lineares de Primeira e Segunda Ordem, Educagao Finan-

ceira, Matematica Financeira, Modelos Econdémicos.



Abstract

The main objective of this work is to study and link the linear recurrences with the
financial math. For such, initially a detailed study of the recurrences of first and second
order has been made. Financial Education at BNCC has been discussed about and the
deductions of formulas of composed interests, Price Amortization System and Constant
Amortization System (SAC), for linear recurrences. Besides, connections between linear
recurrences and concepts of linear algebra, such as: vectorial space, basis and dimension,
concluding that the set of solutions of a recurrence is a vectorial space. Besides, some
economic models that have been presented may be studied by recurrence equations. At
last, we have presented some problematic situations of financial mathematics that may be
worked in the classroom, like composed interests, amortization and financial applications
with monthly reports.

Keywords: Linear Recurrences of First and Second Order, Financial Education, Finan-

cial Math, Economic Models.
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Capitulo 1

Introducao

E de conhecimento dos profissionais de Educacédo Basica do Brasil, que um dos docu-
mentos mais importantes da Educacao Brasileira ¢ a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) pois, como o proprio nome diz, ela desempenha a fungao de base, sendo utilizada
como referéncia para todos os curriculos do pais. Neste documento a Educacao Financeira
¢ tratada como um dos Temas Contemporaneos Transversais (TCTs).

Ainda de acordo com a BNCC, as tematicas devem ser trabalhadas de forma interdis-
ciplinar e contextualizada ao longo da Educacao Basica pois, possuem extrema relevancia
para a formacao dos estudantes. No componente curricular de Matematica para o Ensino

Fundamental, a BNCC [6] diz:

Outro aspecto a ser considerado nessa unidade tematica [Numeros] é o estudo
de conceitos basicos de economia e finangas, visando & educagao financeira dos
alunos. Assim, podem ser discutidos assuntos como taxas de juros, inflagao,
aplicagoes financeiras (rentabilidade e liquidez de um investimento) e impostos.
(BRASIL, 2018, p. 269)

Observe que, a BNCC diz que os estudantes devem conseguir discutir a respeito de
problemas simples que tratam de uma aplicagao financeira, sendo um de seus questiona-
mentos a rentabilidade de seus investimentos. Apenas com as ferramentas disponiveis no
Ensino Fundamental nao é possivel que o aluno encontre a rentabilidade de uma opera-
¢ao caso ela seja feita com aportes mensais, nem tampouco com os recursos matemaéticos
do Ensino Médio, sendo assim uma solugao para essa problemética seria o conhecimento
sobre recorréncias.

Desse modo, a proposta do trabalho em questao é ser uma fonte para professores que
desejam trabalhar com a matemaética financeira no Ensino Médio de uma forma diferente,

sob a otica das Recorréncias Lineares, por ser uma poderosa ferramenta matematica para



discutir e resolver modelos oriundos da economia. Cabe ressaltar que o estudo de resolucao
de recorréncias nao é um contetido que esta contemplado na BNCC, mas a proposta do
trabalho em questao é mostrar que é possivel a sua aplicagao em turmas de eletiva como
aprofundamento de area do conhecimento.

O trabalho foi estruturado da seguinte forma: o segundo capitulo, contempla o em-
basamento teérico com um estudo geral de recorréncias lineares de primeira e segunda
ordem, homogéneas e nao homogéneas, enunciando e demonstrando seus principais teore-
mas de forma detalhada. Serao apresentados alguns exemplos classicos, que sao vistos no
Ensino Fundamental e Médio, como progressoes aritméticas e geométricas e a conhecida
sequéncia de Fibonacci, sendo desenvolvidos a partir do conceito de recorréncia.

O terceiro capitulo, apresenta uma breve discussao a respeito da importancia da edu-
cagao financeira na vida cotidiana dos estudantes e familiares. Serao listadas algumas
habilidades e competéncias que estao relacionadas & Educagao Financeira na BNCC, co-
mecando pelos os anos iniciais do Ensino Fundamental até o Ensino Médio. Por outro
lado, serao desenvolvidos os conceitos de Juros Composto e os Sistemas de Amortizacoes,
em particular, os dois mais utilizados no Brasil: o Sistema Price e SAC. Esses conceitos
sao apresentados juntamente com a deducao de suas férmulas a partir dos conhecimentos
de recorréncia de primeira ordem.

O quarto capitulo é de aprofundamento para o professor, onde é detalhado a relacao
entre as solugoes das recorréncias de primeira ordem (podendo ser expandido para ordem
k) e a algebra linear, para tal é feito uma breve revisao dos topicos necessarios de algebra
linear, e apos isso adaptando-os para recorréncias. Em seguida, serao discutidos e apre-
sentados trés modelos econdmicos de primeira ordem e um modelo econdémico de segunda
ordem. Estes modelos podem ser comentados em linhas gerais com os estudantes, mas
envolvem conceitos mais avancados do que os propostos no terceiro capitulo.

O quinto capitulo trata da parte pratica do trabalho. Sao apresentados problemas
resolvidos de forma detalhada, como sugestao para atividades em sala com os alunos,
sobre investimentos com aportes mensais, juros compostos e sistemas de amortizagao. E
por fim, o sexto capitulo a conclusao da trabalho em questao, bem como a sugestao de

tema de pesquisa para um trabalho futuro.



Capitulo 2

Resolucao de Recorréncias Lineares de

Primeira e Segunda Ordem

Neste capitulo sera feito um estudo detalhado sobre recorréncias lineares de primeira
e segunda ordem, que servird como base para que entao, possamos relaciona-los com pro-
blemas de Matematica Financeira. Porém para a plena compreensao de recorréncias, se
faz necessarios o conhecimento prévio de outros contetidos matematicos vistos no Ensino
Fundamental e Médio: equacoes do 2° grau, sequéncias numéricas, progressoes aritméticas
e geométricas, funcao, fatorial, sistema linear, determinante, além do extinto niimeros
complexos que por muitos anos foi estudado no 3° ano do Ensino Médio, e ainda pre-
sente em diversos vestibulares pelo pais. Estes assuntos matematicos serao comentados e
aplicados no decorrer do capitulo a medida que surgir a necessidade.

Inicialmente, serao definidos alguns conceitos bésicos sobre sequéncias numéricas, defi-
ni¢ao de recorréncias lineares e nao lineares, homogéneas e nao homogéneas, em seguida a
resolucao de recorréncias. Para a elaboracao deste capitulo, foram utilizadas as referéncias

[5, 9, 10, 18, 19, 20, 24, 25, 26, 28, 32|.

Definicao 1 Uma sequéncia de nimeros reais € uma funcao a : N — R, que para cada

n € N associa um niumero a, pertencente aos reais chamado n-ésimo termo.

Definicao 2 Uma relagao de recorréncia ou, como também é chamada, uma equagao
de recorréncia, ¢ uma relacao que determina cada termo de uma dada sequéncia em

funcao dos termos anteriores.

Alguns exemplos de sequéncias numeéricas, estudadas no Ensino Fundamental 1T e En-



sino Médio, e que sao recorréncias, sao as famosas Progressoes Aritméticas e Geométricas,
que podem ser estudadas de forma detalhada, em qualquer colecao de livros didaticos de
matemaética, dessas etapas da Educagao Basica citadas anteriormente. Veremos, cinco

exemplos que servirao como base para continuarmos nossos estudos.

Exemplo 1 A sequéncia (x,)nen dos nimeros naturais pares nao nulos (2,4,6,8, ...) pode

ser definida pela recorréncia T, 1 = T, +2 comn > 1, e xy = 2.

Exemplo 2 A sequéncia (x,)nen formada pelos elementos de uma progressao aritmética
de razao r e primeiro termo a € definida pela recorréncia x,1 1 = x, +7 comn > 1, e

r1 = a.

Exemplo 3 A sequéncia (x,)nen formada pelos elementos de uma progressao geométrica
de razao q e primeiro termo a € definida pela recorréncia r,.1 = q-x, comn > 1, e

r1 = a.

Exemplo 4 A sequéncia (Fy,)nen, dita de Fibonacci, cujos os primeiros termos sao 1, 1,
2, 8,5, ... ena qual cada termo é a soma dos dois imediatamente anteriores, é definida

por Foio =F,i1+ F, comn >0, eFy=F =1.

Nos Exemplos 1 e 2 ha infinitas sequéncias numéricas que satisfazem tais condigoes
pois, o termo inicial é a, ou seja, para cada a € R temos uma sequéncia diferente. Logo,
para que a sequéncia esteja bem definida, precisamos dos valores iniciais fixos.

Além disso, nos Exemplos 1, 2 e 3, cada uma das sequéncias recorrem apenas a um
termo anterior, quando isso acontece, dizemos que a recorréncia é de primeira ordem. Por
outro lado, no Exemplo 4, temos uma sequéncia que recorre aos dois termos anteriores, e

quando isso ocorre, dizemos que se trata de uma recorréncia de sequnda ordem.

Definicao 3 Uma recorréncia de primeira ordem expressa x,.1 em fungao de x,. E dita

linear se, e somente se, essa fun¢ao for do primeiro grau.

Exemplo 5 As recorréncias x,., = 2z, —n’® € Tpy1 = nx, sao lineares e a recorréncia
= 22 nao é li As d ilti ao ditas h 3 a 1
Tnt1 = T, nao € linear. As duas ulttmas sao ditas homogéneas, por nao possuirem

termo independente de x,,.



2.1 Recorréncias lineares homogéneas e nao homogé-
neas de primeira ordem

De agora em diante, vamos nos concentrar em resolver recorréncias de primeira or-
dem, iniciando pelo caso mais simples, quando ela é do tipo homogénea com coeficiente

constante.

Exemplo 6 Considere a recorréncia x, 1 = ¢x,, com ¢ # 0, constante.

Note que:

Xy = ¢$07

Lo = ¢'r1 = ¢2{E0,

s
Ty = ¢xn—1 = (b Zo-
Tomando xo = ¢, ¢ € R, entao x, = ¢"c, que € a solugao geral da recorréncia homogénea

linear de primeira ordem. Ou seja, que dado um pardmetro ¢ € R, consequimos encontrar

a solugao particular de qualquer recorréncia desse tipo.

Vamos resolver uma recorréncia homogénea de primeira ordem, porém com coeficiente

nao constante e condigao inicial x;. Considere o seguinte exemplo.

Exemplo 7 Seja a recorréncia x,11 = nx,,x; = 1.
Note que, podemos colocar cada termo da recorréncia de forma explicita, dependendo
apenas do termo anterior:

To = 11’1

T3 = 22172

Ty =(n—1z,

Podemos stmplesmente multiplicar todas as equacoes membro a membro, resultando
x2x3xn:12<n_1)xlx2xnil

Como x, # 0,V n € N, obtemos



Mas1-2---(n—1)=(n—1)! ex; =1, portanto
Tn = (n— 1)

De modo geral, todas as recorréncias homogéneas de primeira ordem podem ser re-
solvidas utilizando essas estratégias utilizadas nos exemplos anteriores. No Exemplo 6,
resolvemos uma recorréncia sem valor inicial e com coeficiente constante, ja no Exemplo 7,
uma recorréncia com valor inicial, mas onde o coeficiente variava em funcao de n. Observe
que os processos de resolucao sao relativamente simples.

Veremos, duas formas de resolver recorréncias lineares nao homogéneas de primeira
ordem, a primeira para recorréncias do tipo x,,1 = x, + f(n), onde f(n) é uma fungao
f N — R, e a segunda resolve qualquer recorréncia linear nao homogénea de primeira
ordem, pois a transforma em uma recorréncia do tipo z, 1 = x,+ f(n) e assim retornando

ao caso anterior. Isso ficard mais claro no Teorema 1 e Exemplo 11.

Exemplo 8 (Caso Geral): Considere a recorréncia x,.1 = x, + f(n).

Note que podemos explicitar os termos dessa recorréncia, como seque
zy =z + f(1),

r3 = x2 + f(2),

Ty =2Tp_1+ f(n—1).

Agora nossa estratégia de resolugdo serd diferente, basta somar todas as equagoes membro

a membro, resultando em
Totws+--taxy,=mF+ o+ +r, 0+ fO)+f2)+-+f(n—1)=

=y =z + f)+ )+ +fln—1)

Colocando na notagao de somatorio, obtemos

Observagao 1 E comum que essa fun¢io f(n) com dominio em N, seja uma fungdao
afim (e consequentemente wma progressao aritmética) ou uma fungao exponencial (e con-

sequentemente uma progressao geométrica). Além disso, como visto no Exemplo 8, 0s

6



termos de f(n) tornam-se uma soma. Logo, antes de continuar com os estudos de re-
corréncias, € necessdrio encontrar uma formula para calcular a soma dos termos de uma

P.A e de uma P.G, para assim consequirmos resolver recorréncias desse tipo.

Proposigcao 1 (Férmula da soma dos n primeiros termos de uma P.A.) Seja
(a1, as,as,...) uma P.A de razao r, e S, a soma dos n primeiros termos dessa P.A., vale

a sequinte igualdade:
(a1 4+ ay) - n

S =

Demonstracao: Temos que
Sp=a1+as+ -+ a,_ 1+ ay.
Escrevendo esta soma de trés para frente obtemos:
Sp=a,+ap_1+ -+ as+ a.
Somando as equagoes de forma conveniente, temos
25, = (a1 + ap) + (a2 + apn_1) + -+ + (an_1 + a2) + (an + aq).

Note que

Az +ap—1 =01 +7+ ap1 = a1 + Ay,

as + ap—o = a1 +2r + ap—2 = a; + ay,

e assim por diante, logo, todas as n parcelas em parénteses sao iguais a a; + a,, ou seja,
25, = (a1 + ap) - n.

Portanto:

Exemplo 9 Considere a recorréncia x, 1 = x, + 2n.

Ezxplicitando os termos obtemos

$2:$1+2'1:>l’2:l’1+2,

7



T3 =12To+ 2 2= 13=029+4,

Tys=23+2-3=24=1x3+6,

Ty =Tp1+2-(n—1).

Utilizando a mesma estratégia do FExemplo 8, e somando todas as equagoes membro a
membro temos

Tp,=21+2+44+6+---+2-(n—1).
Note que a sequéncia (2,4,6,...,2 - (n — 1)) trata-se de uma P.A (progressao aritmética),
de razao 2 e seu primeiro termo € a; = 2. Logo, pela Proposi¢ao 1:

(a1 + a,) - n

Tp =T1+ 9 )
2492.(n—1))-(n—
e 242011
2
2n-(n—1
xn:ml_{_%’

Tp=x1+n-(n—1).

Portanto, x,, = x1 +n-(n—1) € a solugdo geral da recorréncia.

Proposicao 2 (Formula da soma dos n primeiros termos de uma P.G.) Seja

(ay,a9,as,...) uma P.G de razao q # 1, e S, a soma dos n primeiros termos dessa P.G.

"
S”:al'(qq—l)

Demonstragao: Por hipotese, temos que

Entao vale a sequinte iqualdade:

Sp=a1+az+ -+ ay. (2.1)
Se multiplicarmos pela razao ¢ em ambos os membros da Equagao 2.1, obtemos
Sn-q=a1-q+ag-q+---+an-q

Mas, dada uma P.G, (ay,)nen, se multiplicarmos um termo qualquer da P.G pela razao ¢

esse novo termo é seu sucessor imediato. Com isso
Sn-q:a2+a3+---+an+1. (22)

8



Subtraindo esta Equacao 2.2 de 2.1, temos
Spq—Sp=ay+a3+ - +au1—a1—ay— - — ap.

(q_l)'Sn:an—H —as.

Porém, pela féormula do termo geral da P.G a,,.1 = a; - ¢, tem-se

n

a;-q° —a
Sn: 5
qg—1
Ou ainda
-1
Sn:al'(q )7 Q#l
qg—1

Observagao 2 Nas progressoes geométricas em que a razao |q| < 1, ou seja, —1 < ¢ < 1,
a soma dos n primeiros termos da P.G tem limite quando n — oo (lé-se n tende ao infi-
nito) e € um valor finito, ou seja, uma constante. Observe um exemplo numérico a sequir,

: 1 : 1\" ‘
considere q = 57 vejamos o que ocorre para q" = 3 variando o valor de n.

N\ 1
Senzlentdoqlz(g) 2520,5.
1\ 1
Sen =2 entio ¢* = (5) =1 =0, 25.
i 1\’ 1
Sen =3 entdo ¢® = (5) =3= 0,125.

Note que o valor de " estd diminuindo a medida que n vai aumentando e se aproxi-
mando cada vez mais de zero, logo se n — oo € bastante razodvel dizer que ¢" — 0.
Portanto, nesse caso

lim ¢" = 0.

n—oo
Essa observacgao, por hora nao sera utilizada, mas sera extremamente tutil quando
comecarmos a investigar os modelos econémicos envolvendo recorréncias. Por hora, usa-

remos apenas a formula da soma dos n primeiros termos, quando n for um valor finito.

Exemplo 10 Considere a recorréncia x,+1 = x, + 3", v1 = %
Ezxplicitando os termos

x2:x1+37



2
$3:$2+3,

n—1
Tp =Tp_1+3"7 .

Somando membro a membro, obtemos
TodTg+ -+ Ty =1+ T2+ Ty +3+3 4+ 3",

Tp =21 +3+3% - 4371

Utilizando a formula da soma dos n primeiros termos da P.G temos

3l —1
n=a 43 (o),
T T+ (3_1>

+3" 3
Tp =21+ — — =.
T 79

n

Como, 1 = %, logo x,, = 37

Por fim, para ser possivel resolver qualquer recorréncia de primeira ordem, sera enun-
ciado e demonstrado o teorema que transforma recorréncias lineares nao homogénea de

primeira ordem em recorréncias da forma

Tni1 = T + f(n).

Teorema 1 Se a, ¢ uma solugao nao nula da recorréncia x,y1 = g(n)x,, entao a subs-

titui¢io x, = a,y, transforma a recorréncia T,y1 = g(n)x, + h(n) em

h(n)
Yn+1 = Yn + ——<—.
g(n) T Qp
Demonstragao: Considere a recorréncia
Tpi1 = g(n)x, + h(n). (2.3)

Seja a, # 0 uma solugao da recorréncia 2.3, ou seja,
U1 = g(n)ay,. (2.4)
Fazendo a substitui¢ao x, = a,y, na recorréncia (2.3), obtemos
Ant1Yn+1 = §(n)anyn + h(n).

10



Mas pela equagao (2.4), temos

9(n)anyni1 = g(n)anyn + h(n).

Logo, como g(n) # 0 e a, é nao nulo, concluimos que

_ h(n)
Ynt+1 = Yn T g(n) .

Qn
m

O que o Teorema 1 nos diz? Que toda recorréncia linear nao homogénea de primeira
ordem pode ser transformada em uma recorréncia semelhante a do Exemplo 8, e com
isso, utilizaremos a mesma estratégia de resolucao. Veremos agora o ultimo exemplo de

recorréncia de primeira ordem.

Exemplo 11 Considere a recorréncia x,+1 = (n+ 1)z, +n, x; = 1.
Seja xp11 = (n+ 1)z, a recorréncia homogénea relacionada, iremos encontrar uma

solucao a, # 0. FExplicitando os termos, seque que
To = 21’1,

T3 = 33]2,

Tp = NTp_1.
Multiplicando as equacoes membro a membro, obtemos
T X3 e Ty =230 "N L1 To+ ... Tp_1,

T, =nl- 1.
Logo, a,, = n!, € solugcio da recorréncia homogénea. Fazendo a substituicao x,, = a,y, na

recorréncia que deve ser resolvida:

Ap41Yn+1 = (77, + 1)@nyn +n,

(n+ 1) gy = (1) 0l g+,

n

Ynt1 = Yn + m

11



Ezplicitando os termos dessa nova recorréncia (Yn)nen

Y2 = y1 + o
2
Ys ="Y2 + 5 30
n—1
Yn = Yn—1 +
Somando membro a membro:
1 2 n—1
etyst -t =ttty t gttt :
2! 3l n!
1 2 n—1
.. 2.5
Yn =yt gttt (2.5)
Mas,
-1 1 1 1
n L (2.6)
n! nl nl (n—1) n!
Dessa forma, substituindo 2.6 em 2.5
S NS S A N S U A 1
Yn =0T 1 2 o1 3l (n—11 nl)
Cancelando os termos opostos obtemos
1
Yn =ty +1——.
n!
Porém, v1 =a1y1 = 1 =11y = y; = 1, logo
1
Yn = 2 — _|
n!
Portanto
Ty = ApYn,
1
Tp =nl- (2——),
n!
T, =2n! —1
- L1 2 n—1 . 3
Observacao 3 A equacao — + — et =1- — vista no Exemplo 11 € um caso

2! 3! n! n!
particular de um tipo de soma especial, conhecida como soma telescopica. Neste caso,

a soma de vdrias parcelas, foi resumida a uma simples subtracao de dois elementos.

A ideia por tras do nome é a seguinte: assim como olhando num telescopio
encurtamos a imensa distancia de um corpo celeste a nossos olhos, a proprie-
dade telescopica encurta o caminho entre a soma inicial de muitas parcelas e o
calculo do resultado da mesma. (CAMINHA, 2013, p.115)
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2.2 Recorréncias lineares homogéneas e nao homogé-
neas de segunda ordem

Nessa secao iremos resolver recorréncias lineares de segunda ordem, mas diferente do
caso das recorréncias de primeira ordem, concentraremos nossos estudos apenas nos casos
onde os coeficientes sao constantes e reais. Iniciaremos com o caso homogéneo, ou seja,

recorréncias do tipo
xn—f—? + pxn—&-l + qry, = 07 D, q € R (27)

Note que, ¢ # 0, pois caso contrario, se ¢ = 0, a recorréncia transformaria-se em uma
recorréncia de primeira ordem (z,.2+px,+1 = 0), ou seja, dependeria apenas de um termo
anterior. Além disso, anteriormente, escrevemos as recorréncias lineares homogéneas de

primeira ordem, com coeficientes constantes, da seguinte forma

Tnt1 = QTn, o €R.

Sendo assim, uma pergunta bem justa por parte do leitor, seria: Por que na recorréncia
linear homogénea de segunda ordem (2.7), a equacgao foi igualada a zero? Apesar de ambas
equacoes serem equivalentes, uma foi apresentada de uma maneira diferente da outra. Esse
questionamento seré respondido agora, ao relacionar a cada recorréncia linear homogénea
de segunda ordem (2.7), a uma equagao do segundo grau, a qual chamaremos de equagao

caracteristica relacionada a recorréncia
2 _
r 4+pr+q=0.

Essa equagao é fundamental para encontrarmos a solugao geral das recorréncias de
segunda ordem. E, para encontrar as raizes desse tipo de equagao comumente a igualamos
a zero. Além disso, para nao gerar qualquer duvida e identificar com certa facilidade qual
é a equagao caracteristica relacionada a cada uma das recorréncia, a apresentaremos como
na Equagao (2.7).

Por outro lado, cabe ressaltar que as raizes da equagao caracteristica sempre serao
diferentes de zero, pois ¢ # 0. Enunciaremos o primeiro resultado que relaciona a recor-
réncia linear homogénea de segunda ordem, com coeficientes constantes, com sua equagao

caracteristica.
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Proposicao 3 Se \ ¢ raiz da equagdo 7* + pr + q = 0, entio a, = A" € solugdo da

TecorTéncia Tyyo + prpr1 + qr, = 0.
Demonstracao: De fato, note que se a,, = A", entao

_ )\n+2 _ )\n—l-l

Anp42 € Qpp

Substituindo na recorréncia, temos
A2 L pAPTL gA = AM(A2 4 pA + ).
Mas, por hipotese, A2 + p\ + ¢ = 0, pois \ é raiz da equacao caracteristica, logo
A2 pAHL A = AL 0 = 0.

Portanto, a,, = A" é solugao da recorréncia x, s + px,+1 + qx, = 0. "

Observe que, na Proposicao 3 citamos apenas uma raiz A da equacao do 2° grau.
Porém, esse tipo de equagao nao possui apenas uma raiz, na verdade ha trés possibilidades.
Sao elas:

1) Ter duas raizes reais distintas (11 # 79, quando A > 0);

2) Ter duas raizes complexas conjugadas (r; = a + bi, 7 = a — bi, a,b € R, quando
A < 0);

3) Ter duas raizes reais iguais (11 = 72, quando A = 0).

Em uma equagao do 2° grau genérica (az® + bz +c¢ =0, a,b,c € R,a # 0), o valor de
A ¢ dado pela equacao A = b? — 4ac. Porém, como a equacio caracteristica nesse caso é
72 +pr+q =0, valor de A sera

A =p? —4q.

Observagao 4 A segunda possibilidade que envolve o conjunto dos numeros comple-
xos serd melhor definida e explicada adiante, quando necessdrio para encontrar a solu¢do

geral da recorréncia de sequnda ordem e A < 0.

Observacao 5 Neste trabalho, nao serd visto as demonstracoes e toda a teoria relaci-
onada a equacgoes do 2° grau, pois este é um conteido de Ensino Fundamental, jd os
numeros complexos serao apresentadas as definicoes e teoremas teis para resolver Re-
corréncias de segunda ordem, porém sem nenhum tipo de demonstragcao. Caso seja

de interesse do leitor, a pesquisa pode ser feita em [18] e [20].
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Assim, sera estudado o que ocorre em cada um desses casos, ou seja, qual serd o
comportamento da solugao geral da recorréncia (2.7) & depender das raizes da equagao
caracteristica relacionada. O proximos teoremas vao mostrar que se r; # ry sao raizes da
equagao caracteristica (ou seja, as duas primeiras possibilidades), entao a,, = Cir} 4+ Cory
sera solucao da recorréncia, com C7,Cy € R. Mais do que isso, que todas as solucoes sao

dessa forma (unicidade).

Observagao 6 A sequéncia a, = Cyr{ + Caor} € uma combinagao linear, de r} e r},
este conceito € da dlgebra linear, e serd definido no prorimo capitulo, assim como suas

implicacoes para o estudo de recorréncias e matemdtica financeira.

Teorema 2 Se as raizes de r*+pr—q = 0 siory ery, comry # 19, entdo a, = Cyri+Cory
€ solugao da recorréncia Tpio + pTpi1 + qr, = 0, quaisquer que sejam os valores das

constantes Cp e Cy.
Demonstracao: De fato, se a, = Cir} + Corl, entao

2 2 1 1
Qpyo = C’lr’f+ + Cgr§+ €  Qpy1 = C’lr?Jr + 027"3Jr )
Substituindo na recorréncia x, s + pr,+1 + qxr, = 0, temos

Clr{‘+2 + Cgr;”rz +p(Clr?+1 + C’g?"?“) + q(C1rT 4 Cory) = Cyri(r? 4+ pri + q) + Cor¥ (13 + pra + q).

Por hipotese, 72 + pri +q = 0 e 73 + pra + ¢ = 0, pois r; e ry sao raizes da equagao

caracteristica, logo
017‘?"‘2 + Cgrg‘” _|_p(01r?+1 + 027,;—&-1) + q(Cﬂﬂf + CZT;L) — C’lr? -0+ CQT;L .0=0.
Portanto, a,, = Cir] + Car} é solugao da recorréncia z, 2 + pr,+1 + gz, = 0. n

Exemplo 12 Determine uma familia de solucoes para a recorréncia x, o —4x,11 —21x,.

Note que a equacao caracteristica relacionada a recorréncia €

r? —dr — 21 = 0.
Resolvendo a equacao, obtemos

—p+ VP2 —4q R V)2 =4 (=20) 4+ VI00 410
r = r= = —
2.1

=
2 " 2 2

=



Pelo Teorema 2, as sequéncias a, = C17" + Co(—=3)" formam uma familia de solugoes.

Finalmente, o foco deve ser mostrar que essa familia de solugoes na verdade é tnica,
ou seja, que todas as solugoes da recorréncia quando r; # ry sao dessa forma a, =

Cyr} + Cory. E isto sera feito enunciando o Teorema 3, a seguir.

Teorema 3 (Unicidade) Se as raizes de r* +pr+q =0 sao ry € ry, com 1 # 19, €ntdo
todas as solugoes da recorréncia x,9+ pTypi1 + qx, = 0 sao da forma a, = Cyrf 4+ Corl,

Cy e Cy constantes.

Demonstragao: Seja a, uma solucao qualquer da recorréncia x, o+ pxr, 1+ qr, = 0.
Deve-se determinar os valores de C; e C5 em funcao das raizes da equagao caracteristica
tais que:

Ciry + Corg = ay

Ciri + Cor? = ay
Resolvendo esse sistema de equagoes, lembrando que como ¢ # 0 = 71,75 # 0, pois como

comentado no inicio dessa sec¢ao, se assim nao fosse, a recorréncia seria de primeira ordem.

Com base nisto,

rL o
det #+ () —
r? rl

T —Tiry # 0 =
rire(ry — 1) # 0 <=
ri-re£0 e ro—1r1 #0 <=
ri1#0, 79 A0 e 11 F#ro.

O que de fato é verdade, por hipdtese. Sendo assim, o sistema sempre possui solugao
tnica. Por indugao sobre n, serd demonstrado que a,, = Cyr! + Cyry,Vn € N.

Para n =1 e n = 2 a afirmativa é verdadeira, pois a solucao foi construida dessa forma,
de modo que é necessario encontrar C e Cy resolvendo o sistema.

Suponha que a afirmacao também é valida para os naturais n e n + 1. Ou seja

1 1
Qpy1 = C’lr{” + 027“3Jr e ap,=Cir+ Cory.
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Desse modo,

nt2 + DTpi1 + 9T, = 0 <~
An+2 = —PTpy1 — Ty <
= —(C n+1 C n+1y _ Chr’ Cor™
Anyz = —p(Ciry™ + Cary™) — q(Cir] + Cory) <=
any2 = Cir{(=pri —q) + Cory(—pra — q) <
Unyo = C1r 1]+ Corly 15 =
An+2 = ClT‘;H—Q + CQT;+2.
Pois, por hipotese, como 1 e 75 sdo raizes da equacao caracteristica segue que r2+pr+q =

Oer?=—pr—aq.

Logo a afirmacao também ¢é valida para n 4+ 2. Portanto, por indugao segue que:
a, = Cir{ + Cory,¥n € N.

Com isso pode-se afirmar que a solugao encontrada no Exemplo 12 é tinica. Mas,

de que maneira, consegue-se determinar esses valores C e (57 Eles dependem das condi-
~ e e e . ~ . ~ . a s .

¢Oes iniciais da recorréncia, no caso das recorréncias de 2% ordem se faz necesséria duas

condicoes iniciais. Vamos exemplificar isto agora, resolvendo um problema muito famoso,

a recorréncia linear relacionada com a Sequéncia de Fibonacci.

Exemplo 13 (Sequéncia de Fibonacci) Determine o nimero de Fibonacci F,, definido
por

F,o=F,1+F, Y/neN com Fy=0 e F,=1

Inicialmente, note que
Fn+2 = Fn—i—l + F, = Fn+2 — Fn+1 — F,=0.
Desse modo, a equagao caracteristica relacionada a essa recorréncia €
r?—r—1=0.
Resolvendo-a

_pEVP g () EVEDP -4 () 1+5
2-1 2

= r =
" 2

=
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-
S
S

r =

Entao, pelo Teorema 3

Foea() o (150)

2

Utilizando as condigoes iniciaits Fy =0 e Fy = 1, obtemos o sequinte sistema:

1++5)’ 1-+v5\"
00-( f) +01-( f) =0 Co+C1 =0

2 2
! VY = 1+/5 1-V5
i (F50) we () = | () e ()
2 2 2 2
Resolvendo o sistema linear, temos
1 1
_e,. +2\/5)_01‘ +2\/5>:0
=
1 1—
o (590 (59

Cl-(_l_\/g;l_\/g):lécl-(%\/g):1:>01:—i.

Logo,

1
Co+01=O:>CO—EZO:>O()Z—.

S

Portanto, concluimos que

- :i(lJr\/S)"_i(l—\/g)n
ToVBL 2 VEAN '

Observagao 7 Um questionamento que pode surgir por parte do leitor, € o porque utilizar

Fy = 0 como primeiro termo e nao o Fy = 1, como € de costume na sequéncia de Fibonacci.

A verdade € que para encontrar a solu¢do € conveniente utilizar Fyy = 0, para evitar que o

sistema tenha uma equagao de grau 2, facilitando assim sua resolugao. Além disso, cabe

ressaltar que utilizar Fo = 0 em nada muda o comportamento da sequéncia.

Vamos explorar o que ocorre quando as raizes da equacao caracteristica sao nimeros
complexos, ou seja, se A < 0. Mas antes disso, alguns conceitos importantes devem
ser definidos, como a forma algébrica e a trigonométrica de um ntimero complexo, o seu
modulo e conjugado, a operagao de poténcia (1? formula de Moivre), esses resultados
contribuirao para a plena compreensao da solucao complexa da recorréncia de segunda

ordem.
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Defini¢ao 4 (Forma algébrica) Todo nimero complexo z pode ser escrito de maneira
unica na forma

z=a+bi(a,b€ Rei*=-1).

Definigao 5 (Conjugado) O conjugado de um nimero complexo z = a+bi € o nimero

zZ=aqa — bi.

Defini¢ao 6 (Mddulo) Dado um nimero complexo z = a + bi, chama-se mddulo de z e

indica-se por p o numero real positivo ou nulo dado por
p=Vva®+ b2

Definicao 7 (Forma trigonométrica) A forma trigonométrica (ou forma polar) de

um numero complexo z = a + bi, € dada por
z=1p-(cos §+i-sen0).
Onde o dngulo 0 € chamado de argumento de z (0 < 0 < 27).

Teorema 4 (Primeira Formula de Moivre) Dado o nimero complexo z = p-(cos 0+

i-sen 0), nao nulo, e n € Z, a poténcia 2" é dada por

2" = p" - (cos nf + i - sen nd).

Teorema 5 (Raizes conjugadas) Se uma equagio polinomial de coeficientes reais ad-
mite como raiz o numero complexo z = a + bi, com b # 0, entdo o complexo conjugado

Z = a — bi também € raiz dessa equagao.

Os Teoremas 4 e 5 nao serao demonstrados neste trabalho, pois nosso objetivo é apenas
utiliza-los para resolver recorréncias lineares de segunda ordem, porém suas demonstragoes
podem ser consultadas em [20)].

O Teorema 5, nos da um resultado interessante, sempre que as raizes da equacao
caracteristica forem complexas, elas serao conjugadas. Ou seja, se r; = a + bi for raiz de
r24+pr+q= 0= ry = a— bi serd a outra raiz da equacao, em particular, como a equacao
caracteristica é de grau 2, significa que todas as raizes desse polindmio sao complexas e

conjugadas.
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Observacao 8 No conjunto dos nimeros complexos i € chamado de unidade imagindria,
tal que

PP=—1=i=+—1.
Porém, em matemdtica financeira € comum chamarmos i de taza percentual. Como este
trabalho estd diretamente ligado a matemdtica financeira, cabe ressaltar que i serd a uni-
dade imagindria apenas quando tratarmos de niumeros compleros, no mais, serd a tazra

percentual.

Por fim, com todas as defini¢oes e teoremas que nos dao base em relagao aos nime-
ros complexos, finalmente serd enunciado o corolario que mostra a forma de escrever a
solugao da recorréncia de segunda ordem, quando as raizes da recorréncia forem nimeros

complexos.

Corolario 1 Se as raizes de r?> + pr +q = 0 sdo 1,75 € C, entdo todas as solugoes da

TeCOTTéncia Tyyo + Prni1 + qr, = 0 sao da forma a, = p"[Cicos nl + Cysen nb)].

Demonstracao: Seja r, = a + bi,a,b € R raiz da equacao r? + pr 4+ ¢ = 0, logo pelo
Teorema 5, ro = a — bi também sera raiz da equagao. Escrevendo tais nimeros na forma

trigonométrica, obtemos:
rm=p-(cosf@+i-sen@) e ro=p-(cosf—i-sen?).
Assim, pelo Teorema 3 como 71 # 15 segue que a solugao geral da recorréncia é da forma
a, = Kyr{ + Kory.

com K; e K, constantes (apenas mudamos as letras das constantes de "C"para "K").

Pela 1? formula de Moivre, temos que
rP=p"-(cosnf+i-sennf) e ry=p"-(cosnb —i-sen nb).
Substituindo 7} e 7§ na solucao geral:

a, = Ki-p"-(cosnb+i-sennb)+ Ky-p"-(cos nf —i-sen nb),

= p"[(K1 + Ky)cos nf + i(K; — Ky)sen nb).
Como i, K e K5 sao constantes, segue que,
a, = p"[Cicos n + Cysen nb)],

onde Cy = K7 + Ky e Cy = i(K; — K3). "
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Exemplo 14 Determine a solug¢ao geral da recorréncia x, o — 2\/§asn+1 + 4z, = 0.

Note que a equacgao caracteristica relacionada a recorréncia €
r? —2V3r +4=0.

Resolvendo a equacio 1> — 2/3r +4 = 0, obtemos

r

CpEP g —(—2\/§)i\/(—2\/§)2—4-4 2VB+ A 3-16
= 5 == 5 == 5 =

:>r:\/§j:i:>r1:\/§+i e TQZ\/g—i.

2W3+V—4  2V/3+2
"= 5 = T

Observe que r1 e ry estao na forma algébrica, nosso objetivo agora serd converte-los para
a forma trigonométrica. Para tal, vamos encontrar o valor de p (mddulo do nimero
complexo) e o valor de 0 (argumento). Utilizando r como referéncia, pois como ry € o
seu conjugado a forma trigonométrica serd andlogo, mudando apenas um sinal da sequnda

parcela. Por defini¢cao,
p=Va2+B=p=1/(V3)?2+12=p=V3+1=>p=Vi=p=2.
Por outro lado, note que:

r=a+bi = p-(cosO+i-sen )=

V3+1-i = 2-(cos 0+i-sen ) =

V34 1-i

5 = cosO+1i-sen 6.

Comparando parte real com parte real, e parte imagindria com parte imagindria

V3

1
CoSs B € Sen 5

Logo, 9:%. Dessa forma, r1 = 2 - <cos %+z’-sen g) ery=2- (cos %—z’-sen g)

Pelo Coroldrio 1 a solugcao geral € da forma
a, = p"[Cicos nf + Cysen nb).

Portanto,

a, = 2" |Cicos % + Cysen % )
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Com isso, foi esgotados os dois primeiros casos, quando as raizes reais e distintas e
quando as raizes sao complexas. Resta estudar o que ocorre, quando as raizes sao iguais,
ou seja, r; = 9. Os dois proximos teoremas irao resolver esse problema, assim como no
caso onde as raizes eram distintas o primeiro teorema a seguir, nos mostrara a existéncia
de uma familia de solugbes para a recorréncia quando r; = ro = r, ja o segundo teorema,
mostrara a unicidade, ou seja, que esta familia de solu¢oes é tnica, o que quer dizer que

todas as solugoes pertencem a essa familia de solugoes.

Observagao 9 Observe que quando as raizes da equac¢ao caracteristica sao complexas,

elas também sao distintas. Logo os Teoremas 2 e 3 também podem ser utilizados.

Observagao 10 Se as raizes da equagdo r*>+pr+q = 0 sao iguais, ou seja, ry =1y =7,

i =L o
emos que r = 5 pO1S
_ pEVPP 4 I e P — VP4
r= 5 =T = 5 e T9= 5 .

Logo as somas das raizes r1 + ro seria da forma:

() ()

T1+7“2:

Mas, por hipdtese, r1 =19 =1, logo

—p+/p?—4 —p—/p?—4 -2
T’+T:( P 2p q)—i—( b b q>:>27“:7p:>r:—g.

2

Este resultado € importante para os Teoremas 6 e 7.

Teorema 6 Se as raizes de r* + pr +q = 0 sdo iguais, 1, = ry = r, entdo, a, =
Cir™ + Conr™ € solugao da recorréncia Tpio + pTni1 + qr, = 0, quaisquer que sejam os

valores das constantes Cy e Cs.
Demonstragao: Note que se a,, = C1r" + Conr™, entao

Anye = Cir" P+ Co(n+2)r"? e apir = O™ 4+ Cy(n + 1)r™
Substituindo na recorréncia, temos

Tpio + Pnpr +qrn = Cir™ 2 4 Co(n 4 2)r™ 2 4+ p(Crrt 4 Co(n + 1)r™ 1) + ¢(Crr™ + Conr™),
= Cir"(r® +pr+q) + Conr™(r® + pr + q) + Conr™(2r° + pr).
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Mas, por hipétese, r2 + pr 4+ ¢ = 0, pois r é raiz da equacao caracteristica. Além disso,

pela Observacao 10, r = —g, logo

2
Tpt2 + PTpi1 +qT, = C’lr”-O+C’2nr”-O+C’2nr”{2(—E> +p-<—g>],

_
2 2’
= 0.
Portanto, a,, = Cir"™ + Conr™ é solugao da recorréncia x,.9 + pr,i1 + qr, = 0. "

Teorema 7 (Unicidade) Se as raizes de r* + pr + q = 0 sdo iguais, 11 = ro =, entdo
todas as solugoes da recorréncia T, o+ pr,i1+qr, = 0 sao da forma a, = Cyr" 4+ Conr™,

Cy e Cy constantes.

Demonstragao: De forma analoga, a demonstracao do Teorema 3. Seja a, uma
solucao qualquer da recorréncia .o + pr,i1 + qr, = 0. Determinando os valores C] e
C5 em funcgao das raizes da equagao caracteristica:

Cir+Cy-1-r=a,

01T2+02'2'7’2:CL2.

Resolvendo o sistema, lembre-se que ¢ # 0 = r # 0, pois caso contrario, a recorréncia

seria de primeira ordem. Logo,

T T
det # (0 <—
r2 22

7“-27“2—7"2-7“7&0 <—
28 — 13 £ 0 «—=
A0 =
r # 0.

O que por hipotese é verdade. Sendo assim, o sistema sempre possui solu¢ao tnica. Por
inducao sobre n, sera demonstrado que a,, = Cir"™ + Conr™, Vn € N.

Paran =1 e n = 2 a afirmativa é verdadeira, pois a solucao foi construida dessa forma,
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de modo que é necessario encontrar C e Cs resolvendo o sistema.

Suponha que a afirmacao também é valida para os naturais n e n + 1. Ou seja
an = C1r" +Conr™ e appy = Crr™ 4 Cy(n + 1)t
Desse modo

nia + DPTpy1 +qr, =0 <=

Upt2 = —PTpyl — qTn <

Ui = —p(Crr" ™+ Co(n + 1)r" ) — q(Crr™ + Conr™) =
nyy = Cyr"(=pr —q) + Cor"(n(—pr —q) —pr) <

Unsy = Cr" -1+ Cor™(n-1* + <—§> -2r) =

Ui = Cr"2 4+ Cor™(n-r*+1-2r) <

Uy = O™ 4 Cor(n+2) - 1r? —

Unsy = Cr"2 4 Cy(n + 2)r"t2

Pois, por hipétese, como 7 é raiz da equagao caracteristica segue que r?> = —pr — ¢ e pela
Observagao 10, r = —g.

Logo a afirmacao também é valida para n 4+ 2. Portanto, por indugao segue que:

a, = Cir" + Conr™,V¥n € N.

Exemplo 15 Determine a solugao geral da recorréncia x, o — 62,1 + 92, =0

Note que a equacao caracteristica relacionada a recorréncia €

r2—6r+9=0.

Resolvendo a equagao, obtemos:

—pE/p?—4 —(—=6) £ /(—6)2—-4-9 6+ /36 — 36 6

r

Logo, ry =ro =1 =3 e pelo Teorema 7 a solucao geral da recorréncia é

Ay = 01371 + angn.
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Teorema 8 Se a, ¢ uma solugao da recorréncia nao homogénea

Tn+2 +p$n+1 +qz, = f(n)

entao toda solucao da recorréncia € da forma x, = a, + y,, onde y, € uma solu¢cio da

recorréncia homogénea xp.o + prni1 + qr, = 0.
Demonstracao: Seja x,, uma solucao da recorréncia. Dessa forma, por hipotese

Tp+t2 T PTpt1 + qTn = f(n),
Oni2 + Papy1 + qa, = f(n)

Subtraindo as equagoes, obtemos

(xn+2 + pxn+1 + CJ«Tn) - (an+2 +pan+l + qan) = f(n) - f(n)7

(xn-i-Q - an+2) +p(xn+1 - an-i-l) + Q(mn - a?"b) = 0.

Tomando y,, = x,, — a,, segue que Y12 = Tpio — Api2 € Ypt1 = Tpil — Api1. LOZO

Ynt+2 + PYns1 + qyn = 0.

Que é uma recorréncia homogénea, a qual sabemos resolver. Além disso, como tomamos
Yn = Tp — Gy, SEGUE qUE

Ty = Qp + Yn.
Onde v, é solugao da recorréncia homogénea. "

Mas, na prética o que isso significa? E como esse teorema pode ser til? Para encon-
trarmos a solugao geral de uma recorréncia nao homogénea de segunda ordem, inicialmente
deve-se encontrar a solugao geral da recorréncia homogénea relacionada, ou seja, y, que
pode ser encontrada utilizando o Teorema 3, Corolario 1 ou Teorema 7 a depender se do
tipo de raizes da equagao caracteristica. Apos isso, "chutar" solugoes particulares para a
recorréncia nao homogénea, mas esses "chutes" devem ser feitos de forma consciente. Por
exemplo, se f(n) for um polindmio de grau 2, o que faz mais sentido? Supor que seja um
polinémio de grau 2, porém de forma genérica, ou seja, An? + Bn + C, onde A, B, C sao
constantes que devem ser determinadas (Veja Tabela 2.1).

Este modo de resolver recorréncias nao homogéneas de segunda ordem, é bem seme-
lhante (para nao dizer igual), ao Método de Coeficientes a Determinar (ou Indeter-

minados) utilizado para resolver Equagoes Diferenciais de ordem maior ou igual a 2
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com coeficientes constantes. Caso seja de interesse do leitor, o mesmo é convidado a estu-
dar com maior riqueza de detalhes em [5] e [32], por aqui utilizaremos apenas uma tabela

semelhante de possiveis tentativas de solugoes particulares da recorréncia nao homogénea.

f(n) Forma de a,
1 (ou qualquer constante) A
kiz + ko (polindomio do 1°grau) Ax + B
kox? + kyz + ko (polindmio do 2%grau) Ax? + Bz +C
knx™ + -+ 4+ kyx + ko (polindomio de grau n) Apr™ 4+ -+ Az + Ay
k" (k € R, exponencial) Ak
sen nf A-cos nb + B - sen nb
cos nd A-cos nb + B - sen nb
(kpz™ + -+ kyx + ko) + k™ (Apx™ + -+ Ajx + Ag) + Aps k™
(kix + ko)k™ (Axz + B)k"
(kpz™ + -+ + kyx + ko) k™ (Apz™ + -+ -+ Ajx + Ag)k"
k™ - sen nf A - k"cos nd + B - k"sen nf
k™ - cos nb A - k"cos nf + B - k"sen nf

Tabela 2.1: Tentativas de Solugoes Particulares

A lista poderia continuar, com os casos onde ha multiplicacao e ou soma entre possiveis
f(n) citados, mas o padrao em si de possiveis palpites de solugoes particulares de modo

geral sao esses, um exemplo numérico sera feito para facilitar a compreensao.

Exemplo 16 Encontre a solucao geral da recorréncia
Tpio — DTpyy + 62, =2+6-5".

E necessdrio encontrar duas parcelas, uma referente a recorréncia homogénea relacionada
e a outra uma solugao qualquer da recorréncia nao homogénea (solugao particular). Pri-
meiramente, serd encontrada a que € teoricamente mais simples, ou seja, a solu¢ao da
recorréncia homogénea.

Note que, a equagao caracteristica da recorréncia homogénea relacionada é
2 —
r°—>5r+6=0.
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Resolvendo-a

—pi\/p2—4q: —(=5)++/(-5)2—-4-6 5441 5+1
— r = —
2

r

Sr=—"—"2"= =
2 " 2 T

=r =2 e rqe=23.

Logo, pelo Teorema 3, seque que a solu¢ao da recorréncia homogénea é
Yn = 01211 + CQ?)”

Resta agora, encontrar uma solu¢ao da recorréncia nao homogénea. Observe que f(n) =

24+4-5" logo pela Tabela 2.1, a primeira tentativa de solugcao particular deve ser na forma
a, = A+ B-5".
E, se assim for:
Unio = A+ B-5" e Uni1 = A+ B -5
Substituindo na recorréncia:
(A+B-5"") —5(A+B-5""")+6(A+B-5")=2+6-5" =

= (A+B-25-5")—-5(A+B-5-5")+6(A+B-5")=24+6-5"=
= (A—5A+6A)+ (25B—-25B+6B)5"=2+6-5" =
=2A+6B-5"=2+4+6-5",
2A =2
68 =6
Logo, a, =1+ 1-5" = a, = 1+ 5", ou seja, esta de fato é uma solugao particular da

recorréncia nao homogénea.

Portanto, pelo Teorema 8, a solugao geral da recorréncia €

Observacgao 11 Um questionamento que pode surgir por parte do leitor é se sempre a
solugao particular € da forma sugerida na Tabela 2.1, e a resposta € nao, porém ainda
nesses casos ela continua sendo til. Quando a solug¢ao y,, que pode ser encontrada

resolvendo a equagao caracteristica da recorréncia homogénea relacionada, possui em uma
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de suas parcelas algum termo semelhante aos de f(n), devemos usar a tentativa de solugdo
da tabela 2.1 e multiplicar esse parcela semelhante por n, assim como € feito quando as
raizes da equagao caracteristica sao iguais (a, = Cir"™ + Conr™). Mas e se ainda assim,
Yn possuir outra parcela com algum termo semelhante a f(n)? Se isso ocorrer, devemos
multiplicar por n?, e assim por diante. Os casos de recorréncia de sequnda ordem, se
esgotam com m?, pois y, possui apenas duas parcelas, mas em recorréncias de ordem
superior esse recurso pode ser mecessdrio, ou seja, multiplicar algum termo semelhante

por n?, n*, etc.

Para finalizar esse capitulo, e com objetivo de exemplificar o que foi comentado na
Observagao 11, o item (b) de um problema proposto no ENQ (Exame Nacional de Qua-
lificacao - PROFMAT), seré resolvido.

Exemplo 17 (ENQ - 2019.1) Resolva a seguinte recorréncia:
(b) apio —4an1 + 4an =2", ag = —1, a; = 6.
Inicialmente, resolve-se a recorréncia homogénea a,yio — 4a,41 + 4a, = 0, para tal é
necessdrio encontrar as raizes da equacao caracteristica r> — 4r +4 = 0. Dessa forma
—p =+ 24 —(—4) £ —4)2 —4-4 4+ +/16 —16 4
P \/2p ¢ _ (—4) \/é ) L, AEVI6-16 \/2:>

=—_=7r=2.
r=g=r

Logo, a equacao caracteristica possui duas raizes iguais, ou seja, 11 = ro = 71, pelo

Teorema 7 a solu¢ao da recorréncia homogénea € da forma
Yo = C1r" + Conr™ =y, = C12" + Con2".

Agora, note que a parte nao homogénea corresponde a f(n) = 2", logo pela Tabela 2.1
a primeira tentativa seria t, = A2", mas note que y, possui em uma das suas parcelas
justamente esse termo. Dessa forma, devemos multiplicar essa tentativa por n, ou seja,
t, = An2", mas novamente, essa sequnda tentativa agora faz parte da outra parcela, logo
¢ preciso multiplicar a sugestao de solucdo da Tabela 2.1 por n*. Por fim, t, = An?2"

serd a tentativa. Entao
top1 = An+ 122" = ¢, = An? +2n 4+ 1)2-2" = t,,1 = (2An? + 4An + 24)2",
tnpe = A(n +2)°2" = t,40 = A(N* + 4n + 4)2° - 2" = 1,15 = (4An* + 16An + 16A)2".
Substituindo na recorréncia original, obtém-se
(4An® + 16An + 16 A)2" — 4[(2An® + 4An + 2A)2"] + 4An?2" = 2" =
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= [(4A — 8A +4A)n? + (16A — 16A)n + (164 — 8A)]2" = 2" =
8A2”:2”$8A:1:>A:%.

1
Logo, t, = 3 n?2". Pelo Teorema 8 a, = t, + yn, ou seja,

1
a, = C12" 4+ Cyn2™ 4+ — - n?2™.

8
Além disso, por hipotese ag = —1 e ay = 6, o que nos permite encontrar os valores de C
e Oy, pois
0 0.1 250
a02012 +0202 —|—§02 —12011
=
1 1
a120121+C21~21+§~1221 6:201+202+§'1-2,
C,=-1.
Substituindo C7 na equacao:
1 1 1 32-1 31
6= 2(-1)-’-202-}-- =06= —2+202+— = 6+2—- = 202 = — = 202 = Cg = —.
4 4 4 4 8
Portanto, a solucao geral da recorréncia é
31 1
an:—2n+§-n-2n+§-n2-2n.

29



Capitulo 3

Relacao entre Recorréncias e

Matematica Financeira no Ensino

Médio

Neste capitulo seré feita uma breve analise da Educacao Financeira com base nos
dados apresentados pelo PISA (Programme for International Student Assessment - Pro-
grama Internacional de Avalia¢ao de Estudantes) e pelo CNC (Confederagao Nacional do
Comércio de Bens, Servigos e Turismo), bem como apresentagao do conteido da BNCC
sobre Educacao/Matemética Financeira a partir da exposi¢ao das habilidades que devem
ser trabalhadas na Educagao Basica. Isso se faz necessario uma vez que toda educacgao é
formulada a partir desse documento e para que o professor tenha clareza de como aplicar
o conteudo desse trabalho em sala de aula.

Em seguida, sera apresentada a teoria, a deducao da féormula de juros compostos, por
meio dos métodos de recorréncias de primeira ordem, estudados no Capitulo 2. Apds
isso, seré feito uma discussao a respeito de Sistemas de Amortizacao, em particular, de
dois tipos de sistemas, o Sistema SAC e o Price. Cabe ressaltar que tais discussoes sao
aplicaveis em sala de aula, e essenciais, pois o juro composto é o juro do dia a dia de
modo geral, ja os sistemas de amortizacao sao aplicaveis em financiamento de imdveis
e carros, por exemplo. Para a elaboragao deste capitulo, foram utilizadas as referéncias

[1, 2, 3, 6, 13, 16, 21, 22, 24, 26, 27, 29, 30|.
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3.1 Educacao Financeira na BNCC

E indiscutivel que a matematica, sobretudo a matemética financeira, faz parte do
cotidiano de todo cidadao. Mesmo aqueles que nunca tiveram a oportunidade de estudar
precisam de conhecimentos bésicos para o seu dia a dia. O exemplo mais simples que
podemos destacar ¢ a realizacao de compras e até mesmo o recebimento de uma prestagao
de servico. Por isso, é importante que esse conceito seja explorado de uma forma mais
eficaz desde os anos iniciais de ensino, partindo de situagoes simples até situagoes que
envolvam conceitos mais aprimorados da matematica.

O desenvolvimento econdémico de um pais depende, do nivel de instrucao de seus
habitantes em relagao & educacao financeira. Quanto mais conhecimento pratico se tem
sobre financas, mais habilidades se desenvolve para tomadas de decisoes nessa area. De
acordo com a Organizacao para a Cooperagao e Desenvolvimento Econémico (OCDE), a

educacao financeira é:

[...] o processo pelo qual consumidores/investidores financeiros aprimoram
sua compreensao sobre produtos, conceitos e riscos financeiros e, por meio de
informagao, instrugao e/ou aconselhamento objetivo, desenvolvem as habilida-
des e a confianga para se tornarem mais conscientes de riscos e oportunidades
financeiras, a fazer escolhas informadas, a saber onde buscar ajuda, e a tomar
outras medidas efetivas para melhorar seu bem-estar financeiro. (OCDE, 2005,

p.5)

O PISA (Programme for International Student Assessment - Programa Internacional
de Avaliagao de Estudantes) é um sistema de avaliagao realizado com estudantes de 15 anos
de diversos paises pelo mundo. O principal objetivo desse programa é medir a qualidade
da educacao dessas nacoes, comparando-os entre eles, com base em trés dominios: leitura,
matemética e ciéncias. Além dos dominios bésicos, ha outros que sao opcionais, sendo
eles conhecidos como inovadores, entre estes esta o letramento financeiro, que engloba:
dinheiro e transagoes financeiras, planejamento e manejo das financas, risco e recompensa
e aplicacao e entendimento de conceitos.

Em 2015, o Brasil participou pela primeira vez dessa avaliacao de letramento finan-
ceiro, e ficou na tltima posigao entre os 15 paises com uma nota de 393, sendo o esperado
pelo programa uma nota entre 400 e 600 pontos. Em 2018, participou novamente nesse
mesmo dominio, obtendo a nota de 420, o que pode ser considerado um avango, mas ainda
distante da média dos paises avaliados (505), ficando assim na 17° posi¢ao em relagao aos
20 paises avaliados. Esses dados nos mostram que o pais tem um longo caminho a ser

percorrido para melhorar no letramento financeiro.
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Em abril de 2023, em uma pesquisa divulgada pela Confederagao Nacional do Comércio
de Bens, Servigos e Turismo (CNC) mostrou que 78,3% das familias brasileiras estavam
endividadas e 29,1% inadimplentes (dividas em atraso). O endividamento por si s6 nao
¢ algo totalmente negativo, desde que seja de forma planejada e consciente, pois caso
seja exagerado ird gerar atrasos, e como consequéncia incidéncia de juros e por fim pode
ocasionar a inadimpléncia, o que prejudicara tanto o individuo como a economia de modo
geral. Logo, a falta de planejamento financeiro ird impactar diretamente na qualidade de
vida da familia, podendo gerar conflitos familiares e em alguns casos perdas de patrimonio.

Diante desse cenério, um questionamento que surge €, sera que ha alguma relagao
entre os indices divulgados pelo PISA e pela CNC? Embora nao seja possivel afirmar
algo baseado apenas nesses dados, pois ha muitas varidveis envolvidas, os baixos indices
de educacgao financeira evidenciados no PISA, indicam que os brasileiros, de modo geral,
nao dominam conceitos financeiros béasicos, entre eles alguns relacionados com juros, o
endividamento e a inadimpléncia.

Assim, diante dessas informagoes, podemos concluir que a educacao financeira é extre-
mamente relevante para a vida, e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), corrobora
com isso ao trata-la como um dos Temas Contemporaneos Transversais (TCTs). Apesar
da BNCC nao ser o curriculo propriamente dito, ela norteia todos os curriculos do pafis,
definindo quais sao as aprendizagens essenciais que os estudantes devem desenvolver ao

longo da Educagao Basica.

Entendemos que tratar os TCTs de forma contextualizada significa afirmar
que suas abordagens devem acontecer de forma transversal as diversas areas
do conhecimento, que o ensino seja um ponto de encontro e de didlogo en-
tre os diversos campos de saberes e das diferentes ciéncias e que as discussoes
contribuam para a realidade social dos estudantes. (DE MELO, VIEIRA, AZE-
VEDO, PESSOA, 2021, p.2-3)

Por fim, segue algumas habilidades que tratam da Educagao/Matematica Financeira
na BNCC [6], com suas devidas unidades tematicas e objeto do conhecimento para o

Ensino Fundamental e com suas competéncias para o Ensino Médio:

1. Anos iniciais do Ensino Fundamental:

Unidade Tematica: Grandezas e medidas.

Objeto de conhecimento: Sistema monetario brasileiro: reconhecimento de cédulas e
moedas.

(EF01MA19) Reconhecer e relacionar valores de moedas e cédulas do sistema monetario
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brasileiro para resolver situacoes simples do cotidiano do estudante.

Unidade Tematica: Grandezas e medidas.

Objeto de conhecimento: Sistema monetario brasileiro: reconhecimento de cédulas e
moedas e equivaléncia de valores.

(EF02MA20) Estabelecer a equivaléncia de valores entre moedas e cédulas do sistema
monetario brasileiro para resolver situagoes cotidianas.

Unidade Tematica: Grandezas e medidas.

Objeto de conhecimento: Sistema monetério brasileiro: estabelecimento de equivalén-
cias de um mesmo valor na utilizacao de diferentes cédulas e moedas.

(EF03MA24) Resolver e elaborar problemas que envolvam a comparagio e a equivalén-
cia de valores monetarios do sistema brasileiro em situacoes de compra, venda e troca.
Unidade Tematica: Ntumeros.

Objeto de conhecimento: Numeros racionais: representacao decimal para escrever va-
lores do sistema monetario brasileiro.

(EF04MA10) Reconhecer que as regras do sistema de numeragao decimal podem ser
estendidas para a representacao decimal de um nimero racional e relacionar décimos e
centésimos com a representagao do sistema monetério brasileiro.

Unidade Tematica: Grandezas e medidas.

Objeto de conhecimento: Problemas utilizando o sistema monetario brasileiro
(EF04MA25) Resolver e elaborar problemas que envolvam situagoes de compra e venda
e formas de pagamento, utilizando termos como troco e desconto, enfatizando o consumo
ético, consciente e responsavel.

Unidade Tematica: Numeros.

Objeto de conhecimento: Célculo de porcentagens e representacao fracionéria.
(EF05MAO06) Associar as representacoes 10%, 25%, 50%), 75% e 100% respectivamente a
décima parte, quarta parte, metade, trés quartos e um inteiro, para calcular porcentagens,
utilizando estratégias pessoais, calculo mental e calculadora, em contextos de educagao

financeira, entre outros.
2. Anos finais do Ensino Fundamental:

Unidade Tematica: Numeros.

Objeto de conhecimento: Calculo de porcentagens por meio de estratégias diversas,
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sem fazer uso da “regra de trés”.

(EF06MA13) Resolver e elaborar problemas que envolvam porcentagens, com base na
ideia de proporcionalidade, sem fazer uso da “regra de trés”, utilizando estratégias pesso-
ais, calculo mental e calculadora, em contextos de educacao financeira, entre outros.
Unidade Tematica: Probabilidade e estatistica.

Objeto de conhecimento: Leitura e interpretagao de tabelas e gréficos (de colunas ou
barras simples ou multiplas) referentes a variaveis categéricas e variaveis numéricas.
(EFO6MA32) Interpretar e resolver situagoes que envolvam dados de pesquisas sobre
contextos ambientais, sustentabilidade, transito, consumo responsavel, entre outros, apre-
sentadas pela midia em tabelas e em diferentes tipos de graficos e redigir textos escritos
com o objetivo de sintetizar conclusoes.

Unidade Tematica: Numeros.

Objeto de conhecimento: Calculo de porcentagens e de acréscimos e decréscimos sim-
ples.

(EFO7MAO02) Resolver e elaborar problemas que envolvam porcentagens, como os que
lidam com acréscimos e decréscimos simples, utilizando estratégias pessoais, calculo men-
tal e calculadora, no contexto de educagao financeira, entre outros.

Unidade Tematica: Numeros.

Objeto de conhecimento: Porcentagens.

(EFO8MAO04) Resolver e elaborar problemas, envolvendo célculo de porcentagens, in-
cluindo o uso de tecnologias digitais.

Unidade Tematica: Numeros.

Objeto de conhecimento: Porcentagens: problemas que envolvem calculo de percen-
tuais sucessivos.

(EFO9MAO05) Resolver e elaborar problemas que envolvam porcentagens, com a ideia
de aplicacao de percentuais sucessivos e a determinacao das taxas percentuais, preferen-

cialmente com o uso de tecnologias digitais, no contexto da educacao financeira.

3. Ensino Médio:
Competéncia especifica 1: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos mateméati-
cos para interpretar situagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam

fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, ou ainda questoes econdémicas ou tecnologi-
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cas, divulgados por diferentes meios, de modo a consolidar uma formagao cientifica geral.
Habilidades:

(EM13MAT101) Interpretar criticamente situagoes economicas, sociais e fatos relativos
as Ciéncias da Natureza que envolvam a variacao de grandezas, pela analise dos graficos
das funcgoes representadas e das taxas de variagao, com ou sem apoio de tecnologias digi-
tais.

(EM13MAT104) Interpretar taxas e indices de natureza socioeconémica (indice de de-
senvolvimento humano, taxas de inflagdo, entre outros), investigando os processos de
calculo desses niimeros, para analisar criticamente a realidade e produzir argumentos.
(EM13MAT106) Identificar situagoes da vida cotidiana nas quais seja necessario fazer
escolhas levando-se em conta os riscos probabilisticos (usar este ou aquele método contra-
ceptivo, optar por um tratamento médico em detrimento de outro etc.).

Competéncia especifica 2: Propor ou participar de a¢oes para investigar desafios do
mundo contemporaneo e tomar decisoes éticas e socialmente responsaveis, com base na
analise de problemas sociais, como os voltados a situacoes de satide, sustentabilidade, das
implicagoes da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando
conceitos, procedimentos e linguagens proprios da Matematica.

Habilidades:

(EM13MAT203) Aplicar conceitos matematicos no planejamento, na execuc¢do e na
analise de agoes envolvendo a utilizacao de aplicativos e a criagdo de planilhas (para o
controle de orcamento familiar, simuladores de célculos de juros simples e compostos,
entre outros), para tomar decisoes.

Competéncia especifica 3: Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos con-
textos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solu¢oes propostas,
de modo a construir argumentagao consistente.

Habilidades:

(EM13MAT303) Interpretar e comparar situagoes que envolvam juros simples com as
que envolvem juros compostos, por meio de representacoes graficas ou analise de plani-
lhas, destacando o crescimento linear ou exponencial de cada caso.

(EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com fungdes exponenciais nos quais seja

necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em contextos
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como o da Mateméatica Financeira, entre outros.
(EM13MAT305) Resolver e elaborar problemas com fungoes logaritmicas nos quais seja
necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em contextos
como os de abalos sismicos, pH, radioatividade, Matematica Financeira, entre outros.
Competéncia especifica 5: Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes
conceitos e propriedades mateméticas, empregando estratégias e recursos, como observa-
¢ao de padroes, experimentacoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou
nao, de uma demonstracao cada vez mais formal na validagao das referidas conjecturas.
Habilidades:
(EM13MAT503) Investigar pontos de méaximo ou de minimo de fun¢oes quadraticas
em contextos envolvendo superficies, Matematica Financeira ou Cinemética, entre ou-
tros, com apoio de tecnologias digitais.

Com foco nas habilidades de Matematica Financeira para o Ensino Médio, nas proxi-

mas segoes veremos Juros Compostos e os Sistemas de Amortizagao Price e SAC.

3.2 Juros Compostos como Recorréncia de Primeira

Ordem

Imagine a seguinte situagao, uma instituicao financeira, com objetivo em multiplicar
seu capital, disponibiliza uma linha de crédito para seus clientes, como por exemplo, o
empréstimo. Desse modo, ela cede a alguém um capital C' por um periodo de tempo
t, e espera que apos esse periodo, receba de volta o valor emprestado, somado de uma
compensac¢ao financeira em dinheiro J, a qual chamamos de juro. O pagamento total
desse divida, ou seja, C' + J chamaremos de montante, e naturalmente sera representado
por M. Resta definir, a taxa de juros que é representado pela letra i, e é uma porcentagem
do capital. Cabe ressaltar que ela deve estar relacionada a uma unidade de tempo: ao dia
(a.a), a0 més (a,m), ao ano (a.a), etc. Para facilitar a compreensao, observe o exemplo a

seguir.

Exemplo 18 Joao tomou um empréstimo de R$ 10.000,00 (capital) de um banco, ele

fez o compromisso de quitar essa divida apos um més. A taxa de juros oferecida por esse

3
banco é de 3% ao més. Logo, como o juro é 3% do capital emprestado, e 3% = To0 = 0,03
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seque que:
J=Ci=J=3%-10.000 = J = 0,03 -10.000 = J = 300.
Com isso, o montante M a receber pelo banco apos 1 més, € de
M=C+J= M =1.000+ 30 = M = 10.300.

Suponha que Joao nao conseguiu honrar seu compromisso com o banco no prazo
previamente estipulado, e precisou renegociar sua divida. Ficou combinado que taxa de
juros seria a mesma, mas agora pagaria apos 4 meses, em relagao ao data que efetuou o
empréstimo. Note que agora a divida nao é mais de R$10.000,00, mas de R$10.300,00, pois
este é valor que deveria ser pago. entao esse caso, o capital serdA o montante encontrado

no periodo anterior. Assim:
J=Ci=J=3%-10.300 = J = 0,03 -10.300 = J = 309.

Para nao gerar qualquer tipo de duvida, considere M; o montante no periodo t. Logo o

montante M, a ser pago ap6s 2 meses deve ser:
My =C+J = My, =1.030+ 30,90 = M, = 10.609.

Considerando tal notacao, temos que M; = 10.300.
Para facilitar a visualizagao da divida de Joao, colocaremos esses dados na Tabela 3.1,

até o quarto periodo (més).

Periodo | Capital Inicial | Juros no periodo Montante a ser pago

1° meés 10.000,00 0,03 - 10.000 = 300 M; = 10.000 4 300 = 10.300, 00

2° meés 10.300,00 0,03 -10.300 = 309 My = 10.300 + 309 = 10.609, 00

3° meés 10.609,00 0,03 -10.609 = 318,27 Mz =10.609 + 318,27 = 10.927, 27
4° mes 10.927,27 0,03 -10.927,27 = 327,82 | My = 10.927,27 + 327,82 = 11.255,09

Tabela 3.1: Juros Compostos

Observe que, resolvendo o problema dessa forma, d4 um certo trabalho, pois para
encontrar o montante apos 4 meses tivemos que descobrir todos os montantes anteriores
e os juros de cada periodo. Agora imagine se a divida se estender por um periodo muito
superior a 4 meses, como por exemplo 20 anos, utilizando essa estratégia seria extrema-

mente trabalhoso e demorado. Logo, devemos encontrar uma maneira mais simples de
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fazer isso. Pela Tabela 3.1, podemos tirar algumas conclusoes:
M, =C+iC = M; =C(1+1),

My = My + iMy = My = M;(1+ 1),

My = My + iMy = My = Msy(1 + 1),

My = M3+ iMs = My = Ms(1+1).

Novamente, para ficar algo mais visual, colocaremos essas equagoes na Tabela 3.2:

Periodo | C. Inicial | Juros | Montante a ser pago

1° meés C i-C | Mi=C+iC=C(1+1)

3Q meés M2 i'MQ M3:M2+iM2:M2(1+i):C(1+i)2(1+i)20(1+i)3
4° mes M; i-Ms | My= Ms+iMs = Ms(1+i)=C(1+i)>(14i)=C(1+1i)*

Tabela 3.2: Juros Compostos 2

Generalizando as equacoes da Tabela 3.2 para o periodo t qualquer, podemos afirmar que

esse padrao ird se repetir, a medida que o tempo aumentar, logo
Mt == Mt,1(1 + Z), (31)

que é uma recorréncia de primeira ordem homogénea. Assim, podemos utilizar os métodos

j& vistos previamente para resolvé-la e encontrar M;, Vi € N. Explicitando os termos da

recorréncia, obtemos:

My = Mi(1+ 1),

M; = My(1 + 1),

M, = M;_1(1 —13).
Multiplicando as equagoes membro a membro
My -Mg-...- My=M;-My-...- My_1-(1+d)(1+4d) - (1+1).
Cancelando os termos semelhantes, concluimos que
M; = M;(1+4)"1 (3.2)
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Como temos a condigao inicial que M; = C(1 + i), substituindo em (3.2) obtemos

M; =C(+d)(1+4)"1,

M, = C(1+1i)", vt € N. (3.3)

Portanto, para encontrar o montante em qualquer periodo, nao é mais necessario
calcular todos os termos anteriores, apenas ter informagoes como o capital inicial C', a
taxa de juros i e o tempo t. A Equacgao 3.3 é a conhecida féormula de Juros Compostos.
No Capitulo 5, serao propostos problemas resolvidos que podem ser aplicados em sala de

aula sobre a tematica de Juros Compostos.

Observacao 12 Hd outra maneira de calcular juro de um capital, que € chamado de
Juros Simples, onde basicamente o juro é sempre o mesmo, independente do quanto o
montante cresce com o tempo, ou seja, uma constante, esse tipo de juro € utilizado apenas
em casos bem especificos, como em prazos pequenos (inferior a 1 periodo), por exemplo,
se a taxa de juro € mensal e o atraso € inferior a 30 dias, contudo ele nao serd abordado

neste trabalho.

3.3 Sistemas de Amortizacao como Recorréncia de Pri-
meira Ordem

Nessa secao sera estudado uma situagao muito comum da vida adulta, e que pro-
vavelmente no minimo, os estudantes pensarao a respeito num futuro préoximo, quando
deseja-se adquirir um bem de custo relativamente alto para a média da populagao, como
por exemplo, motos, carros, terrenos, casas, apartamento, etc. De modo geral, busca-se
empréstimos ou financiamentos em institui¢oes financeiras para viabilizar esse objetivo
ou necessidade. Porém, como essa transagao ¢ de alto custo, ela costuma ser paga em
parcelas e periodicamente, ou seja, periodos de tempo constante, normalmente mensais.
Desse modo, como trata-se de uma divida de longo prazo, o juros adotado é o composto.
Considere as seguintes variaveis:

Dy: Divida no inicio do periodo t,

P,: Valor da parcela paga no inicio do periodo t.
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Neste caso especifico, onde é de interesse do contratante liquidar a divida apds um pe-
riodo de tempo finito, o valor de cada parcela é constituido duas parte: a primeira é o juro
calculado sobre o saldo devedor e o restante é abatido do capital. Assim, concluimos que

a divida pode ser expressa pela seguinte recorréncia de primeira ordem nao homogénea:
Dt+1 :Dt—f—iDt—Pt = Dt+1 = (1+Z)Dt—Pt, (34)

onde i é a taxa de juros combinada a cada periodo, que como comentado anteriormente
costuma ser mensal. Resolveremos essa recorréncia de forma iterativa, explicitando os

termos:

Dy = (1+14)Dy— P,

Dy = (144D, —P,=(1+49)[(1+4)Dy— Py — P, = (1 +4)*Dy — (1 4+14)Py — Py,

Dt+1 - (1+Z)Dt—Pt:(1—|—Z)t+1DO—<1—|—Z)tPO——(1+Z)Pt,1—Pt

Colocando em notacao de somatoéria, obtemos:
t
Dy = (1+48)*' D= (1+4)"P. (3.5)
=0

Observe que pelo Teorema 8, a solucao da recorréncia nao homogénea é composta por
duas partes, a solugdao geral da recorréncia homogénea, que neste caso ¢ (1 + 1)1 Dy e a
solugdo particular — > r_ (1 +4)""'P,.

E importante ressaltar, que a solucdo da Recorréncia (3.4), dada pela Equacio (3.5)
é o caso mais geral possivel, dentro das condigoes citadas. Porém, ha diversos Sistemas
de Amortizacao pelo mundo, com as mais diversas respectivas particularidades, formas
de pagamentos, periodos constantes ou nao, e essas especificidades irao gerar uma solu-
¢ao particular, os tipos mais comuns aqui no Brasil, sao: Sistema Price e o Sistema de
Amortizagao Constante (SAC). Comentaremos a seguir, a respeito de cada um de forma
separada.

No Sistema Price, as parcelas sao contantes, ou seja, P, = P, independente do periodo.
Logo a solugao da recorréncia dada pela Equacao (3.5), torna-se

t
Dipyr = (L+0)"'Dy—) (1+i)'P=

=0

t
= (L+40)"'Dy =P (1+i)"

1=0
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. s . t Nt—7F ~ , . .
Dai, observe que o somatorio » . _,(1+¢)"* é uma progressao geométrica, pois

D4 = A+ + L+ e (L) + (1 41)°,
} = 1+ + 0+ (1 +0) + 1

Pela Proposicao 2 temos que a soma dos t+ 1 primeiros termos dessa P.G, onde o primeiro

termo a; =1 e ¢ = (1 + ) é dado por

zt:(1-|_z')t—i—a qt+1_1 B (1_|_Z')t+1_1 B (1_'_Z')t+1_1
ga SN\ g1 ) Q49 -1 i '

Substituindo na solugao, obtemos

1 't+1_1
Dy = (144)"Dy— P- (L)
]

Deste modo, note que podemos encontrar o valor de cada prestagao. Suponhamos, que
deseja-se quitar a divida em um periodo T, isso significa que o valor de Dy = 0, assim,
substituindo tal valor na solucao, obtemos

0=(1+i)"Dy—P- (%) = P- (w) = (1 +4)" Dy,

1 ]

(1+4)T
(1+49)7T -1

Portanto no Sistema Price, o valor de cada prestacao sera

P=D,- (ﬁ) (3.6)

Antes de encerrar a discussao sobre o Sistema Price, temos um caso a analisar. E se a

P:’LDQ

divida nunca for paga, ou seja, Dy = D, Vt € N, o que na préatica esta acontecendo? Pode
parecer absurdo tal questionamento, pois aparentemente essa negociacao é péssima para
o contratante, mas na realidade é extremamente comum no cotidiano. E o caso locacoes
de modo geral, em particular considere o aluguel de um imével, o proprietario cede seu
bem ao locatario, e este paga uma compensagao pela utilizacao do mesmo, embora pague
mensalmente este imoével nunca sera dele, independente do niimero de prestacoes pagas.
Mas matematicamente, como isso pode ocorrer? A resposta é bem simples, a parcela paga

corresponde apenas ao juro do valor do bem, logo
Pt == ’ZDO
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Dessa forma, o proprietario recebe algo que é conhecido como renda perpétua.
O Sistema SAC por sua vez, é mais agressivo em relagao ao Price, pois o seu foco é
amortizar (descontar) do saldo devedor o mesmo valor a cada pagamento, somado ao juro

correspondente a aquele periodo, ou seja,
Pt . At + Jt' (37)

onde A; é a amortizacao da divida e J; o juro, ambos no periodo ¢, logo as parcelas
comegam com valores mais altos e diminuem com o decorrer do tempo. Esse efeito é
justificado pelo fato de que a divida vai diminuindo a medida que é paga, desde que
Ay > 0, com isso o juros total nessa transacao costumam ser menores, comparado com o
Sistema Price, nas mesmas condigoes de taxa de juros e valor emprestado.

Retornando a solugao geral dada na Equagao 3.5, no SAC, como ja comentado, as
parcelas nao serao mais constantes. Suponhamos que o contratante ird pagar toda a
divida n parcelas a uma taxa de juros 7. Logo, como em cada pagamento a amortizacao

deve ser constante, segue que
D
Ay = =2, VkeN, k<n.

Por outro lado, note que a divida ir4 diminuir de maneira constante, explicitando os

primeiros termos

D 1 —1
Dy = Dy—— = (1——>D0= (n )Dm
n n n

-2
D, = Dl——zDo————=D0—2—=(” )DO,
n n

D, = <”;k)DO, (3.8)

que sera o valor da divida para qualquer periodo k, com 0 < k < n.
Além disso, como o juro é calculado a cada periodo e o valor da divida diminui cons-
tantemente, pois supomos que a divida seria paga em n parcelas, segue que o juros de um

periodo k deve ser calculado sobre a divida um periodo anterior £ — 1. Desse modo,

Por fim, um questionamento pertinente em relacao ao Sistema SAC, é o seguinte, é

possivel descobrir o valor de juros total pagos em uma operacgao, ou seja, o somatorio
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dos juros de cada periodo. E a resposta ¢ sim. Combinando as Equacoes (3.8) e (3.9),

podemos encontrar um padrao, veja

Jl = ZD():Z(—)DO,
o= i =i
)D07

3

3

S
—_

3

S
)

3

J3 - ZDQZZ(

Logo, a soma dos juros é da forma

- -1 -2 2 1
N o= i(ﬁ)D0+z’<” >D0+z(” )D0+---+i(—>D0+i<—)Do,
i1 n n n n n

Observe que a soma dentro de colchetes ¢ uma progressao aritmética de razao 1. Pela

Proposicao 1 temos que a soma dos n primeiros termos da P.A é dada por

g _(a1+an)-n_(n+1)-n
n - 2 - 2 )

logo

;";Ji _ (u;o) _ [(n—l—;)-n} _ iDO.(QTH_l)‘ o

Para encerrar este capitulo, cabe ressaltar que no Capitulo 5 retornaremos a tais
temaéticas, resolvendo alguns exemplos que envolvem Juros Compostos e os Sistemas de

Amortizacao.
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Capitulo 4

Modelos Econémicos como Recorréncia

de Primeira e Segunda Ordem

Este capitulo, é direcionado prioritariamente ao professor e seus conceitos, em sua
totalidade, dificilmente poderao ser trabalhados na Educacao Basica, pois é de um nivel
de complexidade maior, os assuntos aqui tratados sao de Ensino Superior. Vale ressaltar,
que isso nao o torna menos importante, pelo contrario, ele servird como embasamento e
aprofundamento para o docente, de modo que o mesmo tenha um conhecimento além do
proposto durante as aulas.

Contudo, caso o professor julgue pertinente, esses modelos podem ser comentados em
linhas gerais com os estudantes, a depender do desenvolvimento deles durante as aulas. A
complexidade dessa teméatica demonstra que a matemaética financeira trabalhada em sala
de aula esté limitada a uma pequena parcela comparada a problemas reais da economia.

O capitulo esté dividido em trés partes. Na primeira serao apresentados alguns con-
ceitos basicos de Algebra Linear, finalizando com um teorema que relaciona o conjunto
de solugoes de uma recorréncia homogénea de primeira ordem com espaco vetorial, base
e dimensdo. Na segunda, serdo desenvolvidos algumas definicoes ainda da Algebra Li-
near porém adaptando-as para recorréncias lineares. Essa relagao permite expandir tais
conceitos para recorréncias lineares homogéneas de ordem k, porém este trabalho sera
limitado a ordem 1 e 2. Por fim, serao estudados modelos da economia que tornam-se
recorréncias lineares de primeira e segunda ordem. Para elaboracao deste capitulo, foram

utilizadas as referéncias [4, 8, 11, 12, 14, 15, 17, 18, 19, 20, 23, 24, 26, 31].
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4.1 Conceitos em Algebra Linear

Definigao 8 (Corpo) Um conjunto K nao vazio serda chamado de corpo se for munido
de uma opera¢iao de adi¢ao (+) e uma operagao de multiplicagao (X), verificando as
condicoes a sequir.

Al. A adigao € associativa: (a+b) +c=a+ (b+ ¢), para todos a,b,c € K.

A2. A adicao € comutativa: a +b =0+ a para todos a,b € K.

A8.A adigao possui elemento neutro: existe 0 € K, tal que a + 0 = a, para todo a € K
A4. A adicao possui elementos simétricos: para todo a € K, existe —a € K tal que
a+(—a)=0.

M1. A multiplicagdo € associativa: (a X b) X ¢ =a X (b X ¢), para todos a,b,c € K.

M2. A multiplicacao € comutativa: a X b =b X a, para todos a,b € K.

M3. A multiplicagao possui elemento neutro: existe 1 € K \ {0}, tal que a X 1 = a, para
todo a € K.

My. A multiplicagao possui inversos: para todo a € K \ {0}, existe a™' € K tal que
axal=1.

AM. A multiplicagao € distributiva com relag¢ao a adi¢ao: a x (b+¢) =axb+a X ¢, para

todos a,b,c € K.

Exemplo 19 Os conjuntos numéricos Q,R e C, com suas operagoes usuais de adi¢do e

multiplicagao sao corpos, pois satisfazem cada uma das nove propriedades da Defini¢ao 8.

Definicao 9 Um conjunto V' nao vazio serd dito um espago vetorial sobre um corpo K,
se possui uma adi¢do (+) com as mesmas propriedades da adigdo de wm corpo; ou seja,
Al. A adigdo € associativa: (u+v) +w =u+ (v+w), para todos u,v,w € V.

A2. A adi¢ao € comutativa: v+ v = v + u, para todos u,v € V.

AS8. A adicao possui elemento neutro: existe 0 € V', tal que v+ 0 = v, para todo v € V.
AY. A adigao possui simétricos: para todo v € V', existe —v € V' tal que v + (—v) = 0.
E além disso, existe uma operacao chamada de multiplicacao por escalar, que associa a
um elemento k € K e a um elemento v € V, um elemento kv € V', tal que:

ME1. k(u+v) = ku+ kv, para todos k € K eu,v € V.

ME2. (k1 + ko)v = kv + kov, para todos ki, ks € K ev € V.

ME3. (kike)v = kyi(kov), para todos ki, ko € K ev € V.

ME). 1v = v, para todo v € V.
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Observacao 13 Os elementos de V' sao chamados de vetores e os elementos de K de
escalares. O elemento 0 de V serd chamado de vetor nulo e o elemento —v de vetor

oposto de v.

Observacao 14 Apesar de definir o que € um corpo de modo geral na Defini¢cao 8, neste
trabalho nos concentraremos apenas em espacos vetoriais sobre R, ou seja, sobre o corpo

dos numeros reais.

Exemplo 20 O espaco R™ é um espaco vetorial sobre o corpo R.
Note que, o conjunto R™ é uma generalizacio do R? = R x R, onde, este conjunto sao

0s vetores no plano cartesiano de duas dimensoes, ou seja,
R? = {(z1, 11);2; € R}.
Dessa forma o conjunto R™ seriam vetores com n-uplas de nimeros reais, logo
R™ = {(x1, xa,..., x,);x; € R}.
Sejam u,v € R" e a € R, dessa forma:
u= (21, To,e, Tp) € V= (Y1,Y2y 0y Yn) =

Sut+v=(r14y, Tat+Yo -, Tn+ys) e au=(axy, ars, ...,ax,).

Desse modo, definido as operacoes de soma de vetores e multiplicacao por escalar, como
cada n—upla sao numeros reais, e R™ ser um espaco vetorial decorre imediatamente de

que R € um espaco vetorial.

Definigao 10 (Combinagao Linear) Seja V um espago vetorial e sejam vy, v, - - , v
vetores de V. Diremos que um vetor v de V' é uma combinacao linear de vy, vs, -+ , v, se
existirem numeros reais by, by, - -+ | by tais que

v = bl'Ul +b2"02—|—"'—|-bkvk.

Defini¢ao 11 (Subespaco Vetorial) Dado um espago vetorial V', um subconjunto W,
nao vazio, serd um subespaco vetorial de V se:
i) Para quaisquer u, v € W tivermos u+ v € W.

i) Para quaisquer o € R, w € W tivermos au € W.
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Lema 1 Se W ¢ um subespaco vetorial de um espaco vetorial V', entao W também é um

espaco vetorial.

Definicao 12 Sejam vy, vs,--- , v, vetores de um espago vetorial V. Denotaremos por
G(v1, v, -+ ,vx) 0 conjunto de todas as combinagoes lineares de vy,vq,- -+ ,vp em V.
Lema 2 G(vy,vq, -+ ,v;) € um subespago de V.

Os Lemas 1 e 2 nao serao demonstrados aqui, pois este nao é o objetivo desse trabalho,

mas suas demonstragoes podem ser consultadas em [8, 17].

Definigao 13 O subespago G(vy,va, -+ ,v) € chamado de subespago gerado por vy, vy, -« ,

Vg .

Defini¢ao 14 (Dependéncia e Independéncia Linear) Sejam vi,vq,- - , vy vetores
em um espago vetorial V. Dizemos que os vetores vy, v, - -+ , v sao linearmente inde-

pendentes, ou simplesmente independentes, se a equagao
b1U1+b2U2—|—"'+bkvk:O

€ satisfeita somente quando by = by = -+ = b, = 0. Caso exista algum b; # 0, dizemos
que o0s vetores vy, vy, , v, sao linearmente dependentes, ou simplesmente depen-
dentes. O conjunto {v1,vs, - v} € dito ser independente ou dependente se os

vetores vi, Vg, - -+ , U S0 independentes ou dependentes, respectivamente.

Defini¢ao 15 (Base) Seja oo = {vy,vq,- -+ ,v,} um conjunto ordenado de vetores de um
espago vetorial nao nulo V. Dizemos que o € uma base de V' se as sequintes condigoes
sao verificadas:

a) a € linearmente independente;

b))V =Gl(a).

Definicao 16 Um espaco vetorial nao nulo V' € denominado de dimensao finita se contém
um conjunto finito {vy,ve, -+ ,v,} de vetores que constitui uma base de V. Se nao existir
um tal conjunto, dizemos que V' € de dimensao infinita. Convencionamos que o espago

vetorial nulo € um espaco vetorial de dimensao finita.

Defini¢ao 17 (Dimensao) O nimero de elementos de uma base de um espago vetorial
nao nulo V de dimensao finita € chamado de dimensao de V e denotado por dim V.

Convencionamos que se V' é o espaco vetorial nulo, entao dim V = 0.
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Por fim, chega-se no principal resultado dessa secao, todas as defini¢oes e exemplos
previamente mostrados nesse capitulo visam proporcionar recursos minimos para demons-
trar e compreender o Teorema 9 que basicamente relaciona os conceitos de Recorréncias

Lineares com Algebra Linear.

Teorema 9 (Espago das Solugées) Seja S o conjunto das solugoes (an)nen da recor-

réncia linear homogénea de primeira ordem x,+1 = g(n) - x,, ou seja,

S = {(an)nen | @ni1 = g(n) - an}.
S € um espago vetorial de dimensdo 1.

Demonstracao: Inicialmente, observe que S é um subconjunto do espaco das sequén-
cias, que nada mais sdo do que, fung¢oes a : N — R definidas por a — a(n) = a,. Sejam

(ag))neN, (ag))neN € S, entdo, temos as seguintes operagoes em S, de adicao

+:9x 85 =S5

(a® +a?)(n) = a£}> +a?,

n

e multiplicacao por escalar,

X:9%x 8 =S

(Aa®)(n) = Aay,

n

com A € R. As operagoes estao bem definidas, uma vez que se (aq(ll))neN, (a1(12))nEN €S,

entao, afj}rl = g(n) - atV e af}rl =g(n)- at?, logo a soma (a™ +a®)(n) também pertence
a s,

o), +a?), = g(n) - (@@ +a?).

Analogamente, para a multiplicagdo por escalar temos, se (ag))neN € S com \ € R, entao,
aﬁ}jl =g(n) = )\agll = A\g(n) Al = )\a,(i)rl =g(n)- ()\ag)), logo (AaV)(n) também
pertence a S,

(aply) = g(n) - (Aal)).
Observe que como as sequéncias (a,),en sa0 nimeros reais, entao valem todas as proprie-
dades da Definigao 9. Portanto S é um espago vetorial.

Tome agora o conjunto formado por uma solugao (a,)en da recorréncia linear homogénea

de primeira ordem x,,1 = g(n) - z,. Temos que, como qualquer combinacdo linear de
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(an)neny € uma solugdo, entdo deve-se mostrar que (a,)meny gera o espago de solugoes.

Considere duas solugoes a%l) e ag) que geram o espaco S. Vamos mostrar que elas sao

linearmente dependentes. De fato, pela Definicao 19, dadas as constantes by,b, € R,

temos
blag) + bgaff) = O,
bial) | + bya'?) =0,
ou ainda,
bla,(f) + bgag) = O,
g(n)(hray) + baaP)) = 0.
Como g(n) # 0 entao bial + bya'? = 0 e entdo ol = jb—?gag), by # 0. Logo, (an)nen gera

o espago de solugoes S e é linearmente independente, logo pela Definicao 15, S é uma

base e tem dimensao 1. n

4.2 Recorréncia de primeira ordem e o espaco das so-
lucoes

Considere a recorréncia linear x,,.1 = ¢z, ja resolvida no Exemplo 6, naquele momento
encontramos uma solucao geral z,, = ¢"c, onde ¢ € R e ¢ = xy. Logo, as solugoes
particulares dependem do valor inicial xy. Mas e se tivéssemos outras duas solucoes
gerais diferentes? Sera que isso é possivel? Suponha que existam duas solugoes gerais

. 1 2 . o
distintas a) e a?). Provaremos a seguir, que a combinagao linear

Cratl) + Cra?

com C7,Cy € R é também uma solucao geral da recorréncia. Porém antes disso, para

facilitar a compreensao, veja que isso de fato ocorre com um exemplo particular.

Exemplo 21 Considere a recorréncia x,.1 = 2.
Note que 2™ e 2" sdo solugoes da recorréncia, basta substituir essas solucoes na recor-
réncia e verd que a igualdade se mantém.

Note que C12" + C52" 1 com C1,Cy € R € solucgao, pois:

Tnt1 = Cl2n+1 + OQQ” =2 (01271 + ngn_1> = 2x,.
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Portanto,

P e 23:'”

Ou seja, C12™ + Cy2™ M também € solucio da recorréncia (C1,Cy € R).

Proposigao 4 Seja x,11 = ¢x, com ¢ € R uma recorréncia linear homogénea de pri-

: 1 2 ~ - A . S
meira ordem. Se (a?(1 ))neN e (a%))neN sao solucoes desta recorréncia, entao a combinagao

linear C’lag) + C’gag), com C1,Cy € R também serd solucao.

- : A o 1
Demonstracao: Considere a recorréncia z,,1 = ¢x, com ¢ € R. Por hipotese, a%) e

a'? sio solugoes desta recorréncia. Logo:
agzl—&)-l - ¢a£zl)’
a1(12-§)-1 = ¢G£L2)-

Substituindo C’lag) + Cgag) na recorréncia, obtemos:

T = Cial), + Coay)yy =
Tpi1 = C’ubag) + C’ngﬁaf) —
Tnpr = ¢-(CraV) + Cha?) —=
Tpyl = Qp.

O que de fato é verdade, portanto C’lag) + Cgag), que é uma combinagao linear das

solugoes da recorréncia genérica, também é uma solucao geral. n

De agora em diante, sera feita uma relagao entre recorréncias de ordem k com conceitos
de algebra linear, as defini¢oes apresentadas sao semelhantes as que foram vistas na se¢ao

anterior, porém agora forma especifica para recorréncias.

Defini¢ao 18 (Recorréncias Lineares Homogéneas de ordem k) Sejam by, --- , by €

R, com 1 < k € N uma recorréncia linear homogénea de ordem k serd da forma
Tntk T bk$n+k—1 + bk—lwn—i—k—Q + -+ blxn = 0.

Defini¢ao 19 (Dependéncia e Independéncia Linear). Dadas as sequéncias (a\)nen,

(@) nen, -+, (@ )nen, com 2 < k € N . Dizemos que elas sao linearmente dependentes
para n > ng, se existirem constantes reais by, ba, - -+, b € R, nao todas nulas, tais que
bia™W + bya® + -+ ba® = 0, Vn > nyg.
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Equivalentemente podemos dizer que existe uma combinacgao linear nao-trivial das solugoes
que € zero. Se as solugoes nao sao linearmente dependentes, dizemos que sao linearmente

independentes.

Defini¢ao 20 (Conjunto Fundamental de Solugées). Um conjunto de k solugies
linearmente independentes da equagao homogénea € chamado de conjunto fundamental de

solugoes.

Definicao 21 (Matriz de Casoratian) Sejam (ag))neN, (ag))neN, e ,(a%k))neN solu-

¢oes da recorréncia linear homogénea de ordem k, a matriz de Casoratian C(n) € dada

por
a%l) &%2) o aglk)
(1) (2) (k)
C(n) = Apt1 Upi1 70 Gpp
1 2 k
agw)rk—l agw)rk—l T aiikq

Por fim, com essas defini¢oes é possivel tratar de dimensao do espago vetorial, para o
contexto de recorréncias homogéneas de ordem k, onde assim como ocorreu para recorrén-
cias homogéneas de primeira ordem, o conjunto das solu¢oes formam um espago vetorial
de dimensao k. Porém, essa afirmacao nao serd abordada nesse trabalho. No Teorema
10 seré feita uma demonstracao diferente da que foi realizada no Teorema 9, embora a

conclusao em relagao a dimensao seja a mesma.

Teorema 10 (Dimensao da Recorréncia Linear de Primeira Ordem) O conjunto
de solucoes da recorréncia linear homogénea de primeira ordem com coeficientes constantes

€ um espaco vetorial de dimensao um.

Demonstragao: Por hipdtese a recorréncia é do tipo

Ty = QTp_1, 0+# ¢ eR.
o

Suponhamos por absurdo, que existam duas soluc¢oes linearmente independentes a

ag). Pela Definigao 19, V by, by € R, nao ambos iguais a zero, logo:

blag) —|— bga,(f) 7é O,

bl + baa)y # 0.
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Fazendo a1 = ¢a,, obtemos:

bl(lg) + bgag) 7’é 0,
bl¢a£zl) + b2¢a$z2) # 0.

Transformando em notagao matricial

O CY ay
¢at)  pal by 0

Logo, como V b;,bo € R e ambos nao podem ser nulos, segue que o determinante da

Matriz de Casoratian também nao pode ser nulo, ou seja,

ORI
det C(n) = det ! !
gan oay
Porém, por outro lado, note que det C(n) = an ¢an %1) . qﬁag) = 0, absurdo. Logo
s6 pode haver uma solugao independente. .

. 1 2 ~ A . . ~ A
Considere (a,(l ))neN, (a7(1 ))neN, duas solugoes da recorréncia linear ndo homogénea de
primeira ordem
Tn+l = Oy + f(n)

Entao, an+1 = ¢a) + f(n)e anJrl = gal?) + f(n). Logo afj}rl - aﬁl = ¢(a$}) — ag)) ¢ uma

solugao da recorréncia linear homogénea de primeira ordem

Tpt1 = ¢xn;

. 1 2 < AT < A
ou ainda aﬁw)rl — agjl = ¢'c. Portanto, uma solugao da recorréncia linear nao homogénea

. ) 1 2 <
de primeira ordem x,,1 = ¢z, + f(n) é dada por aﬁl}rl = ¢lc + aﬁljl, soma da solugao
geral da recorréncia homogénea e uma solucao particular da recorréncia nao homogénea.

Sobre a discussao acima, segue o teorema.

Teorema 11 (Principio da Superposicao) Cada solucio a,, da recorréncia linear
nao homogénea de primeira ordem pode ser representada como a soma da solugao geral

da recorréncia homogénea a%g), e uma solucao particular da recorréncia nao homogénea

)

Observe que o Teorema 11 trata das solugoes da recorréncia linear nao homogénea de

primeira ordem e o Teorema 8 trata das solugoes da recorréncia linear nao homogénea
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de segunda ordem. Ambos os casos podem ser estendidos para descrever as solugoes da
recorréncia linear nao homogénea de ordem superior como a soma da solucao geral da

recorréncia homogénea e uma solugao particular da recorréncia.

4.3 Modelos econdmicos como recorréncia de primeira
ordem

Nesta se¢ao, serao apresentados alguns modelos oriundos da economia que podem
ser desenvolvidos a partir do conceito de recorréncia de primeira ordem. Cabe ressaltar,
que a anéalise e a discussao serd muito mais matematica do que econémica. Contudo, os
contextos econémicos serao comentados a carater de conhecimento, mas de uma maneira
menos aprofundada e apenas com objetivo de situar o leitor.

Antes de apresentarmos esses modelos é importante comentar o que eles seriam de
modo geral. Os modelos econdmicos sao representagoes simplificadas que relacionam di-
ferentes varidveis para explicar como a economia funciona. Como exemplo podemos citar
a variacao do preco de um produto dentro de um mercado especifico. Esses modelos
permitem que fenomenos complexos possam ser estudados uma vez que é possivel fazer
previsoes sobre o comportamento de suas variaveis em um espaco de tempo pré determi-
nado. Apesar de suas contribui¢oes para os setores econémicos, eles apresentam algumas
fraquezas, uma vez que nao é possivel termos o controle de todas as varidveis que sao
relevantes para o estudo. Sendo assim, essas duas proximas se¢oes tem por objetivo apre-
sentar alguns modelos econdmicos como uma complementagao ao conteiido de Educagao

Financeira.

4.3.1 Modelo de teia de aranha

Este modelo comecou a ser estudado nos mercados agricolas, pois o produtor rural
deve estimar a oferta por aquele(s) produto(s) um periodo anterior a venda, visto que ha
uma espera entre o plantio, colheita e venda do produto. Por exemplo, o preco do arroz
quando é cultivado pode ser diferente em relagdo a quando sera colhido e/ou vendido.
Visando dar mais seguranca para os produtores e evitar flutuagoes de precos esse modelo
pode ser utilizado. O objetivo seré igualar ou equilibrar a demanda e a oferta. As variaveis

que serao utilizadas no modelo, sao:
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D;: Demanda no periodo t,

S;: Oferta no periodo t,

p¢: Logaritmo do nivel de precos no periodo t,
U;: Choque de oferta no periodo t.

O modelo pode ser resumido nas seguintes equagoes:

Dt = _ﬁph (ﬁ > 0)7
Sy = ypi—1 + Uy, (v >0),

St - Dt-

Substituindo as Equagoes (4.1) e (4.2) na Equagao (4.3) obtemos

—Bpt =P + Uy =
U,
= Pt = _zpt—l - =

B B

Se U, for independente do tempo e igual a U, teremos a seguinte equagao

o= —2p Y
t g1 g
/‘)/
Sea = —— e ¢ =——, segue
B g
Pt = api—1 + &,

(4.1)

(4.2)

que é uma recorréncia nao homogénea de primeira ordem. Pelo Teorema 1, podemos

resolver tal recorréncia. Considere a recorréncia homogénea p; = ap;_1, iremos encontrar

uma solugao a, # 0. Explicitando os termos temos

P2 = apq,
P3 = apa,
bt = apg—1.

Multiplicando os termos, membro a membro, obtemos



Logo, a solucao particular a, = o~ !,

Fazendo a substituicao p; = a,y; na recorréncia
inicial,
Y = - a1Yi-1 +

oy = oy + o,

¢
Yt =Y+ pray

Explicitando os termos dessa recorréncia, obtemos

Yo =11 + ?,
«
¢
Y3 = Yo + 2
Yt = Y1+ sy

Somando as equagoes membro a membro

¢
y2+y3+"'+yt:y1+y2+"'+yt—l+§+%+"'+at_la

yt:y1+§+%+'“+a?_1-

Utilizando a Proposicao 2, que se refere a soma dos n primeiros termos de uma P.G,

gb 1 t—1 .
G
Ye =y + 1 s

- -1
«

1 1
t
yt:yl+¢' (Oi_()?é)j

«

obtemos

1 —alt

t
Y=y +¢- <1c_v—a>7
o
1

1 —at~ a
yt:y1+¢.< t : )7
a

11—«
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]_—O./til
Y=Y+ - (—)

at~1(1 — )

Logo, como p; = a,y; segue que

p1 = a1yq,
pP1 = aoyla
P1=Y1-

Além disso,

. 1— t—1
pr=a'"" <p1—|—¢- <Wa—a)>>’

1 — t—1
=t v (20,

1 -«
que ¢é a solugao geral do modelo.
Faremos algumas anélises, observando o que ocorre com a solugao geral desse modelo
quando variamos a constante v e tomamos 5 = 1. Cabe ressaltar que a Observacao 2 vista
na soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica, ¢ fundamental

para o compreensao plena.

U
Como a = —% e ¢ = _E’ temos que a solugao geral pode ser escrita da seguinte
forma:
- 1- (—7)“1)
t—1
pe = (—v pp—U- (— =
=" -
- 1— (="
t—1
= (= o —U - [ —— ),
pe=(=7)"""m ( 1+~

Se calcularmos o limite para t — 0o, ou seja, em um periodo ¢t muito grande, podemos
fazer a seguinte analise:
1°Caso: Sey<lef=1:
1-0
li =0-pp—-U-| — | =
tg?o Pt P1 (1 T 7)
U

lim py = ———
im pe= =1

ou seja, o logaritmo do nivel de pregos ira convergir para um valor constante (equilibrio).

2%Caso: Sey=1e =1:

) B 1_(_1)1‘,71
1 — (-1 tp, -U.-[—"7
lim py = (=1)""-pr = U ( 11 =
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lim p = (1)1 = U - (L‘l)“)

t—o0 2
ou seja, o logaritmo do nivel de pregos ira oscilar, pois (—1)1 = 1 se ¢ for impar e
(—=1)""! = —1 se t for par. Por exemplo, (—1)! =1 e (—1)? = 1, mas o valor ainda sera

uma constante para ambos 0s casos.
3%Caso: Sey>1leff=1:
fim = o
pois, (=)' = 400, quando t — oo e 7 > 1. Para justificar, vamos exemplificar nume-

ricamente, suponha que vy = 10 = (—v)" = (—10)™.
Sen=1= (-10)! = —10.

Sen =2 = (—10)% = 100.
Sen =3 = (—10) = —1000.
Se n = 4 = (—10)" = 10000,

Assim, o valor de (—v)"

esta oscilando entre valores positivos e negativos, porém
considerando apenas seu valor absoluto, ou seja, |(—v)"| sempre esta subindo a medida
que n também aumenta, logo se n tende ao infinito (—7v)" — Zoo. Desse modo, o
logaritmo do nivel de pregos ira explodir (divergir), visto que os demais termos da p; sdo

constantes.

4.3.2 Modelo de Preco de Acgoes

Vamos analisar a seguinte situagao. Um investidor tém a sua disposi¢ao dois tipos
diferentes de ativos. O primeiro de renda fixa, como por exemplo, uma conta bancaria
em um banco digital, que rende a uma taxa de juros constante ¢ > 0 a cada periodo
(geralmente anual e relacionada ao CDI: Certificado de Deposito Interbancério), neste
caso, o risco é praticamente zero. O segundo caso, seria um investimento em renda
variavel, como por exemplo, agoes listadas na Bolsa de Valores (poderia ser também
fundos imobiliarios), onde o investidor tem direito a dividendos em fun¢do da quantidade
de ac¢oes que possui. As varidveis que serao utilizadas no modelo, sao:
pe: Preco da agao no periodo t,

d;: Dividendo por agao no periodo t.

Em um cenario realista, o retorno dos investimentos serao praticamente sempre dife-

o7



rentes, a depender de vérias variaveis (economia do pais, politica, doengas epidemiologicas,
guerras, etc). Porém, para conseguirmos modelar, suponhamos que ambos os investimen-
tos tenham retorno igual em cada periodo. O problema seria determinar o valor de p;, ou
seja, o prego da acao em funcgao dos dividendos d; e da taxa de juros ¢. Observe o Return
Over Investment (ROI), que traduzido para o portugués, é o retorno sobre o investimento,
das agoes sera o dividendo d; mais a variagao do preco das acoes, ou seja, p;i1 — Py, COM

base nisso, chegamos que a taxa i, pode ser descrita pela seguinte formula:

i dy + (pe+1 — Pr)

p < Z . pt = dt +pt+l — pt7 (44)
t

<~ DPi+1 = (1 + i)pt — dy.
Considerando ¢ = 1+1i e Z; = —d;_1, obtemos a recorréncia nao homogénea de primeira

ordem:

Per1 = Opr + Zpq. (4.5)

Pelo Teorema 11 (Principio da Superposi¢ao), para resolver essa recorréncia devemos
inicialmente encontrar a solugao da recorréncia homogénea relacionada e somar com uma
solucao particular da recorréncia nao homogénea. Vamos resolver a recorréncia homogénea
inicialmente, seja p; 1 = ¢p; a recorréncia homogénea relacionada a recorréncia p;, 1 =

¢pt + Zy—1. Note que:

P = ¢po,
p2 = ép1 =0 (dpo) = &’po,

P3s = Qpa=¢- (¢2P0) = ¢3P0>

bt = Cbtpo-

Logo a solugao particular é da forma pff’ ) = d'pg. Agora, observe que ao tentar resolver a

recorréncia nao homogénea de forma iterativa, obtemos o seguinte
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P = ¢po+ Zi,
P = 1+ Za=¢ (dpo+ Z1) + Zo = ¢*po + ¢Z1 + Zy,

ps = Opa+ Zs=0¢-(°po+ dZy + Zo) + Zs = ¢*po + 0* 2y + ¢Zy + Zs,

p = Opo+ ¢+ A O+ 2y

Colocando em notacao de somatorio, obtemos a seguinte solugao:

t—1

P = ¢'po + Z A
i=0

m uca recorrénci mogénea relacion ¢ = rem
Logo, como a solucao da recorréncia homogénea relacionada é §9> tno, e pelo Teorema

11 (Principio da Superposic¢ao) a solugao da recorréncia é da forma p; = p§9 ) + pﬁ” ), segue
que a solucao particular é

t—1

p? = Z O Zys. (4.6)

i=0
Porém, para encontrar o formato dessa solucao particular, seria necessario condigoes ini-
ciais ou entao conceitos mais avangados de calculo e economia, os quais nao abordaremos

aqui, caso seja do interesse do leitor o mesmo ¢ convidado a ver em [26].

Observacao 15 Na Equagao 4.4 o valor de p;iq € um valor futuro, ou seja, um periodo
apds o periodo t (tempo presente), logo € um valor especulativo, porém como modelamos
de forma que os rendimentos sejam iguais em cada periodo tanto para "renda fixa"como

para renda varidvel, assumimos que py11 seja uma "previsao perfeita’.

4.3.3 Modelo de Hiperinflacao de Cagan

De acordo com o Dicionario [15] inflagao é:

"Aumento geral de precos, com consequéncias perda do poder aquisitivo do
dinheiro."
(FERREIRA, 2005, p.501)

A hiperinflacao nada mais é do que um aumento exagerado da inflagdo, mais precisa-
mente dizendo, quando o nivel de precos sobem a patamares superiores a 50% ao més. O

Brasil viveu um periodo desse na década de 90, mais recentemente, dois paises vizinhos ao
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Brasil, Venezuela e Argentina, passaram por periodos de hiperinflacao. O modelo que sera
proposto busca relacionar a oferta da moeda e o nivel de pregos, cabe ressaltar que esses
momentos de hiperinflagao costumam ser de curta duragao, visto que a taxa inflacionaria
¢ muito alta, e os governos procuram solugoes o quanto antes, pelo alto risco de caos
econdmico. Devido a isso, pode-se desconsiderar algumas variaveis, como por exemplo, a

mudanca na produgao real. As variaveis que serao utilizadas sao:

my: Logaritmo do estoque de dinheiro no periodo ¢,

p¢: Logaritmo do nivel de precos no periodo t.

O modelo consiste em dois cenérios diferentes, o de expectativas adaptativas e as
racionais. Para simplificar, o primeiro se baseia em dados do passado para especular
sobre o futuro, ja o segundo, se baseia nos dados do presente para especular o futuro, ou
seja, desprezando o que ja ocorreu. O modelo apresentado a seguir estard baseado em

expectativas adaptativas:

m{ —p = a(pf —p),  a<0, (4.7)
m; =mi =my, (4.8)
P — Pe = (P — Pr-1), v > 0. (4.9)

Cabe uma observagao importante, sobre cada uma dessas equagdes do modelo, os
sobrescritos nas varidveis m; e p; nao tratam-se de expoentes, mas uma simbologia, onde
d, e e s representam, respectivamente, demanda, expectativa e fornecimento.

Sera discutido brevemente sobre o significado de cada uma das equagoes. A Equagao
(4.7), estabelece a relagao entre a demanda de estoque de dinheiro com o nivel de pregos
tanto no presente como a expectativa de nivel de precos futuro, note que « é negativo, pois
como o periodo é de hiperinflacao tanto a populacao como o mercado, nao tem interesse
em reter dinheiro, pois o mais natural é que a moeda se desvalorize.

Por outro lado na Equagao (4.8), o Banco Central desse pais tentara controlar essa
inflacao, definindo o estoque de moeda, independente da flutuagao do nivel de precos, de
modo que toda moeda injetada seja absorvida pela economia, e que a oferta de dinheiro

seja a mesma que a demanda. Por fim, na Equagao (4.9) o modelo usara inicialmente
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expectativas adaptativas, ou seja, que a inflacao esperada para o proximo periodo leva

em consideragao a inflagao atual, logo sao proporcionais, tomando que v é o fator de pro-

porcionalidade seja positivo. Assim, da Equacao (4.8) tem-se que m¢ = my, substituindo

na Equacdo (4.7), obtém-se:
my — Py = a(Perl - pt)' (4-10)
Isolando pf,; na Equacao (4.9):

D1 — D = Y(Dr — Pi-1),

Py = Y(Pe — pe—1) + pr- (4.11)

Substituindo a Equacé@o (4.11) na Equagao (4.10):
my — pe = a[(Y(pr — pi—1) +pi) — pil

my — Pt = aYpPr — QYPe1,
Dt + aypy = aypi—1 + My,

(1 + ay)pr = aype—1 + my,

a
1 )pt—l + me, L+ay#0.

pt:(l—

+ ay (14 ay)

ay 1
! e Zi=
(1+ay) (14 av)
nao homogénea de primeira ordem

Considerando ¢ = m;, novamente se obtém uma recorréncia

Dt = Opi—1 + Zy.

Note que é a mesma recorréncia ja resolvida no modelo de preco de agoes Equacao (4.5),
a qual a solucao, como ja resolvida previamente, é da forma

t—1

P = ¢'po + Z A
i=0

A discussao é encerrada com o seguinte questionamento: o que ocorre se esse valor de
t tender ao infinito, ou seja, para um t suficientemente grande? Observe que como p; é o

logaritmo do nivel de pregos nao faria sentido esse valor tender para o infinito também,
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ou seja, ele deveria convergir para uma constante. Porém, para isso ocorrer o valor do
modulo de ¢ deve obrigatoriamente ser menor que 1. Ou seja,
ay
0l = | 7| <1
(1+ ay)

Mas isso ocorre, quando se faz t — oo, obtendo ¢' = 0. Considerando que py ¢ uma

constante, resultaria em
t—1
tlggopt = Z O Zy .
i=0
Isso significa que a medida que o tempo passa (¢ suficientemente grande), independen-
temente do valor de py a parte da solucao geral da recorréncia homogénea ¢'py torna-se

irrelevante, e o que de fato deve ser considerado sao os valores da solucao particular da

recorréncia nao homogénea, ou seja,

bt = Z ¢iZt—i-
i=0

Além disso, o que iré influenciar no nivel de prego nesse periodo, serao os recentes estoques
de dinheiro.

Por fim, sera estudado o que acontece com o modelo quando trabalha-se com ex-
pectativas racionais. Nesse caso, o modelo se torna deterministico, ou seja, seria uma

previsao perfeita. Dessa forma,
€ _
Piy1 = Pt41-

Substituindo essa nova informacao na Equagao (4.10):
mi — pe = a(per1 — i),

my — Pt = QPty1 — APy,
Qpiy1 = —Pp + apy + my,

1 1
Pi+1 = ——Pt + D + —My,
« o

a—1 1
Di+1 = Py + —my.
o o

1 . . .. -
e Z; = —my. Resulta a seguinte recorréncia de primeira ordem nao
«

a—1

Tomando ¢ =

homogénea

Dit1 = Op; + Z;.
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-, a J—
E importante ressaltar que > 1, pois a é negativo.

-1
a—l<a << L>1 — o> 1.
«

Logo, para a solucao encontrada anteriormente, se o tempo tender ao infinito p; ira
para o infinito também, ou seja, vai divergir. Nesse caso, sera utilizado outra estratégia
para encontrar uma solucao razoavel de forma iterativa, mas ao invés de iteramos no
passado, deve para o futuro. Mas antes disso, isolando a variavel p, em funcao de p;, ;1 e
Dy

1 1

Pev1 = Ope + Zy = Opr = D1 — Lt = P = PP &Zu

~1 ~1
Sp=9 p1— ¢ Zi
Observe que podemos colocar essa recorréncia dessa mesma maneira, mas agora com pPy;1
€ Pt+2;
-1 71Z
Piy1 =@ D2 — @ t+1-

E assim sucessivamente, de modo que obtemos

Perh = O Pernir — & i, h € N.
Esse recurso sera utilizado para iterar a recorréncia para o futuro
pe = ¢ 'pr— o' Z,
= ¢ ¢ P2 = Zi) — 0T 2= ¢ P pie — ¢ P 2 — ¢ 2,
= ¢ o Pr3 = Ziya) = P21 — O 2o = ¢ Ppiys — ¢ P Do — ¢ 22 — ¢ 2y,

h—1

o= ¢ "pn—¢"Y ¢ Ziyi,  h>0.
=0

Agora, pode-se fazer h — o0, e buscar encontrar p, em funcao de valores futuros, o
que ¢é bastante razoével, pois trata-se de expectativas racionais, ou seja, as previsoes sao
perfeitas, além de que espera-se que a economia dure para sempre.

h—1
pe = lim (¢_hpt+h — ¢! Z ¢_iZt+i)-
=0

h—o00

1
Dessa forma, atente-se que como ¢ > 1 =1 > 5 = ¢!, segue que , 1 > ¢~ > 0.

Assim, se p,4; for uma constante, ou seja, um valor limitado a primeira parcela ¢~"p, s,

ird para zero, quando h tender ao infinito, dai:
(0.0

pr=—0""> ¢ Zu
i=0
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Em sintese, o Modelo de Cagan obtém duas solucoes, a depender de das expectativas
assumidas:

adaptativas,
(o)
i
Pt = E O Zy,
i=0
e as racionais,

pr=—¢" Z O " iy
=0

4.4 Modelo econémico como recorréncia de segunda or-
dem

Por fim, ha alguns modelos da economia, que para soluciona-los sao utilizados recor-
réncias de segunda ordem. Contudo, neste trabalho seré apresentado apenas um deles o
Modelo de Samuelson, e de forma mais matematica, ja o modelo de Teia de Aranha

com inventario e o de Taylor podem ser consultados em [26].

4.4.1 Modelo de Samuelson

Este ¢ um modelo classico que ilustra como as recorréncias de segunda ordem podem
ser utilizadas na economia, e foi proposto por Paul Samuelson em 1939, um grande eco-
nomista que nasceu nos Estados Unidos e ganhou o Prémio Nobel da Economia no ano
de 1970. O modelo em si, serve para demonstrar que a interacao entre o multiplicador e o
acelerador pode gerar ciclos de negbcios. Além disso, ele é de economia fechada, ou seja,
de um pais que tem pouca ou nenhuma relagdo comercial com o exterior. As variaveis

que serao utilizadas sao:

Cy: Consumo privado no periodo t,

I;: Custos de investimentos no periodo t,
Y;: Renda no periodo t,

Gy Gastos do governo no periodo t.

O modelo pode ser resumido nas seguintes equacoes

Cy=a+ BY_1, 0<p<l,a>0, (4.12)
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Iy = y(Yie1 — Yioa), v >0, (4.13)

O parametro 8 nada mais é do que a propensao marginal de consumo, que ¢ a tendéncia
que uma comunidade tem de aumentar suas despesas a medida que sua renda também
aumenta, mas proporcionalmente menor que o de aumento de renda, logo 8 deve ser entre
0 e 1. Ja v é o coeficiente de aceleragao, e a e v devem ser positivos.

Substituindo as Equagoes (4.12) e (4.13) na Equagao (4.14), obtemos:

Yi=a+ Y1 +7(Yi1 — Vo) + G =

Y, = (5 + ’}/)Yt_1 —vY o+ a+ Gy (4.15)

Que é uma recorréncia de segunda ordem, nao homogénea. Para resolve-la, temos

(9) (p)

que encontrar uma solugao geral Y, e uma solugao particular Y,"’, pois a solugao da

recorréncia serd da forma

Y; — Y;(Q) + Y;(P).

Desse modo, para encontrar a solugao geral, basta resolvermos a recorréncia de segunda

ordem homogénea relacionada. Reorganizando a recorréncia (4.15) temos
Yi— (B+7)Yie1 +7Yio = a+ Gy (4.16)
Logo, a equacao caracteristica, relacionada é da forma;
r2— (B+7)r+~=0. (4.17)

Resolvendo-a obtemos as raizes,

[—(B‘FV)]i\/[_(5+7)]2—4'1'7:> (B+7) £V (B+7)? -4y
2.1 2 '

Temos agora alguns casos a serem analisados, quando o discriminante A = (3 + )% — 4

for negativo, igual a zero, ou positivo.

12 Caso: Se (8 +7)? — 4y = 0. Teremos apenas uma solugao real, ou seja, r, = ro = 7.
Dai:
B+7)?—4y=0= (B+7)" =47.
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Como «, 3,7 > 0, concluimos que:

B+7)=2y7=B=2/7-7.
Desse modo, concluimos que

2 /7 — v+
T:(ﬁz’Y v)jr:

)
[\3‘%
)

=71 =/.

Portanto

Y9 = ¢y ()t + Cat(\A), Cy,Cy € R.

22 Caso: Se (8 +7)? — 4y > 0. Teremos duas solugoes reais distintas. Logo:

. (Bt +V(B+7y)?E -4y (B V(B2 -4y
1= 9 € T9 = 9 .

E a solucao geral sera da forma

y© _ Cl((ﬂv“y) +/(B+7)? —4’Y>t+02<(5+’7) - W)t

2

b

com C,Csy € R.

32 Caso: Se (B + v)? — 4y < 0. Teremos duas solugoes complexas conjugadas. As-

sim:

L _ B iV - (B+9) (B =iy = (B+9)?
1= € T9 = 5 .

2

Concluindo que

v = Cl<(ﬁ+7)+i\/m)t+oz((ﬁ+v) —’i\/;4fy— (ﬁ+7)2)t

2

Y

onde C,C5 € R.

Para encontrarmos a solugao particular dividiremos o modelo em dois casos: o primeiro
suponhamos que G; = G, ou seja, os gastos do governo sao os mesmos independente de

qual seja o periodo t. Desse modo, a Recorréncia 4.16 fica da seguinte forma

Yi—(B+7)Yi1 +7Yio=a+G.
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Como a parte nao homogénea é uma constante, pela Tabela 2.1, é bastante razoavel
supor que a solugao particular seja uma constante Y;(p ) = A. Substituindo-o na recorrén-
cia,
a+G
1-p

A-—(B+NA+7A=a+G=> A1l - —7+7)=a+G= A=

Segue que,
a+G

1-p

Y;(P) —

Portanto, o caso em que os gastos do governo sao constantes, ou seja, G; = G esta
solucionado, pois ja encontramos a solucao geral da recorréncia e sua solugao particular,

restando apenas somar em cada das situagoes.

12 Caso:
Y, = Ci(yv7)' + Cat(vA)' + Ol‘J_rg
22 Caso:
2 2 1-3
32 Caso:
n:c%y““ﬂ+Mﬁff@77ﬁ)+@<w+v%ﬁ%§v—W+wP)+?tg‘

Resta debater o caso geral, onde os gastos (G; nao sao contantes e variam ao longo
do tempo. Para tal, observe que resolvemos as recorréncias dos modelos de agoes e o
de hiperinflacao de Cagan de forma iterativa, este modo de resolver recorréncias de
primeira ordem, pode ser expandido para recorréncias de ordem ordem. Ou seja, naqueles
caso, concluimos que a solugao particular eram da forma » >, ¢'Z,_;, caso t tende-se ao
infinito. Em nosso caso, como a parte nao homogénea é composta por o+ Gy, suponhamos

que a solucao particular é
i=0

Substituindo tal tentativa na Recorréncia 4.15, obtemos
cH Y WGi=c(B+N+(B+7)) VGiai—ey =7 'Giai+a+Gh
i=0 i=0 i=0

Comparando os termos constantes da equacao, obtemos

(07

1-p5

c=cfty)—erta=e—cf+)ter=a=c(l-f-y+y)=a=c=
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Além disso,

1
0<pf<l=0>-P>-1=1>1->0=>1>1-0>0=——->1>0=

1-5
%>O&>0:>C>O.

Agora, comparando os termos em somatorios
Z VG = (B+7) Z VG — Z V'Gi g i + Gy
i=0 i=0 i=0

Para facilitar a comparagao, vamos explicitar os primeiros termos dos somatorios:

VoGt + 1Gi_1 +1P2Gi o+ -+ = (B+7)0Gi-1+ (B+7)Y1Gi—2 + (B + 7)2Gi—3+ - -
—vYoGi—2 — YP1Gi—3 — Y2 Gi_g - - + Gi.

[gualando os termos semelhantes, em relacao a G;_;, 1 = 0,1, ...,
YoGy = Gy =t =1,

0iGio1r = (B+7)Y0Gio1 = V1= (B+ 7)o = 1 = (B+7),
VoGio = (B+7)U1Gia — 70Gi2 = Yy = (B + 7)1 — 7o,

v = (BH)Vji—1 — Y2, J =2

Desse modo, os coeficientes 1, j > 2, segue a mesma recorréncia homogénea de segunda
ordem, com ¢y = 1 e ¥ = [ + 7 e, para resolver, utilizarfamos a mesma Equagao

Caracteristica (4.17). Logo, a solucdo, pode ser escrita da seguinte forma
;= Cyri + Curd,

com C3,Cy € Re 8 # 2,/7 —~. Para o caso em que 3 = 2,/ — 7, a solugao pode ser

escrita da seguinte maneira
%’ = Cg?”j + C4j7”j, Cg, 04 c R.

As constantes, podem ser encontradas por meio das condig¢oes iniciais ¢y e 1. Vamos

atribuir alguns valores para 3 e v e ver o que ocorre com a solugao.

4 1
Sef=cev=rx
4 1
14+4/12—— 1+4/¢
+ P4
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V5
r—li?:r—li\/g:
2 2710

1 5

7“1——+£ ry~0,72
2 1 -
L V5

Ty = — — — ro =2 0,28
2 10

Ou seja, possui duas raizes distintas e reais. Além disso, podemos encontrar as contantes

Cs e (4, uma vez que

¢0 =1= C3<T1>0 + C4<T2>0 N Cg + C4 =1

P =B+7=1=Csr1 + Cyry Csry +Cyre =1

Isolando umas das constantes C3 ou C4 na 1% equacao do sistema linear, e substituindo

na segunda, obtemos:

1-7“2

Cs = Cy~ 1,64
rn—r2
1—7”1
04: 04%—0,64
g —T1
3 1
Se,@zzevzzentéo
+ 24 1£v12 -1 1++v0 1
r:(6+7) ;ﬁ+7) 7:>7~:—2 == 2\/_:>r:§.

Entao, possui uma tnica raiz real. Agora, podemos encontrar os valores das constantes

Cs e (4, pois
¢0:1203T’0+O4'0'7’0 03:1
=
Y1 =B+7y=1=Csr+Cy-1-r Car+Cyr =1
1 1
:>7“C4:1—T:>§C4:1—§=>C4:1.
2 2
Consid = — = —,
onsidere f3 5€7=3

Neste caso teremos

RSB/ v

OOI»P




o= 1(2+z’x/§)

3
1 .
rog = — (2 — zﬁ)
3
Agora, encontraremos as constantes C3 e Cy,
1/)0 =1= Cg(?“l)o + C4(T2)0 03 + 04 =1
1 = 4

¢1=5+7:§=C37“1+C47"2 037“1+C47“2=§

Isolando umas das constantes C5 ou C4 na 1? equacao do sistema linear, e substituindo

na segunda, obtemos:

C _4/3_T1 C _4/3_T1 03: 4/3_(2/3+Z\/§/3)
T L) e 2/3 —iv/2/3 — (2/3 +iv2/3)
e ks o, = W3- c 4/3-2/3—iv2/3

r— 7o -7 T 2/3+iv2/3— (2/3—iv2/3

Fazendo as devidas manipulagoes algébricas, concluimos que

03_5—2?
1 V2
04254—27
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Capitulo 5
Aplicacao

Um dos maiores dilemas encontrados pelo professor de Matematica é trabalhar varios
conceitos abstratos com os alunos em um espago muito curto de tempo. Tanto o curriculo
quanto o tempo nao permite que os conceitos de juros e porcentagens sejam aprofundados
de forma a levar o aluno a refletir sobre o uso no seu dia a dia.

Sendo assim, o principal objetivo dessa capitulo é apresentar ao professor da Educacgao
Basica exercicios resolvidos sobre Educacao Financeira que envolvam Aportes Mensais,
Juros Compostos e Sistema de Amortizagao desenvolvidos a partir do conceitos de re-
corréncias de primeira ordem homogéneas e nao homogéneas, para que os alunos sejam
incentivados a buscar esse conhecimento.

O primeiro problema proposto foi exatamente o que gerou toda a discussao sobre
esse trabalho. Foi feito um questionamento sobre qual seria o patriménio futuro de uma
determinada pessoa, sendo colocada uma condi¢ao adicional, seriam feitos aportes mensais
além de seu capital inicial. Diante das condigoes apresentadas, foi verificado que os
conceitos ensinados no Ensino Fundamental e Médio nao eram suficientes para dar uma
resposta ao problema, entao a partir do conceito de recorréncia foi possivel encontrar uma
solugao.

Dando sequéncia, serao resolvidos problemas de Juros compostos em varios contex-
tos e Sistema de Amortizacao, comparando os Sistemas Price e SAC, para uma melhor
interpretacao dos resultados encontrados serao apresentados em alguns momentos serao
utilizados tabelas e graficos de barras. Para elaboracao deste capitulo, foram utilizadas

as referéncias [1, 7, 21, 24, 26, 30].
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5.1 Investimento com aportes mensais

Suponhamos que uma pessoa tem um capital inicial e deseja multiplicar esse patrimo-
nio apdés um periodo de tempo consideravel. Para tal, resolve investir essa quantia em
fundos de investimentos, porém além disso para acelerar esse processo, fara depositos men-
sais sem falta nesses fundos. Como descobrir qual serd seu patrimoénio apés um periodo
de tempo? Quanto tempo ele demorara para conseguir atingir um patriménio desejado?

Vamos propor um exemplo numérico que trata desse assunto.

Exemplo 22 Lucas ¢ um investidor de longo prazo, com objetivo de viver de renda em
alguns anos. Para tal, faz aportes mensais de R$ 500,00. Além disso, ele jd possui RS
50.000,00 investidos. Supondo que seus investimentos rendem 1% a.m (a0 més). Encon-
tre uma formula que estima o patrimonio de Lucas em um més t qualquer.

Inicialmente, para facilitar a compreensao do que de fato estd acontecendo neste problema,
tome um t particular, por exemplo t = 4, serd utilizado a Tabela 5.1 para verificar o que
ocorre, a primeira de forma, onde:

t: Periodo de tempo,

Cy: Capital no periodo t,

A: Aportes,

Ji: Juros do periodo t.

t | Cy_1 | Aportes Ji C,

1| Cp | 500 Ji=1-Cy | Ci=Co+ 1 +A
2| Cy | 500 Jo=1-C1 | Co=C1+Jy+ A
3| Cy | 500 J3=1-Cy | C3=Cy+ J3+ A
4| Cs | 500 Ji=1-C3 | Cy=Cs+Jy+A

Tabela 5.1: Investimentos Genérico para t = 4

Substituindo os valores dados no problema, ou seja, Coy = 50000, 1 = 1% = 0,01 e A = 500

e fazendo as devidas iteracoes com o passar do tempo, obtemos a Tabela 5.2.
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t Ct—l A Jt Ct

1 50.000 500 0,01 - 50.000 = 500 C7 = 50.000 + 500 + 500 = 51.000

2 51.000 500 0,01 -51.000 = 510 Cs = 51.000 4 510 + 500 = 52.010

3 52.010 500 0,01 - 52.010 = 520, 10 C5 = 52.010 + 520,10 4+ 500 = 53.030, 10
4 | 53.030,10 | 500 | 0,01 -53.030,10 ~ 530,30 | C4 =~ 53.030, 10 + 530, 30 + 500 = 54.060, 40

Tabela 5.2: Investimento de Lucas para t =4

Retornando ao problema inicial, para resolver tal problema e encontrar uma férmula
para estimar o patrimonio em um periodo de t qualquer, considere a recorréncia Cyy; =
1,01+ Cy+500,VteN, com Cy= 50000, onde Cy € o capital no periodo t.

Afim de determinar uma solugao para Cy, seja a recorréncia linear de primeira ordem
homogénea associada a Cy, oy = 1,01 -4,V t € N. Observe que, variando t obtemos as
sequintes tgualdades,

a1 = 1,01 - (O,

Qg = 1,01 c(q,

a,=1,01-ay_q.
Multiplicando as equacoes membro a membro, temos
ap-ag-ap = (1,01 ap) - (1,01 - aq) -+ (1,01 - 1),
a; = (1,01)" - ap.
Tomando a condi¢ao inicial ag = 1 seque a solug¢ao para a recorréncia
a; = (1,01)".
Fazendo uma substituicao Cy = oy - Yy, na recorréncia inicial obtemos
Cye1=1,01-C, +500 = (1,01)"! - Y, =1,01-1,01" - Y; + 500 =

= (1,01)"*" . Y; = (1,01)"" - ¥} + 500.
Dividindo ambos os membros da equagdo por (1,01)1 obtemos

500

}QH:Y;—FW-
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Resolvendo, a recorréncia anterior:

500

Y, =Y, + —
! O+1,01’

500
Yo=Y+ ——
2 1 —I— (1701)2’

500
Y, =Yg+ ——.
v oy

Somando as equagoes membro a membro

500 500 500

Y, = Y,
ST T T o T T oy

1 1 1
Y, = Y, o —=— )
¢ = Yo +500 (1,01 ottt 1,01t)

Note que a soma dentro de parénteses trata-se de wma progressao geométrica, cujo de

1
razao q = To1 Como, temos que a soma dos t primeiros termos de uma progressao
geométrica €
ai- (¢ — 1)
Sp = ——. 5.1
t g—1 (5.1)

Substituindo os valores de ay € q na Equagdo (5.1) obtemos

1 t 1 t _ t
LY LY 1, l-1o
g _ | 1,01 4,01 101t 101
foL01 L ,  1-100  -000  —0,01
1,01
1,01 — 1
Sy =
"7 1,01t 0,01
Logo,
1,01t — 1
Y, =Yy +500- [ —— ).
t=Yot (1,011%0,01)

Como Cy = 50000, temos que
Co = ap - Yy,

50000 =1-Yy = Yy = 50000.
Desta forma, temos

1 Olt -1
Y_ * ’ .
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Com isso, concluimos que

1,01 —1
C;=1,01"- {50000 =+ 500 - (’—)} ,

1,01t-0,01
1,01t — 1
Cy = 1,01" - 50000 + 500 - (W) (5.2)

Vamos analisar agora o poder dessa féormula, observando o patrimonio investido de

Lucas ap6s um determinado periodo de meses.

Exemplo 23 Qual serd o patrimoénio de Lucas com seus investimentos, considerando as
condigoes iniciais anteriores apds um periodo de 120 meses?

Utilizando a formula (5.2), para t = 120, obtemos

1.01120 — 1
Cha0 = 1,01*° . 50000 + 500 - (’OT),

—1
Ciao ~ 3, 30038689 - 50000 + 500 - (3> 30038689 ) |

0,01
Ci90 =~ 165019, 34 + 500 - 230, 038689,

Cha0 =~ 165019, 34 4+ 115019, 34,
Cha0 =~ 280038, 68.
Ou seja, apds 10 anos (120 meses), o patriménio de Lucas deve ser aproximadamente RS

280.000,00.

Uma pergunta muito pertinente, é quanto de fato ele ganhou com esses investimentos
e quanto ele investiu ao longo desses 10 anos. Vamos aos célculos.
1) Quanto ele investiu no total?
Para responder essa pergunta o célculo é bem simples. Basta somar o capital inicial (R$

50.000,00) com os 120 aportes mensais de R$ 500,00. Logo
Capital Investido = 50000 + 120 - 500 = 50000 + 60000 = 110000.

Portanto, o valor investido por Lucas foi de R$ 110.000,00.
2) Quanto o investimento rendeu de lucro nesses 10 anos?

Para descobrir isso bastante subtrair o montante final do valor investido, ou seja,

280000 — 110000 = 170000.
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Com isso, conclui-se que nessas condi¢oes o rendimento desse investimento foi de R$
170.000,00. Portanto um rendimento de aproximadamente 154% em relacao a todo capital
investido. E esse valor aumenta exponencialmente com relagao ao tempo. Com 20 anos,
a expectativa de montante é superior a R$ 1.000.000,00.

De modo geral, se iniciarmos os investimentos com um capital Cy a uma taxa mensal ¢

e aportes mensais de valor A (comegando no periodo n = 0. Teremos a seguinte situagao:

Cy = C1+iCi+A=(1+19)-C+ A

Generalizando chegamos na seguinte recorréncia
Ct+1 — (1+Z) Ct+A

Vamos resolvé-la, utilizando o mesmo procedimento que utilizamos na situagao problema

do Lucas. Associando esta recorréncia original a sua recorréncia homogénea
a1 =(1+14) -, VteN.
Explicitando os termos, obtemos
ay = (1+i)‘@0,

042:(1+’i>'(]11,

ap=(141) aq.
Multiplicando os termos, membro a membro
apcag = ((1+14)-ap) - (L+7)-ay) - ((1+17) - a1),
a; = (1+4)" - ag.
Tomando a condicao inicial ag = 1, segue que a solucao para a recorréncia homogénea é
an = (1 +1)"
Fazendo a substituicao C; = a4 - Y; na recorréncia original
Copr = (1+1)-Co+ A= a1 Yi = (14+i) oy + A= (1+0)T Y = (140 Y, + A
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Dividindo ambos os membros da equagao por (1 +4)"*! obtemos

A
Y;H-l =Y, + W
Repetindo o processo de explicitar os termos
A
Yi=Yy+—
1 0 + 1 + i?
A
Yo=Y1+——
2 1+ Tk
A
Y, =Y, 1 +——.
t t—1 + TEE
Somando as equacoes membro a membro
A A A
Y, =Y, e
T T A T T e

1 1 1
V=Y + A- TS
t= Yot <1+i+(1+i)2+ +(1+z‘)t)

Note que a soma dentro de parénteses trata-se de uma progressao geométrica, cujo de

razao q = T Como a soma dos t primeiros termos da progressao geométrica é
1
ar- (¢t —1
S, = 1 (g )
qg—1

Substituindo os valores na equacao obtemos

L )

141 1 1 1—(1+41) —i —i
141
144t —1
St:%_
(1+1d)t-4
Logo
(1+4)t—1
Yi=Y0+A- | —F— .
eT et ((1+i)t~z'

Além disso, note que
Co = ag - Yo,
Co=1-Yy = Y,=0C,.
Desta forma, temos '
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Com isso, concluimos que

C,=(1+4)- [OO+A- (%)}

Consequentemente, a féormula geral é

Cr=(1+i)'-Cy+A- (%) (5.3)

Portanto, a Formula (5.3) tem a funcionalidade de buscar prever um retorno futuro,
com base em uma taxa de juros esperada. Porém nao existe uma férmula que da o
resultado com exatidao, pois os investimentos de modo geral dependem de uma série de
varidveis e oscilam com o passar do tempo, mas a utilizando com uma taxa de juros
razoavel, é possivel ter uma boa expectativa, podendo inclusive escolher variados cenarios
desde os mais otimistas (taxas de juros mais altas) aos mais conservadores (taxas de juros

mais baixas).

Observacgao 16 No desenvolvimento dessa se¢ao, foi considerado o caso onde esse aporte
periodico € fixo e constante, mas nada impede desse valor ser varidvel e em funcao do
tempo, pois eles podem aumentar com mudanca de empregos, promogoes salariais, etc.
Por ser um capitulo para o Ensino Médio, esse caso nao serd analisado, mas € uma

sugestao para ser comentado com os estudantes.

5.2 Problemas Resolvidos - Juros Compostos

Nesta segao serao resolvidos oito problemas envolvendo juros compostos, cada um en-
volvendo um conceito diferente. Os problemas 24, 25, 26 sao aplicacoes diretas da formula
de juros compostos, sendo que o segundo no contexto de comparacao de montantes, ou
seja, uma analise de caso. No terceiro, seré calculado o valor do juro. No problema 27
calcularemos o capital inicial, para tal deve-se manipular a formula de juros compostos.
Os problemas 28 e 29 tratam da taxa mensal, de modo geral, para encontra-las requer o
conhecimento de raizes n-ésimas e algumas manipulagoes algébricas, o 28 é uma aplicacao
direta de raizes n-ésimas, ja o 29 requer além do que foi pedido no problema anterior a
conversao de tempo. Para o problema 30 procura-se o tempo, e sao necessarios conheci-
mentos de logaritmo e suas propriedades. Por fim, o dltimo problema 31 é um exercicio
que nao possui alguns dados iniciais, ou seja, mais genérico, porém pode ser resolvido

facilmente com manipulacoes algébricas.
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Exemplo 24 Anténio investe a quantia de R$ 4.500,00 a juros de 1% ao més.
Qual serd o montante retirado apés um periodo de 3 anos?
Note que o periodo de 3 anos, corresponde a 36 meses. Logo, devemos encontrar Msg pela

Formula (3.3), obtemos:
Msg = 4.500(1 +0,01)*® = My = 4.500 - 1,01°°.
Realizando os cdlculos na calculadora, obtemos:
Mss = 6.438, 46.
Portanto Antonio ird retirar apds 3 anos a quantia de R$ 6.438,46.
Os problemas resolvidos a seguir, foram extraidos do livro [21].

Exemplo 25 Afonso pode comprar um terreno por R$ 20.000,00. Ele sabe
que, com certeza, o terreno valerd R$ 30.000,00 daqui a 5 anos. Se ele tiver
a alternativa de aplicar o dinheiro a juros compostos, a taxa de 9% ao ano,
serd que a aplicacao no terreno valerd a pena?

Note que esse problema quer comparar dois montantes apds 5 anos, o valor que o terreno
valerd foi dado, resta calcular quanto ele ganhard com a aplicagdo a juros compostos, a

uma taza de 9% ao ano. Utilizando a Formula (3.3), obtemos:
M = 20.000(1 + 0,09)® = M;s = 20.000 - 1,09° = M = 30.772, 48.

Portanto, caso o valor do terreno apds 5 anos seja de apenas R$ 30.000,00 ¢ mais vanta-

joso para Afonso aplicar o dinheiro a juros compostos.

Exemplo 26 José Luis aplicou R$ 12.000,00 por 10 meses num fundo que
rende juros compostos a taxa de 1,4% a.m. Quanto ele ganhou de juros ao
longo do 102 més?

Observe, que pela Formula (3.3) podemos encontrar o montante, mas ndao o juros direta-
mente. Porém, como jd temos o capital inicial, basta subtrair o montante ao final do 10°

més do capital e o juros serd encontrado. Logo:
M;0 = 12.000 - (14 0,014)' = 12.000 - 1,014"% = 13.789, 89.

Portanto,

M=C+J=J=M-C=J=13.789,89 —12.000 = 1.789, 89.
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Ou seja, José Luis ganhou R$ 1.789,89 por essa aplicagao.

Exemplo 27 Qual capital que deve ser aplicado a juros compostos, a taxa de
1,8% a.m., durante 8 meses, para dar um montante de R$ 6.000,007
Note que nesse problema, nao € o montante que deve ser encontrado, pelo contrdrio esse

valor € conhecido. O valor desejado é o do capital. Pela Equacao (3.3), obtemos:

M
M=C1+i)l=C= .
(1+9) (1+0)
Substituindo os valores dados no problema:
6.000 6.000
= = 5.201, 98.

(1+0,018)8  1,018°
Portanto, o capital que deve ser aplicado nessas condi¢oes para gerar um montante de R

6.000,00 é de R$ 5.201,98.

Exemplo 28 Um fogao é vendido a vista por R$ 800,00 ou a prazo com 30%
de entrada mais uma parcela de R$ 700,00 apds 5 meses. Qual a tara mensal
de juros compostos do financiamento?

Note que ele deseja saber a taxa i, e dd todas as demais condigoes iniciais. Além disso,
como a entrada € de 30%, seque que, 30% de 800 = % =800 = 30 - 8 = 240.

Logo, o financiamento é de apenas R$ 560,00, ou seja, C = 560. Pela Fdormula (3.3),

obtemos:

M
M=C1+i)= 1+ = Yok
Substituindo os valores na equacao obtemos

5700

1+)° =
(1497 = =55

= (1+14)° =1,25.

Observe que ambos valores sao positivos, dessa forma podemos elevar ambos os membros

da equagao por %, assim:

atl=
atl=

[(1+40)%5 =1,255 = (144) =1,0456 = i = 1,0456 — 1 = i = 0, 0456.

Portanto, a taxa de juros mensal deve ser de aproximadamente 4,56 % a.m.

Exemplo 29 Um banco concedeu um empréstimo a uma empresa no valor de

R$ 20.000,00, pelo prazo de 72 dias, cobrando um montante de R$ 26.000,00.
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a) Qual é a taxa mensal de juros compostos do financiamento?

b) Qual é a taxa anual de juros compostos do financiamento?

Para resolver esse problema, inicialmente deve-se encontrar a taxa didria e depois converte-
la em taza mensal, e por fim em taxa anual.

Substituindo os valores

1+)? =" = (1+49)"?=1,3.

Elevando ambos membros da equacao por 7—12

[(1+0)?)7 =1,37% = (1+1) = 1,0037 = i = 0,0037.

Portanto, a taxa didria € de 0,37. Para encontrar a taxa mensal, basta elevar (1+1) pela

quantidade de dias que hd em um més comercial, que por convencao é 30 dias. Logo
(1,0037)* = 1, 1155.

Dessa forma, respondendo o item a a taxa de juros mensal € de aprorimadamente 11,55
% a.m.

Agora, utilizando o mesmo processo, para converter meses em anos, obtemos
(1,1155)* = 3,71293

Logo, como 3,71293 — 1 = 2,71293, seque que a taxa anual € de 271,293 % a.a., que € a

resposta do item b.

Exemplo 30 Durante quanto tempo um capital de R$5.000,00 deve ser apli-
cado a juros compostos, a taxa de 1,9% a.m. para se obter um montante de
R$ 7.000,00°

Observe, que o problema pede o tempo em meses (para facilitar os cdlculos visto que a

taza estd em meses). Utilizando a Formula (3.3)

7000
7.000 = 5.000 - (1 +0,019)" = 2000 1,019 = 1,4 = 1,019".

Para resolver esse problema, utilizamos o logaritmo, e utilizando suas propriedades, obte-

mos

log 1,4

log1,4 =10g1,019" = log1l,4=1t-1log1,019 = t = ———
og i, 0g 1, 0g 1, 0g 1, log 1,019

= t=17,88.

Portanto, diante das condicoes iniciais dadas no problema, o tempo necessdrio para con-

sequir o montante de R$ 7.000,00 é de aprorimadamente 17,88 meses.
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Exemplo 31 A que taxa trimestral de juros compostos um capital deve ser
aplicado durante 1 ano para que duplique seu valor?

Inicialmente, observe que cada trimestre corresponde a 3 meses, logo, como o tempo total
€ de 1 ano, convertendo esse tempo em trimestres, corresponderd a 4 trimestres. Como

deseja que o capital seja duplicado, seque que M = 2C. Substituindo na Formula (3.3):

M—C(1+z’)t:>20—0(1+z’)4:>%—(1+i)4.

Como C' # 0, tem-se que % = 2, logo o valor de C nao importa nesse problema. Logo

2= (1+14)"

1

1, obtém-se

Elevando ambos os membros da equacao por
21 = [(144)Y7 =i~ 1,1802 — 1 = i ~ 0, 1892.

Portanto, a tazxa trimestral de juros é de aprozimadamente 18,92 % a.t.

5.3 Problemas Resolvidos - Sistemas de Amortizacao

Nessa segao serao feitas estudos de casos para os sistemas de amortizagao Price e SAC,

por meio de resolucao de problemas.

Exemplo 32 Carolina deseja muito comprar um carro que custa R$ 50.000,00, buscando
op¢oes de financiamento, o gerente de um banco a ofereceu este capital, a uma taxa de
Juros de 2% ao més, que deverao ser pagas em 36 meses. Calcule os juros e o montante
que deverao ser pagos sequndo o sistema:

a) Price

b) Sac

(a) O Sistema Price de amortiza¢io tem como principal caracteristica parcelas constan-
tes. Descobriremos primeiramente o valor de cada prestagao. Utilizando a Formula 3.6,

obtemos:

? 0,02
P=Dy | ————= | =50.000 - ’ = |-
0 (1—(1+i)_T) (1—(14—0,02)—36)

Efetuando os cdlculos na calculadora, obtemos que

P~ 1.961, 64.
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Logo, como serao 36 parcelas de R$ 1.961,64, para calcular o montante, bastante multi-
plicar os valores, assim:

M = 36-1.961,44 = 70.619, 04.

Por outro lado, como o valor do carro era R$50.000,00, seque que o J = M — C = J =
70.619, 04 — 50.000,00 = J = 20.619, 04.
(b) Ji o Sistema SAC, tem como caracteristica amortizagoes constantes. Porém, como

ele pede o montante é o juros. Basta encontrar o somatdrio dos juros. Pela Formula

(3.10)

= 18.500.

Z":J_z’DO.(n+1)_0,02~50.000-(36+1)_1000.37_37.000
o 2 B 2 22

Portanto o juros total é R$ 18.500,00. Além disso, o montante é soma do capital com o
Juro, dat

M =C+J = M = 50.000 + 18.500 = M = 68.500.

Comparando apenas os juros de ambos sistemas de amortizagao, note que o do SAC é
inferior, mas ainda assim valores proximos considerando o valor do capital. Essa diferenca
torna-se mais evidente em periodos longos, o qual geralmente é caso de financiamento de
imoveis. No préximo exemplo, serao feitas as comparagoes entre os dois sistemas de

amortizacao de forma mais detalhada.

Exemplo 33 Carolina deseja comprar uma moto de R$20.000,00 e tem uma entrada no
valor de R$ 8.000,00, que serd paga no ato da compra. Analise as opgoes financiamentos
nos sistemas SAC e Price, considerando que o banco a ofereceu crédito a taxa de 3% ao
més e que ela deseja quitar a divida em 1 ano.

Inicialmente, como o custo da moto é de R$ 20.000,00 e Carolina jd possui a entrada de
R$ 8.000,00, sua divida com o banco serd de apenas 20.000 — 8.000 = 12.000. Logo para
o financiamento o saldo devedor serd de R$ 12.000,00. Para fins de comparacao, serd
utilizado uma tabela, com cada uma das varidveis, onde pode ser visualizado o que ocorre
em cada periodo e em cada sistema de amortizacao. As varidveis sao:

t: Periodo de tempo,

P,: Parcela do periodo t,

A;: Valor amortizado no periodo t,

Jy: Juros do periodo t,
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Dy;: Divida ou saldo devedor no periodo t,
T: tempo para quitar a divida.

Pelos dados do problema, temos

Dy = 12.000,
i=3% a.m =0,03,
T =12.

Agora, serao analisados cada um dos sistemas

Price: Neste sistema, as parcelas sao constantes, pela Formula (3.6):

P (=)

Substituindo os valores dados pelo problema,

0,03 0,03
P =12.000 - ’ =12.000- (| ———— |.
(1 —(1+0, 03)‘12) (1 — (1,03)—12)

Efetuando os cdlculos na calculadora
P =~ 1.205, 55.

A Tabela 5.3, ficard da sequinte forma

t | P A Ay Dy

0] 0 0 0 Dy

1| P J1 =1Dy Ay =P—J; Dy =Dy — Ay
9 | P| Jy=iDy | Ay=P—J, | Dy=Dy— Ay
3 | P J3 =1Dq As=P—J; D3 =Dy — Ag
4 | P Jy =1D3 Ay =P —J, Dy,=D3— A,
5 | P Js =1Dy As =P — Js Ds =D, — As
6 | P| Jo=iDs | As=P—Js | Dg=Ds— Ag
7P| Jr=iDs | Ar=P—J; | Ds=Dg— As
8 | P Js = 1Dy Ag=P—Jg Dg = D7 — Ag
9| P| Jo=iDs | Ag=P—Jy | Do= Ds— Ag
10| P | Jio=1iDg | Ajg=P —Jig | Do =Dy — Ayg
11| P | Ju=iDy | Aiu =P —Ji1 | D11 =Dy — A
12| P | Ji2=iD11 | Aia =P —Jia | D12 = D11 — Asp

Tabela 5.3: Planilha Price - Caso Geral para 12 parcelas

A Tabela 5.4 serd construida substituindo as condicoes iniciais e o valor da parcela

encontrado, ou seja, P, = P = R$ 1.205,55,Vt € N. Além disso, note que no periodo
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mactal t = 0, hd apenas o valor da divida feita com o banco, para esse caso Dy = 12.000,
mas nao hd juros, pagamento de parcela e consequentemente nem amortizacao da divida,
logo Py = Jg = Ag = 0. Por fim, a Tabela 5.4 serd preenchida por iteragoes, periodo por
periodo, iniciando de t = 0 até o ultimo periodo t = 12, e na ordem (esquerda para a
direita), ou seja, parcela, juros, amortizacao e divida dos periodos, respectivamente. A
linha do tempo t = 1 serd feito passo a passo, substituindo os numeros na Tabela 5.3
as demais serao colocados apenas os resultados aproximados, pois para fins de dinheiro o

importante sao as duas casas apds a virqula.

t P, J; A, D,

0 0 0,00 0,00 12.000, 00
1 | 1.205,55 | 0,03 -12.000 = 360 | 1.250,55 — 360 = 845,55 | 12.000 — 845,55 = 11.154, 45
2 | 1.205,55 334,63 870,91 10.283, 54
3 | 1.205,55 308,51 897,04 9.386, 50
4 | 1.205,55 281, 60 923,95 8.462, 56
5 | 1.205,55 253,88 951,67 7.510, 89
6 | 1.205,55 225,33 980, 22 6.530, 67
7 | 1.205,55 195,92 1.009, 62 5.521, 04
8 | 1.205,55 165,63 1.039,91 4.481,13
9 | 1.205,55 134,43 1.071,11 3.410, 02
10 | 1.205,55 102, 30 1.103, 24 2.306, 77
11 | 1.205,55 69,20 1.136, 34 1.170,43
12 | 1.205,55 35,11 1.170,43 0,00

Tabela 5.4: Financiamento de Carolina - Sistema Price em 12 parcelas

Para encontrar todo o wvalor pago, basta multiplicar o valor da parcela, que € constante

pelo nimero de parcelas, ou seja,
Total pago = 1.205,55 - 12 = 14.466, 60.

Portanto, o total de juros pago nessa operacao pelo sistema Price serd de 14.466,60 —
12.000 = 2.466, 60.

SAC: O sistema SAC tem uma caracteristica diferente, pois ao invés de ter parcelas
constantes, tem-se amortiza¢iao constante. Dessa forma, como o periodo para liquidar a
divida é de 12 meses, e a divida é de R$ 12.000,00, seque que o valor amortizado é

~12.000
12

A = 1.000.
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Pelas Formulas (3.7), (3.8) e (3.9) a Tabela 5.5 com 12 parcelas ficard da sequinte maneira

t Ji Ay P, D,

0 0,00 0,00 0,00 D,

1| Ji=1iDy A P=A+J | Di=Dy— A
2 | Jy=1D, A Po=A+J, | Dy=D, - A
3| J3=1Dy A Pa=A+Js | Ds=Dy— A
4 | Jy=1D; A Pb=A+J, | Dy=D3s— A
5 | Js=1Dy A Ps=A+Js | Ds=D,— A
6 | Js=1Ds A Ps=A+Js | Dg=Ds— A
7| Jr=1Dg A Pr=A+J;, | Dr=Dsg— A
8 | Js=1Dy A Pa=A+Js | Ds=D;— A
9 | Jog=1Dsg A Poy=A+Jy | Dg=Dg— A
10| Jjo=1tDg | A | Po=A+Jio| Digp=Dg— A
11| Ju=iDypw| A |Pu=A+Jn | Dun=Dyp—A
12 | Jig=1iDyy | A |Po=A+Js | Diya=D;1—A

Tabela 5.5: Planilha SAC - Caso Geral para 12 parcelas

Observe que para o sistema SAC, foi explicitado cada uma das formulas, para encon-
trar J;, P;, D;. O professor nesse caso pode propor o preenchimento da Tabela 5,5 de
duas formas diferentes, encontrando cada valor por meio dessas formulas, ou de forma
iterativa, como foi feita para o Sistema Price, cabe ressaltar que a ordem das colunas
foram alteradas com objetivo em facilitar o preenchimento iterativo (da esquerda para a

direita). Substituindo os valores numéricos na Tabela 5.5, obtemos a Tabela 5.6.
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t Jy Ay P, D,

0 0,00 0,00 0,00 Dy

1 10,03-12.000 =360 | 1.000 | 1.000 + 360 = 1.360 | 12.000 — 1.000 = 11.000
2 10,03-11.000 = 330 | 1.000 | 1.000 + 330 = 1.330 | 11.000 — 1.000 = 10.000
3 | 0,03-10.000 =300 | 1.000 | 1.000 + 300 = 1.300 | 10.000 — 1.000 = 9.000
4 1 0,03-9.000 =270 | 1.000 | 1.000 + 270 = 1.270 | 9.000 — 1.000 = 8.000

5 | 0,03-8.000 =240 | 1.000 | 1.000 + 240 = 1.240 | 8.000 — 1.000 = 7.000

6 [ 0,03-7.000=210 | 1.000 | 1.000 + 210 = 1.210 | 7.000 — 1.000 = 6.000

7 1 0,03-6.000 =180 | 1.000 | 1.000 + 180 = 1.180 | 6.000 — 1.000 = 5.000

8 | 0,03-5.000 =150 | 1.000 | 1.000 + 150 = 1.150 | 5.000 — 1.000 = 4.000

9 | 0,03-4.000 =120 | 1.000 | 1.000 + 120 = 1.120 | 4.000 — 1.000 = 3.000

10 | 0,03-3.000 =90 | 1.000 | 1.000 + 90 = 1.090 3.000 — 1.000 = 2.000

11} 0,03-2.000 =60 | 1.000 | 1.000 + 60 = 1.060 2.000 — 1.000 = 1.000

12| 0,03-1.000 =30 | 1.000 | 1.000+ 30 = 1.030 1.000 — 1.000 = 0

Tabela 5.6: Financiamento de Carolina - Sistema SAC em 12 parcelas

Assim, como foi feito para o Sistema Price, o valor total pago é a soma das parcelas,

logo

Total pago = 1.360 4 1.330 + 1.300 + 1.270 4 1.240 + 1.210 + 1.180 +
+1.150 + 1.120 + 1.090 + 1.060 + 1.030 = 14.340,

Total pago = 14.340.

Portanto, o total de juros, nessa operacao pelo sistema SAC serd de 14.340 — 12.000 =
2.340.

Outro ponto que pode ser explorado pelo professor em sala de aula sao as andlises
grificas da divida (Figura 1) e do juros (Figura 2) com o passar do tempo em ambos os

sistemas de amortiza¢ao, SAC e Price.
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Analisando os grdficos da Figura 1 e Figura 2, pode-se tirar algumas conclusoes, no
Sistema Price o saldo devedor sempre serd maior que a do Sistema SAC, com as tunicas
excegoes no ato da divida e ao quitar, por motivos obvios, pois em ambos a divida € feita
no tempo t = 0 e deveriam ser quitadas no mesmo periodo t = 12. E por consequéncia,
0s juros do sistema Price é superior em todos os periodos, com exce¢ao do periodot =1,
pois neste periodo € considerada a divida inicial, que € a mesma. Além disso, no sistema
SAC, a divida e os juros tem um declinio constante, ou seja, uma progressao aritmética
e pode ser modelado como uma fung¢ao afim.

Cabe ressaltar ao professor, que os cdlculos feitos nesse exemplo sao importantes para
o estudante compreender a ideia de cada um dos sistemas de amortizacao. Porém ¢é
totalmente invidvel faze-lo, manualmente ou até mesmo com calculadora nos casos em
que a divida serd paga em um periodo muito superior ao visto no Exemplo 33. Porém,
essa situacao € comum em financiamentos de imdveis, 0s quais o prazo para quitar a divida
pode chegar a décadas. Desse modo, para facilitar sua andlise recomenda-se a utilizacao

da calculadora de amortizacao [7].

Exemplo 34 Sugere-se como atividade, que o professor pesquise o pre¢co médio dos imo-
veis na regiao da escola, e faca a simulagcao de um financiamento imobilidrio, com as
mesmas taxas de juros e tempo para o sistema Price e SAC, comparando os valores das

parcelas, juros total e montante total pago.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho apresentamos a matematica financeira por uma outra perspectiva, a
de relagoes de recorréncias. Esse conceito matemético, apesar de nao constar na BNCC,
é apresentado como uma sugestao de aprofundamento a ser trabalhado no Ensino Médio,
visto que a maioria dos seus pré-requisitos sao conceitos ensinos ao longo da Educagao
Basica, como foi desenvolvido no primeiro capitulo. Além disso, as recorréncias se mos-
traram uma ferramenta poderosa para resolver problemas da matematica financeira, que
apesar de simples, nao podem ser solucionados apenas com juros simples, compostos e
porcentagem, mas que ainda assim, sao relevantes para a Educacao Financeira, como a
rentabilidade futura de um investimento.

No Capitulo 2 foi desenvolvido um estudo detalhado de recorréncias lineares homoge-
neas e nao-homogéneas de primeira e segunda ordem. Uma caracteristica relevante desse
capitulo, é ser o mais pedagbgico possivel, ou seja, com resolucoes passo a passo, desde as
demonstragoes dos teoremas e proposicoes como também nos exemplos resolvidos. Ade-
mais, alguns assuntos matematicos que seriam usados com grande frequéncia como soma
dos termos de uma P.A ou P.G, foram citados e demonstrados. Desse modo, esse material
pode ser utilizado tanto como referencial tedrico para os demais capitulos deste trabalho,
como também pelo publico geral que desejar estudar recorréncias lineares.

No Capitulo 3 foi debatido a importancia da Educacao Financeira para a vida das
pessoas e para o desenvolvimento do pais de modo geral, devido a isso a propria BNCC
tem buscado melhorar e desenvolver essa tematica nas escolas do Brasil. Para finalizar
essa discussao, foram apresentadas as habilidades e competéncias relacionadas a Educa-

¢ao Financeira a serem desenvolvidas na Educacao Basica. Ainda neste capitulo, foram
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aplicados os conhecimentos de recorréncias de primeira ordem, para deduzir as principais
formulas de juros compostos e dos sistemas de amortizacao Price e SAC.

No Capitulo 4, foram feitas relacoes entre recorréncias lineares e alguns conceitos de
algebra linear. O objetivo dessa conexao entre tais tematicas é que o conjunto de solugoes
das recorréncias de primeira ordem, formam uma base de dimensao 1. Por outro lado,
foram apresentados quatro modelos econdmicos que recaem em recorréncias de primeira
e segunda ordem, sendo que os trés primeiros: Modelo de teia de aranha, Modelo de
Preco de Agoes e Modelo de Hiperinflagao de Cagan sao de primeira ordem e o Modelo
de Samuelson de segunda ordem.

O modelo de teia de aranha, comecou a ser estudado com objetivo em reduzir de dar
mais seguranca e equilibrar a demanda e a oferta, em contextos agricolas. O modelo
de Preco de Agoes a grosso modo, busca comparar investimentos feitos em agoes, onde o
prego oscila diariamente e os seus rendimentos sao em forma de dividendos, com aplicagoes
financeiras com uma taxa de juros pré-fixada. Ja o modelo de hiperinflacao de Cagan,
como o proprio nome diz busca uma relagao entre o nivel de pregos dos produtos com
o estoque de dinheiro. Por fim, o modelo de Samuelson serve para demonstrar que a
interacao entre o multiplicador e o acelerador pode gerar ciclos de negocios.

No Capitulo 5, foram propostas situagoes problemas que podem ser trabalhados em
sala de aula. O problema inicial esta relacionado a estimativa de rentabilidade de um
investimento com aportes mensais, este problema foi primeiramente resolvido numerica-
mente, o que permite analises sobre o poder dos juros compostos no longo prazo, devido
ao crescimento exponencial. Apoés isso foi demonstrado o caso geral, obtendo uma férmula
para estimar resultados futuros, dadas condic¢oes iniciais. Finalizando com exemplos re-
solvidos de juros compostos, em diversas situagoes e comparagoes numéricas dos sistemas
de amortizacao Price e SAC.

Como trabalhos futuros, pode-se expandir os estudos para outros modelos da econo-
mia, como, por exemplo, os que sao solucionados por recorréncias lineares de segunda
ordem ou equagoes diferenciais. Além disso, para ter-se analises mais profundas sobre
cada modelo seriam fundamentais conhecimentos de Célculo Diferencial e Integral.

Por fim, espera-se que este trabalho sirva como uma fonte de consulta para professores
que desejam trabalhar a matematica financeira de forma mais aprofundada e com maior

rigor matemético, levando os alunos a desenvolverem as habilidades propostas na BNCC,
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estimulando-os a resolver situagoes mais proximos da realidade do seu dia a dia.
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