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Resumo

Metais nao magnéticos contendo atomos magnéticos, em concentracao bem reduzida, sao
conhecidos como sistemas metélicos com impurezas magnéticas diluidas. Em um intervalo de
valores de baixa temperatura eles apresentam propriedades fisicas com comportamento diferente
do esperado para um metal ideal (sem impurezas). Abaixo desta faixa de temperatura, eles
voltam a ter o comportamento esperado para um metal ideal, descrito como regime liquido de
Fermi.

Atribui-se a causa desta diferenca a um fenomeno fisico denominado de Efeito Kondo, em
homenagem a Jun Kondo. Este pesquisador propos um modelo que foi capaz de descrever,
parcialmente, estes resultados. De acordo com este modelo, as propriedades fisicas em baixa
temperatura podem ser caracterizadas por um parametro, denominado de temperatura Kondo.

Por algum tempo o modelo de Kondo foi capaz de explicar o comportamento de sistemas com
impurezas magnéticas. E verificou-se que outro modelo, o modelo de Anderson, era equivalente
e também capaz de explicar o Efeito Kondo. Mas experimentos com novos materiais (ligas
metdlicas) mostraram a limitagao desta descri¢ao tedrica. Trabalhos posteriores, principalmente
de Nozieres e Blandin, deram origem a diversos novos modelos nos quais um sistema com
impurezas pode apresentar caracteristicas diferentes daquelas apontadas por Kondo.

Nestes novos modelos, as propriedades fisicas em baixa temperatura podem apresentar
comportamento diferente do metal ideal, sendo esta situacao denominada de regime nao-liquido
de Fermi. Um destes modelos é usado nesta dissertacao e é denominado de modelo de Anderson
de Dois Canais. Este modelo descreve um Efeito Kondo anomalo quando os elétrons da banda
de conducao do metal podem interagir com a impureza magnética via duas ressonancias.

A proposta desta dissertacao é calcular os elementos de matriz para determinacao da densi-
dade espectral do modelo de Anderson de Dois Canais. De acordo com os valores atribuidos a
parametros fisicos, este modelo é capaz de reproduzir os resultados de Jun Kondo ou descrever
propriedades fisicas em regime nao liquido de Fermi.

Partimos da defini¢ao analitica da densidade espectral encontrada na literatura. Adequamos
esta expressao para ser usada com o método Grupo de Renormalizacao Numérica, técnica que
diagonaliza o modelo de Anderson computacionalmente. Calculamos elementos de matriz que
auxiliarao numa futura implementagao computacional do calculo da densidade espectral.



Abstract

Non-magnetic metals hosting magnetic atoms, present in a highly diluted concentration, are
known as systems with diluted magnetic impurities. Within a certain range of low temperatures,
they exhibit physical properties that differ from those expected for an ideal metal (without
impurities). Below this temperature range, they return to the expected behavior of an ideal
metal, described as the Fermi liquid regime.

The cause of this difference is attributed to a physical phenomenon known as the Kondo
effect, named after Jun Kondo. This researcher proposed a model that partially described
these results. According to this model, the physical properties at low temperatures can be
characterized by a parameter called the Kondo temperature.

For some time, the Kondo model was able to explain the behavior of systems with mag-
netic impurities. It was found that another model, the Anderson model, was equivalent and
also capable of explaining the Kondo effect. However, experiments with new materials (metal
alloys) showed the limitations of this theoretical description. Subsequent works, particularly
by Nozieres and Blandin, gave rise to several new models in which a system with impurities
can exhibit characteristics different from those indicated by Kondo.

In these new models, the physical properties at low temperatures always display behavior
different from that of an ideal metal, and this situation is referred to as the non-Fermi liquid
regime. One of these models, called the Two-Channel Anderson model, is used in this work.
This model describes an ”anomalous” Kondo effect, where the conduction band electrons of the
metal can interact with the magnetic impurity through two resonances.

The objective of this dissertation is to calculate the matrix elements for determining the
spectral density of the Two-Channel Anderson model. Depending on the assigned values of
physical parameters, this model is capable of reproducing the results of Jun Kondo or describing
physical properties in the non-Fermi liquid regime.

We start with the analytical definition of the spectral density found in the literature. We
adapt this expression to be used with the Numerical Renormalization Group method, a tech-
nique that computationally diagonalizes the Anderson model. We calculate matrix elements
that will assist in a future computational implementation of the spectral density calculation.
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Introducao

1.1 Apresentacao

Este trabalho teve por principal objetivo a definicao de elementos de matriz adequados
a rotina computacional do Grupo de Renormalizacao Numérica para o calculo da densidade
espectral do modelo de Anderson de dois canais. Utilizamos o teorema de Wigner-Eckart e
produzimos uma lista de elementos de matriz. Este resultado podera ser utilizado no futuro na
descricao de alguns experimentos, como por exemplo, a observacao do efeito Kondo através de
espectroscopia de tunelamento [1] ou propriedades de resistividade elétrica [2].

1.2 Introducao

Em baixas temperaturas aparecem fenémenos nao usuais em corpos sélidos: efeito Kondo [3],
efeito Hall quantico [4], etc. O efeito Kondo comegou a ser observado na década de 1930, quando
as técnicas experimentais alcancaram um nivel de desenvolvimento que permitiram medidas
de resistividade elétrica de metais em temperaturas da ordem de unidades de Kelvin. Ao
realizarem estes experimentos em meais simples nao magnéticos, como o ouro, foi observado um
comportamento anomalo: o aparecimento de um valor minimo de resistividade em temperaturas
da ordem de 10K [5].

A interpretacao tedrica deste fenomeno surge em 1964 com Jun Kondo. Ele intepretou que
apesar da liga metéalica nao possuir comportamento magnético macroscépico, ela continha uma
quantidade bem diluida de dtomos com cardter magnético [3], e que estes dtomos interagiam
antiferromagneticamente com os elétrons da banda de conducao da rede cristalina. A medida
que a temperatura diminui, esta interacao se torna significativa e altera a resistividade do
material.

Segundo Kondo, esta interagao seria capaz de anular completamente o carater magnético
da impureza, que por sua vez passaria a espalhar os elétrons de conducao, se comportando
como ‘“quase-caroco”’nao magnético. A ressonancia que provoca essa blindagem da impureza
em funcao do acoplamento com os elétrons de condugao é conhecida como efeito Kondo, ou
ressonancia Kondo.

O modelo proposto por Kondo descreve, a impureza magnética interagindo com elétrons de
conducao. De maneira simplificada, o Hamiltoniano de Kondo é H = Hy. + H;,;, onde Hy,
representa os elétrons de conducao e H;y = —J S.5 representa a interacao antiferromagnética
entre o spin S da impureza e os spins § dos elétrons de conducao com intensidade definida pelo
potencial J. A solucao deste modelo descreve o acoplamento impureza-banda e como pode
ocorrer a blindagem completa do spin da impureza.

Apoés a blindagem completa da impureza, os elétrons da banda de conducao voltam a se
comportar segundo a teoria de liquido de Fermi. Neste regime os elétrons de conducao intera-
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gentes entre si, com energias suficientemente proximas do nivel de Fermi, formam um conjunto
de quasi-particulas que se comportam como particulas livres. Desta forma, mapea-se os elétrons
de condugao interagentes em um conjunto de particulas livres com algumas grandezas renor-
malizadas (por exemplo a massa). Depois da publicagdo do artigo de Kondo foi-se verificado
que o modelo de Kondo podia ser compreendido como um caso particular de um outro modelo
publicado por P. W. Anderson em 1961 [6, 7]. Este outro modelo, conhecido como modelo
de Anderson, é melhor para a andlise tedrica do efeito Kondo e seu parametro de hibridizacao
antiferromagnética é representado pelo potencial V.

Apbs o sucesso inicial das propostas de Kondo e Anderson, constatou-se que medidas expe-
rimentais em novas ligas metdlicas nao podiam ser explicadas pelos respectivos Hamiltonianos.
Como por exemplo na liga metalica UCus_, Pd, [8] ndo se observa o comportamento de regime
de liquido de Fermi dos elétrons de conducao quando a temperatura tende a zero. Todos estes
novos fendmenos passaram a ser clasificados como regime nao liquido de Fermi (NFL) e desde
entao busca-se generalizar os modelos de Kondo e Anderson para descrevé-los. Estes modelos
sao categorizados como modelos de impurezas localizadas, diluidas e que consideram efeitos da
rede cristalina (sendo um excelente material de revisao a referéncia [9]).

Uma proposta de generalizacao do modelo de Kondo foi feita por Nozieres e Blandin em
1980 [10]. Eles propuseram descrever a complexidade dos efeitos da rede cristalina na impureza
magnética atribuindo um grau de liberdade a mais na interacao antiferromagnética entre ela
e os elétrons de conducao. A consequéncia disto é a possibilidade da ocorréncia de um efeito
Kondo super-compensado, no qual os elétrons da banda se acoplariam a impureza, mas em que
poderia nao haver uma blindagem completa do seu spin.

Como o modelo de Anderson é uma generalizacao do modelo de Kondo, foi proposta também
a sua generalizagao, isto €, a presenca de dois canais distintos de ressonancia através de um
grau de liberdade a mais no parametro de interacao antiferromagnética [11]. Este modelo, dito
modelo de Anderson de Dois Canais, é o modelo de interesse para o desenvolvimento de nosso
trabalho. O Hamiltoniano que descreve este modelo de forma simplificada é:

H = Hbc+Himp+Hhib y (121)

H,y. representa os elétrons de condugao, como no modelo Kondo, H;y,, representa os niveis de
valéncia da impureza magnética e Hyy, o< V, < fil o.aChoa T h.c.) representa os acoplamentos

entre a banda de conducao e a impureza. O operador de segunda quantizacao cj 4 o destréi um
elétron da banda de condugao com momentum k, com componente z de spin o = +1/2 ou —1/2
do canal de energia o = 1 ou 2. O operador fjw’a ¢ um operador de segunda quantiza¢ao
responsavel por mudar o estado de valéncia da impureza pura (desacoplada dos elétrons de
conducao). Essa ressonancia tem intensidade dada por um potencial V,, definido para cada
canal.

Os detalhes sobre o Hamiltoniano (1.2.1) e sobre os operadores serao apresentados no
proximo capitulo. O operador fjlﬁm ¢ importante para o calculo da densidade espectral deste
modelo, sendo responsavel por promover um elétron da banda de conducao para a impureza e
vice-versa.

A resolugao do Hamiltoniano (1.2.1) é obtida por meio da técnica desenvolvida por K.G.
Wilson denominada Grupo de Renormalizagao Numérica (GRN). Em 1970 ele utilizou a técnica
para resolver o Hamiltoniano de Kondo [12] e anos depois, em 1975, o mesmo procedimento foi
utilizado por Krishna-murthy, Wilson e Wilkins para solucionar o Hamiltoniano de Anderson
tradicional [13].

Em linhas gerais, o GRN estabelece uma transformacao no Hamiltoniano (e consequente-



mente na sua base de operadores), tal que as escalas de energia do problema sao adicionadas
ordenadamente. No capitulo 3 mostra-se que o efeito desta transformacao pode ser compre-
endido por um modelo de tight-binding de cadeia semi-infinita. A diagonalizagao é feita de
maneira iterativa. Considera-se como etapa inicial a impureza desacoplada, calcula-se os seus
autovalores e autovetores e adiciona-se um novo conjunto de estados de elétrons de condugao re-
ferente a nova escala de energia. Este processo repete-se até atingir o nivel de energia desejado.
Todo este procedimento esta em detalhes descrito na referéncia [11].

Nesta dissertacao apresentamos a expressao matematica da densidade espectral adequada
ao Hamiltoniano de dois canais solucionado pelo GRN. Partimos de uma discussao mais geral da
expressao encontrada na literatura [14, 15] e em outro trabalho semelhante [16]. Esta expressao
da densidade espectral em termos do GRN assume a forma:

2
. 2 ‘<f| fil,a,a |Q>‘
P (e) = %; e , (1.2.2)
dz

Ei—Ej=w

onde () e f representam os estados fundamental e excitado, respectivamente, da impureza desa-
coplada dos elétrons de condugao. Esses estados tém energias Eg e £} definidas em termos do
parametro z, especifico do GRN, utilizado na discretizagao logaritmica da banda de conducao.

Neste trabalho calculamos os elementos de matriz (f] fil"m |2) utilizando o teorema de
Wigner-Eckart. Eles foram denominados “elementos de transicao da matriz da densidade es-
pectral”, porque se referem a mudanca do estado fundamental da impureza para um estado
excitado. Todos estes elementos estao compilados no apéndice A e constituem o principal
resultado desta dissertacao. Isto viabiliza, para um trabalho futuro, a adequacao completa
da expressao analitica da densidade espectral (5.1.1) para a rotina computacional do GRN,
possibilitando seu uso junto com técnicas como Microscopia por Tunelamento de Varredura
(Scanning Tunneling Microscopy - STM) e UPS/XPS (espectroscopia de fotoelétrons excitados
por ultravioleta/espectroscopia de fotoelétrons excitados por raios-X).



Modelo de Anderson de dois canais

O modelo de Anderson tradicional é amplamente empregado e conhecido na literatura, sendo
utilizado para descrever uma impureza com carater magnético localizada em um metal nao-
magnético, tendo como caso particular o modelo de Kondo. O modelo de Anderson apresenta
valéncia inteira e um momento magnético nao-nulo representado por um nivel fixo de energia.

Nozieres e Blandin [10] analisaram a impureza de maneira mais geral ao introduzir os efeitos
do campo cristalino da rede. Em seu trabalho, eles mostram que o resultado desta abordagem
¢ a separacao da banda de conducao em grupos distintos de elétrons que foram denominados
canais. A idéia principal de canal é trocar os efeitos da rede cristalina pelo acréscimo de um
grau de liberdade no potencial antiferromagnético (V' — V,,). Isto deve ser capaz de descrever
o regime nao-liquido de Fermi (NFL) através competi¢ao dos elétrons de diferentes canais na
blindagem do momento magnético da impureza.

Utilizando de ferramentas modernas de revisao bibliografica como ConnectedPapers [17]
e ResearchRabbit [18], verificou-se a existéncia de poucos artigos que utilizam o modelo de
Anderson de dois canais considerado neste trabalho, sendo assim, foi proposto inicialmente o
estudo e subsequente calculo da densidade espectral para este modelo. Aqui neste trabalho,
calcularemos apenas os elementos de matriz necessarios para o calculo da densidade espectral
na forma de elementos reduzidos denominados invariantes.

A liga metalica C'e;_,La,NigGey é um exemplo de composto onde o modelo de Anderson
de dois canais pode ser 1til. Segundo U. Killer [19], medidas de calor especifico, suscetibilidade
magnética e resistividade neste composto revelam comportamento nao-liquido de Fermi. Isto
ficou evidenciado por Scheidt [20] no comportamento do calor especifico abaixo do pico Kondo.
Ferreira et al. analisaram estes resultados usando o modelo de Anderson de dois canais em
artigo [21].

Apresentaremos brevemente o modelo de Anderson de dois canais. Todo o desenvolvimento
referente ao modelo apresentado nessa segdo pode ser visto na referéncia [11] de forma mais
completa, entretanto ilustraremos aqui alguns detalhes do modelo.

2.1 O modelo de Anderson

O modelo de Anderson de um canal, originalmente chamado apenas de modelo de Anderson,
foi concebido como uma maneira de estudar ligas magnéticas diluidas [6]. Diferentemente de
uma dopagem convencional, os sistemas descritos pelo modelo de Anderson consideram um
atomo com caracteristicas magnéticas, denominado impureza, diluido em outro material nao-
magnético em uma concentragao muito pequena.

A presenca destas impurezas cria momentos magnéticos localizados com valéncia incompleta,
normalmente representada por um orbital d ou f. A figura 1 representa esquematicamente o
modelo de Anderson de um canal. Por nao ser feita a consideracao de Nozieres e Blandin, os
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elétrons da banda de conducao se acoplam a impureza por meio de um tunico potencial V.

D

ep =10 0

Figura 1: Esquema do Modelo de Anderson de um canal: A banda eletronica é representada por uma banda semipreenchida com
largura 2D que é acoplada & uma impureza magnética por meio de um potencial V. Representamos as quatro configuracoes de spin
possiveis para o acoplamento banda-impureza. Observe que o estado fundamental depende do valor da energia €4: se €4 < 0, entdo
a configuragdo com apenas um elétron é favorecida, pois a adi¢do de outro elétron adiciona a repulsdo Coulombiana U.

Em linguagem de segunda quantizacao podemos escrever o Hamiltoniano que descreve esse
sistema como:

Energia cinética Estrutura de dois Niveis + Repulsio Coulombiana  Hibridizagdo(Acoplamento Impureza-Banda)
———N—— Vs - ~N Vs S ~
_ T T T T
H=> e} oo+ eadbd, + Udldd|d, + Vildicro + ¢}, ,ds) :
k,o o k,o
(2.1.1)

que representa o acoplamento de uma banda semipreenchida de largura 2D acoplada a uma
impureza magnética com orbital de valéncia d ou f por meio um elemento de matriz nao
diagonal V. Aqui os operadores ¢, € CLU sao responsaveis por criar ou destruir um elétron com
momentum k e spin ¢ na banda de conducio, enquanto os operadores d, e df sdo responsaveis
por criar ou destruir um elétron no nivel de valéncia da impureza com spin o. Essa impureza
pode entao atingir uma das quatro configuragoes de spin: zero, ocupacao simples (spin para cima
ou para baixo) e ocupagao dupla. No caso de dupla ocupagao, hd uma repulsdo coulombiana
U entre os elétrons.

No caso em que o nivel de energia 2¢;+ U tem energia total igual a zero, este Hamiltoniano
apresenta simetria particula-buraco, e é denominado Modelo Simétrico de Anderson. Este
modelo foi empregado por Wilson no desenvolvimento da técnica do Grupo de Renormalizacao
Numérica (NRG) e apresenta limite Kondo para baixas temperaturas. O caso generalizado
para dois canais que trataremos mais adiante corresponde ao caso simétrico, portanto nos
restringiremos mostrando apenas resultados do modelo simetrico de Anderson. Quando €; < 0,
a configuragdo com apenas um elétron é favorecida. Schrieffer e Wolff demonstraram [7] que
isso é equivalente ao modelo Kondo.

Enquanto no Modelo de Anderson hé troca de elétrons entre a impureza e a banda de
conducao, no Modelo Kondo a impureza tem um numero fixo de elétrons, nao ha situacao em
que o spin total seja diferente de 1/2. Dizemos que os elétrons foram simplesmente “flipa-
dos”. Portanto, pode-se afirmar que o Modelo Kondo é o limite de valéncia inteira do Modelo
Anderson.

Em baixas temperaturas, a resistividade elétrica de metais condutores cai com a temperatura
até atingir um valor minimo. Este comportamento se da pelo fato de que em um metal condutor
os atomos estao confinados em um local da estrutura da rede e oscilam em torno de suas
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posicoes de equilibrio. Em altas temperaturas essas oscilagoes dao origem a oscilagoes coletivas,
chamadas de fonons, que sao capazes de espalhar os elétrons de conducao. Este fenomeno
implica no aumento da resistividade do material. Conforme a temperatura do metal condutor
diminui, as interacoes entre elétrons e também entre elétrons de conducao e fonons diminui, os
atomos possuem menor energia e por sua vez deixam de dar origem a essas oscilacoes coletivas.
Desta forma a resistividade diminui até atingir um valor de minimo em 0K.

No entanto, ao longo dos anos, evidéncias foram acumuladas, apontando para um acrescimo
na resistividade em baixas temperaturas para ligas de metais nao-magnéticos contendo impu-
rezas magnéticas. Kondo mostrou que, ao contrario das impurezas nao magnéticas, que dao
aumento para espalhamento independente de temperatura, o espalhamento devido a presenca
de impurezas magnéticas é ampliado em baixas energias ou temperaturas [3].

Isso leva a comportamentos observados de divergéncia logaritmica na resistividade em uma
temperatura especifica Tk,

kpTy ~ De 7071 (2.1.2)

denominada temperatura Kondo, onde p é a densidade de estados no nivel de Fermi, J é um
potencial de troca dos elétrons que encontram a impureza e kg é a constante de Boltzmann.

Como mostrado por Schrieffer e Wolff [7] o modelo de Anderson ajusta-se ao modelo de
Kondo conforme a temperatura diminui: as configuragoes de quatro spins acessiveis ao sis-
tema nao estao mais disponiveis e o sistema tem apenas as configuragoes de ocupagao Unica
disponiveis, como na abordagem de Kondo.

{=——

Figura 2: Esquema do Modelo de Kondo de um canal: O spin da impureza é fixo, podendo apenas mudar sua orientagdo ao
espalhar os elétrons de condugdo. Note que essa é uma configuragdo semelhante ao esquemético do modelo de Anderson de um
canal, mas sem o nivel duplamente ocupado.

Nessa transformacao realizada por Schrieffer e Wolff o nivel com dois elétrons passa a ser
considerado um estado excitado com energia muito superior a energia do nivel de Fermi. Em
outras palavras, o modelo de Kondo de um canal pode ser recuperado do modelo de Anderson
de um canal ao desconsiderarmos estados de maior energia, que é o que ocorre conforme a
temperatura do sistema diminui.

2.2 O modelo de Anderson de dois Canais
Ligas metdlicas e novos materiais requerem mais graus de liberdade [10] para recriar o com-

portamento NFL. Podemos propor assim um Hamiltoniano com um grau de liberdade adicional
a = 1,2 para descrever tais sistemas, denominado canal, de modo que o nosso Hamiltoniano se
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torna:

H =€l ,oCioa+ Y cadidy + Udldidd, + > Via(dl oo + cf ,0do)- (2.2.1)

k,o o k,o

A principio ndao hé nada de errado com a proposicao, estamos considerando um grau de
liberdade adicional. Entretanto essa proposi¢ao dé origem & um modelo trivial[11] como vamos
mostrar a seguir.

Consideramos a mudanca de base

Gk.o+ _ 0 v Ck,o,1
( gk,a,— ) N < v _9 ) ( Ck,a,Z > (222)

_ %1 _ Vo : .
com 0 = —— e v = —2—=. O novo modelo pode ser escrito como:
\VEHVE \VE+VE P

H=) ¢ (g;i,mngk,g,Jr + g;(,’_gk,g,f) + Eqdid, + UdMTdIdi +4/V2+ V2 Z(g;o_,erk,g + h.c).
k,o

k,o
(2.2.3)
Se considerarmos o “novo canal” 8 = +, — e os operadores ¢i , 3 como operadores deste novo
? ) 75

canal, obtemos um termo de hibridizacao 1/V? + V32 de uma banda de conducao desacoplada
(indice —) e uma estrutura de banda acoplada que é equivalente ao modelo tradicional (canal
tnico) (2.1.1). Sendo assim, essa proposigdo nao é a correta para a consideragdo do modelo
com presenga de canais.

2.2.1 Proposta de Cox

O Hamiltoniano que pode descrever esse sistema foi sugerido em comunicacao particular no
desenvolvimento do trabalho [11] como uma generalizacdo do modelo de Anderson, mas com
uma hipdtese para a implementagao dos canais como um grau de liberdade nao-trivial.

Seguindo essa hipdtese o Hamiltoniano

H = Himp + Hhyibridizagaos (2.2.4)

¢ representado por um termo Hiy,p que representa a impureza desacoplada:

Hipp = Z ekJ,acL’U’ackU,a + Ey Z im, o) (m, 0| + Ee, Z (lm—1,a) (m—1,q]
k,o,a o o' s (225)

+m+1,0) (m+1,al)

e um termo Hiyibridizacao que Tepresenta a parte do Hamiltoniano que “mistura”os estados da
banda de condugao com estados da impureza:

Hyivridizacio = Z Va (filp—,oéck,o‘,a + h.C.) : (2.2.6)

k,o,«

por meio do operador fi definido como

1,0,a07

fliga =Im,o) (m—1,a] + (20) |m + 1,a) (m, —o|, (2.2.7)

com

a=3-a, (2.2.8)
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e que representa (juntamente com seu conjugado) o operador responsavel por realizar as
transicoes entre estados da impureza e da banda de conducao para estados mistos. O canal é um
grau de liberdade adicional proposto por Noziéres-Blandin para representar dois mecanismos
distintos de interagao entre a impureza e os elétrons de conducao. Nao é um canal fisico.

Para entender a proposta, vamos considerar o diagrama representado pela figura 3, no qual
definimos estados |m, o) localizados com energia Ey. Estes sdo os estados fundamentais da
impureza. Note que estes aparecem na expressao (2.2.5) e representam os estados com m
particulas com spin total o = £1/2. A impureza ainda tem dois estados excitados |m £ 1, «)
com spin total igual a zero e uma caracteristica de canal a = 1,2 e energia E.,. Todos estes
estados estao hibridizados por meio de um potencial V,, com a banda de conducao.

nz—l?a m+1,«

m.o m,o

Figura 3: Esquema de interagoes entre os estados da impureza e os elétrons de condug@ao. m é o niimero de elétrons no orbital da
impureza, o = £1/2 e quando a = 1, @ = 2 e vice-versa. Em a) um elétron de condugdo {k, o, a} se hibridiza com o estado local
{m —1,a} e forma o estado de spin . Em b) um elétron de condugao {k, —c, a} se hibridiza com o estado local {m, o} e forma o
estado de spin zero. Os processos inversos sao realizados pelo operador conjugado.

O termo (2.2.6) é responsével por retirar um elétron da banda de condugdo com nimeros
quanticos {k, o, a} e adicionéd-lo a impureza, fazendo uma transigao de um estado |m — 1, &)
para um estado |m, ), ou de um estado |m,o) para um estado |m + 1,«). Obviamente, o
termo conjugado faz os processos inversos aos descritos em a) e b) na figura 3.

Essa representacao descreve um sistema com estados de dubleto semelhantes a representagao
do modelo de Anderson de um canal e com simetrias obedecendo as regras apresentadas an-
teriormente. Tal sistema pode ser descrito graficamente pela figura 4. Este é o modelo que
consideramos como o modelo de Anderson de dois canais e que buscamos encontrar uma des-
cricao para a sua densidade espectral através do método computacional GRN.

L& ol

|m —1,a) lm+ 1, )

Va

Figura 4: Modelo de Anderson de dois canais. O estado fundamental é um dubleto com m particulas e spin total o = £1/2 e dois
dubletos como estados excitados, com m = 41 particulas, spin total igual a zero e com canal a.

Um aspecto abordado na tese de doutorado do professor Joao Vitor Batista Ferreira [11] e
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que utilizamos aqui é a descricao dos estados deste sistema por meio dos ntimeros quanticos
“917, “727 e “s”. Estes nimeros quanticos surgem ao considerarmos a adigao de elétrons a um
estado quantico. Abaixo temos o operador de spin S que é relacionado com o nimero quantico

S:

QSZ = ’m7T> <m7T | - ’mww <m7\L | + Z(frt,T,afn,T,a - f¢t7¢,afn,¢,a)

n,o

; ; (2.2.9)
= Z (fnmafnma - fn7¢,afn,¢,a)a
n=—1,a
Sp=lm ) m L |+l afata= Y fiafutas (2:2.10)
n,x n=—1,a
e
So=|m ) m [+ fl afata= D fhiafata (2.2.11)
n,o n=—1,x
J& os numeros quanticos “j,” surgem da relagao dos seguintes operadores:
N
2‘]2 = |m + 17 a) <m + 1a a| - |m - 17 a) <m - 17 Oé| + Z(f7;¢,afn,T,a) - fn,i,af;¢,a)
n=0
N (2.2.12)
= > (hrafara) = fasaltie):
n=-—1
N N
JE=Im+La)m—1—a|+ > (—=1)"fl =D (=0 (2.2.13)
n=0 n=—1
e
N N
Ty =Im—1—a)(m+1Lal+ Y (=1)"farafate = Y (1) farafata: (2.2.14)
n=0 n=-—1

com a = 1, ou 2 representando o canal. Os nimeros quanticos j, buscam replicar a idéia de
carga axial apresentada por B. A. Jones [22]. A idéia principal por tras desta consideracao
é a de que o operador J, comuta com o Hamiltoniano H replicando a algebra de spin. Ao
adicionarmos dois ou zero elétrons em um canal, a sua carga axial (resultante do operador J,)
é jo = 1/2 e descreve um “buraco”na simetria “particula-buraco”que o sistema possui. Ao
considerarmos a adi¢ao de um elétron via canal a temos carga axial resultante j, = 0.

Ao contréario da carga axial, o spin nao é conservado em cada canal separadamente, mas
o spin total S comuta com J,. Isso permite que utilizemos também seus autovalores s como
numeros quanticos do sistema. Estes nimeros quanticos podem ser agrupados de acordo com a
tabela 1, onde a soma de elétrons via canal 1 ou canal 2 pode dar origem a estados com valores
de 71, 72, s iguais.
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r | |canal 1, canal 2) J1,72, 8
1 |14, 1) 1/2,1/2,0
2| (C)M1LO0) [1/2,1/2,0
4 |0,0) 1/2,1/2,0
] [1,0) 0,1/2,1/2
3 | 4,0) 0,1/2,1/2
L =DY 1) ] 1/2,0,1)2
2 0, 1) 1/2,0,1/2
4 10, ) 1/2,0,1/2
1 [T, 1) 0,0,1
2 LILD+LD | 001
3 4.4 0,0,1
Al St -1LN] 001

Tabela 1: Tabela 1: Vetores formados pelas combinagoes dos estados de cada canal. Vetores com mesmos nimeros quanticos
estdo no mesmo grupo, diferenciados pelo indice r. Estes niimeros quanticos sdo obtidos através da carga axial J, e do niimero
total de spin S. Ao adicionarmos um par de elétrons em um canal na iteracdo N temos o acréscimo de um termo (—I)N que muda
o sinal do estado.

Este resultado é importante pois utilizaremos a notacao que considera os nimeros quanticos
|71, j2, ) na mudanga de uma etapa N — 1 para a etapa N, através da soma de elétrons via
canal «, e que respeitam a algebra da tabela 1. Denominaremos as formas distintas de somar
zero, um ou dois elétrons via cada canal de tipos e apresentaremos este resultado conforme
necessario na tabela 2 do capitulo 5.3.

2.2.2 Transformacao de Schrieffer-Wolff

Por fim, para mostrarmos que o modelo de Anderson de dois canais proposto é nao trivial,
devemos realizar a transformacao de Schrieffer-Wolff e mostrar que o modelo se transforma em
um modelo de Kondo de dois canais.

Schrieffer e Wolff mostraram [7] que o Hamiltoniano de Anderson de uma impureza e o
Hamiltoniano de Kondo sao equivalentes por meio de uma transformacgao unitéaria especial (a
transformagao de Schrieffer-Wolff). Nesta transformagao, o Hamiltoniano efetivo para baixas
energias ¢ derivado do Hamiltoniano exato ao desacoplar os setores de alta e baixa energia do
problema da impureza.

Executaremos brevemente tal transformacao para o Modelo de Anderson de dois canais e
mostraremos que ele é equivalente a um Hamiltoniano Kondo de dois canais. Comegaremos
com a transformacao de Schrieffer-Wolff

H=e™He, (2.2.15)

que é uma transformacao unitaria, onde S é o gerador da transformagao e o Hamiltoniano geral
pode ser visto como H = Hy+AH,, com uma parte diagonal Hy e uma parte nao diagonal H, na
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base Hy. Se expandirmos a transformacao unitaria com a expansao Baker-Campbell-Haussdorf
k=1

podemos manipular a expressao (2.2.15) e escrever em termos de um comutador de ordem k.
Temos assim a expressao:

(2.2.16)

?v|>/

H=H+\S, H]+ %2[5, (S, H]] + g (S, H], . (2.2.17)

Podemos fazer uma aproximagao de primeira ordem, resultando em:
H =~ Hy + [S, H,] (2.2.18)
e o operador S deve obedecer a relagao
[S, Ho] = —[H,, S| = —H,. (2.2.19)

Considerando agora as expressoes (2.2.5) e (2.2.6) nosso objetivo é eliminar termos lineares
em V,, por meio dessa transformagao. Definimos entao, em termos da expressao (2.2.18),

Hy = Z ek,g,acgmackg,a + Ey Z |m, o) (m, 0| + Eep Z Im —1,a) (m —1,q]

foe i o (2.2.20)
+Ee »_Im+1,0) (m+ 1,0

«

=YV, (fil’mck,,m n h.c.> (2.2.21)

ko,

Calculando o gerador S usando dois autoestados quaisquer de Hy, |a), |b) e a equagdo
(2.2.19), podemos escrever:

(a| [Ho, S] |b) = (a| H, |b) (2.2.22)
que nos da
Hv,a,b
<a| S |b> == m, (2223)

onde E, é a energia do estado |a) e Ej, é a energia do estado |b). Podemos tomar a soma em
a,b multiplicando a esquerda por |a) e a direita por (b|, que resulta em:

vab
S = ZE Eb (b] . (2.2.24)

Aqui o termo H, ,; conecta estados que sao diferentes entre si por um elétron e que consi-
derando o nosso modelo permite as possibilidades:

|m,o) — |m — 1, a) , com energia ¢, — Ey + E, (2.2.25)
m + 1, ) = |m, o), com energia €, + Ey — E.,. (2.2.26)
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Podemos escrever o operador S assim:

|m—1,—13> <m, u| |m,—u> (m—|—1,8|
= E V +(2 — h.c. 2.2.2
S Ig{ ‘. - » ( ,u) ‘. 3 » Cq,, c ( 7)

@B,
onde os parametros ¢, § e p indicam momento, canal e spin, respectivamente.
Devemos observar que [|m, o) (m, 0|, ¢ 5] = 0, pois |m, o) (m,o| nao altera o niumero de
elétrons no estado, e {{m x1,a) (m,0|,ckop5} = 0, pois |m = 1, a) (m,o| cria ou destréi um
elétron no estado. Deste modo, o comutador [S, H,| pode ser escrito como

—2V2
[S,H,] = Z ﬁ |m, o) (m, —o] <CL,—0,O¢CI€»U»O4 + cLU’ack,_U,a> . (2.2.28)
ex — 0

k,o,a

Podemos fazer algumas definigoes, a fim de encontrar o Hamiltoniano de Kondo:

5= 2 Chpa U;’V Cva (2.2.29)
k,q
§ = (mp| 2 |mv) (2.2.30)
8V2
Jo = "%, 2.2.31
Ee:c - EO ( )

onde 0,, sao as matrizes de Pauli. Usando essas definicoes podemos reescrever a equacao
(2.2.28):

H o~ Hy+ Y Josi- S, (2.2.32)

que representa um Hamiltoniano Kondo com a presenca de canais. De forma que se E,, > Fj o
acoplamento J, adquire comportamento antiferromagnético, como no modelo de Kondo usual.

Uma vez que somos capazes de recuperar um Hamiltoniano do tipo Kondo a partir de uma
transformacao de Schrieffer-Wolff no nosso Hamiltoniano proposto, podemos confiar que temos
um Hamiltoniano do tipo Anderson, mas agora com um grau de liberdade a mais, o canal
a=1ou?2.
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Grupo de Renormalizacao

Nesta breve secao daremos uma introducgao sobre as principais ideias por tras do Grupo de
Renormalizagdo Numérica (GRN) de Wilson. Nao temos interesse em explicar cada detalhe
por tras do método ou apresentar um cédigo computacional, pois ja existe muito material
bom sobre o assunto como por exemplo [12, 23]. No entanto, achamos interessante ter algum
conhecimento geral sobre os conceitos que serao utilizados ao longo deste trabalho.

3.1 Discretizacao Logaritmica

O método GRN pode ser aplicado a varios sistemas diferentes, principalmente sistemas da
forma: uma impureza com um pequeno numero de graus de liberdade, acoplada a um banho
de férmions ou bdsons, geralmente com um espectro de excitagao continua [23].

A principio nao ha restricoes sobre a forma do Hamiltoniano que descreve a impureza,
entretanto, o banho térmico deve ser constituido de bésons ou férmions nao interagentes, caso
contrario, os varios mapeamentos em que consiste o método nao podem ser realizados. De
modo geral, o método padrao do GRN prossegue conforme definido por um conjunto de etapas
a serem seguidas [23]:

1. Divisao do espectro de energias do banho em um conjunto de intervalos logaritmicos.

2. Reducao do espectro continuo a um conjunto discreto de estados. Esta etapa também é
conhecida como discretizagao logaritmica.

3. Mapeamento do modelo discreto em uma cadeia linear semi-infinita.
4. Diagonalizacao iterativa deste modelo de cadeia.

5. Analise das energias dos elementos de matriz do sistema de muitas particulas. Esta etapa
permite extrair informagoes sobre pontos fixos, propriedades estaticas e dinamicas do
modelo de impurezas.

As especificidades dessas etapas nao serao discutidas em detalhes. No entanto, a ideia geral
por tras desse procedimento esta na discretizagao logaritmica da banda de conducgao e na sua
adequacao, através de uma mudanca de bases conveniente que transforme o Hamiltoniano em
um Hamiltoniano iterativo.

O Hamiltoniano geral para um modelo de impureza tem a influéncia do banho fermionico
descrito pela chamada funcao de hibridizacao [23]:

Alw)=m> V6w — e) (3.1.1)
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Essa func@o descreve os elétrons com energia w (h = 1) mudando de estados discretos
localizados para estados continuos da banda de conducao (e também o processo inverso). Assim,
se estivermos interessados apenas nas contribuicoes das impurezas para a fisica do modelo de
Anderson, podemos reescrever o Hamiltoniano de varias maneiras, desde que as manipulacoes
nao alterem a forma de A(w).

A literatura comumente assume [23, 11] que esta fun¢do A(w) esta completamente dentro
do intervalo [—D, D] (que define a largura da banda de condugdo) e portanto usa-se D = 1
como a unidade de energia sem perda de generalidade.

A partir deste ponto a banda de conducao acoplada a impureza sofre um processo deno-
minado discretizagao logaritmica, no qual a particao da banda é descrita por um conjunto
logaritmico de intervalos de largura A™" com A sendo um parametro de ajuste do tamanho do
seccionamento e o indice n = 1,2, 3, ... representando os setores, como mostrado na figura 5.

a) “ A(w)

\j

O

"L
NivZg

= €4 €, €3
OO OO0

Figura 5: Representagio dos passos 1 ao 3. Aqui a banda de condugdo é acoplada & impureza (verde) através de uma fungao
de hibridizagdo A(w) [17]. (1) A banda de condugado continua é particionada logaritimicamente em fatias de comprimento A™",
n=.,-2,-1,0,1,2,... (2) Cada regido de comprimento A~™ é aproximada por um tnico estado do sistema. (3) Cada regiao é
entdo mapeada como um sitio de uma cadeia linear acoplada & impureza. (Imagem retirada da referéncia [17]).

1
-
-

O parametro A divide a banda de condugao em fatias equivalentes (mas nao do mesmo
tamanho) na escala logaritmica considerando uma forma ordenada para os elétrons de condugao,
de modo que o acoplamento seja realizado da maior escala de energia para a menor escala de
energia [11].

Essa etapa é muito importante, pois um seccionamento linear da banda de conducao nao
comportaria corretamente a nova distribuicao de estados, uma vez que, conforme diminuimos o
tamanho de uma fatia linear, ainda héa a possibilidade de termos componentes que contribuam
com energias maiores do que as demais levando a uma possivel divergéncia.

Temos também o problema apontado por Ralf Bula e colaboradores [23] de que podemos
precisar de um niimero muito grande de “fatias”para representar adequadamente o particiona-
mento da banda acoplada. Se o fator dessas escalas de energia é, por exemplo, da ordem de

20



10°, uma discretizacao linear exigiria intervalos de energia de tamanho no méximo 10~ para
resolver adequadamente a menor escala no sistema. Em um sistema linear finito, a divisao da
energia ¢ aproximadamente proporcional ao inverso do tamanho do sistema, portanto, tal sis-
tema exigiria 10° de tais secoes (de igual tamanho) para ser adequadamente descrito, tornando
a diagonalizagao deste sistema praticamente impossivel [23]. A discretizagao logaritmica reduz
esse problema no sentido de que a resolucao de baixa energia agora depende exponencialmente
do nimero de sitios no modelo discretizado.

3.2 O Hamiltoniano discretizado

Este trabalho segue o procedimento geral de discretizacao logaritimica da banda de conducgao
acoplada e consequente definicao de um Hamiltoniano escrito em termos de A e de um parametro
real z, realizado em detalhes no capitulo 3 da referéncia [11].

E importante ressaltar que a obtencao deste Hamiltoniano segue os seguintes passos que
sao omitidos neste trabalho: divisao da banda acoplada em intervalos logaritmicos, reducao do
espectro que é continuo em um espectro discreto de estados e o adequamento do Hamiltoniano
em um Hamiltoniano que também é “particionado”por meio de uma adequacao da base de
operadores. Nao descreveremos esse processo, mas de acordo com [11], o Hamiltoniano do
modelo de Anderson de dois canais é escrito como:

N-1
HN - A(N_l)/Z{ Z en(fr];,cr,afn-l-l,o,a + hC) + Z V&(fjl,a,afo,o,a + hC)
a,0,n=0 o, (321)

+Eg Y _|m,o) (m,o|+ Ee ¥ (Im—1a)(m—1al+|m+1a)(m+10a])}

e para recuperar o Hamiltoniano original, basta tomarmos o limite,

D(1+A!
H:lim—(jL )

lim. 5 ANV (3.2.2)

Segundo a mesma referéncia, a transformagao padrao do GRN é dada pela expressao:
Hy =VAHy_ 4 + £N71(f]1;/'_1’0—,afN,o,a + ijvp,aqu,o,a), (3.2.3)

onde &y = ANV ey 1 com € 1, = A7Y2V, e as somas sobre a e o estdo subentendidas.
Note que a expressao (3.2.3) depende sempre de uma etapa anterior pré-definida, sendo
assim, considerando o primeiro Hamiltoniano a ser diagonalizado como Hj, precisamos definir
um Hamiltoniano H_;, o qual conhecemos bem toda a informacao sobre seus autoestados e
autovalores de energia e que serd o ponto de partida do processo iterativo.
Este Hamiltoniano inicial é descrito por:

H_, = Z ekCLo-,aCk,U,a + Ey Z |m, o) (m, o]

ke (3.2.4)
+Eep Y (Im—1a) (m—1,0|+|m+1,a) (m+1,q]),

em acordo com a proposta de Cox.
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Aqui, os autoestados de H_; sao utilizados para construir a base de vetores onde o Hamil-
toniano da proxima etapa pode ser diagonalizado. Uma vez que obtemos todas as informagoes
sobre o Hamiltoniano H, podemos repetir o processo para a proxima etapa, e assim suscetiva-
mente até que seja atingido um valor N que corresponda a escala de energia desejada. Para
encontrarmos esses vetores de base sao utilizadas simetrias especificas do modelo definidas na
segao 3.4 do trabalho [11].

Apresentamos os vetores de base utilizados para a atualizacao do Hamiltoniano iterativo, os
autoestados de H_1, suas respectivas tabelas e o processo de obtencao de Hy nas secoes 5.1 até
5.3, uma vez que parte de seu desenvolvimento é utilizado na obtencao da densidade espectral
computacional do modelo de Anderson de dois canais.

3.2.1 Diagonalizacao iterativa e invariantes

Durante o processo iterativo, o que estamos realizando é uma diagonalizacao do Hamiltoni-
ano Hy, adicionando os estados da banda de conducao discretizada, como discutido na figura
5.

O resultado desta diagonalizacao de Hy é um espectro de energias caracterizado por um
conjunto de autovalores. Esse espectro de energia, em uma proxima etapa da diagonalizagao é
usado para construir uma base para representacao de Hy 1. Entretanto, se mantivermos todos
os estados de uma etapa N, o sistema cresce muito rapidamente. No nosso sistema em questao,
cada estado adquirido pode dar origem a novos 16 estados, e desta forma se considerarmos N
muito grande teremos um problema de processamento computacional.

A solugao proposta no método descrito por Wilson [12] é a de eliminarmos todos os estados
acima de um valor determinado de energia. Esta etapa é feita entre o processo de diagonalizacao
e a criacao da matriz que representa o hamiltoniano na préxima etapa do processo iterativo,
como representado na figura 6.

a) b) C) d) Apds Truncamento

En AV Ey Eng1

‘e ) — Valor de Corte

N s . T

Estado Fundamental

Figura 6: Representagdo do processo de truncamento do espectro En. (a) Determina-se o espectro En do sistema, com o
estado fundamental sendo o estado de menor energia, de modo que, (b) temos um fator de escala A'/2 relacionando Hamiltonianos
suscessivos. (¢) O novo conjunto de valores que definem En1 é obtido através da diagonalizacdo de Hy1, que por sua vez foi
criado & partir de uma base estabelecida & partir dos estados de Hy. (d) E estabelecido um valor de corte, removendo todos os
estados com energias maiores do que o valor de corte, e o procedimento é repetido até um valor de Ngya)-

Mesmo com a definicao de um valor de corte o niimero de elementos de matriz que devemos
armazenar pode vir a crescer demais. Desta forma, através do teorema de Wigner-FEckart,
armazenaremos apenas alguns elementos, denominados invariantes.
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Seja um elemento de matriz qualquer de uma etapa N:

<]1a ]1z7jé>]éza 5/7 Slz‘ f]tﬂg,oé |j1>j1z,j2>j2za S, SZ>N 3 (325)

definido em termos dos nimeros quanticos ji, J1, J2, 75, S, 8'. O teorema de Wigner-Eckart nos
permite escrevé-lo em termos de coeficientes de Clebsch-Gordan e de um elemento invariante.
Este elemento invariante nao depende da componente z, sendo assim, pode acabar repetido em
elementos com mesmos nimeros quanticos ji, 71, j2, j4, S, s'.  Vamos considerar, por exemplo,
um elemento de matriz qualquer:

1

, 1 g 1 1 N 1 1
<]1__731__7357]5781__78/_5']01170704 jl__7j1__7j27]278+_78__> : (326)
N

2 2 2 2 2 2 2

onde nao nos importamos em especificar a acao do operador em questao. O teorema garante
que podemos escrever a expressao:

1 1 1 1 1 1 1 1
o - o - .7 ./ r - r - T S . - - _
<.]1 27]1 27]2’j278 278 2‘f17a7a J1 2aj1 2aj27]278+ 278 2>N_1
. 1 . 1 , 1 . 1 o g
<.]1 - 57.]1 - 57 *, ok .]1 - 57.]1 - §> ’ <j27]2; *7*| |.7é7jé> ’

IR
S 278 2,2,0'

Nesta expressao os simbolos * representam a escolha da transformacao do canal o = 1 ou
a = 2, que aqui aparecem como uma soma de momentos angulares. Note que o ultimo termo da
expressao (3.2.7) nao depende dos seis componentes z da expressao (3.2.6), enquanto os demais
elementos, que sao coeficientes de Clebsch-Gordan, dependem. Estes elementos invariantes,
como dito anteriormente, aparecem em varios elementos de matriz. Podemos assim, poupar
armazenamento computacional ao armazenar os invariantes em uma classe dentro da rotina que
seja capaz de gerar os demais elementos de matriz dentro de uma etapa, desde que tenhamos
os indices “j”, ao invés de armazenar os elementos de matriz em si.

Neste trabalho, geramos uma lista de invariantes genéricos que serao incorporados a rotina
computacional do GRN e que sejam capazes de gerar os elementos de matriz apresentados

adiante na secao 5.

. 1 . 1
J1— 55028t 5 .
N-1

1 1 . 1 . 1
5/_575/_§>'<j£_§7j;78/_§Hle,o,a 2 2
(3.2.7)
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Densidade Espectral - Expressao Analitica

4.1 Expressao Analitica

O calculo de uma expressao computacional para a densidade espectral parte de sua corres-
pondente analitica.

Essa expressao para a densidade espectral pode ser encontrada pelo processo descrito na
literatura [14, 15, 24] através de uma abordagem em fungoes de Green. Em teoria de muitos
corpos, uma funcao de Green é utilizada para descrever um espalhamento devido a presenca de
uma forca central, representando muitas vezes o propagador do campo.

Encontramos na literatura, mais especificamente na referéncia [24] (pagina 134), a expressao:

(efﬁEn + e*ﬁEm)
w+FE,—FE,, +1i

1
Gpw) = Y (nlcpo [m) (mlch, In)

n,m

(4.1.1)

que ¢ a fungao de Green retardada na representagao de Lehmann para uma particula fermionica,
em um sistema interagente, com momento p e frequéncia w. Sendo esta expressao fundamental
para a solucao da equagao de Schrodinger de muitos corpos. Na realidade estamos interessados
em utilizar a parte imaginéaria da funcao de Green retardada para descrever propriedades fisicas,
uma vez que esta funcao de Green mantém a relagao de causalidade do sistema. Sendo os polos
da funcao de Green um continuo de excitagoes com separagoes infinitesimais.

Em outras palavras, como estamos tratando de operadores ordenados temporalmente, a
parte imaginaria da funcao de Green retardada é a parte que mantém a relagao de causa
entre o tempo em que ¢ introduzida uma perturbagao no sistema e o tempo de resposta desta
perturbagao (essa discussao ¢é feita em mais detalhes na se¢@o 3.3 da referéncia [14]).

Utilizando assim, a definicao matematica da densidade espectral apresentada nas referéncias
(14, 24):

p(p.w) = —2Im [G™(p,w)] (4.1.2)

e utilizando a férmula de Sokhotski-Plemelj[25]:

1 1
— =P
w+E,—FE,+i w+FE,—FE,

— ind(w+ E, — Ey), (4.1.3)

podemos escrever a expressao para a densidade espectral para uma temperatura arbitraria:

2
pp.w) = =2 > | (nl ey [m) (ml cf, 1) Ple™ + e )50 + By = Bn), (4.1.4)

que é uma quantidade positiva, uma vez que representa uma fungao de probabilidade (pagina
135 [24]). Aqui é importante avaliarmos a expressao em termos dos estados definidos |n) e |m)
no limite de baixas temperaturas.
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Dentro da expressao (4.1.4) temos uma funcdo de partigdo, quepor sua vez é definida em
termos das energias de cada estado do sistema

7 = Ze‘ﬂEi = e PBo 4 e=FEL | o=FF2 | (4.1.5)

Se considerarmos Eo = Ej a energia do estado fundamental, podemos escrever:

Z =Y e PP =P (1 4 e PF) 4 omBFa) g ) (4.1.6)

de modo que se tivermos estados degenerados na expressao (4.1.6) devem parecer termos mul-
tiplicativos m; para representar o nimero de estados com a mesma energia FE;.

7 = Z e BEi — o—BEa (nQ + nle—ﬁ(E1—EQ) + nze—B(E2—EQ) + ) (4.1.7)

Vamos fazer agora uma consideragao para o estado fundamental n = {2 e vamos evidenciar
o termo e #E» na expressdo (4.1.4):

B 27
plpw) = (nq + nie BEI-Ea) 4 nye—BE2-Ea) 4 ) -
o (4.1.8)
Eii(e—aEﬂ) (1] [m) (m] ¢ ) (14 €25 8 @0 + B = Bin)

Observe que a expressao (4.1.8) tem um termo <%> e que quando fazemos a consideragao

T — 0 para baixas temperaturas, o termo § = —= 7 — 00 e consequentemente s6 sobrevivem os
termos em que n = ). Desta forma, temos:

/mm=%ZMMNMW%ﬁMw%%—ML (4.1.9)

m

e considerando o conjugado do operador atuando nos estados, temos:

p(p.w) 2”2] (ml 126 (w — (B — Ea)). (4.1.10)

De mesma forma, podemos considerar os estados n’ = 2 em (4.1.4) e realizar o mesmo
procedimento (mas agora em termos dos elementos do ket):

p(p,w) QWZ]HMWWH5W+H? - Fa)) (4.1.11)

Por uma questao de convengao consideraremos nyg = ng como o nimero de estados funda-
mentais degenerados com energia Fq e os estados n e n’ vao ser representados pelo conjunto
de estados finais possiveis f nas expressoes (4.1.10) e (4.1.11). Desta forma, vamos agrupar os
resultados:

mﬂ@_{ 2 o |00 (w+ [By = Bal) - w >0 (4112

nszzf|f’ p,U‘Q‘ (w_[Ef_EQ]) w<0’
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Aqui o estado fundamental |2) é um estado de N-particulas, enquanto o estado |f) é um
estado de (N +1) ou (/N —1) particulas e os polos da func¢ao de Green s@o referentes as energias
de excitacao Fy — Eg. O termo em colchetes representa as energias de excitacao referente a
criagao de particulas ou buracos em um estado qualquer |f), de modo que o primeiro termo é
correspondente a situagao em que estamos medindo a energia w > 0 de retirarmos um elétron
de um estado da impureza, enquanto que w < 0 é a energia referente a adicionar um elétron a
impureza.

A equagao (4.1.12) é uma expressao genérica para operadores fermionicos. Como devemos
considerar os elementos de matriz em cada etapa, e consequentemente o estado de menor energia
de cada etapa N como estado fundamental para a contribuicao do somatoério, temos também
um termo multiplicativo referente as degenerescéncias em cada etapa do processo. Expressoes
para a densidade espectral aparecem de forma semelhante na literatura para a descricao de
outros sistemas fermionicos como exemplo [16] (pdgina 42), que apresenta a expressao:

(€)= == S HFles IO 6(Er — Bo ) (1113

que também pode ser encontrada através da regra de ouro de Fermi, e sua adequacao para em
termos do parametro de discretizacao z do GRN:

{ FICfIQ
4.1.14
WFZ (4.1.14)

onde o parametro I' representa a largura do nivel de energia dos estados de impureza quando
acoplada a elétrons de conducao causada por degenerescéncias. O passo matemadtico para sair
da equagao (4.1.13) e encontrar a equagao (4.1.14) é a propriedade da delta:

S[f(x)] = Z % se f(z:) =0 e f'(z;) #0. (4.1.15)

Utilizando dos mesmos passos realizados na referéncia [16], definimos a densidade espectral
para o nosso modelo por uma equagao semelhante:

17 1ol

d(Ej—Efz)
dz

p* () = i—z > : (4.1.16)

f

E;—Eé:w

onde ng cumpre uma funcao semelhante de I', e que utilizaremos como ponto de partida para
encontrar os elementos de matriz adequados para o nosso problema.

4.2 Interpretacao Fisica

As referéncias [14, 24] também apresentam a expressao da densidade espectral

PO (p,w) = 216(w — &p), (4.2.1)

para o caso idealizado de elétrons livres sem interagao. Interpretando a equagao (4.2.1) em
termos de um momento p e frequéncia w (e consequentemente energia E), o delta que aparece
na expressao torna-a nao-nula apenas quando w = €. Em outras palavras, temos um pico para
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a densidade de probabilidade que ocorre apenas para um valor especifico de momento p que
possamos analisar, onde cada p possivel é associado a apenas um valor de energia/frequéncia.
Entretanto, quando consideramos a expressao (4.1.12) para sistemas interagentes, o pico
para cada valor de p sofre um alargamento e consequentemente surge uma banda de valores de
energia/frequéncia associada & cada valor de p, como mostrado na figura 7.

[

o

- ot

Qo

e ~A

=

[T

g A~

4

w

Ep w

Figura 7: Para um sistema nao-interagente a densidade espectral aparece como um pico estreito (A(O) = p(o))7 relacionando

apenas um valor de energia Fp com cada momento p. Entretanto, para um sistema interagente ha um alargamento deste pico, em
outras palavras surge uma incerteza em relagio aos valores de Fp. (Referéncia [14] pagina 124.)

Isto ocorre porqué quando fazemos uma descricao inicial do sistema, estamos utilizando
uma base de estados de particulas nao-interagentes e sem hibridizagao entre os estados. Entre-
tanto, quando passamos a considerar o sistema hibridizado, o Hamiltoniano do sistema possui
estados onde os estados nao-interagentes estao “misturados”e desta forma surge uma incerteza
no momento, energia, ou em ambos, de modo que as varidveis p e E devem ser tratadas agora
como quantidades separadas ao calcularmos propriedades fisicas do sistema.

Podemos entao considerar a funcao espectral, ou densidade espectral, como uma espécie
“distribuicao de distribuicoes”, uma vez que temos uma distribuicao de probabilidades relaci-
onada ao momento p do elétron e também uma distribuicao de probabilidades relacionada a
sua energia E, para cada valor de p possivel. Podemos relacionar o nimero médio de ocupacao
de um estado qualquer |v) com a densidade espectral dos estados de single-particle projetados
no estado |v) e ponderados pela ocupagao na energia dada, como descrito na referéncia [24],
pagina 136:

o0

n, = (cle,) = / g—:A(V,w)nF(w) (4.2.2)

—00

E importante que saibamos calcular a densidade espectral, uma vez que ela mede como
um certo estado se distribui pelos demais estados com energias diferentes. E importante notar
também que na equagao (4.1.12) o termo | (n| cp, |Q2) |* (€ 0 seu conjugado) contém a amplitude
do pico, em outras palavras, o quao forte o estado fundamental estd conectado a um estado
final qualquer por meio de um operador de muitos corpos cp ;.

4.3 Interpretacao Experimental

Para se estudar a estrutura de niveis localizados experimentalmente deve-se utilizar de
uma técnica como por exemplo o XPS. Ao fotoemitir um elétron de um nivel pertencente a
hibridizac¢ao banda-impureza e coloca-lo no continuo (fora da banda de condugao), uma corrente
deve ser medida, e a sua dependéncia com a energia destes elétrons fornece dados sobre o sistema
em estudo. Essa corrente medida é proporcional ao fluxo de elétrons (por unidade de fluxo do
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raio incidente, se usado XPS, um raio-x) que por sua vez para radiacoes fracas pode ser obtida
pela regra de ouro de Fermi e que em unidades apropriadas define a densidade espectral.
Como dito anteriormente, a densidade espectral pode ser escrita como:

p= Z | <f| f—l,a,a |Q> |25([Ef - EQ] + Ec - hw)7 (431)
f

sendo o operador f_;,, responsavel por retirar um elétron do nivel localizado. A radiacao
com energia hw deixa o sistema banda-impureza, inicialmente em seu estado fundamental |Q2)
com energia Fq, levando esse sistema a um estado final |f) com energia £ mais um elétron
no continuo com energia E. e o argumento da funcao 0 reflete a conservacao de energia. Pode-
mos definir também uma expressao para o operador conjugado que é referente ao processo de
fotoabsorcao.

Temos um limiar de fotoemissao definido pela quantidade E. — Fq = hwr, abaixo da qual
nao ha energia suficiente no raio-X para tirar um elétron de seu estado inicial e coloca-lo no
continuo com energia F.. Podemos reescrever o argumento da fungao delta como:

[Ef —EQ] + E. — hw :€+Ef (432)

sendo € = hwr — hw a energia deixada no sistema na forma de excitacoes do sistema banda-
impureza. Nos casos especificos em que a origem dos canais se deve a componentes de momentos
angulares e baseado no conceito de regras de selecao, deve ser possiivel pela escolha particular
de fotons devidamente polarizados medir-se a corrente fotoemitida relativa a cada canal a = 1
ou 2. Deste modo podemos calcular a densidade espectral referente a cada canal:

Pa(e) = D 1{f1 f-100 |9) Fo(e + Ef). (4.3.3)
f

E esperado também que a densidade espectral também dependa do valor da frequéncia do
foton interagente, mas como ¢ é da ordem de apenas alguns elétron-volts e hw é esperado ser
da ordem de KeV, w deve se manter praticamente constante durante uma possivel medida
experimental e consequentemente nao aparece no argumento de p, ().

4.3.1 Regras de Soma

O célculo numérico da densidade espectral é complexo, por isso é bastante conveniente
termos uma forma de testd-lo, mesmo que seja minimamente. Vamos mostrar que ha uma
regra de soma, integrando p(w) nos intervalos adequados, segundo a equacao (4.1.12):

/0 p(e)de => (f1D  foroal QD f1y 0l (4.3.4)
f o 7
para e > 0e

/ pe)de =S QS 1o D S e ) (43.5)
- f o B

para ¢ < 0. Podemos utilizar a completeza dos autoestados de |f), isto &, >, [f) (f| = 1.
Temos:

/0 T pde = QS oSt 19) = (11) (43.6)
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ao trocar a ordem de (f[ >, f-15,a[2) € (Q[ >, fil%a |f) na equacao (4.3.4), e

—00

/ ple)de = (S 1o 10019 = (1 1), (4.3.7)

que sao o valor médio do operador niimero relacionado com cada canal o no estado fundamental
para cada intervalo de energia (w > 0 ou w < 0). Essa média é importante por si s, mas
também pode servir para dar mais confiabilidade ao calculo numérico da densidade espectral.

4.3.2 Caso trivial V, =0

No caso V,, = 0 banda e impureza estao desacopladas e as determinagoes de p(w) € (n_14),
embora triviais, podem ser intrutivas para o caso geral. Neste caso, como a radiagao atua
somente na impureza e estando a banda inerte, a parte do estado fundamental relevante é o da
impureza.

Vamos realizar os célculos considerando w > 0, mas o cédlculo para o outro intervalo de
energia é analogo. Aqui |Q2) e |f) se referem a estados inicial e final da impureza. Temos duas
possibilidades: A radiagao encontra |2) em |m, o) ou |m + 1, a).

e caso |(2) = |m,o):

(m, 0010 lm, o) = (m, 0] S 1o fotga lm, o) = 1 (4.38)
o

e caso |Q) =|m+1,a):
m+1,an_1am+1,a) =

(m+1,q| Zfil%af_l%a m+1,a) = (m+1,q Z4u2 m+1,a) =2
p p

(4.3.9)

Que sao os casos de ocupacao unica e ocupacao dupla do estado. Ambos os resultados
independem de o. Podemos calcular também a densidade espectral para essa situacgao, teremos
também dois casos:

e caso |(2) = |m,o):

I forpa lma o) = (fl frpa + f-11a I, 0) (4.3.10)

Se considerarmos que o estado |2) = |m, o) é degenerado, temos uma possibilidade para
o =1 e uma para o =/, e para cada um dos casos temos:

(f] Zf—l,,u,a im, o) = (flIm —1,a) =1, (4.3.11)

com o adequado. Entretanto a equagao (4.1.12) considera também essa degenerescéncia
no denominador da expressao. Note que o operador f_;,, destréi um elétron no estado
e por isso o resultado acima. Assim, o unico estado final que pode contribuir para a
densidade espectral é |f) = |m — 1,a) com energia E,.,. Portanto:

p(e) =0(e — Eep). (4.3.12)

Que é a contribuicao para w > 0. De maneira andloga podemos calcular a contribuigao
para w < 0, que também nos dd um pico na forma de 6(—[e — Ee,)).
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e caso |2) = |m+ 1, q):

fIZf_w,almHa f|Z2u|m —p) = (f| |m,—1/2) — (f||m,—1/2) (4.3.13)

de mesmo modo o operador f_;,, destréi um elétron no estado. Temos agora duas
contribuigdes para a densidade espectral |f) = |m,1/2) ou |f) = |m,—1/2), ambas com
energia Fjy. Desta forma:

p(e) = 26(e — Ey). (4.3.14)

pelo mesmo raciocinio utilizado no item anterior. Devemos levar em conta a degenerescéncia
do estado fundamental, entretanto, ela aparece no termo do denominador de (4.1.12) e também
devido ao somatdério (4.3.13).

Note que para ambos os casos a integral em e esta de acordo com o resultado calculado
diretamente. Com V,, = 0, a situacao é equivalente a V; = V5, o que justifica que os resultados
acima independam de a.

4.3.3 O que esperar para os casos V, #0 ?

Segundo os célculos realizados na se¢ao anterior, ha a existéncia de um pico localizado em
valores que correspondem as diferengas de energia E,, — Fy paraw > 0 e Fy — E., para w < 0,
ambas com peso duplo devido as duas possibilidades de spin ¢ = 1/2 ou —1/2 para o estado
|m, o). Com a banda de conducao acoplada a impureza via o termo de hibridizacao V,, devera
ocorrer a flutuacao dessas componentes de spin, que dard origem ao efeito Kondo.

No caso em que V; # V5, a medida que a iteracao procede para N grandes, ou baixas
energias, o sistema vai para o ponto fixo de um canal, com as propriedades usuais do modelo de
Anderson de um canal, ou seja, hé a reproducao do regime de liquido de Fermi. Desta forma,
esperamos obter o efeito Kondo usual com as curvas de densidade espectral analisadas na tese
de doutorado [26]. .

Para V; = V, esperamos também que haja o efeito Kondo, mas para um regime de nao
liquido de Fermi. As curvas de densidade espectral serao semelhantes as anteriores, mas terao
diferentes expoentes nas leis de poténcia que regem o comportamento em baixas excitacoes da

banda.
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Densidade Espectral - Expressao Com-
putacional

5.1 Densidade Espectral - Atualizagao de ( | fil’(m| )

Desejamos realizar o calculo numérico da densidade espectral para o modelo de Anderson
de dois canais, que como discutido anteriormente, pode ser obtido por meio da expressao

17 e

d(E;—EfZ)
dz

: (5.1.1)

fo) = 2T
p (8)—nﬂzf:

E;—Eé:w

ajustada em termos dos procedimentos computacionais do GRN. Nesta expressao temos o
estado fundamental em cada etapa do procedimento iterativo representado por |2) sofrendo
uma transi¢ao para um estado final |f) possivel, por meio do operador ijU’a, denominado
operador de hibridizagao — o operador responsavel pela mudanca de estado da impureza — e
que no modelo de Anderson de dois canais possui expressao:

fiva=ma)(m—1,—a|+ (20) [m + 1,a) (m, —0o|. (5.1.2)

O primeiro passo para realizar o cdlculo da expressao (5.1.1) consiste em compreendermos
que durante o processo iterativo o operador fil,a,oa ¢é incapaz de agir sobre os estados em
iteracoes de ordem diferente de N = —1, enquanto que os estados do “bra-ket” estao sendo
sempre atualizados. Como o procedimento do GRN realiza uma diagonalizacao iterativa, a
cada etapa teremos um conjunto novo de autovetores diferentes dos calculados anteriormente
e que surgem da renormalizagao do Hamiltoniano caracteristico do sistema. Hamiltoniano este
que é readequado a cada passo iterativo e numa primeira iteragao (denominada N = —1) possui
a forma

leﬂ{f%zrw (m, 01+ Bar 3 (i = 1,0} m = Lol + fm + 1,0) <m”’a'>}'

(5.1.3)

Nesta etapa do processo somos capazes de calcular todos os elementos de matriz do sistema
diretamente, uma vez que conhecemos (pela modelagem do sistema) todos os estados iniciais:
excitados e fundamentais do sistema. A partir destes dados calculados, faremos uma ” adequacao
numérica”’ do operador fil,a,a em cada etapa do processo, em outras palavras, nao sabemos

exatamente como o operador fi atua analiticamente em etapas subsequentes, mas sabemos

1,0,
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relacionar os elementos de matriz que sao calculados numericamente com os seus devidos termos
analiticos.
Discutiremos a seguir alguns detalhes do procedimento do GRN com a finalidade de justificar

os calculos realizados para a definicao dos elementos de matriz que calculamos para a expressao
(5.1.1).

5.2 Iteracao N = —1

Da diagonalizagdo do Hamiltoniano (5.1.3), encontramos os autoestados

Im, {) =10,0;0,0;1/2, -1/2) (5.2.1)
m, 1) = 10,0;0,051/2,1/2) (5.2.2)
com energia VAEy, que representam o estado fundamental do sistema na etapa N = —1, ¢ o

conjunto de estados excitados degenerados

Im—1,2) =1/2,-1/2;0,0;0,0) (5.2.3)

—|m+1,1) =]1/2,1/2;0,0;0,0) (5.2.4)
€

m —1,1) = [0,0:1/2, —1/2;0,0) (5.2.5)

—|m+1,2) =0,0;1/2,1/2:0,0) (5.2.6)

com energia vV AFE,y, todos calculados analiticamente.
Entretanto, para a préxima etapa, que denominamos (N = 0), o Hamiltoniano (5.1.3) deve
sofrer segundo a transformacao do GRN, dada pela expressao:

HN = \/KHNfl + Z£N71<f;([7170-7af]\7,0,a + f]-l;f,g’afN,O',a) (527)

o,a

onde éy_1 = AWV=1/2 Consequentemente, para a primeira etapa de iteracio, temos:

HO = \/KH_l + Zf_l (fjlp.’afo,g’a + hC) y (528)

com &1, = A~12V, . O Hamiltoniano (5.2.7) produz novos elementos de matriz e um novo
conjunto de autovalores e autovetores caracteristicos em cada iteracao do processo, partindo de
um ponto de partida conhecido, neste caso a etapa N — 1. Note que como temos um processo
iterativo, que ocorre sempre em termos de uma etapa anterior, o Hamiltoniano (5.2.8) é escrito
em termos do Hamiltoniano (5.1.3). Aqui temos a contribuicao de (5.1.3) que nos d4 os termos
diagonais do novo Hamiltoniano (5.2.8), ao passo que temos também um termo responsavel
pela geracao dos elementos nao-diagonais deste Hamiltoniano descrito em termos do operador
fil,a,ozfﬂ,a,a + h.c..

Se os elementos de matriz da expressao (5.1.1) nao fossem escritos em termos do operador
fil’a’a poderiamos calcular a densidade espectral apenas com os elementos de matriz gerados
diretamente do GRN, entretanto, o operador que aparece na equagao da densidade espectral
nao se propaga para etapas superiores.

Desta forma, para encontrarmos estes novos elementos de matriz, devemos encontrar antes
os seus invariantes correspondentes. Para a etapa N = —1 estes invariantes sao exatamente
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os mesmos utilizados para o processo de diagonalizacao iterativa, calculados no capitulo 3 da
referéncia [11]:

11 1 1 1
. . T . . _ T
<§a §a07070a0 fflﬁ,l 0707070a 57_§> - <§7070H ffl,T,l

1
0,0, §> =2 (5.2.9)

11 11 1 1

<0,0; 5 510:0[| 11 1]/0,0;0,05 5, 5> = <0, 5,OH f1i..10.0, 5> = V2. (5.2.10)

Uma vez que possuimos os invariantes de uma etapa, podemos gerar os elementos de matriz
da etapa subsequente que utilizaremos na (5.1.1). Uma vez que estes elementos de matriz sdo
calculados e armazenados, calculamos também seus invariantes, descartamos os elementos de
matriz e pulamos para a préxima etapa, repetindo o procedimento, até alcangarmos a etapa
final do GRN. Na préxima secao discutiremos em detalhes este procedimento utilizando a etapa
N = 0 como exemplo.

5.3 Iteracao N =0

Como vimos até agora, os autovetores (5.2.1), (5.2.2), (5.2.3), (5.2.4), (5.2.5) e (5.2.6), que
por simplicidade escreveremos sem a componente z como ||0, 0, %>, 0, %, 0> e H %, 0, O>, sao auto-
estados do Hamiltoniano H_; e funcionam como uma base de estados para descri¢ao do sistema
nessa etapa. Entretanto, para descrever o sistema em iteragoes superiores, precisamos utilizar
os 16 procedimentos diferentes descritos na tabela 2, segundo a referéncia [11], e encontrar os
vetores de base da etapa N = 0.

tip combinacao tipo combinagao

1: [ji+3.5+35,940 9: [ j14+0,45+0,8+0
505 +0,8+5 | [10: [ j140,7540,5 -1
Jit+505+0,8 =5 | [ 1L [ji+0,55—35,8+3
ji_}‘%,]é_%,S/‘i‘o 12: J1+07jé_%78/_%
ji+07]é+%ﬂsl+ 13: ]i_%ajé+%78/+0
ji+07jé+%78/_ 14: ji_%ajé_'_()?s,—i_%
.71+07j£+075,+1 15: ]1_57]é+078/_§
A 0,jp+0,8 40| [ 16 | ji— 15— L& 10

N [ = |

QO | O O = W N

Tabela 2: Tabela de tipos, aqui os tipos representam as 16 transformaces possiveis nos niimeros quénticos j1, j5 e s’ dos auto-
estados da iteragdo N — 1.

Utilizaremos aqui a nomenclatura “pai” para os estados de uma etapa anterior e “filhos”
para os estados criados a partir de um estado pai e de um dos procedimentos que chamamos
de “tipo”. Fazendo isto, geramos a tabela 3, retirada da referéncia [11]:
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| N=—-1 [Filhos (N=0) | N=—1 [Filhos (N=0)| N=—1 | Filhos (N=0) |

0’07%7]‘> %17%7%71;1 |07%’071> 1%7}7(1)’1é1 ‘%707071> 17%7?71§1
10,1,1 11719 1,0,11
29 Y 2 27 279 2 )Yy 99 2
%707071>3 %7070’2>4 %7%7%73>5
0,L.1,1), 0.1.3.1), £0,1,2),
O?%7871>6 ?1%7%>7 %’1070’3>8
0,0.3,1), 0,£,0,2) 0,,0,3),,
0?07%71>8 |0707%73>11 0707%74>14
0,0,3,2),

Tabela 3: Tabela 3.5 [11]: Utilizamos a notacéo |j1,j2,s,r)tipo com r sendo um indice de contagem para o caso de um estado
possuir os mesmos numeros quanticos que outro estado na mesma iteragdo. Agrupamos tais estados em subespagos com nimeros
quanticos distintos antes de diagonalizar o Hamiltoniano nessa iteracao.

Os novos vetores de base gerados pelos tipos devem ser agrupados em subespagos compostos
por vetores com os mesmos nimeros quanticos. E importante diferencid-los uns dos outros,
pois é relevante sabermos quais estados que deram origem a esses vetores e qual o tipo que os
gerou, deste modo, utilizaremos a notacao de pai-filho, além da notacao de nimeros quanticos
|71, jg,S,T>tipo. Podemos gerar uma tabela que representa os subespacgos originarios destes
agrupamentos.

’ Ordem \ Subespaco \ Subespaco \ Subespaco \ Subespaco \ Subespaco ‘

1xd 07(1)7%> T T 1 1

DS L0 o T LD

X y 9 59y

x| 10T [ JLE0) [ [0.03) [ [oLL) | [LL0)

Tabela 4: Tabela 3.6 [11]: Subespagos gerados para cada conjunto de vetores de base com mesmos nimeros quanticos, a ordem
do subespago esté relacionada com quantos autovetores foram gerados pelo mesmo estado pai.

Uma vez agrupados, devemos gerar os elementos de matriz f)i J1s 92, 8| Ho |71, 75, 8 >6ip 0/, que
serao representados pela notacao g (tipo| Hy [tipo’), para a etapa N = 0. Estes elementos de
matriz jd sao calculados na rotina do GRN, entretanto, vamos apresentar aqui o procedimento de
célculo para ilustrar o procedimento geral. Note que os elementos §7° (j1, ja, 5| fiLU’a 191, 35, 8" o °
sao os elementos que precisamos para calcular para a densidade espectral.

p0<

5.3.1 Calculo dos Elementos de matriz para o subespaco ‘0, %,O>O

Calcularemos agora, como parte do exemplo, os elementos de matriz advindos do subespaco
|0 1 O>0 de dimensao 3 x 3. Para isso, vamos utilizar a expressao (5.2.8), que nos permite

es’csejver os elementos de matriz
Hyy = (6| Ho [6), (5.3.1)
Hyy = (8’H0|8>0 ( )
Hss = (13| Hy |13), (5.3.3)
Hiy = Hyy = (6] Ho |8>o = (8| Ho |6>0 ( )
Hiys = Hyy = (6] Ho[13), = (13| Hy [6), (5.3.5)
= (5.3.6)

H32 :H23 == <13’H0‘8>0 8|H0’13>0
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na forma

m{%E]mJHmUHE@zxmhﬂﬂHm—LM+WH&@Hm+LM%M@

J/

(5.3.7)
para os elementos diagonais, e

¢KUﬂ§:V6Vinw@ﬁ@a+hc>L® (5.3.8)

para os elementos ndo-diagonais, com A # B. Considerando o subespaco |0, 55 0> o> relacionamos
cada um dos autovetores deste subespago com o seu respectivo pai:
6 ;. 1
1 ’O’ 2’0>0 0 Pai: ’§>71
_ 1
’07 > 0>0 =110, 2, 0>0 8), Pai O, 500 (5.3.9)

0,1,0),’ !13

que utilizaremos juntamente com as relagoes dos Apéndices A e B da referéncia [11] para
calcular os elementos de matriz. Cada um destes autovetores serda combinado com os demais
autovetores do mesmo subespaco para calcular os elementos de matriz deste subespaco.

Do Apéndice A da referéncia [11] temos os vetores de base genérico que representam os tipos
que vamos utilizar neste exemplo. Para o tipo 6:

:[3,0,0)_,

|6) =
1 1 1 1 1
-1 ) — _ _ -
2S+2( ) jl?jl ]2 27]2 27S+27S 27T7T\L> . (5310)
25+ 1 N|. . . 1 1 1 1‘
28+2( ) JisJ1,J2 — 27.]2 27S+ 278+ 27\1/7T\L>

, podemos escrever:

Utilizando os nimeros quanticos do subespago, j; =0, jo =0, s = %

1 1
0,0.0.0,5.~5 1.1 ) + o
O>o gerado a partir do estado |0, 0, %>_ e

onde |6), representa o elemento do subespaco |0, 55 .
do tipo 6 da tabela 2. Este elemento pode ser separado em um subespaco referente aos spins
adicionados no sistema na iteracdo N = 0 (setas) e referente aos niimeros quanticos ji, js € s

da etapa N = —1:
1 1 1
070707 §a _§> ® |T7T¢>} + \/;{

1
6)y = —1/ =
0= =y/3{
1 %> =1|m,]) e ‘O 0;0,0; 1 55 2 = |m, 1) sdo os mesmos definidos na

1

6)0 = — 5( 1)

0,0,0, 0 ,¢ N> (5.3.11)

22

0,0,0,0, % >®u¢@} (5.3.12)

onde os vetores
iteragado N = —1 (equa@oes (5.2.1) e (5.2.2)).
Para calcular o elemento diagonal (6] Hy |6),, utilizamos a expressao (5.3.7), que nos da:

0 (6] Hy 6), = VA x

0 (6] <E02|m,0> (m,a|+EeXZ|m—1,oz> (m—1,a|+|m+1,a) (m—l—l,a|> 6), -
7 i (5.3.13)
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Note que os vetores |0, 0:0,0; %, —%> =1|m,]) e |0, 0:0,0; %, %> = |m, 1) nado combinam com

a parte do Hamiltoniano H_; que acompanha o valor F., na expressao (5.3.13). Deste modo:

0 (6] Ho |6), =
=VAE, {o(6]|m, L) (m, L] + |m, 1) (m,1]16),}

= VAE, (—@) (A 10 (my L fm, 4) (my L i, 4)

) (5.3.14)
. ( %) (U 1) 0 1, 1) G, 1, )
0 (6] Ho [6), = VA o (6] H_1 [6), = VAE, (5.3.15)

Realizamos o mesmo procedimento para encontrar os elementos diagonais de |8) e [13). Para

o tipo 8&:
|8> = ﬁ (|¢717j17j27.727578;/]\7¢> - |j17]17]27]27875;\l/7 T>) (5316)

que substituindo os niimeros quanticos, nos da:

1 11 11
|8>0 = E <‘0,0, 5, 5,0,0,T,¢> — ‘0,0, E, §,O,O,¢7T>)
1
=/ (fm+1,2)@[1{) —|m+1,2) @ [{,1))

(5.3.17)

com o elemento diagonal
o (8| Ho|8)y = VA x
o (8] (EOZ\m,a> (m,o| + Eex »_Im—1,a) (m— 1,0+ |m+1,0) (m+ 1,ay> 18),
’ ’ (5.3.18)

que desta vez, nao combina com os elementos que acompanham o termo FEj. Desta forma:

0 (8] Ho[8)y =
= VAEu {0 (8] |m — 1,1) (m — 1,1]8), +o (8] [m + 1,1) (m + 1,1]|8), (5.3.19)
+o (8] Im —1,2) (m —1,2[[8) +o (8] [m +1,2) (m + 1, 2[[8),}

e aqui, devido & expressao (5.3.17), podemos observar que |8), combina apenas com o termo
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|m+1,2) (m + 1, 2|, de onde:

0 (8| Ho |8), =

2
:¢M@(7%)«m+Lm®mu—m+Lm®ww
(jm—1,2) (m —1,2|+ |m+1,2) (m+ 1,2)) (jm + 1,2) @ |1, 1) — [m + 1,2) @ [, D)}
= VAL B ({m+1,2] I+ 1,2) fm+ 1,2 m +1,2) @ (1, 411,

lm 1,2 [+ 1,2) (m 4+ 1,2] m o+ 1,2) @ (1 |1}

= VAE,,.
(5.3.20)
Calculamos assim o elemento de matriz:
o (8] Ho [8)y = VA o (8| Ho. [8)y = VAE., (5.3.21)
Para o tipo 13 temos:
13) =
1 1. 1. 1
- \/ﬁ ]1 + 27.]1 27.]2 27.]2 2 878aT\L T¢> (5322)
2j1+1 1.1 1 1
;0 .
2]1+2 ]1+27J1+27j2 27]2 278787 7T\l/>
Substituindo os valores de ji, jo e s do subespaco:
113), ' 0000T¢T¢> ‘ OOOOOT¢>
272
\/_ \/_ ] (5.3.23)
=12 @) + (=t L1 @ (0.
( V2 ¥
e de forma andloga aos outros elementos diagonais:
o (13| Hy |13), = VA o (13| H_ [13),
1\2
= \/KEex { (_E) <m - 172| ‘m - 172> <m - 17 2| |m - 1a 2> ® <T\L7T\L| |T\L7T\L>
1\? (5.3.24)
+(7§<m+LMm+me+Lum+Ln®@umww}
1 1
= \/XEex (5 + 5) = \/KEex
com
o (13| Ho [13), = VA o (13| H_ [13), = VAE,, (5.3.25)
Ja para os elementos nao-diagonais, temos elementos na forma:
(B| Hy|A) = B|Z\/_V (/1o huc) 14), (5.3.26)
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com A # B. Note que aparece um elemento de matriz do tipo:

(Bl 11 gafooa|A) (5.3.27)

que calculamos segundo o Apéndice B da Tese Ref. [11]. Do Apéndice temos as relagoes entre
tipos genéricas (B| Hy |A):

(_N

(6] Hy |8) = (8] Hy [6) = — ﬁ> Grodas sl Flrma gz = 1/2,541/2), (5.3.28)
290+2 /. 1 . | 1
(6| Hy [13) = (13| Hx [6) = %0 + 1 <]1 t 50258 szvag,a J1J2 =508 §> ;
(5.3.29)
e

(13| Hy |8) = (8| Hy |13) =0, (5.3.30)

e que utilizando os ntimeros quanticos do subespagco |07 %, O> , 110s permite escrever:
(6] Hy |8) (8| Hy |6) (_1)0\/51/ <0 L onf 0,0 1> (5.3.31)

0 0 = 0 0 = - 2 PP —1,0,2 y Yy o 9 cJ.
0 0 \/§ 9 1 2 .
1 1
o{6] Ho |13} = o (13| Hy [6), = V3V2V; <§’O’OH 1o |00, §> | (5.3.32)
-1

0{13| Hy [8)y = 0 (8| Ho|13), = 0, (5.3.33)

com os invariantes:

0,0, 1> =2 (5.3.34)

1 t
(03] Faralo;

1 1
<§,o,0Hme1 0,0,—> =2 (5.3.35)
-1

2
conhecidos da etapa N = —1 e que nos permitem assim calcular os elementos de matriz:
o (6] Ho[8)y = o (8] Ho [6)y = —V2Vav/A (5.3.36)
0 (6] Ho [13)y = o (13 Hy [6) = VBVIVA (5.3.37)
o (13 Ho [8)y — o (8] Ho[13), — 0 (5.3.38)

Uma vez calculados os elementos de matriz para a etapa atual, podemos construir a matriz:

Ey  —V2V, V81
Hy=VA| =2V, E. 0 (5.3.39)
V8V 0 Fex

e que devemos agora diagonalizar para encontrar os seus autovalores e autovetores e consequen-
temente repetir o processo para as proximas iteracoes.

Este processo todo jé é realizado na rotina do GRN, seguindo a tese de doutorado [11]. En-
tretanto, adicionamos agora mais um passo: Calcularemos os elementos ( f| fjlﬁ’a ©2) de matriz
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a cada iteragao, onde |Q2) é o estado fundamental da iteragdo em questao e | f) é qualquer um dos

estados finais possiveis para a evolucao do sistema impureza-banda. E de extrema importancia

ressaltar que apesar de estarmos calculando elementos de matriz semelhantes neste exemplo,
: wrt ” =

estes elementos de matriz possuem um operador “fy_; ., fnoo”, enquanto na equagio (5.1.1)

7

para a densidade espectral, que é o que desejamos, o operador é sempre fil oo independente
da etapa, mas os elementos do bra e do ket mudam, sendo assim devemos atualiza-lo juntamente
aos invariantes (j1, ja, s, R|| f11 o 171, 75, &', R) y em cada etapa do processo.

5.3.2 Atualizagao de ( ]fjl,g’a\ ) para a etapa N =0

Como discutido anteriormente, para calcular os elementos de matriz (f| fiLa’ o+ |§2) em etapas
posteriores a primeira, devemos recorrer a um processo de atualizacao para a acao do operador,
uma vez que o mesmo nao é capaz de atuar nos estados do sistema em etapas superiores
a N = —1. Este processo que chamaremos de atualizagao de ( | fjl,a,al ), apesar do nome
sugerir, nao é um processo analitico e incorporaremos na rotina de calculo do programa.

Para a discussao da etapa N = 0 vamos considerar todos os elementos de matriz gerados pe-
los subespacos descritos na tabela 4. E importante comentar que apesar dos niimeros quanticos
serem iguais, esses estados nao sao degenerados. As matrizes apresentadas a seguir sao obtidas
da mesma forma que a matriz (5.3.39) foi obtida no exemplo anterior, de modo que os indices
|07 0, %> , 10, %, 0> , ... servem para discriminar a qual subespago da tabela 4 o elemento de matriz
Hy pertence. Temos assim os elementos de matriz obtidos na etapa N = 0:

Ey 0 V2Ih V2V
1 _
o Z x| 0 B Vi Vv

V2V, V6Va  Eu 0
V2 V6V 0 Eex

‘0 1 0> EO _\/5‘/2 \/g‘/l
H) >/ =VA| =2V,  E. 0 (5.3.41)
V8V, 0 Fex
‘l 0 0> EO \/§‘/2 _\/g‘/l
HP =VA| V8Vy By 0 (5.3.42)
_\/g‘/l O Eex
‘l 1 l) EO \/5‘/2 \/5‘/1
Hy*?? =VA| V2V Eo 0
V2V 0 Fex

HPY JK( By —V2v, ) (5.3.44)

(5.3.40)

(5.3.43)

_\/5‘/1 Eex
Hl = \/K< \g“’é \/EM ) (5.3.45)
1,0,3) 1,3.0) |0.1,3) |3.1,0) |0,0,5) .
e os autovalores H,, = H, = H, = H, = VAE. e H; = V/AE, que nao

precisam ser diagonalizados (por serem advindos de um subespago 1 x 1). A diagonalizacao
analitica destes subespacos nos da autovalores e autovetores caracterizados em termos dos
parametros A, Vi e V5 que sao ajustados no input da rotina, entretanto para a discussao desta
sessao vamos considera-los como “coeficientes mudos”. Escrevemos desta forma, um conjunto
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de autovetores que surgem da diagonalizacao de cada um destes subespacos, e que aqui estao
escritos com coeficientes numéricos genéricos:

aiq Q91 asy a4
0,0.3) |0,0,3) _ aia |0,0,3) _ ag2 |0,0,3) . a3z |0,0,3) . Q42
HO e o 13 V2 o 23 Vs o a33 V4 o Q43
Q14 Q24 a3q Qg4
(5.3.46)
b1 ba1 b31
0,0 0,10 0,1,0 0,1,0
H(|) 2 > l 2’ > = b12 s l 2’ > = b22 7’U:|3 2’ > = b32 s (5347)
bis bas b3
C11 C21 C31
Lo, 10,0 10,0 10,0
H(L2 00) cvt ) = | cpo ,Ulz’ ) = | cx ,vzl,,z’ ) = e |, (5.3.48)
C13 Ca3 C33
|3.4.3) |2,5,2) dn |2.2.1) dy |1,1,1) d3
[{OQ’2 2 . ’U12 272/ — d12 ,’U22 2’2/ — d22 ,’U32 222 = d32 s (5349)
di3 das ds3
0

, (5.3.51)

1 1 1
H(|)2,o,1) : Ulyo,l) _ ( en ) 7UL2’ 1) _ ( €21 ) : (5.3.50)
€12 €22

HO|07571> ol ( fu ) L1

! fiz )72

e 0s autovetores unitarios:

Ull’o’a = g1, (5.3.52)
oM F0 (5.3.53)
v|10’1’%> = i1, (5.3.54)
Ul%’l,()) = Ju, (5.3.55)
ol"%) _p (5.3.56)

Para o célculo dos elementos (f] f1, . [9), e consequentemente para o caleulo dos invari-

antes de f1,  nessa nova etapa, iremos fazer combinacdes dos elementos

<j1aj27S7R| fil,a,a |j£ﬂj§78/7R/>N:[) (5357)

com o indice R representando um dos autovetores do subespaco em questdo (note que na
equacao (5.3.57) s6 temos um indice “0”no bra-ket, isso se da porque ambos os elementos estao
necessariamente na mesma etapa). Por exemplo, se estivermos falando do espago 4 x 4 ’O, %, 0> o

- e 0,50 .
entao R = 1,2,3 e o indice R = 3 se refere ao autovetor vy >’ > De mesma forma, o indice
R’ representa os autovetores de outro subespaco que estaremos combinando com o elemento do
bra.
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Considerando o estado |€2) sendo representado pelo subespaco 4 x 4 !0,0, %>0, podemos
calcular um dos elementos de matriz de (5.1.1) na etapa N = 0 através da combinacao dos

subespacos |0, 0, 5, 1> |07 é, 0, 1>0, por exemplo.

Desta forma podemos escrever a expressao:
< O 1' fT 1,0,

que devemos escrever em termos dos tipos que geraram os vetores deste subespago. Utilizando
a tabela 3, escrevemos:

1
0,10 fT ,0,—,1> =
< ‘fl 277/, (5.3.59)
= (b5, (6] + b1y (8] + bl (13]) 11, o (@11 [8) + @12 9) + ars [11) + ara [14))

1
0,0, =, 1> , (5.3.58)
2 0

Note que os estados estao escritos em termos dos vetores de base definidos para a iteracao
N = 0. Expandindo a expressao acima

051) =
7a27 0

= by an <6| fil |8>0 + by a12 <6| fT1 |9> + by a13 <6| fL |11>o + by a14 <6| fjl ‘14>o
+ b;gall <8| fil |8>0 + b’{2a12 <8| f—l |9>o 12a13 <8| fil |11>o + bTQCLM <8| f11 |14>o
+ bizan (13| fjl ‘8>0 + bizaiz (13| fil |9>0 + bizais (13| fil |11> + biza14 (13| fjl ‘14>0

1
<0> 2 0 1‘fT10a

(5.3.60)
em termos do operador
e =Im o) (m—1,—a| + (20) Im + 1, @) (m, —0 (5.3.61)
e dos pais (na iteracdo N = —1) que geraram cada filho (na iteracao N = 0), isto é:
0 <6| — <0,0, 1/2, 1|_1
0 <8| — <07 1/27 07 1|—1
0 <13| — <1/2,0,0, 1|71
|8>0 — |0,0, 1/2, 1)_1 , (5.3.62)
|9>0 - |07 07 1/27 1>71
]11)0 — |0, 1/2, 0, 1)_1
|14>0 — |1/27 07 07 1)—1
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temos agora uma expressao em termos dos elementos de matriz da iteracao N = —1:

(5.3. 63)

. + .y .y 1 .y
e aqui, como temos apenas o operador f'; ;. os estados em que j; = jj e jo = jy £ 5 ou jo = j,
ey =741+ % sao o0s unicos que se combinam, pois o operador atua apenas em um dos canais.
Por este critério, todos os demais elementos de matriz devem ser nulos. Sendo assim,

1

< 01‘f*m 0,5, 1> =
0

= b;lal?) < o) 1‘ fil,a,a

01‘1’*

1 1 1
07_7071> +b;1a14 <070a_a1‘f110a DAt
20 2|7

1
0707 ) >
2 —1

1
o,o,—,1> :
2 —1

(5.3.64)

+ bigall ,O,

1,0,

N~ N

0,0,

1
+b>{3a11 <§707071‘ fil,a,oc 71> +b>{3a12 <15707071‘ fil,a,a
-1

Agora devemos abrir o operador fil,a,a dado pela relacao (5.1.2) e escrever os estados da
iteracio N = —1 em termos dos vetores de base dessa iteracao, dados pelas relagdes (5.2.1),
(5.2.2), (5.2.3), (5.2.4), (5.2.5) e (5.2.6), de modo a escrever os elementos de matriz

1 1
<0,0, 5,1' .10, 5,0,1> = (m, l||m, L) (m = 1,1 jm —1,1) =1 (5.3.65)
-1

1 1
(0051|111 [3:0.00) = (mtllm ) m - L2lm =12 =1 (5360
—1

’07

<O’1 0, 1'}”1” 71> =— <2>< —%) (m+1,2[lm+1,2) (m, | |m,1) =1 (5.3.67)
-1

1
2’ 2
1 1

1
<O,201'fu2 5

0,0, ,1> _ (2 X _%> (m+1,2[m+1,2) (m 4] [m, D) =1 (5.3.68)
-1
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0,0,

<%7O7071'f11,1*,1 71> = - (2X %) <m+171Hm+171> <m7\l/| ‘m7\l/> :_1 (5369)
-1

1
<§7O)07 1' fil,'hl

e aqui o que define os parametros o e o do operador fjlaa é a existéncia do invariante da
iteragaéo N = —1 e a possibilidade de combinacao dentre as opc¢oes do autovetor pai. Deste
modo, a equagao (5.3.64) se reduz a forma

<0 0, 1‘f*1m

escrita em termos dos coeficientes da diagonalizacao dos subespacos. Para as demais com-
binagoes <0, 5,0 R‘ fT ‘O 0, ;, R > destes subespagos basta mudarmos os coeficientes a;; e b
em (5.3.71) de modo que i = R' e j = R representam qual o autovetor do subespago esté sendo
utilizado.

Alternativamente, iremos realizar o mesmo procedimento em funcdao dos invariantes cal-
culados na iteracao anterior. Este procedimento é mais interessante do ponto de vista do
procedimento computacional, uma vez que todos os elementos da etapa N = 0 estarao escritos
em fungao dos invariantes, elementos de matriz e coeficientes de Clebsch-Gordan calculados na
etapa anterior. Desta forma, ao invés de guardarmos na memoria do computador todos os ele-
mentos de matriz, que crescem muito rapido em ntmero, guardaremos a informacao de indices
do subespaco e os invariantes que podem se repetir dentre elementos de matriz diferentes.

Partindo da equagao (5.3.64) iremos utilizar o teorema de Wigner-Eckart para relacionar os
elementos de matriz com os invariantes e os coeficientes de Clebsch-Gordan adequados. Sendo

assim:
1 1
0,0, = 0,0,=| f- -0 =
~z>_1< \fu, 7).,

1
<Oa 57 O'fT17¢72
200 055 |515) {0.30] 2

/111
T\2'2'2"

1
2
1
2

0,0, ,1> _ (2 X %) (m+1,1]m+1,1) (m, 4| [m, 1) = =1 (5.3.70)
-1

1
,0, 5, ]_> = bilal?’ + b;1a14 + b{gall + b”{2a12 — ngCLH — bigalg R (5371)
0

(5.3.72)

00>1.
1

Calculando os coeficientes de Clebsch-Gordan:
1 1 1 1
<2 3575 |O, 0) = E (5.3.73)

< ‘ ’ > (5.3.74)

e o invariante é o mesmo apresentado em (5.2.10). Podemos escrever, desta forma:

1
<0a07 5‘ f117¢’2 0

1
—,()> =1} (5.3.75)
—1
De modo analogo

"2
1 1 1 1
~,0,0(f1,.,10,0,=) =(0,0,=|fo141]=,0,0) =
<27 3 ‘fl,TJ ) 72>_1 <7 72‘f 1,11 27 9 >_1
111 1 1 1(/1 1 1
= 2=, —=110,00{0,0; =, —=| |5, —= ) { =,0,0 f7
<272727 2" ) ><7 727 2"27 2><27 9 Hf_l,TJ
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com os coeficientes de Clebsch-Gordan:

111 1 1

1 1[]1 1
<0,o;—,——‘ ‘— ——> =1 (5.3.78)

27 2[(27 2

e invariante (5.2.9), que nos permite escrever o elemento de matriz:

1
—,0,o> =1 (5.3.79)
2 —1

1
<07 Oa 5‘ fil,T,l

Realizando o mesmo processo para os demais elementos de matriz da combinagao do su-
bespaco, temos:

1 1
T _
<07 57 O‘ f_1,¢’2 07 07 §>_1 =1 (5380)
(§]
1 1
T _
<§7070’ f_l,TJ 0707§>1 =-1 ; (5381)

que substituindo na expressao (5.3.64), nos permite escrever

1

070757

1
<07 57 07 1‘ fil,a,a

0

que é o mesmo resultado calculado anteriormente pela aplicagao direta do operador fjl.

Sendo assim, nao é necessario que fagamos o cédlculo analitico: uma vez que sabemos os
coeficientes de Clebsch-Gordan da combinacgao dos subespacos e os invariantes relacionados com
os estados pais, somos capazes de calcular os elementos de matriz (f| fiw,a |2) em qualquer
etapa do processo do GRN.

5.4 Invariantes para iteracao N = (

Devemos agora calcular o invariante para os elementos de matriz calculados na iteragao
N = 0, utilizando ainda como exemplo o resultado (5.3.71), utilizamos o teorema de Wigner-
Eckart. Para podermos calcular os coeficientes de Clebsch-Gordan no teorema de Wigner-Eckart
precisamos consider a parte em z igual a parte principal. Seja

<j17.j273a R| fil,a,a |ji7j;73a R/> = <j17j1z;j27j2z; S, Sz7R| fil,a,a |]£’jiz)j;7]éz7 8y 8z; R,> ) (541)

utilizando os numeros quanticos dos subespacos (ji1, = j1 = 0, jo, = jo = 1/2, 5, = s = 0,
J.=71=0,7, =j,=0,s. =5 =1/2), podemos escrever:

0.0.2.1) = {001 L0001 il
) 727 0_ ) 72a2a ) —1,0,x

B 00‘11 11\ /111 1|00> 0101fT
TN T2' 21272/ \2° 272" 2| D R | R




Como calculamos este elemento de matriz anteriormente, podemos substituir o resultado
(5.3.71) no membro direito da equacao (5.4.2), que nos permite escrever

<0 .0, 1H a0, 1’ 1> _ blyaus + byaas + bipan +lb”£fai2 —f)Tsall — biza12 (5.4.3)
2 0 <0 072’2H272 <§’§?§’_§H070>

e calculando os coeficientes de Clebsch-Gordan

1 1]]1 1
<0,0;— —H— —>:1 (5.4.4)

111 1 1
- .- _Z S 4.

calculamos assim o invariante:

<0 0, 1Hf*1m

1
0,0, > 1> =2 (b a13 + bijais + biya1n + biyaia — bisair — bisa12) |,
0

(5.4.6)
cujo processo pode ser repetido analogamente para todas combinacoes de subespacos possiveis.
Também é importante ressaltar cada combinacao de subespacgos tem uma combinacao de
autovetores escritos na mesma base para os mesmos pais, por exemplo na combinacao do
,%> com o subespago 3 x 3 |0, 3, 0> temos 4 diferentes autovetores para
o primeiro subespaco e 3 autovetores para o segundo, entretanto, todos esses autovetores de
um mesmo subespaco podem ser escritos em termos dos seus vetores de base, que sao iguais,
exceto por um coeficiente que vem da diagonalizacao e que pode diferir. Isto faz com que
os invariantes tenham uma mesma forma, mas valores numéricos diferentes na combinacao de
autovetores diferentes de um mesmo subespaco.
Exemplo:

<0 O ]-Hleoa

1
,0, 5, 2> = \/5 (b;lagg —+ b)flag4 -+ bTQCLQl -+ bTQ(lQQ — bigagl — bT3a22>
0
(5.4.7)

que vem da combinacao dos mesmos subespagos, mas com autovetor diferente para o subespago
4 x 4.

Podemos realizar um processo semelhante para os demais subespacos, de onde temos um
conjunto de invariantes:

<0 0, 1Hf*m

1 * * * * * *
,0, 5, 1> == \/§(b11a13 + b11a14 + b12a11 + blzalg — b13a11 — b13a12)
0

(5.4.8)

1
* * * * * *
0,0, B} 1) = \/§ (011a13 + €11014 + C1pQ11 + C9Q12 — Ci3a11 — 013a12)
0

1
<1707 57 1H fjl,a,a

1
<§70a07 1” fil,cr,a

(5.4.9)

1
0,0, 5 1> = — (€] a1 + €} a12) (5.4.10)
0
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onde a combinacao de elementos com R e R’ dentro de um mesmo subespaco possui uma forma
semelhante as apresentadas acima, apenas com coeficientes diferentes.

Por fim, é importante descrever os elementos de matriz que surgem da combinacao dos
subespagos de uma maneira compacta, que podemos fazer através de um somatério do tipo:

(12 g s RS o s s 8, R) ZZ“R’ brj (til f1y o [t3) v | (5.4.11)

i=1 j=1

onde os indices P e () do somatério descrevem o tamanho do subespaco com elementos |71, j5, s', R') 5
e |j1,J2, S, R) y, respectivamente, R e R’ discriminam qual o autovetor do subespaco estamos
combinando e os coeficientes aps; € br; sao os autovalores que compoem o autovetor em questao.
De modo que no exemplo apresentado anteriormente os coeficientes ars; e bg; sao dados pelos
autovalores (5.3.46),...,(5.3.56)

5.4.1 Exemplo N =1

Vamos considerar agora uma etapa posterior N = 1. Nesta etapa nao podemos mais calcular
os elementos diretamente, uma vez que agora perdemos a informacgao de como o operador
fjl’g’a atua nos estados |),;. Na etapa anterior fomos capazes de realizar esse procedimento
porque apesar de nao sabermos como este mesmo operador atua nos estados |),, somos capazes
de escreve-los em termos dos estados pais |)_, através de seus tipos. Entretanto, veremos

que somos capazes de escrever os elementos (j;, 75, 8", R'| f1,, . |1, 72,5, R), em termos dos

elementos de matriz (j!, j5, ', R/| fil,(m |j1, 2, 8, R), que calculamos anteriormente, e que esse
processo pode ser realizado em loop até uma iteracao qualquer N.

Vamos escrever os elementos de matriz na maneira compacta (5.4.11), explicitando que tudo
isso ocorre na etapa N = 1:

P Q
Grodo 8 Ry it s R, = D0 amibry (til fly g 185), (5.4.12)

=1 j5=1

Estes elementos de matriz, como vimos no exemplo anterior podem ser escritos em termos
de seus tipos, multiplicados por coeficientes numéricos que surgem da diagonalizacao de Hj.
Deste modo, a defini¢ao destes elementos de matriz se torna uma combinagao dos tipos. Vamos
considerar o exemplo:

<2 0,1 1‘f*1m

que surge de uma combinacao de um subespaco 18 x 18 com um subespaco 22 x 22, segundo a
referéncia [27], de modo que a combinagao de dois elementos destes subespagos pode ser escrita
em termos dos tipos que formaram cada um destes elementos:

< 011'f*1m 0.0.1 > S by ]t — et by (U] 8

=1 j=1
(5.4.14)
Note que nao explicitamos todos os elementos (t;] fil’ma |t;), por brevidade, mas a expressao
escrita em (5.4.12) possui uma quantidade maior de termos, e que nem todos os termos no
membro direito de (5.4.14) possuem valores diferentes de zero, apenas aqueles cujos pais pro-
venientes da iteracao N=0 combinam entre si. Para o exemplo acima, podemos escrever o

1
707_72> (5413)
2 1
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elemento explicitado na equagao (5.4.14) em termos dos seus estados pais

1
0,1,1|f1 0,-.2) =
<2 ‘flga ’ ’2, >1

1
.+ aib <14| f—loa | >1 +...=..+ aibj <1,0, 5, 1‘ fil’g,a

1
0,0,=,2
) a2a >0+

(5.4.15)

e os sub-indices 0 e 1 descrevem de qual iteracao cada estado é referente.

E importante deixar explicito aqui que estes elementos sao encontrados por meio do processo
computacional, entretanto, armazenar todos os elementos a cada iteragao é problematico. Note
que na etapa N = —1 tinhamos 6 elementos de matriz (f] fiLU’a €2) _, para calcular e na etapa

N=0 temos 72 elementos (f] filﬂm 1), E fécil notar que conforme o nimero de estados cresce
(e que ele cresce numa razao 16) o numero de elementos de matriz cresce igualmente rapido.
Sendo assim, escrevemos estes elementos de matriz em termos dos invariantes, que muitas vezes
aparecem repetidamente em elementos de matriz diferentes. Podemos perceber que através do
teorema de Wigner-Eckart, os termos da direita na expressao (5.4.14) podem ser escritos em
termos de seus invariantes

1 1 1
0 1 1 leoa 7Oa_72 :+a’lbj 170a_a]- filga 0,0,—,2 + ...
2’ 27/, 2 ~ 27/,
L | (5.4.16)
= ad; (0,011 1, 1)< ’5’1Hf_1’”’“ 0,0,5,2>0+...

Wigner-Eckart

e um invariante semelhante a este que aparece ja foi calculado previamente e aparece na ex-
pressao (5.4.10) apenas com coeficientes diferentes

1
<170> 57 1” fil,ma

Fazendo isso para todos os termos do lado direito da expressao (5.4.16) encontramos um
nimero que representa um dos elementos de (5.1.1) na iteragdo N = 1 e que nao utilizaremos
apenas para o calculo da densidade espectral em si, mas também para escrever os invariantes
que serao utilizados na iteracao N = 2.

Uma vez obtido o resultado numérico de (5.4.16) (que nao realizaremos aqui por questao
de brevidade) podemos utilizar novamente o teorema de Wigner-Eckart, mas agora no termo
da esquerda, que nos permitra calcular o invariante

1 (1,0,1,1] £, . .]0,0,
0,1,1| £ 4100, =, > = 2 7
<2 H ' 2 1 <0 O’Z’QH2’2><2’%%

E importante apontar novamente que somos capazes de calcular por meio deste procedi-
mento os elementos de matriz (f] fil(m €2); que temos interesse para utilizar na expressao

1
00,3, 2> = — (e]1a21 + €]y a22) (5.4.17)
0

1 2>
T (5.4.18)
2

(5.1.1) e os invariantes (|| fjlp’a |); que utilizamos para calcular elementos de matriz na etapa
seguinte. Esse procedimento pode ser realizado até um N qualquer definido como input do
programa computacional.

Esta rotina é apenas uma parte do cdlculo da expressao (5.1.1), mas a énfase que damos
aqui é a de que nao podemos fazer o calculo direto dos elementos de matriz que dependem do
operador fi em etapas superiores a N = —1, pois perdemos a informagao de como este

1,0,
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operador atua sobre os estados. Entretanto, como mostramos nas secoes anteriores, podemos
calcular os elementos de matriz e os invariantes (|| fil,(m ||) v Para qualquer etapa subsequente
em termos dos elementos calculados na etapa imediatamente anterior. Estamos realizando
uma atualiza¢ao dos elementos (|| fL,a,a ||) ;v e dos elementos (| fjlvg’a |) x sem a necessidade de

utilizarmos o operador fi explicitamente.

1,0,
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Resultados e Conclusao

Apresentaremos neste capitulo os resultados principais do trabalho. Segundo o que foi
exposto no capitulo 5 é necessario o calculo de diversos elementos matriz para que possamos
calcular posteriormente a densidade espectral. Estes elementos de matriz sao compostos pelos
elementos de suas etapas anteriores como descrito na equacao (5.4.11) por meio dos indices que
caracterizam seus estados pais.

Dentro de uma etapa qualquer N, para calcular cada combinagao de elementos dos su-
bespacos, seria necessario o célculo de inimeros elementos de matriz e consequentemente seu
armazenamento dada uma etapa imeditamente anterior, mas como discutido anteriormente,
iremos armazenar apenas seus invariantes.

Para isso devemos adiciona-los a rotina computacional por meio de uma lista de invariantes
genéricos que dependem explicitamente apenas dos indices “j”e “s”dos pais e da informacao
dos subespacos em questao. De modo que o procedimento computacional “chame”uma classe
na qual estarao armazenados estes invariantes genéricos e através da indicacao dos parametros
relevantes sejam criados os elementos de matriz a serem utilizados nessa mesma etapa do
algoritmo.

Nesta secao apresentaremos um exemplo de como gerar tais invariantes e no apéndice A
escreveremos os 158 elementos invariantes calculados.

6.1 Calculo dos Elementos de Matriz Genéricos

Consideramos aqui o calculo de elementos de matriz genéricos advindos das combinacoes
(tipo/| fL,a,a |tipo) - presentes no procedimento descrito no capitulo anterior. Realizamos este
célculo genérico, ou seja sem fixarmos nenhum valor para ji, jo, s, ji, js € s’ previamente. Deste
modo, podemos calcular qualquer elemento de matriz gerado pela acao do operador filjg’ o €M
uma iteracao qualquer, como descrito anteriormente pela equacao 5.4.11, necessitando apenas
da informacao dos niimeros quanticos e dos invariantes ja calculados em uma etapa anterior.

Vamos considerar o exemplo da combinagao (4] fjl’g’a |1) v, note que aqui nao estamos
discriminando qual o subespaco que gerou cada um dos tipos, pois nos importaremos apenas com
o resultado do elemento de matriz. Para gerar um elemento de matriz especifico utilizaremos o
resultado encontrado aqui aliado a coeficientes que surgem na diagonalizacao dos elementos de
matriz na etapa logo anterior assim como descrito no processo com o qual calculamos a equagao
5.4.10.

Para o nosso exemplo em maos, vamos considerar primeiramente os vetores de base que
formam os tipos:

1 1 1 1
D= —5:01—5:0e— 5:02— 5.8 8; 1.1
1) = |5 51T 50 d2 T 500 2,S,S,T¢,T¢> (6.1.1)
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/ . 1 . 1
2j2+2 7]1 27]2+§7]2_278787T\L7T\L>
(6.1.2)

272 + 1 1 . L1 1 + 1 Lo
2j2+2 7]1 27]2 2 ]2 y Sy 55

e combinando-os escrevemos a expresséo:

<4|fil,a,a |1>N =

1 o1, 1,1, 1, . L1111
2]é+2<j1 27]1 27]2_'—27]2 27378 f—l,o,a Wil 27]1 27]2 27]2 27378 N1

(6.1.3)

E importante ressaltar que essa expressio surge ao combinarmos os vetores de base e se-
pararmos a parte de spin (setas) da parte dos coeficientes. Esse procedimento é realizado da
seguinte forma: consideramos que a parte das setas é correspondente aos spins adicionados ao
sistema via etapa N, enquanto a parte de coeficientes é referente a etapa N — 1, contamos todos
os operadores que agem na mesma etapa da parte de setas que estejam a esquerda ou a direita
de 1),7) (neste exemplo, ambas as partes de spin sao iguais) e multiplicamos por (—1) para
cada operador que temos que “pular”, escrevendo a parte de coeficientes multiplicada por um
elemento (| |)

Para a combinacao dos tipos acima, vao aparecer dois elementos multiplicando a parte de
coeficientes: (11, | [T, T4y e (T4 T [T, @) », 0 primeiro é igual a 1 e o segundo ¢é igual a
zero, desta forma, sé ficamos com a combinacao dos primeiros termos de cada tipo. Quanto
aos (—1) advindos dos operadores, ndo temos nenhum, uma vez que o nosso operador entre as
partes de setas é fil,a,a e que age apenas na etapa N = —1.

Realizaremos este mesmo processo sempre que estivermos combinando tipo com tipo por
meio de um operador fi — combinaremos apenas as partes em que os spins da etapa N sao
iguais.

Utilizaremos agora o teorema de Wigner-Eckart na expressao 6.1.3, que nos permite escrever:

1,0,

<4| fjl,o',a |1>N =

1 /. 1. 1 Co1 ., 1N/, 1. 1 I
— — — ] — =%, % —— == — =g — =1k, % S Ia——
2]5‘1'2 N 27]1 2a ) 1 27.]1 9 J2 27]2 2a 3 Jo 27]2 2

1 1

1 . 1 )
<878;§70—Z ’8/73/> <j1 27]2 _éa]2_ 2aS>N_1 (614)

Aqui o simbolo * representa a soma de spin 1/2 em um dos canais que surge devido a agao
do operador fihm, e que representamos genéricamente, uma vez que esta soma depende da
definicao de um valor para « e para 0. Se a = 1, fazemos a soma no coeficiente respectivo,
enquanto somamos zero no coeficiente referente ao outro canal. Caso a = 2, realizamos o
mesmo procedimento, mas agora no outro coeficiente. Por exemplo, paraa =1e o0 = %, temos:

laa
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P | o1 1
]1 - 57]1 - _> <]2 - asJ2 _.070’

11
Jé+—,J£——>

2j5 + 2 21T 999 2 2 2 2 2
11 L1, 1 11
<87 85 57 5 |8l7 S/> <]1 - 57]& + 573, fil,T,l Ji— §aj2 - 5: S>N_1’ (615)

onde devemos calcular cada um dos coeficientes de Clebsch-Gordan para determinar o elemento
de matriz.

Podemos calcular a coletanea de coeficientes para diversos valores de a e o, simplesmente va-
riando seus valores e calculando os coeficientes de Clebsch-Gordan correspondentes, entretanto,
varios desses valores sao iguais a zero. Nao temos uma maneira prévia de definir quais os ele-
mentos sao nulos ou nao. Sendo assim, vamos partir do principio que o elemento do ”bra” (jp.
Ou Sprq) € possivel pela soma de momento angular (dada pelo coeficiente de Clebsch-Gordan)
do elemento do "ket” (jrer OU Sker) cOM % Para o nosso exemplo, temos:

| A oy 1,1
jlbra:jlket+§_> Jl_§ =\ — = +§—>]1:]1+§ (616)

¢ importante ressaltar que quando fazemos a transformacao em um canal o outro canal nao
pode sofrer transformacao, desta forma:

: . . 1 ) 1 . .
J2bra = J2ket —* (Jé + 5) = <]2 - 5) — jg=1Ja—1 (6.1.7)
podemos escrever também:
. 1_> P O R A 1 1_>.,_. 1 (6.1.8)
Jbra = Jiket 2 J1 9 =1l 9 9 =0 9 -
. : s 1 . 1 P
J2bra = J2ket = | Jo + 5 =\J2— 5 — Jo = J2 — 1 (619)
variando o canal 2, temos:
. . s 1 : 1 P
Jbra = Jiket —> \ J1 — 5 =\ — 5 — N1 =N (6110)
e
J2bra = J2ket 2 J2 9 =1J2 9 2 Jo = J2 9 -4
e também os ntmeros quanticos
. . s 1 . 1 P
Jibra = Jiket — | J1 — 5 =\ — 5 — =N (6112)
¢ 1 3
j2bra = j2ket - 5 — ]é == j2 - 5 (6113)
temos também as condigoes para s:
1 , 1
SbTa:8k€t+§ — S8 :5+§ (6114)
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1 1
Sbra:3k6t+§ — S :5+§ (6115)

Com esses conjuntos de condigoes para os nimeros quanticos “j”e “s”, podemos calcular os
coeficientes em 6.1.4. Temos assim, para j; = j; + % e jb = jo — 1 o coeficiente

1 111
WAl 27.]1 27272

que tem valor numérico

\/jlket+j1braz+%_\/(jl_%)—i_(ji_%)—i_%—l (6.1.17)

2jiker + 1 2(j1—3) +1

e o canal 2 nao sofre transformacao, sendo assim, seu coeficiente ¢é igual a 1.
Para o segundo conjunto de coeficientes, j| = j; — % e jb = jo — 1, temos:

1 111
n 2731 2a272

./ / [ 5 = —— —|l94.9 1.1
N 27.]1 2> <j1 27]1 2a 27 9 |J17j1> (6 6)

1 1 1 111
T U S N Nt P R J T | 1.1
Wi 27]1 2> <]1 27]1 27272 ’jl yJ1 >7 (6 8)

e aqui entra um outro detalhe: Ao calcularmos os coeficientes de Clebsch-Gordan, devemos nos
atentar a duas condigoes de existéncia. De modo que para um coeficiente qualquer descrito por

<J1,m1;J2,m2] ]J,m> (6119)

esse coeficiente é nao-nulo, se as condicoes

e
| — Jo| < J < Jp+ s (6.1.21)
forem respeitadas.
Note que
. I 1‘11|, L —1) (6.1.22)
Wil 2aj1 2799 J1 y J1 -1

nao respeita a primeira condigao 6.1.20, onde m; + my = m — (j1 — %) + % =h#n—1e
portanto seu resultado é zero.

Apesar de nao realizarmos explicitamente essa checagem para o primeiro coeficiente do canal
1 deste exemplo, é facil ver que ambas as condigoes sao respeitadas. Entretanto, para o outro
coeficiente do canal 1 e para ambos os coeficientes do canal 2 nao é isso que ocorre. Note que

1 111
= = gy — =1 = | lja, jo — 1 1.2
<j2 27]2 27272‘|j2732 > (6 3)

também tem a violagdo da primeira condi¢do, uma vez que my +mo = m — (jo—3) + 3 =
J2 # j2 — 1, e que para o outro coeficiente:

] L 1'11|' 1,9 2) (6.1.24)
J2 2)]2 272a2 J2 y J2 -1
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também héa a violacao da primeira condicao de existéncia, uma vez que m; + my = m —
( J2 — %) + % = Jo # Jo — 2. Desta forma, ambos os coeficientes de Clebsch-Gordan devem ser

(15

nulos. temos, desta forma, os coeficientes em “j”sao:

B Ty A (6.1.25)
N 27.]1 2a272 Ji,J1) = oL
para ji = ji1+ 3 € jb = jo — 1
1 111
<.71 27]1 27272"]1 » J1 > 0 (6 6)
para ji = ji — 3 e jh = jo — 1,
1 111
<j2 27]2 27272‘|j27j2 > ( )
para ji = ji, ¢ jb = jo — 3, ¢
1 111
<j2 27]2 27272‘|32 y J2 > 0 (6 8)

para j3 = Jji, € Jo = J2 — 3-
Para os coeficientes em s, o procedimento é o mesmo, entretanto, temos um nimero quantico
varidvel o, e que pode assumir valores o, =t= % ou 0, =|= —%. Desta forma, temos as

2
possibilidades:

11
58,555
2°2

paras’zs%—%eaz

2 28ker + 1 2s+1

1 1 Sket + Sbras + = s+ (s+1)+1
s+§,s—|——>=\/kt ’ 2:\/ (s+3)+5 (6.1.29)

1
5

L 1 +1 +1 0 (6.1.30)
$,8=,—=||s+=,s+=)= 1.
22 2’ 2
para s’ = s—l-%e o= —%, pois a condicdao de existéncia m = m; + mg — s — % #+ s—i—% é
violada.
11 1 1
.-z — 2 s—2Y=0 6.1.31
<S7S?272 S 278 2> ( )
para s’ = s — % eod = %, pois a condi¢ao my +mgs =m — s+ % #*5— %, também é violada. E
por fim:
11 1 1 Sket T Spraz + s+(s—3)+1 2s
Pl P N = = 6.1.32
<S’S’2’ 2'5 2° 2> \/ 2ot + 1 25+ 1 2si1 (6132

S (N |
para s =S 260’— 5

Podemos ver que surge uma restrigao sobre os elementos de 6.1.4 dada pelos coeficientes de

Clebsch-Gordan genéricos, onde temos valores nulos para os elementos de matriz que possuem
nimeros quanticos o = 2, ' = s+ % com o = —% es =s— % com g = %
Portanto os elementos de matriz nao-nulos advindos da combinagao entre os tipos y (4| e

|1) ;- s@o descritos pelo conjunto de nimeros quanticos j; = ji + %, Jh=1Jo—1,8 =s+ %, o=3
ejr =h+ %,jg =jo— 1,8 =s+ %,0 = 1 Calcularemos a seguir os elementos de matriz

2
genéricos para esses valores.
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6.1.1 Calculo dos elementos de matriz (4] ija,a 1)y

Como discutido anteriormente para o calculo do elemento de matriz (4| fjl’(w 1)\, chega-
mos a restrigoes sobre o conjunto de nimeros quanticos permitidos para gerar este elemento.
Apresentaremos nesta secao o método de calculo para estes elementos de matriz possiveis.

Partindo de 6.1.4 e substituindo os valores permitidos, temos os seguintes elementos de
matriz possiveis:

1 1 111 1 1

4 T 1 _ e e el ./__ ./__
< |f71,T,1| >N 2jé+2<jl 27]1 27272‘ Wi 27]1 2>

1, ). 1 1

< 373 |, 8><] 2,]2 ,¢, 502 2,S>N_1 (6.1.33)
que ¢ igual a

1 1 111 11 1 1

< ’f717¢,1| >N 2]2 <]1 27]1 27272’|]17]1> <S,S,2,2 +2a3+2>

o 1 1
<31792_§’5+§Hﬂm1 J1

com os numeros quanticos j; = j; + %,jé =jo—1,8d =5+ % eo =
De forma semelhante, temos:

/1 1 111 1 1
<4’ f_1’¢,1 ‘1>N - = 2_']2 <]1 - 57]1 - 57 57 5’ |jl?]1> <8787 57 _5
<Jh]2 - Hf_u,

quandoji:jl—i-%,jé:jg—l,s’:s—i-%eaz—%.

Para desenvolvermos estes elementos de matriz, substituiremos os coeficientes de Clebsch-
Gordan calculados anteriormente 6.1.29 e 6.1.32 nas expressoes acima simplificando os resulta-
dos. Temos assim:

L1 > (6.1.36)
- =, J2—=,S 1.
2 2 N—1

2J5 +2
1 . 1 >
—5J2— 558 .
2 2 N—1

(4| f_ 1,11 |1 ]1 »]2
25+ 1
(6.1.37)

Devemos agora escrever os numeros quanticos “linha”’em termos de sua relagao com os
numeros quanticos “sem-linha”que foi imposta anteriormente. Para este exemplo o primeiro
termo tem as relagoes j; = j1 + %, Jh=ga—1, 8 =s+ % e o segundo j; = j1 + %, Jh=7Ja — 1,
s'=s+ % (o nimero quantico o ndo é mais relevante nesse passo do desenvolvimento) que nos
permite escrever as relacoes na forma:

| 1

o4

1 . 1
(1 s M = =5 (7= 5o +

1T1

1¢1

1 . 1 >
— =, j2— =,8 (6.1.38)
2 2 N—1



1 1 1 1
( |f, 1,41 | \/ 2]2 2s+1 <]1’]2 273 2 H f71,¢,1 . 2 2’ S>N—1 ( )

2

Nao ha nenhuma simplificagao algébrica necessaria aqui, uma vez que os coeficientes de
Clebsch-Gordan e os demais coeficientes advindos dos vetores de base estao escritos agora em
termos de nimeros quanticos diferentes.

Por fim, para estabelecer um padrao, escrevemos estes elementos deixando o "ket”na forma
171, J2, $) 5. Isto é possivel porqué os nimeros que aparecem no ”bra”e no "ket”nao importam
realmente, apenas a relagao que é estabelecida entre eles. Sendo assim, realizaremos o processo
que chamamos de translacao, que é a translacao da relacao entre os coeficientes do bra e do ket,
com o fim de deixar o "ket”na forma desejada. Note que quando fazemos a imposicao dessa
nova condicao de translacao, os coeficientes das expressoes 6.1.38 e 6.1.39 também sofrem uma
modificagao. Temos agora:

1 A 1 o
100 10 = =y (i st 3 g i s (6.1.40)

para o primeiro termo, e

1 1
4 1) i+ = o, s — || f1 i 6.1.41
< |f71¢1| \/2j2+1\/23+1<ﬁ+2"72’5 2Hf1,¢,1 ||]17]275>N—1 ( )

para o segundo.

Este processo foi realizado para as demais combinagoes (tipo’| fil’g’a |tipo) 5, considerando
todos os vetores de base do apéndice A da referéncia [11], com a finalidade de incorporar as
relacoes na rotina computacional. Os resultados deste célculo permitiram a formacao de uma
tabela de combinagoes genérica para o processo iterativo, levando sempre em consideragao o
operador filﬂm que apresentamos no apéndice A deste trabalho.

E importante apontar que apesar de ser um procedimento que parece simples, o calculo
dos elementos genéricos, seus coeficientes de clebsch-Gordan e as relagoes entre os indices do
“bra”e do “ket”requerem cuidado para serem calculados, e que apds seu calculo foram realizadas
inimeras checagens destes valores, uma vez que nao podemos considerar elementos que nao
obedecem as relagoes indicadas anteriormente.

6.1.2 Conclusao

Neste trabalho calculamos os elementos de matriz necessarios para o calculo da densidade
espectral segundo a rotina do Grupo de Renormaliza¢do Numérica (GRN). Partimos de uma
generalizacao encontrada na literatura, nas referéncias [14, 15, 24] e adequamos a expressao
computacional

(1 1ol

E;—Eg)
dz

: (6.1.42)

=

E;—Eé:w

que por sua vez requer que calculemos elementos de matriz dinamicamente na rotina do GRN.
Calculamos estes elementos e produzimos a tabela de elementos de matriz genéricos apre-
sentada no apéndice A. Esta tabela de elementos de matriz representa uma forma de calcula-los
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em cada etapa do GRN. Entretanto, ainda falta calcular o denominador da expressao (6.1.42)
para o calculo da densidade espectral, que nao é uma tarefa tao simples assim como verifica-
mos. Uma vez que calculamos os elementos de matriz e o denominador da expressao (6.1.42)
dinamicamente, poderemos realizar uma composi¢ao no algoritmo ja desenvolvido no trabalho
[11] e calcular a densidade espectral do modelo de Anderson de dois canais.
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Apeéendice A - Lista de Invariantes

U Dy [Ji=di+g [ = |5 =s+3[0=+F]
<1|fT1T1|1 <]1+2aj273+ QHf 1T1||]1aj27 >N 1
’(1’f—1¢,2|1>1\r‘] =J1 ‘J2—12+ ‘5—34‘ ‘U—‘f'“
<1‘fT1¢2|1> <]1a32+§a3+2||f 1T2||]17]2> >N 1
’<1|fT1¢1|1 ‘J J1+3 ‘J2_32‘5—3 ;‘
SIFAR IO ¢23+1<]1+2,32, = 4 i s 2s s

(U y [fi=ir [ do=dot b |5 =53] o=-% |
<1|fi1,¢,2 Dy = \/%j_l <j1,j2 + %73 - %” fi1,¢,2 1715 J2: ) N1

’(4’f11¢,1|1>1v‘]{:j1+% j§:j2‘5’:5+%‘ U:% ‘
A L Dy = =y G g+ 3 Flaa o shyy
1 ‘ 1 ‘

LA Dy [ =g+ 2 jé—jz\S’—s—g o= -1

(4] fil,i,l Dy = _\/Qhﬁ\/%ﬁl <j1 + 27]27 %H f117¢,1 171 G2, 8) -1

=_1
o=-1 |

’<13|fi1,T2’]‘>N‘ji:jl_l‘j2:j2+§‘S:S'f’%‘ O:% ‘

(13| fim,g Dy = —\/ﬁ (Jr.d2+ 3,5+ 3| fim,z 1715 J25 $) x4
’<13|fi1,¢2’1>N‘ji:j1_1 jéng—l-%‘s’:s—%‘ 0:—% ‘

(31 £ 0 1 = =g/ 227 e+ 3os = 30 v gz s
6l Dy =t =1 =s+1] o=1 |

<16|fi1T1‘1> :\/2j21+1\/2]11+2 ]1+§7j278+%‘}fj1,T,1 ”j17j273>N—1
’(16|fT1¢1|1 ‘] ‘ 1 Zj—l‘s’—s—%‘ 0‘:_% ‘

(16| leil ‘1> - \/ 21 1 2311+2\/2s+1 <=71 + 2’]2’ %H fil,m ”j17j2a8>N71

’(2’f—1,¢1‘2>1\/‘] j—%‘ﬁ:jﬂs-s—l— ‘U_ 2‘
<2|fj1,’r,1|2> <j1+27.]273+2Hf 1T1||]17]27 >N 1
’(2’f 172|2> ‘ =J1 ‘32*]2‘1‘ ‘5—3‘1‘ ‘U—‘f“‘
<2’f 1¢2|2 <]1 ]2+§75+ sz 1T2|‘31,]2, S)N_1
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’<2’f11,¢,1|2>1v‘ﬁ:jl+%‘jézjg‘ ’:5_%‘ U:_% ‘
(21 71120 = \J227 Gt bedes — 370 G s) s

’<2’f11¢,2|2>N‘ji:j1 jé:jg—l—%‘s’:s—%‘ a:—% ‘

(2 fil,¢,2 12)y = \/%j1 <j1,j2 + %, s — %” fiu,z 171, 72, 8) y 1

’(3’f11,¢1‘2>N‘j1:j1+% jé:jZ‘SIIS—%‘ U:—% ‘
(3| fi1,¢,1 2)y = _\/ﬁ\/zsh <j1 + %,jé,s + %H fiu,l 1715 J2: $) vy
’<3yfi1,¢2‘2>1v:‘j1:j1 ]é:jz—l-%‘s’:s—%‘ g:_% ‘

(3| fiu,z 12)y = —\/2;#2\/ﬁ (j1,d2+ 3,5+ %H fiu,z 171, 52, 8) v 1

|

N [ =

’<14|fi1,T2|2>N‘ji:jl_1 j§:j2+%‘s’:3+%‘ R
(4 112y = - Mﬂ Girsdo+ 45+ 2 s s g2 8) s

AT 2y (=g — 1 ja=jats |6’ =s—-3] o=-1 |
(UL 120 = =227 Gz + 3o = 3| Ao s Do
(5[ o2y [ Ji=di— 1| a=jot 3]s =53] o= 1
(15| fi]-ﬂiv? 2)n = \/2j11+1 \/2512 \/2311 <j17j2 + %7 s+ %H fil,m 1715 J2, 8) 1
(@ By [ i=gti =g |s=s+3] o=1 |
@141 13y = 557 (1 + 3028 fjl,m 1715 J2, 8) w1
L@ f 1T2|3 i =0 ‘jé=j2+%\8’=s+§\ o=15 |
@I a By = 527 Gude+ 505 = 5] o 0 g2, 8)
’<3|fT1¢1|3 ‘J{—j1+%‘j§=jz‘s’:s+%‘ c=1 ‘
(81T g 130 = (B22) /525 Gr + 3z s + 311 Ly s gz Dy
(G By [ Ji=d T3 = |5 =s—3] o=-% |
B 180y = B2 G+ ddas = 3 g o)y
(B o By [di=i [h=jet g [ =s+5] =1 \
<3|fj17T,2|3>N:(g§i%)\/28+2 <Jlu72+2a5+2||f 112 1715 J2, 8) -
(B By [ =i [fo=jp+d | =s—%] o=-% |
<3|f117¢,2|3> \/28 L{j1,j2+ 3,8 %Hfjl7¢72||j1,j2,8>N_1
(AT By [i=d—1 [ jh=joti|s=s+3] o=35 ]
UL 2 1By =~ \/ﬁ (rodz+ 308 = 5 Fige 7 g2, 8) s
LT B (=i =1 =ttt [ =5+ ] o=1

T S S y > . .
5] £ B0y = =22 (222] g+ Lo 4 3 A s s )
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’<15|fT1¢2’3> ‘ ]1—1‘]2—]2—1-%‘8':5—%‘ O':—% ‘

(15] /1 12 130w \/231+1\/2S %t (da + 3 %||fi1,¢,2||j17j275>1\/_1
LA Wy (=0 +3 \j2—32+1\s’=s+1\ o=1 |
(UL M)y = ¢%H@rudmyhuﬂmmﬁﬁ N v
’<1’fw2|4 ji=gqi | fh=gti]s=s+i] o=1 |
<1|f—1?2 4 = 2]2_l+1 <j1’j2 - %75 + %H fil,m 1715 920 $) v
’<1’f—1,¢1|4>N‘j1:j1+% ]é:jz—i-l‘s’:s—%‘ o=-1 ‘
(UL )y = _\/ﬁ\/zﬁl G+ 5odzs = 30 g0 I g2 ) s
(W [Ji=a [ h=pti]d=s-1] o=-1 |

t o
U2y = 2j21+1 \/23+1 <Jl’j2 %73 - %” fiu,z 171, J2, 8) y_1

!<4!f*ml4 [ji=g+i]j=g]s=s+1] o=1]
<4|f71T1 |4>N - <.71 + %7j2a3+ %” fjl,’r,l ||j17j27S>N—1

DO |

’<4’fil,¢,1|4>N‘]i_j1+%‘jézh‘slzs_%‘ 0:—% ‘
<4| fiu’l 4y = \/2825“1 <j1 + %’j2’ 5 %H fju,l 1715 72, 8) N1
(AT oWy [Ji=di [ h=det i]s=s11] P |

4| filTQ [4)y = <§j§ﬁ> \/2322]i2 <j1’j2 + %75 + %H fil,T,Q 715 J2, 8) N1

’<4’f1¢2|4 J1—J1‘32—J2+ ‘3’:3—%‘ o=—1 ‘

2j 2j2+2 1| £t .
\/2J2i2 \/28+1 <2J§+1) J1, 2 + 57 B 5“ f—1,¢,2 ||J17J273>N_1

’<13|f—1,T2’4>N‘]1231_1‘j§:j2+l‘S/:S—i-%‘ a:% ‘

(13] filT? 4y = —55m \/2g1+1 (J1:d2 = 5,5 + 3 fim,z 171, 25 8) N1
’(13|f—1¢2’4> ‘ =J1 1‘]2_]2—1-— ’:s—%‘ o=—-1 ‘

(13| il L2 4N = 2]2+1 \/231+1 \/25+1 <31n72 ;7 - %H fiu,z 1515 J25 8) Ny
’(16|f1¢2’4> ‘ ]1_1‘j2:]2+§‘828+5‘ c=1 ‘

(16] /115014y \/2;2]12 \/2j11+1 [gﬁﬁ] (ot 35+ 5[ Lol g )y
’(16|f71,¢,2|4>1v‘] =J1 — jé_jz-l-l s’:s—%‘ 0‘:—%

(16| fi1,¢,2 4) v \/Qf;iz \/2s+1 \/2]1+1 [;ﬁiﬂ <j1’j2 + %, §— %H fi1,¢,2 171, 72, 8) y_1

’ <5’f11T1|5>N ‘j{=j1+§ \32232 \ s =s+3 ‘ o=1 ‘
Bl F1aal5hn = Gt + L do s+ 2] Fann 1020 ) s

’<5’f1¢1|5> ‘ =71 %‘JQZjQ‘S’:S—%‘ 0’:_% ‘
<5|f 1\L1|5 :\/2 S j1+27]27 %Hfjl,i,l ||j17j2’S>N—1

’<5’f—1¢2|5> ‘ = ‘J2_92+ ‘S_S‘F“U:% ‘
<5|fT1T2’5 <]17]2+278+ 2”f—1¢2“]1 ]27 >

29



’<5’f117¢,2|5>N‘j£:j1‘jé:jQ‘i‘%‘S/:S—%‘ 0’:_% ‘
(5] fi1,¢’2|5>N = \/% (j1,d2+ 3,5 — %H fiu,z 1, 725 $)

(O [ =it g h=do |9 =s-%]  o=-3 |
(61 fil’“|5>N B _\/2512 \/ﬁ (1 + 3.d2 5+ 3| fiu,l 171, J2s 8) y_1
’<6’f11¢2’5> ‘jl—jl‘jz—]é‘i‘ ‘S—S—%‘ c=-1 ‘
(61 /11, 2l5)w ﬁswzsﬂ (e +5os 4 8] £ v, s )
(O B (=it s == 1] =s+}] o=3 |
(a5 = = G $odzes + 31 sz, s) vy
By [ji=hi+i|h=h-L]s=s—23] o=-1 ]
(a8 = =22 G Bdes = 3l s s s )i
(2 By (=gt 5[ o= 1] s =s—1] p—— |
(12| fi17¢v1|5>N - \/2j21+1 \/231+2 \/231+1 (v + 3,42, 5 + 4| fil,i,l 1715 J2: 8) vy
(B i lOy [ =gt i da=de | s =s+3] o=1 |

BT 1s 160y = 557 (r + 52205 = 5[ gy lns g2 s) vy

’<5’f11T,2T|6>N‘ji:j1‘jé:jQ—i_%‘8/:S+%‘ o=
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