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Resumo

SAKIYAMA, B. N. Simulacdo de fluidos com PIC usando RBF-FD e grades adaptativas
balanceadas. Campo Grande, 2023. Dissertagdo (Mestrado) — Faculdade de Computagao,
Universidade Federal de Mato Grosso do Sul.

Em animagoes baseadas em fisica, a simulacao de fluido por métodos hibridos, ou seja,
empregando tanto uma discretizacao material quanto espacial, é normalmente baseada na
subdivisao do espaco por uma grade regular. Essa abordagem, a depender da resolucao
adotada, pode gerar um grande ntimero de células que nao contém fluido e nao precisam ser
processadas, mas que ainda assim serao visitadas. Com o intuito de contornar esse problema,
grades adaptativas foram introduzidas para eliminar células vazias. Nas grades regulares, o
calculo dos operadores diferenciais, que é necessario para a resolver a simulagdo, pode ser
feito pelo método das diferencas finitas. O método aproxima o valor da derivada em um
ponto com base em seus vizinhos — que devem estar alinhados ao ponto em relacao aos
eixos do dominio e a uma distancia do ponto sendo avaliado — e essa vizinhanca é chamada
de esténcil. Como nas grades adaptativas os tamanhos das células podem ser diferentes, os
esténceis gerados nao sao aptos para o uso do método das diferengas finitas como na grade
regular. Uma alternativa para calcular os operadores diferenciais em uma grade adaptativa é
o uso do método de diferengas finitas baseada em fungoes de base radial (RBF-FD), mas esse
método é mais complexo e computacionalmente extensivo que o usado nas grades regulares.
A fim de manter os beneficios de uma grade adaptativa e acelerar o cdlculo dos operadores
diferenciais com RBF-FD, este trabalho propoe o uso de grades adaptativas balanceadas, ou
seja, grades em que a diferenca de nivel entre duas células vizinhas nao seja maior que um. O
objetivo é, uma vez identificado os esténceis gerados com tal condicao, definir um dicionario
cujas entradas contém fungoes que permitem o calculo acelerado do RBF-FD para cada um

desses esténceis possiveis.

Palavras-chave: simulacdo de fluidos, RBF-FD, grades adaptativas balanceadas.
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Abstract

SAKIYAMA, B. N. PIC fluid simulation using RBF-FD and adaptive graded grids. Campo
Grande, 2023. Thesis (Master’s program) — Faculty of Computing, Federal University of
Mato Grosso do Sul.

In physics based animations, hybrid fluid simulations — simulations that rely on both
material and spatial discretization — are usually based on a regular subdivision of the domain
by using a regular Cartesian grid. Depending on the adopted resolution, such an approach
can create a large number of cells that do not contain fluid but will still be processed. To
avoid this issue, adaptive grids have been introduced to reduce the number of non-fluid cells.
With a Cartesian regular grid, the differential operators needed for a numerical fluid solver
can be computed using the finite difference method (FDM). FDM gives an approximation of
the partial derivatives of a quantity at a grid point based on the quantities of its neighboring
grid points. The configuration formed by the target point and its neighbors is called a stencil.
However, a stencil formed by the points of an adaptive grid cannot use FDM for computing the
differential operators since such points do not form vectors aligned to the domain Cartesian
grid. In this case, an alternative is to use the finite difference based on radial basis functions,
which enable stencils in generic configurations. To maintain the benefits of using adaptive
grids and accelerate the computing of the differential operator with RBF-FD, this thesis
proposes a PIC-based fluid solver that employs a graded adaptive grid, that is, one in which
the level difference between two neighboring cells is not greater than one. The proposed
approach relies on maps whose entries store the RBF weights for a given differential operator
and stencil. The map entries are indexed by a key that encodes the cell level and the relative
position of the stencil target and its neighbors. The weights are computed only once and

reused for the same stencils throughout the simulation.

Keywords: fluid simulation, RBF-FD, graded adaptive grids.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao e justificativa

As animacOes baseadas em fisica sdo amplamente exploradas em uma variedade de
aplicacoes, tanto nas ciéncias e engenharias quanto na industria de entretenimento, como
em efeitos especiais na cinematografia e jogos digitais. Essas aplicacoes se diferenciam na
precisao de seus célculos, precisao visual e eficiéncia computacional, uma vez que cada tipo
de aplicacao valoriza mais um aspecto diferente. As aplicacdes para ciéncias e engenharias,
por exemplo, requerem calculos precisos para testar produtos e teorias, e assim predizer,
o0 mais exatamente possivel, o comportamento do objeto de estudo na vida real em uma
simulacao de custo menor quando comparado com um teste fisico. Ja aplicagbes focadas
em efeitos especiais tém mais énfase na precisao visual, ou seja, o resultado produzido na
simulacao deve ser o mais real possivel aos olhos humanos, tolerando-se um erro numérico
maior do que em aplicacoes destinadas para ciéncias e engenharias. Por fim, as aplicagoes
voltadas para jogos digitais requerem um processamento em tempo real, ou seja, a precisao
numérica e visual sdo sacrificadas para se obter resultados mais rapidos e proporcionar a

experiéncia fluida exigida pelos jogadores.

Independente da finalidade da aplicacao, as simulagoes empregam modelos dos objetos
sendo simulados, que podem ser geométrico — representacao exata ou aproximada da forma
e dimensoes de um objeto — ou matematico — descricdo do comportamento de um objeto,
geralmente em termos de equacoes diferenciais parciais e suas condigoes iniciais e de contorno.
Nesses casos, a solugao de um modelo matematico envolve o emprego de um método numérico

que fornece uma solucao aproximada em uma versao discreta do objeto sendo simulado.

Um dos tipos de simulagao mais empregada em animagao baseada em fisica é a dindmica
de corpos rigidos. Um corpo rigido é um meio continuo sélido no qual duas particulas quais-
quer mantém a mesma distancia entre si, independentemente das forcas atuantes no corpo.

Geometricamente, um corpo rigido pode ser representado por uma conjunto de formas bésicas
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tais como blocos, capsulas e cilindros, ou com superficie dada por uma malha de poligonos.
Alternativamente, o modelo geométrico de um corpo rigido pode ser definido por um sistema
de particulas, em que cada particula concentra uma parte da massa do objeto. O compor-
tamento de um corpo rigido é descrito matematicamente por uma equacgao de movimento
derivada das leis de Newton, que relaciona grandezas tais como o estado do corpo (posigao
de seu centro de massa, orientacao de seus eixos principais de inércia, velocidade linear e
velocidade angular), sua inércia (massa e momento de inércia) e esforgos externos (forgas
e torques) que nele atuam. Simular um corpo rigido significa determinar, a cada instante
de tempo, qual o estado do corpo em funcao do seu estado corrente e dos esforgos externos
atuantes. Embora seja um dos casos mais simples de simulacao em animacao baseada em
fisica, o problema é nao trivial, pois a solucao depende de restrigoes derivadas de colisoes,

com ou sem atrito, e juncoes entre corpos.

Outro tipo de simulacao é a de sdlidos deformaveis. Um corpo deforméavel pode ser
eldstico e/ou plastico. O material de um corpo perfeitamente eldstico é tal que este recu-
pera sua configuragao inicial, ou de repouso, uma vez retiradas as forgas externas causadoras
das deformagoes. Em um corpo plastico, por outro lado, parte das deformagbes sao per-
manentes, mesmo cessadas as acoes externas. Comumente, um material é elastico somente
até certo limite da razao entre forca e deformacao, a partir do qual o corpo plastifica. Ge-
ometricamente, um corpo deforméavel pode ser representado do mesmo modo que um corpo
rigido, por exemplo, através de malhas de poligonos ou sistemas de particulas. O modelo
matemdtico é definido por equagoes diferenciais derivadas da mecanica do continuo [34], as
quais relacionam deslocamentos, deformacoes, tensoes e forcas de superficie e de volume apli-
cadas ao corpo. Solugbes para tais equagoes s6 podem ser obtidas, geralmente, através de
métodos numéricos, sendo o mais amplamente empregado o método dos elementos finitos
(MEF) [46]. Este baseia-se na discretizacdo do dominio do corpo em uma nuvem de pontos,
ou nés, conectados através de elementos chamados elementos finitos, por exemplo, tetraedros
ou hexaedros no caso tridimensional. Como resultado de tal discretizacao, as equagoes dife-
renciais do modelo matematico sdo transformadas em um sistema de equacoes algébricas cuja
solugao fornece os deslocamentos (que simula as deformagoes) em cada ponto nodal. Os des-
locamentos nos pontos interiores de um elemento finito podem ser obtidos por interpolacao
dos deslocamentos dos nds nos quais o elemento incide, com pesos definidos pela chamada

funcao de forma do elemento.

Além de corpos rigidos e deforméveis, a simulacao de fluidos, foco deste trabalho, tem
sido bastante empregada em aplicagoes de engenharia, efeitos especiais e jogos digitais. Um
fluido é um meio continuo que oferece pouca resisténcia a efeitos cortantes, ou seja, é uma
substancia que se deforma quando submetida a forgas aplicadas em sentidos iguais ou opostos
e com intensidades diferentes, por menor que sejam tais forgas, a exemplo da dgua ou fumaga.
Assim como com corpos rigidos e deforméveis, o comportamento de um fluido é regido por

equagoes diferenciais derivadas da teoria da mecanica do continuo, e a geometria de um
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fluido pode ser representada por malhas de poligonos ou por um sistema de particulas. Neste
trabalho, consideram-se somente fluidos incompressiveis, isto é, que nao perdem ou ganham
volume ao serem submetidos a acao de uma forca, e que tém seu comportamento governado

pelas chamadas equagoes de Navier-Stokes, apresentadas no Capitulo 2.

H& trés tipos de abordagem para a solugdo numérica das equacoes que modelam o
comportamento de um fluido, sendo elas: Lagrangeana, Euleriana e hibrida. Na abordagem
Lagrangeana, ou material, o fluido é dividido em elementos de volume e o fluxo destes sao
observados. Uma forma de fazer esta subdivisao é utilizando um sistema de particulas, em
que cada particula guarda propriedades como posicao, velocidade, pressao e forca externa.
Nessa abordagem, simular o fluido significa, a cada passo de tempo, determinar a posicao e
a velocidade de cada particula do sistema, em termos das forcas que atuam em cada uma.
Um exemplo classico de método baseado em particulas é o smoothed particle hydrodynamics
(SPH) [31, 25]. A abordagem Euleriana, ou espacial, emprega um método de subdivisao
do espaco de simulagdo em células que guardam as informacdes, ja mencionadas, do fluido
passando por elas e a cada passo de tempo essas informagoes sao atualizadas. O trabalho
Stable Fluids de Stam [41] é um exemplo de método que utiliza a abordagem Euleriana. A

Figura 1.1 ilustra duas simulac¢oes, uma baseada em grade e outra em particulas.

= 7 e 7z A
>~ I o — B I, gy
> 2~ &6 N\ N =

> A/ A S Z

(a) (b)

Figura 1.1: Exemplos de uma simulagao Lagrangeana e Euleriana. (b) Uma simulagdo baseada em particulas.
(a) Uma simulagao baseada em grade. (Adaptado de Liu et al. [32].)

Nas abordagens hibridas, principal foco deste trabalho, busca-se mesclar a abordagem
Lagrangeana e a abordagem Euleriana para amenizar os pontos negativos de cada uma,
pontos estes que sdo comentados no Capitulo 2. Entre os métodos hibridos, ha propostas
como o particle level set — que utiliza um campo de distancias com sinal para definir a
geometria do fluido [13, 27] — e o particle-in-cell (PIC) [23], que segue o fluido de forma
Lagrangeana, ou seja, utilizando particulas e realizando alguns cédlculos nas particulas e
outros na grade. Outro método também hibrido, que é uma extensdao do PIC, é o fluid-
implicit-particle (FLIP) [7, 45, 14, 38], que com poucas mudancas busca diminuir a introdugao
de viscosidade artificial, ou seja, diminuir o aumento da viscosidade do fluido ao longo da

simulacao que aparece no PIC. Os modelos hibridos sao abordados no Capitulo 2.

Na resolugao dos métodos Eulerianos e hibridos, é frequentemente utilizada uma grade

regular para subdividir o espago, ou seja, o dominio espacial que pode ser ocupado por
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um fluido é dividido em células quadrilaterais iguais — no caso bidimensional — ou em
hexaedrais iguais — no caso tridimensional. Um problema apresentado por esta subdivisao
¢ uma possivel distribuicao irregular do volume do fluido através da grade, uma vez que, em
decorréncia do fluxo do fluido ao longo da simulagdo, pode haver muito espago com pouco
ou nenhum fluido e uma maior concentracao de fluido em espacos menores. Por este motivo,
quanto mais refinada a grade, maior o nimero de células que podem nao conter fluido mas
que, ainda assim, precisam ser processadas a cada passo de tempo da simulagao, enquanto
que um maior numero de calculos é requerido naquelas células que interceptam a superficie
livre ou que contém maiores porcoes de fluido. Para contornar o problema criado pelas grades
regulares, pode-se empregar as grades adaptativas, as quais subdividem o espaco de acordo
com a concentragao do material sendo simulado, ou seja, com mais células onde houver maior
concentracao do fluido e menos onde nao houver, sendo a arvore quaterndria, ou quadtree —
em ambientes bidimensionais — e a arvore octdria, ou octree — em ambientes tridimensionais

— as estruturas mais comuns.

Parte essencial dos métodos hibridos (e Eulerianos) é a computacao de operadores di-
ferenciais sobre propriedades do fluido, sendo eles o gradiente, divergente e Laplaciano, todos
definidos em termos de derivadas parciais de primeira e segunda ordem. Para resolver estes
operadores diferenciais em espagos discretizados por grades regulares, comumente utiliza-se
o método das diferencas finitas [30]. Para tal, ¢ necessdrio se considerar a célula contendo
o ponto no qual se deseja avaliar o operador, que pode ser o centro da célula ou o centro
de alguma de suas faces, bem como pontos sobre as células vizinhas. A configuracao de tais
pontos define o que se costuma chamar de esténcil, conforme ilustrado na Figura 1.2. Em
uma grade regular, o esténcil associado ao centroide de uma célula possui sempre a confi-
guragao mostrada na Figura 1.2. Como consequéncia, pode-se obter uma férmula fechada
para o calculo de um operador diferencial em cada célula (mais especificamente em seu cen-
troide, nesse caso), expressa em termos dos valores da fungao sobre a qual se deseja aplicar o
operador, avaliadas em todos os pontos do esténcil. Tanto os operadores diferenciais quanto

o método das diferengas finitas sao abordados no Capitulo 2.

Figura 1.2: Esténcil em uma grade regular.

Em uma grade adaptativa, uma célula pode ter como vizinhas células com diferentes
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niveis de profundidade na arvore. Com isso, pode-se ter, para cada caso de vizinhanga,
uma configuragao de esténcil diferente, como ilustrado na Figura 1.3. Nesses casos, nao se
tem uma expressao pré-definida para o calculo de cada operador diferencial, o qual pode
ser efetuado com o emprego de diferengas finitas baseadas em fungoes de base radial (RBF-
FD) [16, 17, 5, 12], introduzida na Segao 2.3.

o ‘\ 7’) -

o // - 74\/ //\/
ot /\
FARS

(a) (b)

Figura 1.3: Exemplos de esténceis em uma grade adaptativa. (a) Grade adaptativa balanceada, ou seja, em
que os células vizinhas possuem no maximo um nivel de diferenca. (b) Grade adaptativa desbalanceada, ou
seja, em que nao ha limite para a diferencga de niveis entre células vizinhas.

1.2 Objetivos

Em 2020, o trabalho de Nakanishi et al. [37] propés um método hibrido de simulacao
de fluidos que utiliza grades adaptativas, justamente para contornar as desvantagens apre-
sentadas pelas grades regulares, e RBF-FD para o cdlculo dos operadores diferenciais e inter-
polagoes em esténceis nao regulares. Como apontado no artigo, os calculos de RBF-FD, que
devem ser feitos para cada configuracao diferente de esténcil, sao intensivos computacional-
mente, e para contornar esse problema, este trabalho propoe o uso de uma grade adaptativa
balanceada, ou seja, que limita a diferenca de niveis entre células vizinhas da arvore. Essa li-
mitacao na diferenca entre os niveis limita também a quantidade de configuracoes de esténceis
distintas e espera-se que a quantidade fixa de configuragoes possibilite a implementacao de

uma estrutura que guarda os pesos ja calculados, acelerando os cdlculos de RBF-FD.

A partir do exposto anteriormente, este trabalho visa propor um método hibrido de
simulacao de fluidos que utilize RBF-FD para o calculo dos operadores diferenciais em uma
grade adaptativa balanceada, explicada com mais detalhes no Capitulo 3. Os objetivos es-

pecificos tracados sao:

O1 Propor um método hibrido de simulacao de fluidos baseado no PIC que utilize grades

adaptativas balanceadas e RBF-FD com uma estrutura de otimizagao.
02 Implementar um solucionador hibrido que utilize o0 método proposto.

O3 Estudar a eficiéncia e robustez do método proposto, comparando simulacoes geradas

pelo solucionador que utiliza uma estrutura de otimizagao e um que nao utiliza.
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1.3 Organizacao do texto

O restante do documento ¢é organizado como segue. O Capitulo 2 apresenta conceitos e
trabalhos relacionados ao trabalho proposto, detalhando os métodos de solucao de simulagoes
de fluidos — baseados em particulas, grades e hibridos — e suas diferencas, além de abor-
dar as estruturas adaptativas e RBF-FD presentes no trabalho de Nakanishi et al. [37] . O
Capitulo 3 descreve o solucionador que foi desenvolvido, detalhando seu pipeline, as classes
que modelam a grade adaptativa balanceada, operadores diferenciais e esténceis, ademais, os
diciondrios testados para otimizar o calculo dos operadores diferenciais também sao comenta-
dos. O Capitulo 4 apresenta os resultados obtidos pelo solucionador descrito no Capitulo 3,
comparando seu desempenho com e sem a estrutura de otimizacao. Por fim, o Capitulo 5
conclui este documento repassando pelos principais pontos de cada capitulo, além de propor

trabalhos que continuem a desenvolver o simulador aqui proposto.



Capitulo 2

Conceitos e trabalhos relacionados

2.1 Consideracoes iniciais

Este capitulo detalha os conceitos tedricos utilizados neste trabalho e resume os princi-
pais trabalhos relacionados descritos na literatura. Sao apresentados com mais detalhes os ja
mencionados métodos de simulacao de fluidos baseada em particulas, em grades e métodos
hibridos, com foco no tultimo tipo, além da base tedrica que os suporta — como as equagoes
de Navier-Stokes e operadores diferenciais. Ademais, as grades adaptativas e suas diferencas
em relagao as grades regulares também sao exploradas, juntamente com as funcoes RBF-FD

utilizadas para resolver os operadores diferenciais nas grades adaptativas.

2.2 Simulagoes de fluidos

Um fluido, como j4 definido antes, é um meio continuo que oferece pouca resisténcia
a efeitos cortantes, e podem ser divididos em liquidos e gases. O liquido, quando em re-
pouso, apresenta uma superficie estacionaria nao determinada pelo recipiente que o contém
e 0 gas tem como uma propriedade marcante a sua expansao livre quando nao contido por
um obstdculo. Além disso, outra forma de classificar os fluidos é de acordo com sua compres-
sibilidade, dividindo-os em compressiveis ou incompressiveis. Os compressiveis sdo os que
podem sofrer reducao ou expansao de volume quando sob influéncia de uma forca externa e
os incompressiveis sao exatamente o contrario, ou seja, ¢ um fluido que resiste a compressao

independentemente da forca aplicada.

As propriedades dos fluidos podem ser divididas em trés grupos: cinematicas, termo-
dinamicas e outras propriedades. Pode-se destacar especificamente a velocidade, densidade,
pressao e viscosidade. A velocidade descreve o movimento de um corpo continuo ao longo
do tempo, em outras palavras, é a grandeza que relaciona uma quantia de tempo ao espago

percorrido por uma massa. A pressao é a grandeza que mede a razao entre uma ou mais
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forcas e uma determinada area e a densidade é a razao entre a massa de um fluido pelo
seu volume, e pode sofrer alteracoes se houver alteragoes na velocidade ou na pressao, se o
fluido for compressivel. Por fim, a viscosidade de um fluido mede a resisténcia deste a efeitos
cortantes, sendo assim, fluidos com maior viscosidade se assemelham a uma pasta grossa ou

a um xarope.

2.2.1 Equacoes de Navier-Stokes

O comportamento de fluidos incompressiveis é modelado pelas chamadas equagoes de
Navier-Stokes [34]:
Ju

at—ku'Vu—vap:g—FVV-Vu, (2.1)

V-u=0. (2.2)

A Equagao (2.1) é a equacao de momento, isto é, a Segunda lei de Newton reescrita para
fluidos incompressiveis, a qual prescreve que a diferenca entre as forgas externas e internas
atuando sobre o fluido ¢é igual ao produto entre a massa e a aceleracao. Nessa equacao, bem
como na Equagao (2.2), u representa a velocidade e ¢ representa o tempo, e %—‘t‘ +u-Vuéa
derivada material, ou seja, a taxa de variacdo de uma grandeza ao longo do tempo para uma
porcao de material que se move a uma velocidade u. O termo %Vp, em que Vp representa o
gradiente da pressao e p é a densidade, é a razado que quantifica a forca da pressao de uma
porgao do fluido. No lado direito, g é a aceleracao da gravidade e vV - Vu — em que v é
a viscosidade cinemdtica — representa a forga viscosa, que é a forca do fluido que se opoe
ao movimento e tenta fazer uma porcao do fluido assumir uma velocidade média das porcoes

vizinhas.

A Equagao (2.2) é a condigao de incompressibilidade, que garante que o fluido nao tem
alteracoes no seu volume, condicao essa definida simplesmente pela nulidade do divergente
da velocidade. A unicidade da solugao das equagoes de Navier-Stokes depende das condicoes
de contorno de Dirichlet (as quais restringem os valores de uma fungao, por exemplo, a
velocidade, em pontos o contorno do fluido) e de Neumann (que restringem os valores da
derivada direcional de uma fungao, por exemplo, fluxo, na dire¢cao das normais do contorno).

Maiores detalhes podem ser obtidos em [8, 28].

Neste trabalho, a simulagao serd restrita a fluidos incompressiveis inviscidos, ou seja, a

viscosidade serd ignorada. Logo, a Equagao (2.1), com os termos rearranjados, torna-se:

ou Vp
—+u-Vu=g— —. 2.
: u-Vu=g (2.3)

Ao acompanhar o fluido ao longo do tempo, sua velocidade modifica-se de acordo com as forcas
externas (g) e da pressao (—Vp/p). Tanto a gravidade quanto a densidade sdo constantes

e como a densidade e a pressao estao relacionadas, resta obter a pressao que mantém a
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densidade constante. Para tal, considera-se a aceleracao causada pela pressao a, = —Vp/p e
o célculo da velocidade em um novo passo de tempo 6t como u”t! = u™ — adt — em que a é
uma aceleragao —, dos quais tem-se:
\Y
wtl =y - 5t (2.4)
p

Como a condi¢ao para manter a densidade constante, ou seja, o fluido incompressivel, é a

Equagao (2.2), aplica-se o divergente em ambos os lados da Equagao (2.4):

2
V-u'l=v.u" - (Stvpp. (2.5)

Em seguida substitui-se V - u"*! = 0 e isola-se V2p:

_ Vu”
BT

Vp (2.6)

A Equagao (2.6), da qual obtém-se o valor da pressao, é uma equacao de Poisson, por vezes
chamado de equagao de Poisson para a pressao ou apenas de equacao de Poisson, em contextos

de simulacao de fluidos.

Nas equagoes de Navier-Stokes e na Equacao (2.6), observa-se a presenga do simbolo

o 0 0
V‘(é‘@y@)

Usando-se V, o gradiente de um campo escalar f(x), o qual mede a taxa e dire¢ao da variagao

V, definido como:

do campo escalar, é dado por:

of(x) of(x) of (X)> . (2.7)

Vf(x>—( ), 01\x) o1

J& o divergente, que opera sobre um campo vetorial F(x), mede se o fluxo do campo vetorial

converge ou diverge dos pontos no campo e é dado por:

OF, OF; OF,
F _ T y z
V- Fx) Ox + Oy 0z’

(2.8)

em que Fy, F, e F, representam F(x) na coordenada z, y e z respectivamente. Desses dois
operadores, pode-se obter o Laplaciano, responsavel por calcular o quao concavas sao as areas
do campo, escrito como:
2 2 2
_ 0 f(x) | 9 f(x) | 9°f(x)

2
Vof(x) = 92 + 917 + 5.2 (2.9)
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2.2.2 Simulagoes baseadas em particulas

Os métodos Lagrangeanos, como o SPH [36] e o Predictive-Corrective Incompressi-
ble SPH (PCISPH) [40], que é uma melhoria do SPH, discretizam o volume do fluido em
particulas. Em ambos os modelos, dados como a posicao, velocidade e forca sao armazenados
nas particulas e a cada passo de tempo de simulacao atualiza-se o estado de cada particula,
ou seja, posicao e velocidade, em funcgao das forcas e do tempo decorrido na simulacao. Para
atualizar o estado das particulas e avancar na simulacao o solucionador acumula as forgas
externas — como a gravidade e forcas de arrasto — e as forcas do gradiente da pressao e da
viscosidade; em seguida, um passo de integracao temporal, que utiliza o passo de tempo da
simulacao, as forcas acumuladas e a massa das particulas, é executado para obter as novas

velocidades e posigoes; por fim, as possiveis colisdes das particulas sao tratadas.

Ao atualizar as posicoes das particulas no final de cada passo de tempo de simulacéo,
a advecgdo — transporte de matéria e grandezas fisicas ao longo do fluido — é resolvida
naturalmente, uma vez que a prépria particula armazena as grandezas fisicas. Isso esta entre
os pontos positivos do método baseado em particulas, ji que as grandezas fisicas sao conser-
vadas durante a atualizagao das posigoes das particulas. Além disso, como as particulas nao
possuem posicoes fixas, o método se adapta com facilidade a qualquer formato de superficie,
porém, elas também podem se amontoar em algumas areas, introduzindo erros na simulagao.
Mais um ponto fraco do SPH é o tamanho limitado que pode ser assumido para o passo de
tempo, derivado da equacao de estado que correlaciona a densidade e a pressao usada no
calculo do gradiente da pressao. Mais informagoes sobre sistemas de particulas e SPH podem

ser encontradas no trabalho de Xi et al. [44].

2.2.3 Simulacoes baseadas em grades regulares

Os métodos Eulerianos ou baseados em subdivisao espacial [24, 41] discretizam o espago,
ou dominio da simulagdo, em sub-regides as quais sao atribuidas propriedades do fluido. O
tipo mais comum de estrutura de subdivisao é a grade regular, sendo as sub-regioces células
da grade. Nesse caso, as propriedades do fluido podem ser associadas aos centros ou vértices
das células, ou ainda, aos centros das faces das células. Nas grades regulares, os pontos
equidistantes um dos outros nas direcoes de cada eixo que define o dominio torna possivel
o uso do método de diferencas finitas para o cédlculo dos operadores diferenciais, em que as
derivadas parciais sdo aproximadas para a razao entre a diferenca entre as grandezas avaliadas
nos pontos e a distancia entre os pontos. Mais detalhes sobre a estrutura de dados das grades

e o calculo dos operadores diferenciais sobre elas serao descritos na Segao 2.2.4.

Assim como nos métodos baseados em particulas, as simulagoes baseadas em grades
resolvem as equacoes de Navier-Stokes, descrita no Secao 2.2.1, sendo assim, é necessério
calcular o passo da pressao, viscosidade e gravidade. Além destes, o passo da adveccao deve

ser calculado explicitamente, uma vez que a estrutura da grade nao resolve a transferéncia de
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matéria ao longo do fluxo naturalmente, como acontece na discretizacao utilizando particulas.

Uma descri¢ao mais detalhada de métodos Eulerianos foi feita por Tan e Yang [42].

2.2.4 Métodos hibridos

Métodos hibridos sao atraentes por se aproveitarem dos pontos positivos tanto dos
modelos Lagrangeanos quanto Eulerianos e por amenizarem seus pontos negativos — como
o passo de tempo de tamanho limitado como no SPH ou a dissipacdo numérica no passo
da adveccao em simulagdes baseadas em grades. O PIC [23] e o FLIP [7, 45] realizam
transferéncias da velocidade entre as particulas e pontos na grade para se aproveitar do passo
da adveccao resolvido naturalmente nos métodos baseados em particulas, assim como do
calculo dos operadores diferenciais bem definidos pela estrutura da grade. O método segue
o fluido de maneira Lagrangeana e as particulas neste modelo sao utilizadas para marcar em

quais células ha fluido, além de guardar também a velocidade.

De modo geral, a cada passo de tempo, tanto o PIC quanto o FLIP resolve os seguintes

passos, explicados em mais detalhes a seguir:

P1 Transferir a velocidade de cada particula para a grade;
P2 Computar gravidade, pressao e incompressibilidade na grade;
P3 Transferir a velocidade da grade para as particulas;

P4 Atualizar a posicdo das particulas.

Estes métodos inspiram outros trabalhos [6, 43, 20], como é o caso do Affine Particle-
In-Cell (APIC) proposto por Jiang et al. [26] que busca manter a estabilidade do PIC sem
sofrer da dissipacao numérica, discutida ao longo deste capitulo, ao utilizar uma matriz para
representar o fluxo do fluido nas particulas. Os métodos PIC e FLIP sdo descritos em mais

detalhes a seguir.

Particulas e grades

As particulas no PIC séo utilizadas no passo da adveccao e para marcar em que células
ha fluido. Logo, a grandeza que serd armazenada nas particulas é a velocidade. Além disso,
como o passo P2 é feito na grade, nao ha a necessidade de definir o calculo dos operadores

diferencias nas particulas e nem tratar a colisdao entre elas.

As grades podem ser divididas quanto ao tipo de dado que guardam — valores escalares
ou vetoriais — e quanto ao local de armazenamento — nos centros das faces, das células ou
nos vértices — e mais de um tipo de grade pode ser utilizado em um mesmo solucionador,
com as especificidades implementadas em apenas uma estrutura de dados ou em estruturas

separadas. Os métodos hibridos e baseados em grades estudados avaliam a pressao em grades
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centradas nas células e operam sobre a velocidade em grades conhecidas como marker-and-
cell (MAC) [24], que sdo centradas nas faces. As grades centradas nas células sao grades
colocadas (do inglés collocated), ou seja, as componentes z, y e z do vetor sdo guardas no
mesmo local (no centro da célula); ja as grades centradas nas faces sdo grades deslocadas
(do inglés staggered), com cada componente do vetor sendo guardada em uma face diferente.

Ambas as grades sdo ilustradas na Figura 2.1.

(a) (b)

Figura 2.1: Grades com propriedades centradas nas células e nas faces. (a) Grades centradas na célula arma-
zenam a pressao, representada pelos circulos vermelhos. (b) Grades centradas na face das células armazenam
a velocidade, que é representada por componente, sendo (para o caso bidimensional) os circulos azuis escuro
a componente = e azuis claro a componente y.

Dada a discretizacao dos campos sobre os quais os calculos serao realizados, pode-
se obter os esténceis, que sdo as configuragoes formadas entre um ponto da célula sendo
avaliada e os pontos em suas células vizinhas, pontos estes que armazenam as grandezas
sobre as quais os calculos serao realizados. O computo dos operadores diferenciais depende
das derivadas parciais e uma abordagem para o seu calculo é o uso do método das diferencas
finitas. Supondo que hd uma funcao f(x,y,z) e que se tem o valor desta fungdo em dois
pontos da grade consecutivos e também o espagamento entre as células da grade, o célculo

da derivada parcial de f em funcao de = pode ser dada por:

or 2Ax ’

(2.10)

em que i,j e k representam os indices dos pontos da grade e Az representa o espagamento
entre as células, que em uma grade regular é sempre igual na mesma dire¢ao. A Equagao (2.10)
¢ conhecida como diferenca finita centrada e é utilizada quando se opera sobre a pressao,
grandeza armazenada nos centros das células. Além desta, ha também a diferenca regressiva
e a progressiva. No caso da grandeza estar armazenada no centro da face e nao no centro da

célula, ou seja, operagoes sobre a velocidade, o calculo é ajustado para:

oA - (2.11)

Ambos os casos sao ilustrados na Figura 2.2.
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it

fi—l,j fz‘+1,j ‘

fi,f%,j O ‘f“‘%’j

fii=1
(a) (b)

Figura 2.2: Exemplos da diferenga finita em grade regulares, operando sobre os centros das células e centros
das faces. (a) Pontos utilizados no método das diferengas finitas na grade centrada nas células. (b) Pontos
utilizados no método das diferencas finitas na grade centrada na face das células. (Adaptado de Kim [28].)

Com um método para calcular as derivadas parciais, o cdlculo dos operadores podem
ser feitos de forma direta, apenas aplicando as diferengas finitas (nos exemplos a seguir, para
grandezas centradas no centro das células) nas equagdes expostas na Segao 2.2.1. Sendo

assim, para o gradiente de um escalar temos:

2Ax ’ 2Ay ’ 20z ’
O divergente de um vetor é dado por:
2Ax 2Ay 2Az ’ ’
e o Laplaciano de um escalar é dado por:
V2f(x) = A2 +
7'7]+17k — 2 iaj’k + Z7J_1’k
f in f + (2.14)
Az2 ’

Usando o mesmo processo, podem ser encontradas as expressoes para grandezas localizadas

no centro da face.

Particle-in-Cell

A transferéncia de velocidade de uma particula para a grade regular é realizada distri-
buindo a velocidade para os 4 (caso 2D) ou 8 (caso 3D) pontos — centro das faces — mais
préximos na grade, sendo essa distribuicao separada por componente do vetor velocidade,
uma vez que a velocidade é armazenada em uma grade alternada. A distribuicao é feita uti-

lizando pesos que podem ser obtidos quando a interpolacao bilinear, no caso 2D, ou trilinear,
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no caso 3D, é realizada e uma distribuigao ¢é efetuada neste passo. Ou seja, a distribuigao é
feita, no caso bidimensional, com base nas quatro areas formadas quando é tracado uma linha
horizontal e outra vertical, ambas paralelas aos seus respectivos eixos da grade, sobre o ponto
a ser interpolado, como demonstrado na Figura 2.3 por A, B, C' e D; no caso tridimensional
a distribuigao é baseada nos oito volumes obtidos da mesma subdivisao da célula a partir do

ponto a ser distribuido.

a b a b
A \Vv ' B A VB
C \D C //"I D
C ‘ d C d
v=aD+bC+cB+dA a=vD
b=vC
c=vB
d=vA

(a) (b)

Figura 2.3: Tlustrac@o da interpolacao e distribuigao da velocidade entre pontos. (a) Pontos a, b, ¢ e d sendo
interpolado para o ponto v utilizando os pesos A, B, C e D. (b) Ponto v sendo distribuido para os pontos a,
b, ¢ e d, no processo inverso de (a). (Adaptado de Kim [28].)

Para efetivamente distribuir a velocidade das particulas para a grade, a cada passo
da simulacao, a velocidade na grade e os pesos devem ser zerados. Em seguida, para cada
particula, acumulam-se os pesos e velocidade para os pontos mais préximos da grade e apds
a soma destes atributos para todas as particulas, a velocidade é normalizada e os pontos da
grade que guardam velocidade sdo sinalizados, isto ¢, mantém-se uma marcagao dos pontos
em que hé a presenca do fluido na simulacdo. A distribuicao da velocidade por componente

¢ ilustrada na Figura 2.4.

A gravidade e pressao sao calculadas como na abordagem Euleriana, com cada etapa
modificando o campo da velocidade. A gravidade é computada apenas somando seus termos
diferentes de zero ao campo da velocidade, sendo assim, a nova velocidade é dada por u"*! =
u” + 0tg. A Equacao (2.6), quando aplicada & grade, resulta em um sistema linear que é
resolvido para obter o campo da pressao. Com o novo valor da pressao, é possivel calcular o
gradiente da pressdo e computar a velocidade final, dada por u"*! = u” — 6tp~!Vp, que serd

transferida da grade para as particulas, para o calculo do passo da adveccao.

A transferéncia da velocidade das células da grade para as particulas é feita por com-
ponente através de uma interpolacao bilinear ou trilinear, a depender das dimensoes da
simulacao. Logo, de forma similar a distribuicao, as particulas irdo receber as velocidades

dos pontos que formam o quadrado (simulacdo 2D) ou cubo (simulagdo 3D) em que estao
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-

(a) (b) (c)

Figura 2.4: Tlustracdo da transferéncia da velocidade entre particulas e a grade em uma simulagéo bidimensi-
onal. (a) Posicao inicial das particulas. (b) A componente z das particulas destacadas sdo distribuidas para
os pontos destacados em azul escuro (a componente = dos pontos da grade sdo interpolados para as particulas
destacadas). (c) A componente y é distribuida (ou interpolada).

contidas por componente da velocidade. Com a velocidade atualizada, é necessario atualizar
a posicao de cada particula. Para isso a regra do ponto médio é utilizada: ao invés de se
utilizar apenas uma interpolacao linear para encontrar a posicao final, utiliza-se uma inter-
polacao com uma velocidade intermediaria — calculada em termos da velocidade em pontos
das células vizinhas daquela contendo a particula — e depois com a velocidade final transfe-
rida da grade. O método PIC, apesar de apresentar vantagens quando comparado com um
modelo exclusivamente Euleriano, como a conservagao de massa, ainda tem uma desvanta-
gem: a adicao de dissipacao numérica, e por consequéncia viscosidade artificial, decorrida da
transferéncia da velocidade das células da grade para as particulas e vice-versa. Para evitar

estes erros de aproximagao, o método fluid-implicit-particle (FLIP) pode ser utilizado.

Fluid-Implicit- Particle

O FLIP ¢é uma extensao do PIC que altera os passos da transferéncia da velocidade
das particulas para as células da grade e vice-e-versa. Como a interpolacao realizada para
transferir a velocidade dos pontos da grade para as particulas adiciona erro numérico a
simulacdo, uma alternativa é interpolar a diferenca da velocidade inicial para a final e somar
esta diferenca na velocidade inicial presente nas particulas. Uma vez que a diferenga entre
as velocidades é menor do que a velocidade final, a interpolagdo gera um erro menor. Esta
mudanca em relagao ao PIC é o suficiente para tornar o FLIP uma alternativa mais atrativa

para a simulagao de fluidos menos viscosos, como a agua.

2.3 Grades adaptativas e RBF-FD

Como comentado no Capitulo 1, os solucionadores implementados com base em grades
regulares ou particulas podem realizar processamento desnecessario que afeta o desempenho

da aplicagao, o que pode tornar o uso de métodos adaptativos atraente. Dentre os métodos
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propostos, ha os que nao utilizam estruturas de divisao regular do espaco e optam por outras
alternativas, como é o caso dos trabalhos de Batty et al. [4] e Ando et al. [2] que subdividem o
espaco do dominio em tetraedros. Ha também adaptacoes da grade regular, como é o caso do
trabalho de Chentanez e Miiller [9], que transforma células consecutivas na diregao vertical
— presentes na parte inferior do fluido sendo simulado — em uma tnica célula alta (do inglés
tall cell) para diminuir a quantidade de cdlculos. Entre as propostas adaptativas, hé aquelas
que apresentam a adaptatividade em outros aspectos que nao na grade usada para discretizar
o dominio da simulagao, como ¢ o caso do solucionador proposto por Edwards e Bridson [11],
que utiliza uma malha de tridngulos adaptativa para determinar a superficie e o método
de Galerkin descontinuo como alternativa para o método dos elementos finitos. Ainda, no
solucionador proposto por Ferstl e outros [15], uma adaptagao do FLIP usa particulas em uma
faixa menor préxima a superficie do liquido para diminuir o niimero de particulas, enquanto

simula o restante do volume utilizando uma grade.

O foco neste trabalho sao as grades adaptativas que realizam a divisao regular do
espacgo: quadtree, no caso bidimensional, e octree, no caso tridimensional. Em tais grades,
uma determinada célula pode ter como vizinhas células que estao em niveis distintos da
arvore. Os diferentes tamanhos das células sao decorrentes de um processo de subdivisao que
leva em conta a distribuigdo de fluido no espago, de forma que nao haja uma discrepancia
na quantidade de fluido em cada célula. Sendo assim, quanto mais células menores estao
proximas, maior € a concentracao de fluido no local. O mesmo ocorre na superficie livre do

fluido, isto é, na interface entre o fluido e o ar.

A cada passo de tempo da simulagao hibrida, a grade pode ser alterada para acomodar
o novo estado do fluido e pode haver a necessidade de ajustar o ntimero de particulas por
célula (processo conhecido como particle reseeding). Além disso, a fim de computar os termos
das equagtes que modelam o comportamento do fluido em cada passo de tempo da simulacao,
torna-se necessario, conforme introduzido na Segao 2.2, o cdlculo de operadores diferenciais
sobre as vérias propriedades do fluido. Nos métodos hibridos, tais calculos usualmente sao
baseados no método numérico de diferencas finitas. Em grades adaptativas, os esténceis de
diferencas finitas nao sao fixos como na grade regular, como consequéncia, nao é possivel
utilizar o método das diferencas finitas para o cdlculo de tais operadores, os quais devem ser

avaliados caso a caso.

O uso de grades adaptativas tem sido objeto de pesquisa no campo de simulagao de
fluidos como vem sendo demonstrado pelos trabalhos encontrados na literatura. O trabalho
de Losasso et al. [33] utilizou octrees para simular liquidos e gases, propondo também um
novo método para a solucao da equacao de Poisson — presente na solucao da pressao —
que inspirou outros trabalhos baseados em octrees. Lentine et al. [29] adotaram o uso de
octrees (assim como grades regulares e grades com miiltiplos niveis de grades regulares) para
refinar a malha regular e obter uma grade adaptativa, com o objetivo de resolver a equagao

de Poisson em uma grade mais grossa regular, se opondo ao restante dos cédlculos feitos em
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uma grade adaptativa. Goldade et al. [21] resolve os operadores diferenciais ao interpolar
nés fantasmas, que possibilitam o uso do método das diferencas finitas; j& Ando e Batty [1]
utilizam operadores diferenciais discretizados para resolver os operadores nas grades nao

regulares.

Uma outra alternativa para o método das diferencas finitas é utilizar diferencas finitas
com fungoes de base radial (RBF-FD). Este método ja é utilizado em trabalhos de geociéncia
computacional que simulam as equagoes de Navier-Stokes [10, 18, 3, 39]. A técnica baseia-se
em diferencas finitas generalizadas e na interpolagao de fungoes de base radial (RBF) [19].
Dado uma nuvem de n pontos x;, para j = 1, ...,n — também chamada de vizinhanga N, —

que satisfaz a equagao:
yj = s(xj), (2.15)

a interpolacao de N, para um alvo x. qualquer pode ser aproximada por:
n m
s(xe) = Y Njollxe = x51) + D Brpr(xe)- (2.16)
j=1 k=1

O primeiro termo do membro direito da Equacao (2.16) é a combinacao linear de ¢(||x. —
x;||) que resulta na aproximagao da interpolagao e o segundo termo é a regularizacao da
aproximagao; nestes, X. é o alvo, \; representa os pesos associados a cada ¢(||x. — xj||), ¢ é
uma funcao de base radial, x; sdo os pontos vizinhos ao alvo e 3}, sao os pesos de cada py(x.),
que formam uma base de espaco de polinomios multivariados. Para determinar os pesos A;

e Bk, as seguintes restricoes sao assumidas:
n
> Apk(x;) =0, k=1,..,m. (2.17)
j=1

Resolvendo a Equagao (2.16) para toda a vizinhanga N, conhecida e da Equagao (2.15) e

ALY
=101 s

que € o sistema linear de ordem n + m que resulta nos pesos A e § para o cédlculo da inter-

Equagao (2.17), tem-se:
A P
Pt 0O

polacdo, em que A ¢é a matriz de ordem n das funcoes ¢(||x. — x;||) parac,j =1,..,n; P é a
matriz n x m de py(x;) para k =1,....,me j = 1,...,n; e O é uma matriz nula m x n. No
sistema linear (2.18) A, 8 e y representam, respectivamente, os pesos \; e [ e os y; para

j=1L..,nek=1..m.

Da Equagao (2.16) é possivel chegar no sistema para interpolar um operador diferencial

L. Como um operador diferencial pode ser aproximado por:

Ls(xc) = > Ais(xi), (2.19)
=1
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em que $(x) pode ser substituida por uma RBF ¢, como na Equagao (2.16), resultando em:

Lo(lxe = ;1) = Y- Xid(lxi =x50), G =1,....n.
i=1

(2.20)

Na Equacao (2.20), x; também representa os pontos da vizinhanca N, como x;. Ainda, pode-

se adicionar o termo de regularizacdo utilizado na Equagao (2.16) a Equagao (2.20), obtendo

assim o sistema linear:

on én |1 pu Pmi A1 Loc
bn1 Gnn |1 pin Pmn An Loen
1 1 1o 0 0 i | = Ll |, (2.21)
P11 pin |0 0 0 B2 Lp1|x=x.
0 .
L P prn |0 0 0 JLBn] L Lpmlx=x. |

em que a notagao ¢;; representa ¢(||x; — x;||). Por exemplo, se a base de polinémios multi-

variados for de grau 1, o sistema resultante sera:

[ 11 bin |1z oy | [ M ] Lo
¢n1 ¢nn 1 zn, wyn An _ L¢cn (2 22)
1 1 10 0 O B L1]x=x,
T o, [0 0 O B2 La|x=x.,
L Y1 Yn 0 0 0 1 L BS | L Ly|x:xC ]

No sistema linear (2.22), x; e y; s@o os polinomios avaliados em cada ponto i da vizinhanga
de x.. Esse sistema linear calcula os pesos \; para esténceis bidimensionais; para esténceis
tridimensionais, o polinémio z; serd adicionado a matriz do lado esquerdo do sistema, Lz|x—x.
ao lado direito e a submatriz quadrada de zeros tera ordem 4. Portanto, a determinacao dos
pesos de um determinado esténcil de diferencas finitas utilizando RBF-FD é obtida pela
resolucao do sistema linear (2.22), da mesma forma que a obtengao dos pesos para o calculo

da interpolagao no sistema linear (2.18).

Recentemente, Nakanishi et al. [37] propuseram um solucionador hibrido que alia uma
grade adaptativa e RBF para calcular interpolagoes e operadores diferenciais. A grade adap-
tativa adotada — Cellgraph — é baseada na hierarquia e subdivisao das quadtrees e octrees,
mas é implementada como um grafo, em que os vértices sao associados as folhas da arvore e
guardam a caixa delimitadora minima de eixo alinhado (AABB) e as arestas ligam as células
que sdo vizinhas. Ainda, a Cellgraph permite que a grade ajuste a sua resolugao dinamica-

mente, através da subdivisao ou remocao de células de niveis mais baixos, sem a necessidade
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PN
(

Figura 2.5: Nuvem de pontos formando um esténcil.

de reconstruir a estrutura a cada passo de tempo. Quando o numero de particulas dentro
das novas células for insuficiente ou excessivo, as particulas sdo excluidas e novas 2¢, sendo
d a dimensao da simulagao, sao geradas, num processo chamado reseeding. Com a possibi-
lidade de células de tamanhos diferentes existirem na grade, a transferéncia da velocidade
entre particulas e grade sofre alteracdo. Como ilustrado na Figura 2.6, na transferéncia das
particulas para grade, o ponto na grade recebe a interpolagao das velocidades das particulas
das células adjacentes a face do ponto e das vizinhas face a face dessas células; ja na trans-
feréncia da grade para as particulas, a particula recebe a interpolacao de todas as velocidades

das células vizinhas a célula que contém a particula.

(a) (b)

Figura 2.6: Exemplo da transferéncia da velocidade entre pontos da grade e particulas para grades néo
regulares. (a) Transferéncia da velocidade das particulas para o ponto na célula. (b) Passo inverso, em que a
velocidade é transferida de pontos da célula para a particula.

Os esténceis gerados pela grade sao divididos pela operacao diferencial que serd aproxi-
mada, como ilustrado na Figura 2.7. Dada uma célula, o Laplaciano da pressao e o divergente
da velocidade sao calculados sobre o centro da célula, sendo que o primeiro toma como pontos
vizinhos os centros das células vizinhas e outro toma os centros das faces vizinhas. Ja o alvo
do gradiente da pressao é o centro das faces da célula e a vizinhanga é composta pelos centros
das células vizinhas. As células vizinhas, das quais s@o retiradas os pontos que formam a
vizinhanca para o calculo dos pesos RBF, sao obtidas por meio de critérios diferentes para
cada esténcil. Para o calculo do Laplaciano, as células vizinhas sao as células que possuem no

minimo uma face ou um vértice em comum com a célula que contém o alvo; para o esténcil
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do divergente, as células da vizinhanca sao aquelas que possuem uma face em comum com a
célula que contém o alvo; e por fim, as células que compoem a vizinhanca do gradiente sao

as células que possuem uma face em comum a uma das duas células que contém a face alvo.

Estudos numéricos foram feitos para avaliar o uso de RBF para o calculo de inter-
polacoes e operadores diferenciais em grades adaptativas, sem limitacGes na diferenca entre
niveis de células vizinhas, que apresentam resultados satisfatérios quando comparados com
outras técnicas da literatura. Além disso, a transferéncia entre particulas e grades com RBF
apresentou um erro quadratico médio menor que a técnica Moving Least Square e, quando
comparado a outros métodos, preserva mais energia cinética das particulas. Nas simulacoes,
o solucionador preserva mais vorticidade que o PIC ou FLIP e se iguala ao APIC, além de

ser mais resistente a dissipacao artificial sem sacrificar a estabilidade da simulagao.

(a) (b) (c)

Figura 2.7: Exemplos de esténceis para o calculo dos operadores diferenciais em uma grade adaptativa.
(a) Esténcil para o célculo do Laplaciano da pressdao. (b) Esténcil para o cdlculo do divergente da veloci-
dade. (c) Esténcil para o cdlculo do gradiente da pressdo. (Adaptado de Nakanishi et al. [37].)

Em contrapartida, a sua maior limitacao é o calculo dos pesos RBF, uma vez que para
cada célula em que deseja-se calcular um operador diferencial, é necesséario a resolugao de um
sistema linear diferente, cada um dependente da vizinhanca do ponto sendo avaliado, como
mostrado na Equacao (2.20). Considerando ainda que células da grade podem ser subdivi-
didas e reagrupadas em passo de tempo distintos da simulacao de acordo com a distribuicao
do fluido no espaco, pode ser necessario resolver um novo sistema linear de RBF-FD a cada
passo de tempo. Assim, apesar de resolver o problema da quantidade de volume de fluido
em cada célula com uma grade adaptativa, RBF-FD introduz a necessidade de mais célculos
para resolver os operadores diferencias ao longo da simulacao, ja que cada configuracao de

esténcil distinta gera um sistema linear novo.

2.4 Consideracgoes finais

Nesse capitulo trés abordagens para simulacao de fluidos baseada em fisica foram des-
critas, sendo elas: método baseado em particulas, em grade e hibrido. Como os trés métodos

utilizam as equacoes de Navier-Stokes para simular fluidos incompressiveis, todos eles seguem
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passos similares, sendo, para fluidos inviscidos, o calculo do gradiente da pressao e forca da
gravidade, além do passo da advecgao, para obter o estado do fluido no préximo passo de
tempo da simulagéo. Além disso, as particularidades, bem como limitacoes de cada método
foram abordadas e discutidas para justificar a escolha dos métodos hibridos como foco deste

trabalho.

Grades adaptativas foram apresentadas como alternativa as grade regulares e o método
de diferengas finitas baseadas em funcoes de bases radiais (RBF-FD) foi introduzido como
alternativa ao método das diferengas finitas para o cdlculo dos operadores diferenciais nas
grades adaptativas, dado as novas configuragoes de esténceis decorrentes da discretizacao

espacial.



Capitulo 3

PIC com RBF-FD e grades

adaptativas balanceadas

3.1 Consideracoes iniciais

Este capitulo apresenta o solucionador proposto para contornar os gargalos aponta-
dos na Secao 2.3, o PIC utilizando RBF-FD e grades adaptativas balanceadas, e descreve
as diferengas entre o solucionador proposto por Nakanishi et al. [37] (Furoo) e o proposto
nesta tese, além de detalhar seus aspectos de implementacdo. Serdo especificadas as classes
paramétricas empregadas para representar a grade e as particulas, base da simulagao de flui-
dos, além das que representam os esténceis dos operadores diferenciais e as funcoes de base
radial. Ainda, a estrutura e funcionamento do dicionario de esténceis, proposto para acelerar
o calculo dos operadores diferenciais, sera descrita. Para evitar que o texto torne-se verboso,
neste capitulo o Laplaciano da pressao, o divergente da velocidade e gradiente da pressao

serao citados apenas como Laplaciano, divergente e gradiente, respectivamente.

3.2 Solucionador PIC

A implementacao do solucionador proposto neste trabalho baseia-se nos trabalhos de
Nakanishi et al. [37] e Kim [28]; o método proposto pelos primeiros emprega grades adaptati-
vas e RBF-FD, como detalhado na Secao 2.3 e o segundo traz os passos que os solucionadores
PIC e FLIP tomam para resolver as equagoes de Navier-Stokes. Como na implementacao do
Furoo, adota-se o uso de grades adaptativas, mais especificamente nesta implementagao, as
quadtrees, que diferente de grades regulares, podem ser refinadas em regioes que contém mais
fluido. A diferenca entre os niveis de células vizinhas que a adaptatividade gera impossibilita
o uso de diferencas finitas como nas grades regulares para o calculo de interpolacoes e ope-

radores diferenciais, ambos necessarios para a implementacdo de uma simulacao de fluidos.

22
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Como alternativa, optou-se por usar funcoes de bases radiais, que viabiliza operacoes sobre
uma nuvem de pontos em oposicao aos pontos alinhados necessarios para realizar calculos

com diferencas finitas.

A grade implementada no Furoo ndo possui limitagdo quanto & diferenca de niveis
entre células vizinhas, como ilustrado na Figura 1.3(b), ou seja, a cada passo de tempo
da simulacao novos esténceis podem ser gerados quando a grade é atualizada, aumentando
ou diminuindo a vizinhanca necessiria para montar os sistemas lineares RBF-FD. Como
apontado pelos autores, o calculo dos pesos dos sistemas RBF-FD e da interpolacao utilizando
RBF-FD repetida vezes é uma limitagao do método. Para contornar essa limitacao, uma grade
adaptativa balanceada — em que a diferenca de nivel entre células vizinhas é menor ou igual
a um — é proposta, com o intuito de reduzir a um nimero fixo as diferentes configuracgoes de
esténceis. Apesar do balanceamento da estrutura introduzir células que poderiam ser menos
refinadas, ainda pode resultar em menor quantidade quando comparado com uma estrutura

regular.

Estas células vazias sao justificadas pela redugéao das configuragoes dos esténceis a
um numero fixo, que torna vidavel a implementacao de uma fungdo dedicada a resolugao
de cada sistema possivel, acessivel através de um diciondrio que mapeia a chave de cada
esténcil a uma entrada no diciondrio. A grade adaptativa balanceada gera, para o caso
bidimensional, 133 esténceis para o calculo do Laplaciano, dos quais alguns sao ilustrados
na Figura 3.1. Na Figura 3.2 e na Figura 3.3 hd exemplos dos esténceis do divergente e

gradiente, respectivamente, que também totalizam mais de 100 esténceis.

| L

(a) (b) (c)

Figura 3.1: Exemplos de esténceis para o cédlculo do Laplaciano em uma quadtree balanceada.

3.2.1 Pipeline do solucionador

Entre as principais diferencas entre o Furoo e o solucionador proposto neste trabalho
estao a adocao de uma grade adaptativa balanceada, a implementacao de um dicionario
para acelerar os calculos dos pesos dos operadores diferenciais e o uso do reseeding apenas
antes do primeiro passo de tempo da simulacao. O pipeline utilizado foi o mesmo do PIC
implementado por Kim [28], com as mudangas das estruturas de dados, método para obtengao

dos operadores diferenciais e transferéncia da velocidade entre grade e particulas. Os passos
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Figura 3.2: Exemplos de esténceis para o calculo do divergente em uma quadtree balanceada. Os pontos azuis
escuro e o ponto rosa central formam o esténcil para a velocidade na componente x e os pontos azuis claro e
o ponto rosa formam o esténcil para a componente y.

(a) (b) (c)

Figura 3.3: Exemplos de esténceis para o célculo do gradiente em uma quadtree balanceada.

do solucionador estdo detalhados na Segao 2.2.4.

Tanto no P1 e P3, a transferéncia da velocidade segue os mesmos passos do PIC, com
excecao da interpolagao, que é calculada com o RBF-FD, como no Furoo. A computacao da
gravidade e atualizagao da posicao das particulas continuam como no PIC, com mudancas
pontuais para acomodar a mudancga na grade. Por fim, o cdlculo da pressao e incompressi-
bilidade sofrem a maior modificagao, uma vez que os operadores diferenciais sao utilizados
neste passo. Na Tabela 3.1 os métodos do solucionador que tém implementacao igual aos
solucionadores de Nakanishi et al. [37] e Kim [28], com exce¢ao das estruturas de dados, estao

marcados.

Tabela 3.1: Comparacdo entre os métodos do pipeline entre os solucionadores.

Etapa do pipeline Kim | Furoo | Novo
Condicao de borda °
Transferir de velocidade de particula para grade °
Computar gravidade °
Computar viscosidade
Computar pressao ° °

Transferir velocidade da grade para particula °

Computar advecgao °
Reseeding das particulas °
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3.3 Tree Based Graded Grid

A estrutura da arvore utilizada neste solucionador é uma extensdao de uma imple-
mentacao disponivel na API de fungoes auxiliares para aplicagoes gréaficas desenvolvida pelo
grupo de simulacao e processamento geométrico da FACOM-UFMS, que possui implementagdes
de quadtree e octree, disponivel na classe PointTree. Essa implementacao usa ponteiros para
relacionar os nos pais e filhos, diferente do Cellgraph apresentada na Secao 2.3. A classe
PointTree implementa uma grade adaptativa balanceada com particulas de propédsito geral,
e possui métodos bdsicos a essa estrutura, como métodos para criar uma arvore, refini-la,
balancea-la e meios para obter iteradores para suas folhas. Essa estrutura implementa um
refinamento top-down, ou seja, a estrutura parte de uma tnica folha e vai subdividindo-a até
que o critério de refinamento escolhido seja obedecido. Para a implementagao do solucionador
proposto, um dos critérios para o refinamento é a quantidade de particulas em cada folha,
sendo que uma folha nao pode ter mais do que um certo nimero (configurdvel) de particulas.
Também como critério ha a obrigatoriedade das células que formam a interface fluido e nao

fluido estarem refinadas até o nivel maximo da arvore.

Como ha passos da simulacao que serao resolvidos na grade, é preciso acessar os dados
necessarios para os calculos na grade, ou seja, a grade precisa ser capaz de acessar pressoes
nos centros das células e velocidades nos centros das faces, como discutido na Secao 2.2.4.
Para tal, a classe PointTree precisou ser estendida para a classe Tree Based Graded Grid
(TBGG), ilustrada na Figura 3.4, que acomoda células e faces. Uma TBGG possui uma lista
de faces Face, além de ja ser capaz de acessar os iteradores para as folhas da arvore, ou seja,
para as células da grade; e, dado um iterador para uma folha e uma direcdo d, a TBGG ¢é

capaz de retornar, para aquela célula, o centro da face na direcao d.

@GenericTree

©T8GG ’Q‘-ﬁ_ (©Face| __|(©)cellData

Figura 3.4: Diagrama de classes UML da hierarquia das classes que modela a Tree Based Graded Grid, que
adiciona faces & arvore e as associa as células da estrutura.

Uma vez que a grade herdada de PointTree foi implementada de forma genérica e nao

possui faces explicitas, apesar de ser possivel recuperar um iterador para uma célula, essa
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célula nao possui conhecimento de suas faces. Logo, a classe CellData, que guarda uma lista
das suas faces e ainda é capaz de retornar suas faces em uma direcao d foi implementada.
Por fim, a classe Face guarda os iteradores para as suas células vizinhas, além de conhecer o

eixo ao qual é perpendicular.

3.4 Diferencas finitas com funcgoes de base radial

Para resolver o RBF-FD, foram criadas classes para representar as fungoes de base
radial, os operadores diferenciais e os tipos de configuracoes de esténceis gerados por esses.
Foram implementadas duas funcoes de base radial nas classes Cubic e Quintic — parametri-
zadas por uma dimensdo D e um ponto flutuante real —, sendo elas as spline poli-harmoénicas
o(|Ix]) = |lrl|* e o(|[r]|) = ||x|]® respectivamente. Para cada uma dessas funcoes, foram cal-
culados os valores dos operadores diferenciais dado um vetor r. Tomando |r|| =t e da regra

da cadeia para uma spline poli-harmoénica ¢(t) = t° genérica, tem-se:

—gf (t) = st*2ry, (3.1)
aZ(b s—4,2 s—2
W(t) = s(s —2)t° *r; 4+ st 7, (3.2)
74

(2
em que 7r; é 0 i-ésimo termo do vetor r. Da defini¢ao do Laplaciano na Equacao (2.9) e da
Equacao (3.2), assumindo s = 3 e i = 2, ou seja, calculando o Laplaciano para uma simulagao

bidimensional utilizando uma spline poli-harmonica ctibica, obtém-se:
2 2
r r
3 (;H) +3 (;’th)

5,2
:3<?+f+2t>
(3.3)

3
= 6t + E(ri +r7)
= 3Dt + 3t
= 3(D + 1)t.

De forma andloga, deduz-se os outros operadores, tanto para a spline cubica quanto para a
quintica. Em especial, a implementacao do gradiente toma como argumento, fora o vetor r,

uma direcao d, que corresponde o eixo do gradiente da velocidade que esta sendo calculado.

Implementou-se também as classes dos operadores diferenciais e operadores para inter-
polacao propriamente ditos, sendo elas, LaplacianOp, DivergenceOp, GradientOp, UnityOp,
ParticleToGridOp e GridToParticleOp, todas parametrizadas em funcao do D e do real, como
as classes das funcoes de base radial. As classes dos operadores sdo responsaveis por, dado

uma funcdo de base radial, devolver o resultado do operador sobre um vetor r, o escalar
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1 ou um polinémio pg, necessario para montar o sistema RBF-FD, como visto no sistema

linear 2.21.

Para a montagem e solugao do sistema RBF-FD, duas fungoes parametrizadas em
funcao do D, real, uma fungao de base radial RBF, um operador DOp e um esténcil Stencil
— discutido na Secao 3.4.1 — foram implementadas. As funcoes compute Weights e compu-
telnterpolation Weights calculam os pesos dos operadores diferenciais e das interpolacoes entre
grade e particulas, respectivamente. Ambas fungoes montam os sistemas lineares discutidos
na Secao 2.3, sendo que a primeira funcao implementa o sistema linear 2.21 e a segunda o

sistema linear 2.18, e os resolve utilizando a biblioteca Eigen [22].

3.4.1 Esténceis

As configuracoes de esténceis precisam ser determinadas dada uma face ou célula alvo
e o operador diferencial sendo calculado, para tal, classes responsaveis por essa determinacao
e, quando necessario, pela geracao da chave de identificagao de cada configuracao de esténcil
— detalhada na Segao 3.5 — foram implementadas. A hierarquia dessas classes esté ilustrada
na Figura 3.5, sendo a StencilBase a classe que implementa os métodos bdsicos comuns a
todas as configuracoes de esténceis, como o retorno da arvore a que pertence, o tamanho do

esténcil e o seu alvo.
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Figura 3.5: Diagrama de classes UML da hierarquia das classes que modelam os esténceis para o calculo das
interpolacGes e dos operadores diferenciais.

Como pode ser observado na Figura 3.5, herdam de StencilBase, as classes CellStencil-
Base, CellToFaceStencil, ParticleToGridStencil e GridToParticleStencil. A primeira encap-
sula os métodos comuns as configuracoes de esténceis que tomam como alvo o centro de uma
célula, como é o caso das configuragoes para os operadores Laplaciano (CellToCellStencil) e
divergente (FaceToCellStencil); ja a segunda é a classe que monta as configuracoes para o
calculo do gradiente, que toma o centro de um face como alvo e os centros de células como
vizinhos. As iltimas duas classes sdo responsdveis por montar os esténceis para o célculo da
interpolacao da velocidade entre grade e particulas. Exemplos de todas essas configuracoes

sao ilustradas na Figura 2.7 e Figura 2.6.

Todas as classes podem calcular o niimero maximo de vizinhos que um esténcil pode

ter dada a dimensao da sua simulacao, além de ter acesso ao seu i-ésimo vizinho. Para
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determinar a vizinhanca e, quando preciso for, gerar a chave de identificacao da configuracgao,
as classes invocam o método setTarget, que cria uma vizinhanca de iteradores e depois, o
método points gera o conjunto de posi¢oes dos pontos da vizinhanca, ambos especificos para
cada configuragao. Para a configuracao do Laplaciano, para cada uma das D x 2 dire¢oes em
que pode-se ter células vizinhas face a face, ou seja, aquelas que dividem uma mesma face,
determina-se quantas vizinhas existem e seus niveis em relagao a célula alvo, sendo as opcoes:
nenhuma vizinha, uma vizinha no mesmo nivel do alvo, uma vizinha em um nivel acima do
alvo e 2 (no caso bidimensional) ou 4 (no caso tridimensional) vizinhas, que sempre serdo um
nivel abaixo do alvo. Em seguida, para cada né da arvore — que nao precisa ser folha —
vizinho a célula alvo, com o auxilio de uma tabela estatica pré-computada, busca seu vizinho
que tem potencial de compartilhar um vértice com a célula alvo. Verificagoes sao realizadas

para classificar a célula obtida em vizinha ou nao.

A construcao da vizinhanca para o cdlculo do divergente e para a transferéncia da
velocidade da grade para a particula é idéntica, sendo que a Unica diferenca entre os esténceis
formados por estes é o ponto alvo da operacao, que para o divergente é o centro da célula alvo
e para a transferéncia sdo as particulas contidas na célula alvo, formando assim um esténcil
para cada particula. Os pontos dos esténceis destes operadores sao obtidos recuperando-se
os centros das faces de todas as células vizinhas face a face a célula alvo. A vizinhanca do
gradiente e da transferéncia da velocidade de particulas para a grade também sao semelhantes,
uma vez que as células que participam da vizinhanca sao obtidas através das vizinhas face
a face das duas células que dividem a face alvo. Nestes casos, o ponto alvo ndo muda, em
contrapartida, os pontos da vizinhanca mudam, sendo os centros das faces das células vizinhas

para o gradiente e todas as particulas contidas nas células vizinhas para a transferéncia.

3.5 Dicionario

Como introduzido na Se¢ao 3.2, o uso da grade adaptativa balanceada torna as confi-
guracgoes de esténceis fixos, ou seja, pode-se obter os sistemas RBF-FD para cada caso e gerar
uma fungao para resolvé-los. Para acessar essas fungoes, é empregado um diciondario, que é
uma estrutura de dados cujo elementos sdo pares de chave e valor. O diciondrio armazena
entao os enderecos das fungoes para a resolugao dos sistemas RBF-FD e a chave para acesso

é gerada a partir da configuracao de esténcil para a qual quer se resolver o sistema.

A chave é uma sequéncia de bits obtida a partir do ntimero de vizinhos do alvo e
niveis em relacao ao alvo analisado, como ilustrado na Figura 3.6 e Figura 3.7. As chaves
para o esténcil do Laplaciano 2D podem ser divididas em 3 partes: os bits que indicam a
profundidade do alvo, os que indicam a quantidade de vizinhos face a face em relagdao ao
alvo em cada direcao e os que indicam a quantidade de vizinhos vértice a vértice do alvo em
cada direcao. Da sequéncia de bits, 4 sao reservados para indicar a profundidade do alvo,

12 para identificar os vizinhos face a face e 12 para identificar os vizinhos vértice a vértice.
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Os 12 bits reservados para identificar os vizinhos face a face sao divididos em duplas que
representam os vizinhos pra cada direcao, esquerda, direito, baixo, cima, frente e tras, sendo
as ultimas duas direcoes ignoradas quando no caso bidimensional. J& os bits das diagonais
sao divididos em trios para cada diagonal, comecando pela diagonal entre a direcao esquerda
e baixo, seguindo em sentido anti-horéario. As duplas e trios de bits representam os niveis e
quantidade de vizinhos de acordo com a Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Significado dos cédigos (duplas ou trios de bits) que compdem a chave do Laplaciano. Para os

vizinhos face a face um nivel abaixo da célula alvo, hd duas opgdes de quantidade de vizinhos, 2 vizinhos para
o caso bidimensional e 4 vizinhos para o caso tridimensional.

’ Cédigo ‘ Tipo de vizinho ‘ Quantidade de vizinhos ‘ Nivel em relacao ao alvo

00 Face a face 0 Nao aplicavel
01 Face a face 1 Mesmo nivel

11 Face a face 1 1 nivel acima,
10 Face a face 2 ou 4 1 nivel abaixo
000 Vértice a vértice 0 Nao aplicavel
001 Vértice a vértice 1 Mesmo nivel

010 Vértice a vértice 1 1 nivel abaixo
011 Vértice a vértice 1 1 nivel acima

100 Vértice a vértice 1 2 niveis abaixo
101 Vértice a vértice 1 2 niveis acima

A sequéncia gerada pelas configuracdes do operador gradiente pode ser dividida em duas
sequéncias, cada uma tomando como alvo uma das células que divide a face alvo. Como no
Laplaciano, 4 bits sao reservados para indicar a profundidade do alvo, e 18 bits sao separados
em trios que indicam a quantidade e posicao dos vizinhos face a face das duas células vizinhas

a face alvo. A Tabela 3.3 mostra os cédigos que o trio bits podem assumir.

Tabela 3.3: Significado dos trios de bits que compoem a chave do gradiente.

Cédigo | Tipo de vizinho Quantidade de Nivel em relacao Vizinho é
vizinhos ao alvo compartilhado
com célula alvo?

000 Face a face 0 Nao aplicavel Nao aplicavel

001 Face a face 1 Mesmo nivel Nao aplicavel

011 Face a face 1 1 nivel acima Nao

111 Face a face 1 1 nivel acima Sim

010 Face a face 2o0u4 1 nivel abaixo Nao aplicavel

A primeira estratégia testada foi o uso de um diciondrio cujas entradas armazenavam
ponteiros para fungdes que calculariam os pesos RBF-FD, funcoes essas que foram obtidas
através de um programa de matematica simbdlica. Esse dicionério foi apelidado de dicionario
simbdlico. Em seguida, testou-se o uso de um diciondrio que armazena os pesos RBF-FD que

ja foram calculados para posterior consulta, apelidado de dicionéario iterativo.
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3.5.1 Dicionario simbdlico

Figura 3.6: Exemplo de chave para um esténcil do operador Laplaciano em uma grade bidimensional.

A primeira proposta para acelerar o cédlculo dos sistemas RBF-FD foi resolver todos

os sistemas lineares para calculo de pesos de forma simbdlica uma vez que ferramentas de

computagao simbdlica podem ser utilizadas para obter o cédigo de fungoes para a resolucao

dos sistemas lineares, evitando assim calcular numericamente sistemas lineares diferentes

para cada configuracao de esténcil gerada.

Estas funcoes podem ser parametrizadas em

funcdo da vizinhanca da célula para a qual se deseja calcular os operadores diferenciais.

Para exemplificar, o script MATLAB a seguir gera uma funcao para calculo dos pesos de

uma configuragao de esténceis que possui 5 pontos, utilizando como funcao ¢ uma spline

poli-harménica de expoente 5, como sugerido por Nakanishi et al. [37].

syms x1 x2 x3 x4 x5 y1 y2 y3 y4 y5 real

p = @(r) r."5;

ri2
ri3
ri4
rib5
r23
r24
r25
r34
r35
r45

sqrt ((x1
sqrt ((x1
sqrt ((x1
sqrt ((x1
sqrt ((x2
sqrt ((x2
sqrt ((x2
sqrt ((x3
sqrt ((x3
sqrt ((x4

pO = p(0);

pl2 =

p(r12);

x2) .
x3) .
x4) .
x5) .
x3) .
x4) .
x5) .
x4) .
x5) .
x5) .

2);
2);
2);
2);
2);
2);
2);
2);
2);
2);
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F T C B D E Profundidade
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Figura 3.7: Exemplo de chave para um esténcil do operador gradiente em uma grade bidimensional.

pl3 = p(r13);

pl4 = p(ri1d);

pl5 = p(r15);

p23 = p(r23);

p24 = p(r24);

p25 = p(r25);

p34 = p(r34);

p35 = p(r35);

p45 = p(r45);

A = [pO pl12 p13 pi4 pl5; pl2 pO p23 p24 p25; pl3 p23 pO p34 p35; pld p24 p34 pO p45; pls p25 p35 p4bs
— pOl;

A=T[AT[1x1yl; 1x2y2; 1x3y3; 1 x4 y4; 1 x5 yb1];

A=1[A; [11111000; x1 x2 x3x4x5000; yly2y3y4dy5000]];
Ainv = inv(A);

ccode(Ainv, 'File', 'quali-invA.c');

O script gera uma arquivo em C que contém o coédigo de uma fungao que determina
a inversa da matriz do sistema linear para os casos que tem 4 vizinhos e o ponto central,
totalizando 5 pontos. Com a inversa, pode-se calcular facilmente o sistema. Esta funcao
toma como parametros os valores da funcao de base radial e os valores dos polinémios nos
pontos do esténcil. Um teste foi executado em um computador com Intel Core i7-8750H
2.20GHz e 16GB de RAM para avaliar a viabilidade de resolver a inversao da matriz de

forma simbdlica. A geracdo do cédigo simbdlico durou mais de 24 horas, além disso, para
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a solucao de 1000 matrizes aleatdrias, a versao simbdlica gastou quase 10 vezes mais tempo

que a inversao das matrizes feita pela biblioteca Eigen [22].

3.5.2 Dicionario iterativo

Alternativamente a proposta simbdlica, decidiu-se por adotar a biblioteca Eigen para
resolver os sistemas RBF-FD e manter um dicionario iterativo dos pesos ja calculados e
consulté-los posteriormente. Esse dicionério é vazio no inicio da simulacao e a medida que
os passos de tempo sdo processados, vai sendo populado. Ao obter a chave do operador
diferencial sendo calculado, o dicionério é consultado e a existéncia de uma entrada com o
valor da chave é verificada. Caso exista uma entrada no dicionario correspondente a chave,
os pesos RBF-FD sao recuperados, evitando o cédlculo do sistema linear RBF-FD. Caso nao
exista uma entrada no diciondrio, o sistema linear sera montado e resolvido para obter os

pesos RBF-FD e a dupla chave e pesos é adicionada ao diciondrio para consultas futuras.

As classes do dicionario seguem como ilustradas na Figura 3.8. A classe DictionaryBase
possui os métodos comuns as especializagoes de Dictionary, como os métodos que fazem a
impressao dos pesos ou de todo o dicionério e o calculo da reusabilidade do dicionario, que é
o quanto os pesos ja armazenados pelo diciondrio sdo reutilizados. Além desses métodos, ha
um que retorna os iteradores para as células ou faces de um esténcil e outro que calcula os
pesos dado um alvo Target. O Target é uma face ou uma célula, alvo do operador diferencial
sendo calculado, e este método verifica se para aquele alvo ji existe uma dupla chave-peso
no dicionario, se sim, ele devolve os pesos que estao no dicionério, caso contrario ele invoca o
método generate Weights, que é especializado para cada operador, que calcula os pesos para

essa nova configuracao de esténcil.

icti Stencil:
@chtlonaryBase ..........

«bind» <Stencil::CellToCellStencil<D, Traits>> \«bind» <Stencil::CellToFaceStencil<D, Traits>>

Figura 3.8: Diagrama de classes UML da hierarquia das classes que modelam os diciondrios utilizados para
acelerar o cdlculo dos operadores diferenciais.

Ha& 2 classes que herdam de DictionaryBase e especializam Dictionary, uma classe abs-
trata, cada uma delas especializando para um esténcil de operadores diferenciais utilizados na
simulacao de fluidos, Laplaciano ou gradiente. Cada uma dessas especializagbes implementa
o generateWeights e também o método de impressao da chave dos esténceis do operador
diferencial, uma vez que as chaves para cada um deles sao diferentes. Como os esténceis
interpolacao da velocidade da grade para as particulas e vice-versa nao sao fixos como os

esténceis dos operadores diferenciais, optou-se por nao criar um diciondrio para eles, além
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disso, o divergente também foi excluido do diciondrio, uma vez que nao foi definida uma chave

para as configuragoes desse operador.

3.6 Consideracoes finais

Esse capitulo detalha aspectos de implementacao do solucionador proposto neste traba-
lho, passando pelos seus aspectos gerais, como a mudancga da estrutura da grade da CellGraph
do Furoo para uma quadtree visando diminuir o nimero de célculos envolvendo RBF-FD e
o pipeline do solucionador e as principais diferencas entre a implementacao e os que ser-
viram de base apara ela, sendo elas as apresentadas por Nakanishi et al. [37] e Kim [28].
Um vez que o cédigo implementado neste trabalho utilizou a API de fungoes auxiliares para
aplicacoes graficas desenvolvida pelo grupo de simulagao e processamento geométrico da
FACOM-UFMS, as extensoes necessarias para obter-se uma grade adaptativa que conhece as
informacoes essenciais para a resolugao das equagoes de Navier-Stokes também foram expli-

citadas.

Ademais, as classes responsaveis por montar e resolver os sistemas lineares para o
calculo dos pesos RBF-FD foram especificadas, com destaque aos cdlculos que reescrevem
os operadores diferenciais em termos da dimensao da simulagao e do vetor sobre o qual a
operacao estd sendo realizada para funcoes de base radial cibica e quintica. As principais
funcles das classes que representam cada tipo de esténcil também sdo detalhadas, como
as fungoes responsaveis por determinar a vizinhanca de um esténcil dado o ponto alvo da
operacao. Por fim, o diciondrio, estrutura empregada para acelerar os calculos RBF-FD
também foi discutido. Uma versao preliminar falha e a versao final do dicionario foram
detalhadas, com explicagoes da logica por tras dessas e especificidades das fungoes da versao
final.



Capitulo 4

Resultados

4.1 Consideracoes iniciais

Este capitulo discuti os resultados obtidos pelos experimentos realizados que quan-
tificam a eficacia do uso ou nao de dicionarios para o cédlculo dos pesos RBF-FD gerados
por grades adaptativas balanceadas. Os cendrios utilizados nos testes foram descritos e os
parametros utilizados para a execugao das simulagoes sao expostos. O desempenho dos ma-
pas sao observados ao comparar o tempo de processamento gasto para o calculo dos pesos
dos operadores diferenciais e ao analisar o uso dos dicionarios. Além disso, as dificuldades
encontradas na implementacao de um simulador de fluidos baseado no Furoo também foram

comentadas.

4.2 Cenarios iniciais

Os cenérios escolhidos para testar o solucionador implementado foram os cldssicos dam
break, double dam break e water drop, que consistem, respectivamente em simulacoes de: uma
coluna de dgua em um extremo do dominio que cai sob a acao da gravidade; duas colunas
de dgua, cada uma em um extremo do dominio, que caem sob a acao da gravidade; e uma
bola de dgua que cai sobre dgua em repouso. Para todos estes exemplos, o nivel maximo e
minimo da drvore e o espacamento entre particulas — 1/2™*! em que m é o nivel méaximo
— no momento de inicializagao da cena foram retirados dos testes realizados no Furoo. Nas
simulacoes bidimensionais o nivel minimo assumido é 4 e o maximo é 7, com o espacamento
entre as particulas sendo 0,00390625 e o dominio é uma AABB quadrada de drea 1, com o seu
vértice inferior esquerdo na origem do plano, em que uma faixa de células no nivel maximo
de refinacao na borda do dominio é composta de células sélidas. Essas células sélidas formam
os limites de uma &area que serd utilizada como um dominio menor, que chamaremos de

subdominio, em que a simulagao ira ocorrer.

34
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Considerando o subdominio descrito acima, a coluna de agua da simulagdo dam break
tem a origem como o ponto inferior esquerdo e (0,25;0,75) como o ponto superior direito.
Esta mesma coluna esta presente também no double dam break, além de uma segundo coluna
que tem (0,75;0) e (1;0,75) como vértice inferior esquerdo e vértice superior direito, respec-
tivamente. Na simulagéo water drop, o fluido em repouso tem o vértice inferior esquerdo na
origem e o superior direto em (1;0,25) e a bola de dgua tem centro em (0,5;0,5) e o raio

0,625. Essas cenas iniciais sao ilustradas na Figura 4.1.

...........

(a)

Figura 4.1: Quadro 0 dos cendrios simulados para obter os resultados. As células em marrom representam
os limites do dominio (sélido), as células laranjadas representam as células de ar que sao vizinhas pelo menos
uma célula de fluido e as células verdes representam as células de fluido que fazem parte da interface entre
fluido e nédo fluido. (a) Quadro 0 para o dam break. (b) Quadro O para o double dam break. (c) Quadro 0 para
o water drop.

4.3 Desempenho com o uso do dicionario

Os testes descritos acimas foram executados em experimentos inciais para medir quanti-
tativamente o impacto do célculo dos pesos com e sem o uso do dicionédrio (ou mapa) descrito
na Secao 3.5. Estes cendrios foram executados por um simulador de corpos granulares —
simulador mais simples — implementado com base no método dos elementos discretos, em
que considera-se a massa do corpo granular e as forcas, além da gravidade, de repulsao, amor-
tecimento e cisalhamento. Mais informacoes sobre o método de elementos discretos podem
ser obtidas em no trabalho de Mishra [35]. A simulagao de corpos granulares, aqui também
chamados de particulas, nao realiza o cdlculo de operadores diferenciais, mas foi utilizada
para calcular o desempenho do dicionédrio de forma independente. Para tal, simulou-se os

cenarios com o calculo dos pesos dos operadores com e sem o mapa.

Os cenarios foram simulados em um computador equipado com um processador AMD
Ryzen 9 5950X, 16-Core, 32-Thread, 3.4GHz e 64 GB de DRAM e para o dam break e double
dam break foram simulados mil passos — frames — e para o water drop foram simulados
600 passos, o que totalizou 16,7 segundos de simulagao para os dois primeiros cenarios e 10
segundos de simulacgao para o ultimo. A massa considerada para os granulos foi de 0,0015 e

os coeficientes de repulsao, amortecimento e cisalhamento foram, respectivamente, 0,8, 0,02
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e 0,02; ademais, a gravidade assumiu uma velocidade de —0, 1. Com esses parametros, foram
gerados os quadros expostos na Figura 4.2, Figura 4.3 e Figura 4.4. Ainda, na Tabela 4.1
pode-se observar o percentual médio que o tempo de processamento de cada etapa do pipeline

representa no tempo total da execucgao do passo.

Tabela 4.1: Diferenca entre os tempos de processamento médio para os pesos do Laplaciano e gradiente com
e sem o uso de mapas.

Etapa ‘ Cenério ‘ Tempo em relacao ao total (%) ‘
DB 2,43
Atualizar grade DDB 1,69
WD 2,26
DB 73,61
Transferéncia da velocidade das particulas :
para grade ’ DDB 50,70
WD 60,22
DB 0,01
Forgas externas DDB 0,01
WD 0,01
DB 12,86
Pressao DDB 39,22
WD 28,18
DB 11,07
Transferénci loci T r .
pa?tl’ijl:s cia da velocidade da grade para as DDB $.36
WD 9,32
DB 0,02
Mover as particulas DDB 0,02
WD 0,01

Comparando-se o tempo de processamento por passo de tempo das simulagbes com e
sem o dicionario, como ilustrado na Figura 4.5, é possivel notar que ha melhoras de desempe-
nho em partes da simulacao, com uma média de melhora em torno de 0, 1 milissegundo para o
célculo dos pesos do Laplaciano (C2C) — cerca de 30% de melhora — e de 0, 05 milissegundo
para o cdlculo do gradiente (C2F) — cerca de 15% de melhora — para os cendrios testados.
O cenério double dam break apresentou as maiores diferencas nas médias no tempo de pro-
cessamento entre simuladores com e sem diciondrio, como tabulado na Tabela 4.2. Apesar
da melhora percentual ser maior do que 15% em média, a pouca melhora de desempenho
em segundos pode ser explicada pela porcentagem que o tempo de processamento da etapa
do calculo da pressao assume em relagao ao tempo de processamento total para cada passo,

como indicado na Tabela 4.1.

Ainda pela Figura 4.5, observa-se que no inicio da simulagao ha pouca diferenca entre
o uso ou nao do dicionario, uma vez que o dicionario ainda estd sendo populado. Ao avangar
os passos, a diferenca de desempenho entre as duas opgoes aumenta, apesar de em partes o
uso do dicionario prejudicar o desempenho, uma vez que a leitura e a escrita no mapa é uma
regido critica em que os processos nao possuem acesso paralelo. Sendo assim, hé instancias

em que o tempo do calculo dos pesos em paralelo apresenta desempenho melhor do que o
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Tabela 4.2: Diferencga entre os tempos de processamento médio para os pesos do Laplaciano e gradiente com
e sem o uso de mapas.

Cendrio | Operador ‘ Média (%) ‘ Méximo (ms) ‘ Média (ms) ‘

DB C2C 33,27 0,44 0,12

C2F 21,26 0,40 0,08

C2C 51,07 0,56 0,20

DDB C2F 31,03 0,49 0,10
C2C 30,73 0,41 0,11

WD C2F 10,74 0,20 0,04

tempo de espera dos processos para acessar o dicionario.

Da Figura 4.6, que mostra a quantidade de consultas ao diciondrio em cada passo,
¢ possivel obter os passos em que hd o menor uso do dicionario, passos estes ilustrados
na Figura 4.7. Desses quadros observa-se que o pouco uso do diciondrio é devido a maior
quantidade de esténceis regulares, gerados pelo fluxo de particulas e condigoes de refinamento
que regem o refinamento da &rvore, como descrito na Secdo 3.3. Além disso, nota-se que
esses sao os passos em que ha um maior nimero de particulas com no minimo uma célula de
distancia de outra célula que contém um corpo granular, o que seria traduzido nas interfaces
entre fluido e nao fluido, caso células com particulas fossem consideradas células que contém

fluido.

Corrobora ainda a conclusao de que o dicionario é pouco consultado apenas em passos
em que hd poucas configuracoes de esténceis que precisam de RBF-FD para encontrar os
pesos a Figura 4.8, que mostra o total de esténceis regulares e esténceis RBF em todos os
passos das simulagoes, além de ilustrar a quantidade configuragoes que tiveram seus pesos
resolvidos com a consulta ao dicionario e a quantidade de configuracoes que ocorreram apenas
uma vez na simulagao. De todas as configuracoes de esténceis para os cendrios testados, em
média ha apenas 436 configuracoes tinicas para o Laplaciano e 150 para o gradiente. Ou
seja, apesar do grande nimero de esténceis regulares, a implementagao de um dicionério para

pesos RBF-FD nao torna-se inttil.

4.4 Simulacao de fluidos

Um dos objetivos deste trabalho foi desenvolver um simulador de fluidos para utilizar
o dicionario, e assim comparar o impacto do diciondrio em simulagées envolvendo fluidos
e tal implementagao seria baseada no Furoo. Na Secdo 4.3, foi descrito os experimentos
que apontam a melhora de desempenho ao utilizar um mapa de pesos e evitar recalculéd-los.
Contudo, encontrou-se diversas dificuldades na revisao da abordagem apresentada pelo Furoo,
entre elas destacam-se as dificuldades com o refinamento, reseeding, condicdes de contorno e

transferéncia de velocidade entre particulas e faces da grade.

Como apresentado na Secao 3.3, o refinamento inicialmente proposto para a arvore do
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simulador sendo implementado seguia uma abordagem top-down, ou seja, partia-se de uma
tnica célula que continha todo o dominio e subdividia-se as células de acordo com o critério
de refinamento, baseado apenas no nimero de particulas. Porém, ao adotar a abordagem
top-down, a classificacdo de células de interface, imprescindivel para o total refinamento das
células na interface fluido e nao fluido que é condicdo para o funcionamento do método
Furoo, deixou de ser trivial. Para contornar esse problema, uma abordagem parecida com
a do Furoo foi utilizada, ilustrada na Figura 4.9. Uma grade totalmente refinada no maior
nivel é construida, porém essa estrutura destina-se apenas a classificar o centro de uma célula
em fluido ou sélido. Em seguida, a arvore se refina e utiliza como condicao, além do nimero
de particulas, a grade construida anteriormente; as suas células subdividem-se se possui mais
particulas do que o limite para refinacao ou se conter o centro de uma célula de fluido e uma

de suas vizinhas nao.

O reseeding, dito essencial no Furoo, tornou-se fonte de um dilema na implementagao.
Na sequéncia de passos apresentada no Furoo, o reseeding seria executado apds o calculo
do gradiente da pressao e antes da adveccao das particulas. Porém, ao seguir essa ordem,
observou-se que o reseeding nao desempenhava seu papel, uma vez que as novas particulas
geradas para manter as células com o nimero adequado de particulas logo seriam movidas
para suas novas posigoes apos a atualizagao de suas velocidades. E, se por ventura o reseeding
executasse apés a adveccao das particulas, o refinamento da arvore tonaria-se obsoleto, ja que

o nimero de particulas nas células poderiam nao obedecer mais a condi¢ao de refinamento.

Ademais, para cumprir com as condigoes de contorno (de Neumann e Dirichlet) com o
ferramental disponivel no simulador até entao implementado, é necessario esténceis regulares
nas bordas, o que também motivou a modificacao no método de refinamento da arvore ja
descrito. Além disso, notou-se que a interface entre fluido e ar é sensivel a qualquer mu-
danca no refinamento, o que tornou o simulador implementado instavel. J4 na transferéncia
de velocidades entre grade e particulas, notou-se que as vizinhangas RBF responsavel pela
transferéncia de velocidade entre particulas e faces da grade nao sao finitas como as confi-
guracoes de esténceis para o calculo dos operadores diferenciais, uma vez que nao ha critérios
que limitem as posicoes que as particulas podem assumir. Essa falta de limitacao pode gerar
sistemas RBF-FD de muitas varidveis, o que acaba exigindo maior tempo de processamento
para calcular os pesos, e ainda, gera um excesso de pressao na simulagao, ja que permite que
particulas assumam posi¢oes muito proximas uma da outra e aproxima a distancia entre elas

de zero. No momento, a transferéncia de velocidades dificulta a estabilidade do simulador.

4.5 Consideragoes finais

Esse capitulo discutiu os cenérios utilizados para testar a efetividade de um dicionario
de pesos RBF-FD, além dos parametros utilizados para os testes, como os niveis maximo

e minimo da arvore e espacamento inicial entre as particulas no momento de inicializar a
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cena de simulacdo. Ademais, os experimentos realizados e seus resultados foram analisados,
concluindo-se que o uso do dicionario apresenta melhora de desempenho no céalculo dos pesos
RBF-FD. Discutiu-se também as dificuldades na implementagao do simulador de fluido, assim

como a solucao adotada para alguns desses obstaculos.
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Figura 4.2: Simulacido dam break para corpos granulares, ilustrada por 10 passos, escolhidos a cada 100 passos,

iniciando no passo 100.
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4.5. CONSIDERACOES FINAIS

Figura 4.3: Simulagdo double dam break para corpos granulares, ilustrada por 10 passos, escolhidos a cada
100 passos, iniciando no passo 100.
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Figura 4.4: Simulacdo water drop para corpos granulares, ilustrada por 10 passos, escolhidos a cada 100 passos,

iniciando no passo 100.
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Figura 4.5: Comparacao do tempo de processamento para cada passo de tempo entre simulagdo com e sem o

dicionério.
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Figura 4.6: Nimero de consultas aos dicionarios dos pesos do Laplaciano (C2C) e gradiente (C2F) em que ha
os pesos RBF-FD registrados para a chave consultada.
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Figura 4.7: Exemplo de passos que possuem pouca consulta aos diciondrios. (a) Passo 500 do dam break é
um exemplo de passo com poucas consultas aos diciondrios quando comparado com outros passos. (b) Passo
1000 do double dam break é um exemplo de passo com poucas consultas aos diciondrios quando comparado
com outros passos. (c¢) Passo 180 do water drop é um exemplo de passo com poucas consultas aos dicionérios
quando comparado com outros passos.
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(a)

(b)

(©)

Figura 4.9: Processo de refinamento da TBGG. (a) Grade totalmente refinada pra classificar as células
em fluido (células azuis) ou sélido (células laranjas). (b) Arvore construida e refinada com base na grade.
(c) Arvore obtida apés o refinamento.



Capitulo 5

Conclusao

5.1 Consideracoes sobre o trabalho desenvolvido

Neste trabalho foi proposto um simulador de fluidos baseado no PIC que utilize grades
adaptativas balanceadas e RBF-FD, com base no trabalho de Nakanishi et al. [37]. Entre
os objetivos do trabalho, como descritos no Capitulo 1, estavam apresentar e implementar
um solucionador que utilizasse grades adaptativas balanceadas e RBF-FD, além de estudar
sua performance quando comparado com outros solucionadores. Para tanto, um estudo sobre
simulacoes de fluidos foi feito, em que as equagoes que regem fluidos foram analisadas, além
dos operadores diferenciais que sdo essenciais para resolvé-las. Ademais, o estudo também
englobou trés diferentes métodos que existem para representar e simular fluidos, sendo eles,
simulacoes baseadas em particulas, baseadas em grades regulares e métodos hibridos. Os
métodos hibridos foram explorados com mais detalhes, uma vez que o PIC é um método
hibrido, passando pelos passos que o solucionador toma para resolver as equacoes de Navier-

Stokes. Esses estudos foram caracterizados no Capitulo 2.

Ainda nesse capitulo, introduziu-se os conceitos de grades adaptativas e RBF-FD, utili-
zados no simulador proposto e também no trabalho de Nakanishi et al. [37]. Uma explicagao
dos sistemas de equagoes utilizados para obter-se os pesos da interpolacdo e operadores
diferenciais em configuracoes de esténceis nao regulares, como sao gerados em uma grade
adaptativa, foi feita, além de especificar como a vizinhanca para criar os esténceis foram
determinadas para a transferéncia de velocidade da grade para particulas e vice-versa. As
regras para obter a vizinhanca para os operadores diferenciais que sao usados nas equagoes

de Navier-Stokes também foram descritas.

Ja no Capitulo 3, o solucionador proposto neste trabalho foi detalhado, assim como os
passos tomados para chegar nele. Em especifico, foram discutidos os passo do novo pipeline e
esses foram comparados com os passos tanto do PIC quanto do Furoo. A estrutura da drvore

que foi implementada para suportar uma grade adaptativa balanceada também foi descrita,

48
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dando énfase na implementacao das células e faces das células da grade. Em seguida, a
implementacao das classes responsaveis pelas diferencas finitas que calculam os operadores
diferenciais é comentada, juntamente com as dedugoes matematicas que foram desenvolvi-
das. Além disso, as classes que representam as configuracoes de esténceis que sao geradas
na arvore também sao citadas, descrevendo os seus principais métodos, como o método res-
ponsavel por calcular os pesos RBF-FD. Por fim, ainda no Capitulo 3, discute-se o dicionério
simbdlico (primeira proposta de diciondrio neste trabalho) e o diciondrio iterativo (diciondrio

efetivamente utilizado pelo solucionador).

Por fim, no Capitulo 4 é discutido os resultados obtidos pelo solucionador, com e sem o
uso do dicionario. Os cenarios utilizados para teste — dam break, double dam break e water
drop — e seus parametros — dominio da simulagdo, espacamento inicial entre particulas,
niveis maximo e minimo da arvore e critério de refinamento da arvore — foram descritos. A
diferenca de nuimero de particulas e folhas da arvore apds o reseeding inicial causado pelo
critério de refinamento também é exposto. As comparagoes de desempenho do solucionador
com e sem o diciondario foram apresentadas, das quais conclui-se que o dicionério acelera o
célculo dos pesos RBF-FD, além de ser consultado em mais de 90% dos casos. Porém, a
impossibilidade de ler e escrever no mapa de forma paralela pode igualar o desempenho do
simulador com dicionario ao sem dicionario em partes da simulagao. Pode-se concluir também
que, como o dicionario é pouco consultado quando ha a ocorréncia de mais esténceis regulares,
o cenério em que o dicionario obteria maior desempenho em relagao a simulagao sem o uso
dele é em cendrios de simulacdes mais longas do que as testadas neste trabalho e em que ha
baixa ocorréncia de esténceis regulares. Além disso, expoOs-se as adversidades encaradas na
implementacao do simulador de fluidos, como foi o caso do refinamento, reseeding, condicoes

de contorno e transferéncia de velocidade entre particulas e faces das células.

5.2 Limitacoes e dificuldades

As etapas da simulacao que mais demandam tempo sdo as transferéncias da velocidade
entre particulas e faces, como discutido na Secao 4.4, uma vez que nao foi possivel criar
condicOes para que as configuracoes de esténceis se repetissem e pudessem ser reutilizadas na
forma de um dicionério para evitar recalcular pesos. Além disso, apenas os operadores Lapla-
ciano da pressao e gradiente da pressao utilizam o dicionario, uma vez que uma solucao para
classificar os esténceis do divergente da velocidade nao foi encontrada. Quanto a estrutura da
arvore, esta poderia ser melhorada ao tornar possivel refinar ou unir células de uma arvore
ja existente para torné-la balanceada, uma vez que neste trabalho a arvore é reconstruida a

cada passo de tempo.

Além dos céalculos com RBF-FD, este trabalho tomou como base o pipeline implemen-
tado no Furoo, e o reseeding, presente nesse, foi fonte de dilemas no solucionador proposto

neste trabalho. No Furoo, o reseeding é feito em todo passo de tempo antes da transferéncia da
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velocidade das particulas para a grade, porém, se o mesmo for feito no solucionador proposto,
as particulas irdo sofrer o reseeding depois de ja refinada a drvore, ou seja, o refinamento ird
se tornar invéalido. Além das faces da grade ainda n&o possuirem as velocidades necessarias

para determinar a velocidade da nova particula gerada.

O refinamento da arvore seguindo os critérios propostos no Furoo mostrou-se desafiador,
uma vez que em uma abordagem top-down néao é trivial classificar uma célula em célula de
interface para refind-la até o nivel médximo da arvore. As condigoes de contorno, que criam
requisitos diferentes para a determinacao de configuragao de esténceis no contorno do fluido
e a sensibilidade dos resultados na interface entre ar e fluido gerada por qualquer diferencga
no refinamento, também mostraram-se impeditivas. Por fim, a transferéncia da velocidade
entre grade e particulas adicionou dois problemas ao simulador, sendo eles o tamanho da
vizinhanca gerada para montar os sistemas RBF-FD e o excesso de pressao adicionado a

simulacao pela proximidade das particulas.

5.3 Trabalhos futuros

H& métodos para acelerar os calculos da simulacao de fluidos que nao foram explora-
das neste trabalho, dado o tempo limitado para a execugao do projeto. Uma das possiveis
propostas é a introducao do solucionador proposto em ambientes paralelos heterogéneos, ou
seja, adaptar o solucionador para que ele distribua a carga de trabalho entre as unidades
de processamento (CPU e GPU) disponiveis. Neste caso, uma nova representacao da quad-
tree/octree para GPU deve ser proposta, de forma a manté-la coerente entre as unidades de
processamento. Além disso, deve-se estudar como particionar o pipeline da simulacao para a

distribuicao da carga de trabalho.

Ademais, testar um simulador sem a presenca de particulas, que por consequéncia
elimina as transferéncias de velocidade entre grade e particulas (passo que mais ocupa tempo
de processamento no simulador atual) também é uma opgao. Estudar o uso de outros tipos
de grade — como a grade colocada — e o uso de outras fungoes de base radial para o calculo
dos pesos RBF-FD também sao possibilidades. Ainda, métodos para gerar versdes mais
compactas das configuracgoes de esténceis (principalmente das configuragoes da transferéncia
de velocidade) podem acelerar o método ao diminuir o tamanho do sistema linear a ser

montado e resolvido.
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