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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo principal fornecer material de apoio para os
professores de matematica do ensino bésico e o foco sdo as aplicagdes da trigonometria.
O ponto de partida foi a trigonometria no triangulo retangulo, na sequéncia, as formulas
de transformacbes trigonométricas foram apresentadas de forma diferenciada e
contamos a historia de Aristarco que mediu a distancia da Terra a Lua e ao Sol. Em
seguida abordamos as funcgdes trigonométricas, tendo como base para sua definicdo, a
funcdo de Euler. E para finalizar, destacamos algumas aplicacdes do uso da
trigonometria tiradas de artigos da Revista do Professor de Matematica, destacando a

férmula de Heron para quadrilateros.

Palavras-chave: Trigonometria, Aristarco, Heron para quadrilateros.



ABSTRACT

This present work has as main objective to provide material support for math teachers
of Basic Education and its focus is the applications of trigonometry. The starting point
was the trigonometry of the rectangle triangle, then, the trigonometric formulas were
presented in a different way, furthermore we talked about Aristarchus, who measured
the distance from the Earth to the Moon and to the Sun. After that, we the approached
the trigonometric functions using the Euler definition as its basis. And finally, we
highlighted some applications for the use of trigonometry drawn from some articles of

Revista do Professor de Matematica, emphasizing Heron's formula for quadrilaterals.

Keywords: Trigonometry, Aristarchus, to Heron quadrilaterals
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INTRODUCAO

A palavra trigonometria tem origem no grego: Trigonos (tridngulos) mais
metrum (medida). E a area da matematica que estuda as relacdes entre os lados e
angulos de um tridngulo. Ela consiste, essencialmente, em associar a cada angulo certos
nlmeros como cos o € sen a, cada um dos quais representam de certo modo uma
espécie de “medida” daquele angulo.

Apesar de sua importancia, a trigonometria é apresentada em sala de aula para os
alunos de forma desconectada das aplicacGes, investindo-se muito tempo no célculo
algébrico e analise dos graficos. O mais importante sdo as aplicacdes da trigonometria
na resolucdo dos problemas que envolvem medicBes, em especial o célculo de
distancias inacessiveis e os fenémenos periodicos.

O presente estudo permite concluir que, no que se refere ao ensino da
trigonometria, é possivel aborda-la associando a teoria com suas aplicacdes, a fim de
favorecer o interesse e a aprendizagem dos alunos, contribuindo para uma formacéo
mais ampla e desenvolvendo as habilidades e competéncias ao ensino da matematica.
Sendo que o objetivo do trabalho foi fornecer um material diferenciado para os
professores do ensino béasico e por isso o foco principal sdo as aplicacbes da
trigonometria.

O trabalho esté dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo abordaremos a
trigonometria no triangulo retangulo, iniciando por semelhancga de tridngulos e o0s casos
de semelhanga. Faremos um breve estudo sobre triangulos retadngulos, obtencéo das
formulas de soma e diferenca de arcos para triangulos utilizando areas e, em seguida,
mostraremos as raz0es trigonométricas para angulos notaveis (30°, 45° e 60°) e,
utilizando estas formulas, calcularemos as raz6es para angulos do tipo (3n)°. O capitulo
sera finalizado com apresentacdo da interessante historia de Aristarco, um ilustre
matematico antigo, e sua engenhosa maneira de calcular as distancias da Terra a Lua e
ao Sol.

No segundo capitulo o tema principal sdo as funcGes trigonométricas, tendo
como ponto de partida um estudo da funcéo de Euler, que é a base teorica para definir as

funcOes e na sequéncia falaremos das simetrias dos quadrantes em relacdo ao primeiro



quadrante, as func¢des trigonométricas seno, cosseno e tangente e as férmulas de soma e
diferenca de arcos, arco duplo e arco metade.

Finalizaremos, no terceiro capitulo, com diversas aplicacdes e curiosidades
utilizando trigonometria para resolvé-las. AplicacGes essas que sao apresentadas em sala
de aula ou aplicagcGes mais elaboradas no intuito de abordar a trigonometria para os

alunos, associando a teoria a pratica.



CAPITULO 1 - TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO

Neste capitulo faremos um estudo da trigonometria no triangulo retangulo.
Falaremos da semelhanca de tridngulos, que é a base tedrica da trigonometria,
calcularemos as razfes trigonométricas para angulos iguais a (3n)° e apresentaremos 0

estudo de Aristarco sobre as distancias da Terra a Lua e da Terra ao Sol.

1. SEMELHANCA DE TRIANGULOS

A base tedrica na qual se fundamenta originalmente a trigonometria é a
semelhanca de triangulos. Nesta secéo foi utilizado [3] como referéncia.

Dois triangulos sdo semelhantes se é possivel estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre seus vértices de modo que os angulos correspondentes sejam iguais e 0s

lados correspondentes sejam proporcionais.
CI

A B’
Figura 1

Se ABC e 4’B’C’ séo dois triangulos semelhantes e se A — 4, B —» B’ e
C —» (C’ é a correspondéncia que estabelece a semelhanca, entdo, valem

simultaneamente as seguintes igualdades.

A A A A A A

A=A, B=B,C=C

AB BC CA

AB BC CA



O quociente comum entre as medidas dos lados correspondentes é chamado de
razdo de proporcionalidade entre os dois triangulos.

Dois triangulos congruentes sdao semelhantes com razdo de proporcionalidade
igual a um, e, reciprocamente, dois triangulos semelhantes com razdo de

proporcionalidade igual a um sdo também congruentes.

Casos de semelhanca

Caso AA. Se em dois tridngulos ABC e A’B'C’, tem-se A=A' e B=B', entio os dois

triangulos sdo semelhantes.

A
AI
B’ A c
B C

Figura 2

Caso LAL. Se em dois triangulos ABC e 4’B'C’, tem-se A=A' e % = % ent&o

os dois triangulos sdo semelhantes.

A
A’
" f
B C

Figura 3




Caso LLL: Se em dois triangulos ABC e 4’B’C’, tem-se AB = BC = , entdo
AB BC CA
0s dois tridngulos sdo semelhantes
A
c A
C’
BI
B
Figura 4

2. TRIANGULO RETANGULO

Um tridngulo ABC é retangulo quando um de seus angulos internos é um angulo

reto.

A b C

Figura 5

O lado BC, oposto ao angulo reto, é chamado de hipotenusa e os lados AB e AC,
adjacentes ao angulo reto, sdo chamados catetos do triangulo ABC.

Quando, no triangulo retangulo, for conhecido dois de seus lados e queremos
calcular o valor do terceiro lado, usaremos o Teorema de Pitagoras.

“O quadrado da hipotenusa ¢ igual @ soma dos quadrados dos catetos”

a? =b%+c?

Dado um angulo agudo C, vamos marcar sobre um de seus lados 0s pontos A;,

Ay, As, ... e vamos conduzir, por eles, perpendiculares A;B1, A;B>, AsBs, . . . .



B4

Ba/
Bz/
B,
[] [] [] []
C Aq A, As A, A,
Figura 6

Os triangulos CA;B;, CA;B,, CA3Bs, . .

pois 0s angulos A1, Ay, As, ..., A, sdo todos iguais e 0 angulo C é comum a todos

os triangulos, logo pelo caso Angulo-Angulo se conclui a semelhanca. Entéo:

1oy ABL_AB, AB, AP,
CB, CB, CB, CB,

20) CA]‘=CA2=CA3 =...:C_An
CB, CB, CB, CB,

gy A8 _AB, AB,__AB,
CA, CA, CA,  CA

Ou seja, as razles descritas acima dependem apenas do angulo agudo C .

Em resumo, considerando um tridngulo retangulo e fixando um angulo agudo C

temos:

., CA,B,, sdo todos semelhantes entre si,

b

Figura 7



A medida do seno de um angulo agudo é a razéo entre o cateto oposto ao angulo

e a hipotenusa

A c
sen C = =
a

A medida do cosseno de um angulo agudo €é a razdo entre o cateto adjacente ao

angulo e a hipotenusa
cos C =

Veremos mais adiante que a razdo cosseno de um angulo é a razdo do seno do
complemento desse angulo.
A medida da tangente de um angulo agudo é a razdo entre 0 cateto oposto ao

angulo agudo e o cateto adjacente ao angulo.

A C
tgC ==
J b

As raz0es descritas acima dependem exclusivamente do angulo agudo C.

Note que,
sené:ﬁ; coS é:ﬁ; A:E
BC BC AC
sen B=2C . cos B=2B. 9 g AC
BC AB
Ou seja, se B + C = 90° entdo:
A A A 3 A 1
sen B =cos C cos B =sen C tg B = —
tgC

3. FORMULAS DE SOMA E DIFERENCA

Nesta secdo anteciparemos as férmulas trigonométricas para angulos agudos. O
artigo publicado na Revista do Professor de Matematica, nimero 21, escrito por
Eduardo Wagner, apresenta maneiras de obtermos as férmulas da soma e da diferenca
de arcos, arco duplo e arco metade, utilizando areas de triangulos.

Inicialmente vamos demonstrar a férmula do arco duplo do seno.



Tomemos dois triangulos retangulos OCA e OCB, retangulos em C, de angulo
agudo AOC = BOC = qa, com 0 < « < 45°, sendo OC um lado comum e hipotenusas

iguais a um, ou seja, AO = OB = 1.

A
1
0 [ C
1
B
Figura 8
sena:% = AC=sen«a
sena:% = BC=sen«
COSaZ% = 0OC=cosa

Logo AC=BC =sen « e OC =co0s «

No tridngulo ABO, traca-se a altura AD em relacdo a base OB, temos:

A
1
0<—¢ H ¢
D 0
B
Figura 9
AD

sen (2a) = = = AD=sen (2a)



Como OB. AD = AB. OC e OB =1, temos:

sen (2a) =2 sen a cos a

Dados dois triangulos retangulos OCA e OCB, retangulos em C, de angulo

agudo AOC = BOC = %, com 0 < & < 90°, sendo OC um lado comum e hipotenusas

iguais a um, ou seja, AO = OB = 1, com o angulo B igual a 6, usando o mesmo

raciocinio anterior podemos provar a formula do arco metade.

A
1
o/2 —
0 C
o/2 ]
1 0
Figura 10 B

No triangulo ABO, traca-se a altura AD em relacéo a base OB (Figura 11).

A
1
o/2
-
0] C
o/2 / 4
D 0
B
Figura1l

No tridngulo retdngulo DAO, cos a = O—lD ou seja, OD = cos «

DB

Zsen(aj
2

No triangulo retangulo DAB, cos 8= =DB=2sen [%) cos 4
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De, OD + DB =1, temos cos « + 2 sen (%) cosféd=1

(04 ~ ~ (24 .
Como 3 e dsédo complementares, entdo cos 8= sen [Ej Dai

CoS o + 2sen (%) sen (%) =1 = CO0S o + 2sen’ (%) =1=

2 () _ o) _ 1-cosa a)_ [1-cos a
2sen“ | = | =1-cosa=sen‘| — | = — = sen| — |= |——
2 2 2 2 2

Para a obtencdo das férmulas da soma e da diferenca de dois angulos agudos
usaremos 0 mesmo Processo acima, ou seja, usaremos area de triangulo. Vamos supor
que os angulos a, b, a + b, a — b sdo angulos agudos. Iniciaremos pela formula da soma
de arcos:

sen (a + b) =sen a.cos b + sen b.cos a.

Tomemos dois triangulos retangulos OCA e OCB de cateto comum OC igual a
um, no triangulo OCA, o angulo COA tem abertura igual a a e no triangulo OCB, o

angulo COB tem abertura igual a b.
A

(0] \L C
D B
Figura 12

Na figura 12, temos que:

cosa:i :,>AO:i e cosb:i = 0B= —
OA cosa OB cosb

tga=% = AC=tga e tgb:% = BC=tgb
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Sendo AD perpendicular a OB, temos:
sen(a+b)= % = AD =0Asen (a+b)

Da igualdade OB. AD = AB. OC, vem:

L.L.sen (@+b)=(tga+tgh).l =
cosa cosbh

sen (a+b)=cosbh.cosa.tga+tgh) =
sen (a + b) = cos b.cos a.tg a + cos b.cos a.tg b
Como cos a.tg a = sen a e cos b.tg b = sen b, temos:

sen (a + b) = cos b.sen a + cos a.sen b ou sen(a + b) = sen a.cos b + sen b.cos a

A proxima férmula a ser apresentada ¢ a diferenca de arcos.

Dado o tridngulo retangulo COA de angulo O = a e OC = 1, tracando o
segmento AD, cujo angulo COD = b, intersectando AC em B, de modo que AD seja
perpendicular a OD, entéo:

A
a
b
0 C
1
Figura 13
Na figura 13, temos:
Cosa:i :)AO:L e COSb:i:)OB:i
OA cosa OB cosb

tgaz% = AC=tga e tgb:% = BC=tghb

sen (a—Db) = AD —=AD = AO.sen (a—D)
OA
Vamos provar que OB.AD = AB.OC.
No tridngulo da figura 13, prolonga-se o lado AD até coincidir com o
prolongamento do lado OC, no ponto E. Note que, OD = OB + BD, AE = AD + DE,
OE=0C + CEe AC = AB + BC.
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1 C E

Figura 14

Substituindo na igualdade OD. AE = OE.AC, temos:

(OB + BD).(AD + DE) = (OC + CE).(AB + BC) =

OB.AD + OB.DE + BD.AD + BD.DE = OC.AB + OC.BC + CE.AB + CE.BC=
OB.AD + BD.AD + DE.(OB + BD) = OC.AB + OC.BC + CE.(AB + BC) =
OB.AD + BD.AD + DE.OD = OC.AB + OC.BC + CE.AC.

Como BD.AD + OD.DE = OC.BC + CE.AC, entdo OB . AD = OC.AB.

Da igualdade OB.AD = AB.OC, vem:

i.i.sen (@a—b) = (tga—-tgh).l =
cosa cosb

sen (a—b)=cosh.cosa.(tga—tgh) =
sen(a—b) = cos b.cos a.tg a — cos b.cos a.tg b
Como cos a.tg a = sen a e cos b.tg b = sen b, temos:

sen (a—b) =cos b.sena—cosa.senb

4. RAZOES TRIGONOMETRICAS

Comecaremos esta se¢do calculando as razdes trigonométricas para 0s angulos
de 30°, 45° e 60°.

Considere um tridngulo equilatero de lado L. Tragando a altura, que coincide
com a bissetriz e a mediana, em relacdo a base BC, separamos em dois triangulos

retdngulos congruentes. Calculando o cateto AH, temos:



A
30° |30°
L
60° mn 60°
H
Figura 15

L

2
L2 = (EJ +(AH )2 =12 :LT+(AH )2 =L

2 g2 2
4L4 L _(AH )Z:AHz,/?’TL:»AH:

Calculando as raz6es trigonomeétricas no triangulo retangulo AHC, temos:

tg30°= - =

2

L

2L
L3

_ 2 _ LB
L 2L

L3

2 2L\/§:\/§

L 2L

2

1 _1_

tg60° 3 3

13

Considere, agora, um quadrado de lado L, calculando sua diagonal usando o

Teorema de Pitagoras, temos:’C

45°

L
Figura 16
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d2=124+1%2 = d?=212 = d=+v212 =>d=L+2

Calculando as razdes trigonomeétricas no triangulo retangulo BCD, temos:

3en45°:i:i:£
V2o N2 2
L 1 2
cos45°= — = — = —
L2 2 2
L
tg4s°= — =1
9 L

Resumindo, temos o quadro das razfes trigonométricas para 0s arcos notaveis.

30° 45° 60°
seno 1 J2 J3
2 2 2
C0SSeno J3 J2 1
2 2 2
tangente J3 1 J3
3

O artigo publicado na Revista do Professor de Matemaética, nimero 36, de
autoria de Paulino Liu, mostra que a partir das razbes trigonométricas para angulos
notaveis, podemos calcular as razdes trigonométricas para os arcos multiplos de trés: 3°,
6°, 9°, 12°, 15°, . . ., 87°, 90°, escritos também com expressdes que sO envolvem
radicais quadraticos, isto €, nUmeros racionais, suas raizes quadradas, ou combinagoes
dessas.

No tridngulo ABC isdsceles, com AB = AC = 1 e A = 36°, traca-se a bissetriz
interna BD. O triangulo formado BAD é também isosceles, pois BAD = ABD = 36°,

verificando as medidas dos éangulos marcados na figura, conclui-se que
AD =BD =BC =x.
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Figura 17

Da semelhanca do triangulo ABC com o triangulo CBD conclui-se que

X
1-x

= x’=1-Xx = x*+x-1=0

X | =

Resolvendo a equacdo do 2° grau acha-se X=

J5-1
—

Tragando a altura AE, em relacdo ao lado BC, no triangulo ABC e calculando o
cosseno de 72°, temos:

J5-1
cos72°= SE__ 4 :\/5_1
1 4
A
72°
B E C

Figura 18



Usando a relacio fundamental sen’a+cos” a=1, obtemos:

J5-1Y
sen’ 72° +cos’ 72°=1 = sen272°+( 4_ J =1
sen272°+—5_2'\/§+1:1 = sen’72° = 1——6_2'\/g
6 16
sen?720 — 10 Z0F235 ~6+245 =  sen’72° = 10+245
16 16
710+24/5
sen 72° = M sen 72° = +—\/_
16 4
E, cos (90° - 18°) =sen 18° = %

Usando a férmula do arco metade, temos:

(72") [1- cos72°
sen =|[——— = sen 36°=}———
2 2 2

=
sen 36":,/4_—\/gle =  sen 36°=1/5_\/g =
8 8
— 10-24/5
sen 36°= %(5 :gj = sen 36°=T\/_

E, usando a relacdo fundamental, temos que cos 36° =

— 7 = c0s36°=
4 4

Por diferenga de arcos:

1/6+2.\/§

cos 6° = cos (36° - 30°) = cos 36°.cos 30° + sen 36°.sen 30°

2 4

c0s 6° = cos (36° - 30°) = {@][£]+[ “10_2'\/5 J[

V15 +4/3+4/10-2./5
8

0s 6° =

)

16

ou
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Utilizando novamente a férmula do arco metade, obtém-se:

6° 1-cos6°
a)sen3°=sen| — | = ,[—— =
2 2

1_\/E+\/§+\/10—2\/§

sen 3° = sen 6— = 8 =
2 2

sen 3° = sen | 2 :Jg_m_ﬁ_“lo_zﬁ =
2 16
° 8 —/15—-+/3—-4/10-2+/5

sen 3° =sen % :‘/ V15 \/:1 \/_.

b) sen 15°=sen (3(2) j = /% = sen 15°=sen (3(2) j =

° - ) J2-473
sen 15°=sen (32 j = # = sen 15°= sen (3(2) j = 2\/_

Temos ainda que:
sen 15° = sen (45° - 30°), sen 21° = (36° - 15°), ...

Observe que, se for possivel obter sen (3n)° como uma expressao que s6 envolva
radicais quadraticos, entdo sera possivel, atraves da relacdo, obter cos (3n)° e, em

seguida:
sen [3(n + 1)]° =sen (3n + 3)° =sen (3n)°.cos 3° + sen 3°.cos (3n)°

Também como uma expressao dessa forma. Portanto, como ja temos sen 3°,
obteremos sen 6°, sen 9°, sen 12°, e, por indugéo sen (3n)° para todo n.

Adiantando alguns valores, temos:

J8-2./10+2.5

4

a) sen 9°=
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\/8—2.\/7—\/§+1/30—6.\/§

b) sen 21°=
4
8-24/10-24/5
C) sen 27°= \/ V5
4
\/8+2.\/7—\/_—w/5—6.\/§
d) sen51°= 2

5. ARISTARCO E AS DIMENSOES ASTRONOMICAS

No artigo da Revista do Professor de Matematica, nimero 55, Geraldo Avila
escreve sobre Aristarco (310 — 230 a.C.), um ilustre astrbnomo da Antiguidade, que
pertenceu a escola de Alexandria e foi o primeiro grande astronomo dessa escola. Ele
era originario de Samos, a mesma ilha donde viera Pitagoras no seculo VI a.C..

Aristarco escreveu um livro muito interessante sobre o célculo das distancias do
planeta Terra a Lua e ao Sol, bem como o tamanho desses dois corpos celestes, tendo
encontrado um modo muito simples e a0 mesmo tempo bastante engenhoso para
comparar tais distancias.

Por observacdo, ele havia percebido que quando a Lua estd na fase quarto
crescente ou quarto minguante (metade iluminada) os feixes de raios solares sdo
perpendiculares a uma reta que contém um ponto no centro da Terra (ponto T) e outro
no centro da Lua (ponto L). Também percebeu que se pudesse tragar um triangulo com
um vértice em L, um vértice em T e o terceiro vértice no centro do Sol (ponto S), este
triangulo seria retangulo em L.

Para medir o angulo interno pelo vértice T do tridngulo TLS, Aristarco observou
que a passagem da Lua da fase quarto minguante para a fase quarto crescente durava
cerca de 14 dias e seis horas. Considerando que a Lua passa pela reta TS na metade
deste percurso, ela demora 7 dias e 3 horas para passar por esta reta. A revolucéo,
movimento que a Lua realiza ao redor da Terra, dura cerca de 29 dias e meio. Sabendo
que 360° equivale a circunferéncia da Terra, temos:

360° a 360° « 360° 8« 20520
- = - = = = = = —
29 5dias 1).. 295 of 295 57 236
7+ = |dias Y

= a~ 87°
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Vamos fazer um desenho, representando o observador terrestre por T, 0 centro
da Lua por L e o centro do Sol por S (figura 20). Obtemos um triangulo LST, que é
retdngulo em L, e cujo &ngulo « estara muito proximo de 90°. Esta constatacdo é
suficiente para nos fazer ver que o Sol esta muito mais longe de nos do que a Lua. Do

contrario, o angulo a seria bem menor.

L

Figura 20

Sendo a muito proximo de 90°, o angulo S sera bem mais proximo de zero, pois
estes dois angulos sdo complementares, Aristarco achou para « um valor proximo de
87°. Desenhando, entdo, um tridngulo semelhante ao triangulo TSL, pode constatar que
o lado TS é aproximadamente 20 vezes o lado TL, ou seja, a distancia da Terra ao Sol é
aproximadamente 20 vezes a distancia da Terra a Lua.

Muitas pessoas pensam que as ideias geniais costumam ser profundas e
complicadas. Contudo, frequentemente elas sdo simples, tanto que nés mesmos nos
surpreendemos exclamando “como é que eu nunca pensei nisso antes?” Muitos autores
concordam que a ideia de Aristarco € uma das mais notaveis da historia da ciéncia.

Mas, qual matematica foi usada? Utilizamos o fato de que a soma dos angulos
internos de um tridngulo é 180° para concluirmos que « e f sao angulos
complementares, ou ainda, que 0 angulo « determina toda uma classe de triangulos
retdngulos semelhantes entre si.

Aprecie aqui a importancia do conceito de semelhanca de tridngulos, uma vez
: A ~ TS o
conhecido um desses triangulos a razédo = ¢ a mesma em todos eles. Isso significa

que, impossibilitado de medir essa razdo no enorme tridngulo astronémico original,

Aristarco, decerto, desenhou um tridngulo a ele semelhante, num pedaco de
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pergaminho, de papiro, ou mesmo na areia, e nesse triangulo pequeno ele pode medir as
distancias TL e TS, e comprovar que TS é aproximadamente 20.TL.

Observacdo 1: E preciso que se diga que o resultado de Aristarco estd muito longe do
valor correto, pois hoje sabemos que a distancia da Terra ao Sol é cerca de 400 vezes a
distancia da Terra a Lua. Em consequéncia, 0 angulo « estd muito préximo de 89,86°,
portanto, muito perto de 90°. Isso ndo tira 0 mérito de Aristarco, que esta na ideia que
ele teve para calcular a distancia da Terra ao Sol, comparativamente a distancia da Terra

a Lua.

Observacao 2: Outra coisa a observar é que o que fazemos hoje em dia ndo é desenhar
i . .~ TL
o triangulo TSL e medir seus lados, mas recorrer a uma tabela de valores de razdo =

De fato, é frequente a ocorréncia de célculos de um lado de um tridngulo retdngulo em
termos de outro, de sorte que é muito conveniente construir tabelas que possam ser

usadas sempre que surgir a necessidade. Estd aqui uma boa motivacdo para a

. . ~ TL . A
trigonometria. A razéo = é, por definicdo, o seno do angulo g, portanto, podemos

esCrever.

L senf, donde TS = T
TS sen g

Agora € s0 substituir ai o valor do seno, obtido numa tabela, para calcular TS em
termos de TL. Melhor ainda do que faziamos h& décadas, o calculo pode ser feito
facilmente com uma calculadora cientifica. Mas falta um detalhe: necessitamos do valor

do TL para encontrar TS. Explicaremos isso nas proximas linhas.

Tamanhos Angulares do Sol e da Lua.

Uma interessante coincidéncia que nos proporciona a Natureza ¢ o fato de o Sol
e a Lua terem 0 mesmo tamanho angular. Em outras palavras, como ilustra a figura 21,
0 angulo 2y sob o qual vemos a Lua € 0 mesmo sob o qual vemos o Sol. A propria
Natureza nos poupa de fazer qualquer medida, pois ela exibe a coincidéncia exata dos
dois discos, solar e lunar, num eclipse total do Sol.
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Um eclipse solar é um rarissimo fenémeno de alinhamentos que ocorre quando a
Lua se interpde entre a Terra e o0 Sol, ocultando completamente a sua luz numa estreita
faixa terrestre.
Aristarco estimou o angulo 2y como sendo 2° quando, na verdade, ele é de 0,5°.
Mas essa discrepancia, ndo altera o resultado que vamos obter, baseado na semelhanca
dos triangulos retangulos TLL’ e TSS’. Esta semelhanca permite escrever.
s§' TS
L 7L
Isso significa que os raios do Sol e da Lua, SS’ e LL’ respectivamente, estdo

entre si como as distancias da Terra ao Sol e a Lua, respectivamente TS e TL. Como a

. - ., . , . SS
razao destas duas uUltimas distancias é conhecida, 0 mesmo é verdade da razdo E'

Segundo Aristarco, essas razdes sao iguais e estdo compreendidas entre 18 e 20.
Resumo dos resultados

Para explicar os resultados de Aristarco, é conveniente introduzir a seguinte
notacao:
Ds = Distancia da Terra ao Sol;
D, = Distancia da Terra a Lua;
Rs = raio do Sol;
R_ =raio da Lua.

Vamos também indicar com Ry o raio da Terra, e introduzir os pardmetros a e b

: . . . . R R
assim definidos. Veja a figura 21 para entender a igualdade das razdes: D—S e D—T
S L
a=Rs R D
DS DL DL
S’
L’

Figura 21


http://pt.wikipedia.org/wiki/Alinhamento
http://pt.wikipedia.org/wiki/Lua
http://pt.wikipedia.org/wiki/Terra
http://pt.wikipedia.org/wiki/Sol
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Para Aristarco, como ja vimos b ~20. Para obter o parametro a, como o angulo y

era conhecido, ele teria de medir os lados SS’ e TS no triangulo 7SS~ (figura 21). Para

nos, hoje, a razdo % é 0 que chamamos de seno do angulo vy, de sorte que a = sen .
Ele completou a determinagéo das grandezas D, D, Rs e R em termos do raio da Terra
Rt valendo-se de um eclipse da Lua.

Um eclipse lunar é um fenbmeno celeste que ocorre quando a Lua penetra,
totalmente ou parcialmente, no cone de sombra projetado pela Terra (figura 22), em
geral, sendo visivel a olho nu. Isto ocorre sempre que o Sol, a Terra e a Lua se
encontram proximos ou em perfeito alinhamento, estando a Terra no meio destes outros
dois corpos. E como se fosse um eclipse solar porém a Terra encobre a lua nesse caso.

Vamos descrever o raciocinio de Aristarco na observacao de um eclipse da Lua,
quando esse satelite atravessa o cone de sombra da Terra (figura 22). Usaremos

naturalmente, a notagdo moderna, de que Aristarco ndo dispunha.

Figura 22

Pelo tempo gasto pela Lua para atravessar o cone de sombra da Terra. Aristarco

A . 8
calculou o didmetro desse cone na altura da Lua — LD na figura 23 — como sendo 3 do

raio da Lua.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Lua
http://pt.wikipedia.org/wiki/Sombra
http://pt.wikipedia.org/wiki/Terra
http://pt.wikipedia.org/wiki/Olho_nu
http://pt.wikipedia.org/wiki/Sol
http://pt.wikipedia.org/wiki/Corpo_celeste
http://pt.wikipedia.org/wiki/Eclipse_solar
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Figura 23

Na figura 23, L, T e S séo os centros da Lua, da Terra e do Sol, respectivamente,
LH = R, TC = Ry e AS = Rs sdo 0s respectivos raios. De acordo com Aristarco,

8R A
LD = 3L . Da semelhanca de triangulos DFC e CEA resulta %:Q—E Observe que:

R
CF =TC-TF =R~ LD =R, — °X

,DF =D,

AE = AS — SE =R, — R;, CE = D
Substituindo esses valores na proporgéo anterior, obtemos:
_8R,

RT

DL DS

Por outro lado, j& sabemos que:
Ds = b.DL; RS = a.Ds = ab.DL; R, = a.D,

De sorte que a igualdade anterior pode ser escrita assim:

_8aD,
3 :ab'DL_RT,dondeR—T—%:a— Ry
D, aD, D, 3 b.D,

RT

Que também se escreve:

(1 + EJ.R—T—H—'a donde D, =—3'(b+1)RT

b/D, 3 ° 11.ab
Ent&o:
DLZB.(b+1)RT D, = b.DLZB.(b+1)RT
11lab 1lla
R, = ab.DL_g'(bJrl)RT R, = a.DL=M
11 11b
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Com os dados de Aristarco,

D, ~168R;, D, ~337R;, Ry ~5,7R; , R, ~0,29R; .

Ao contrério, com os valores mais corretos para os angulos f e vy, obtemos
resultados bem mais proximos dos valores modernos:

D, ~62R;, D, ~24855R, , R, ~109R, , R, ~0,27R; .

Para esclarecer um pouco mais, vimos que Aristarco necessitou do raio da Terra
para seus calculos das distancias da Terra a Lua e ao Sol. No entanto, o raio da Terra foi
calculado por Erastdstenes depois de Aristarco. Por isso € preciso que se diga que outros
sabios, antes de Erastdstenes e Aristarco, calcularam o raio da Terra. O problema é que
s0 sabemos disso por vagas referéncias, sobretudo em Aristételes. As prdprias
distancias da Terra a Lua e ao Sol foram calculadas — ou, pelo menos, grosseiramente

avaliadas — antes desses sabios, mas disso nds ndo temos informacdes precisas.

Consideracoes Finais

Os resultados aqui descritos estdo no livro de Aristarco intitulado “Sobre o
tamanho e distancias do Sol e da Lua”. Esse livro chegou até os nossos dias, e dele ha
uma excelente edicdo comentada, devido ao eminente historiador da ciéncia Thomas L.
Heath (Aristarco of Samos, Oxford University Press).

Aristarco escreveu outros livros, que se perderam. Deles temos noticia por
referéncias feitas por outros autores. Por exemplo, hd& um livro de Arguimedes,
intitulado “O arendrio” ou “O contador de areia”, no qual Arquimedes mostra como
escrever numeros muito grandes.

A tarefa de Arquimedes ndo era simples porque o sistema numerico de seu
tempo ndo possuia a facilidade do sistema posicional que hoje usamos. Para bem
impressionar, Arquimedes comeca anunciando que podera escrever um numero maior
que o nimero de gréos de areia existentes no universo. E ai que ele fala do Universo de
Aristarco, fazendo referéncia ao livro que esse astronomo teria escrito explicando a
teoria de que o Sol estaria no centro do Universo, com a Terra e 0s demais planetas
girando em volta. Esse livro de Aristarco certamente existia na Biblioteca de
Alexandria. Quando refletimos sobre isso, e sobre os muitos outros livros que la
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estavam e que foram destruidos para sempre — livros sobre Astronomia, todas as
ciéncias e tudo o mais que diz respeito a atividade intelectual do ser humano — sé entéo
podemos avaliar a imensa tragédia que foi a destruicao dessa biblioteca.

Mesmo depois de seéculos de desenvolvimento tecnoldgico e o avango
estrondoso da matematica, fica evidente que essas historias despertam o interesse e a
curiosidade dos leitores, uma mostra disso é dada pela OBMEP (Olimpiada Brasileira
de Matematica das Escolas Publicas) que traz em seu cartaz deste ano ilustracdes

abordando o tema.

ESCOLAS PUBLICAS

OBMEP 2013

Somando novos
talentos para o Brasil

INSCRICOES ATE 5 DE ABRIL

somente na pigina www.obmep.org br

PROVAS 1¢ FASE - 4 DE JUNHO
PROVAS 2* FASE - 14 DE SETEMBRO
Informagdes: (21) 2529-5084

Figura 24
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CAPITULO 2 - FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Iniciaremos este capitulo com o estudo da funcdo de Euler, que é a base para
definir as funcdes trigonométricas. Apresentaremos as relacdes de simetrias entre 0s
quadrantes para o0 seno e o cosseno. Falaremos também das funcgdes trigonométricas e
abordaremos as formulas de transformacdes trigonométricas. Usamos para este capitulo

as referéncias [6] e [7].

1. AFUNCAO DE EULER

Vimos no capitulo 1, as razdes trigonomeétricas seno, 0 cosseno e a tangente para
angulos maiores que 0° e menores que 90°, ou seja, 0° < a < 90°. Como esses angulos

podem ser medidos em radianos, estdo definidos o seno, 0 cosseno e a tangente de
, . . T
ndmeros reais maiores que zero e menores que 5

Agora, vamos estender as defini¢cbes para todos os numeros reais. Para isto,
imagine uma circunferéncia S = {(x,y) € IR¥ x* + y* = 1} como um “carretel” no qual
se enrola a reta real r, de modo que o zero fique sobre o ponto (1, 0). Assim, a reta real
esta sendo imaginada como um longo “fio”, que deverd ser enrolado no “carretel”
considerado.

Ao enrolar o “fio” no “carretel”, este coincidird com algum arco da
circunferéncia. Se convencionarmos que o zero da reta real estara no ponto (1, 0) e que,
ao enrolar o “fio” no sentido anti-horario ele representara um numero positivo (no
sentido horario o fio representara um ndmero negativo), poderemos associar 0 nimero
real “1” (fio de comprimento 1) ao arco de comprimento 1 e também ao angulo que
subentende esse arco de comprimento 1. Como o raio da circunferéncia é unitario (mede
1 também), entdo cada arco de comprimento 1 mede 1 radiano, assim como o angulo
que o subentende.

Dessa forma, conseguimos associar a cada numero real um angulo da
circunferéncia. O nimero 1 associa-se ao angulo de 1 rad, o nimero 2 associa-se ao

angulo de 2 rad, o nimero m associa-se ao angulo que mede = rad, e assim por diante. O



27

nimero 27 associa-se ao angulo de comprimento 2w, que coincide com o ponto inicial
(Ilembre-se de que o comprimento da circunferéncia unitaria é 27 ).

A maneira mais natural de definir as funcfes trigonométricas tem como ponto de
partida a fungdo de Euler E: IR — S, cujo dominio é o conjunto dos numeros reais e
contradominio a circunferéncia S de raio 1 e centro na origem do plano cartesiano. Esta
funcdo faz corresponder ao numero real t o ponto E(t) = (X, y) da circunferéncia unitaria
obtido do seguinte modo:

e E()=(1,0).

e Set >0, percorremos sobre a circunferéncia S, a partir do ponto (1, 0), um arco
de comprimento t, sempre andando no sentido positivo, ou seja, sentido anti-
horario. O ponto final do caminho serd chamado E(t).

e Set<0,E(t) sera a extremidade final de um arco sobre S, de comprimento | t |,
que parte do ponto (1, 0) e percorre S sempre no sentido negativo, ou seja,

sentido horario.

Sendo t um ndmero real e P = E (t) na circunferéncia trigonométrica, define-se:
sen t = ordenada de P;
cos t = abscissa de P.

P =(cost, sent).

senx A

B=(1,0)

sen o

AN=(-1,0)

(0] cosa D cos x

B'=(0,-1)

Figura 25
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Cada vez que o ponto t descreve na reta um intervalo de comprimento A, sua
imagem E(t) percorre sobre a circunferéncia S um arco de igual comprimento 4. Em
particular, como a circunferéncia unitaria S tem comprimento igual a 2w, quando o
ponto t descreve um intervalo de comprimento 2z, sua imagem E(t) d& uma volta
completa sobre S, retornando ao ponto de partida. Assim sendo, para todo t € IR, tem-se
E(t + 27) = E(t) e, mais geralmente, para todo k € Z, tem-se E(t + 2kxz) = E(t), seja qual
fort € IR.

Reciprocamente, se r < ¢’ em IR s&o tais que E(z) = E(t’) isto significa que, quando
um ponto s da reta varia de ¢ a ¢’ sua imagem E(s) se desloca sobre S no sentido
positivo, partindo de E(t), dando um nimero inteiro k de voltas e retornando ao ponto de
partida E(z’) = E(t). A distancia total percorrida por E(s) é, por definicdo, igual a
distancia percorrida por s sobre a reta IR.

Resumindo, tem-se E(t’) = E(t) se, e somente se, ¢’ =t + 2.k.z, com k € Z (quando
t’>t,valek e N, quando ¢’ < ttem-se que k < 0).

O seno de um numero real é a ordenada do seu ponto correspondente na
circunferéncia trigonométrica. Como os pontos de ordenadas positivas sdo 0s do
primeiro e os do segundo quadrante e os pontos de ordenadas negativas sdo os do

terceiro e os do quarto quadrante, temos 0 seguinte quadro de sinais para o seno:

SENO
Y

v

Figura 26

O cosseno de um numero real é a abscissa da extremidade desse arco. Como 0s
pontos de abscissas positivas sdo 0s do primeiro e os do quarto quadrante e 0s pontos de
abscissas negativas sdo os do segundo e os do terceiro quadrante, temos o seguinte

quadro de sinais para 0 c0Sseno:
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COSSENO

ey
NP

Figura 27

Como, para todo x e IR, temos sen x esta entre [-1, 1]. Entdo o valor minimo

para sen x é -1e o méaximo é 1. O mesmo ocorre para 0 oS X

A senx

.
S

[
»

Figura 28

Em uma circunferéncia trigonométrica, se um arco tiver sua extremidade no
segundo, terceiro ou quarto quadrante, sempre existird um arco com extremidade no

primeiro quadrante e cujos senos e cossenos terdo, em modulo, 0 mesmo valor das do
arco considerado.

e Simetria em relagdo ao eixo dos senos

Dado o angulo g tal que 90° < g < 180° seja P a extremidade de S na

circunferéncia trigonométrica. Seja P’ o ponto simétrico de P em relacdo ao eixo dos

senos, « 0 angulo correspondente ao arco e AP’ o0 angulo correspondente ao arco PA’
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Sen X A

Figura 29

Observando a figura podemos afirmar que AP + AP’ = 180° (1).
Além disso AP = AP’ (2), pois, P’ é simétrico de P em relag&o a origem.
Substituindo (2) em (1) temos que AP + AP’ =180° (no sentido anti-horario).
Portanto f + a=180°0u #=180°- o (3).
Como P = (cos g, sen f) e P’ = (cos a, sen ) sdo simétricos em relacdo a
origem estes pontos possuem ordenadas e abscissas simétricas. Ou seja,
sen = sen o e cos f=-cos a (4)

Substituindo (3) em (4) temos que:

sen (180°- @) = sen a

cos (180° - @).= - cos .
Logo, dois angulos que somam 180° tém senos e cossenos simétricos.
Essas relagcGes podem ser escritas como:

sen (z-X) = senx , para todox € IR, e

cos (- X) = - cos X, para todo x € IR

e Simetria em relagéo a origem

Dado o angulo g tal que 180° < g < 270° seja P a extremidade de S na
circunferéncia trigonométrica. Seja P’ 0 ponto simetrico de P em relacdo a origem e o0

angulo correspondente ao arco AP’
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sen X A

Figura 30

Observando a figura podemos afirmar que AP — AP = 180° (1).
Além disso, A’P = AP' (2), pois, P’ é simétrico de P em relacio & origem.
Substituindo (2) em (1) temos que AP — A'P = 180° (no sentido anti-horario).
Portanto f- «=180°0u f=180°+ a (3)
Como P = (cos S, sen f) e P’ = (cos a, sen «) sdo simétricos em relacdo a
origem estes pontos possuem ordenadas e abscissas simétricas. Ou seja:
sen f=-sen a e cos f=-cos a (4)

Substituindo (3) em (4) temos que:

sen (180°+ o) =-sen «

cos (180° + @).= - cos «
Logo, dois angulos que somam 180° tém senos e cossenos simétricos.
Essas relacGes podem ser escritas como:

sen (7+ x) =-senx, paratodox € IR, e

cos (#+ X) =-cos x, para todo x €IR.

e Simetria em relacdo ao eixo dos cossenos
Dado o éangulo g tal que 270° < g < 360° seja P a extremidade de S na

circunferéncia trigonométrica. Seja P’ o ponto simétrico de P em relacdo ao eixo dos

cossenos e « 0 angulo correspondente ao arco AP'.
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senXx A

COos X

Figura 31

Observando a figura podemos afirmar que AP + PA =360° (1).
Além disso, PA = AP’ (2), pois, P’ é simétrico de P em relacdo ao eixo dos
COSSenos.
Substituindo (2) em (1) temos que AP + PA =360° (no sentido anti-horario).
Portanto S+ o= 360°ou f=360°- a (3).
Como P = (cos S, sen ) e P’ = (cos a, sen «a) sdo simétricos em relacdo ao eixo
dos cossenos estes pontos tm mesma abscissa e ordenadas simétricas. Ou seja,
sen f=-sen a e cos f=cos a (4).
Substituindo (3) em (4) temos que:
sen (360° - @) =-sen «
cos (360° - )= cos a.
Logo, dois angulos que somam 360° tém senos Simétricos e cossenos iguais.
Essas relacGes podem ser escritas como:
sen (277- X) =-sen x, paratodo x € IR, e

cos (27- X) =cos X, paratodo x € IR

Vimos que no estudo da Trigonometria no triangulo retangulo, foi verificado que
quando dois angulos « e £ sdo complementares, entao:
sen o= cos fousen a = cos (90° - )

COS = sen foucos a=sen (90° - )
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Essa relacdo pode ser escrita como:

sen x = cos(%—xj, para todo x € IR, ou

COS X = sen (%—xj , paratodo x € IR.

2. AS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

As funcdes sen: IR — IR e cos: IR — IR, chamadas de funcdo seno e funcéo

cosseno respectivamente, sao definidas pondo-se, para cadat € IR.
E(t) = (cos t, sen t)

Em outras palavras, x = cos t e y = sen t sdo respectivamente a abscissa e a
ordenada do ponto E(t) da circunferéncia unitaria. Segue-se desta definicdo que vale,
paratodot e IR, a relacdo fundamental:

cos’ t +sen’t=1

Uma funcéo f: IR — IR chama-se periodica quando existe um namero T =0 tal
que f(t + T) = f(t) paratodo t € IR. Se isto ocorre, entdo f(t + kT) = f(t) paratodo t € IR
e todo k € Z. O menor nimero T > 0 tal que f(t + T) = f(t) para todo t € IR chama-se
periodo da funcdo f. As funcBes seno e cosseno sdo periddicas, de periodo 2.

A periodicidade € uma circunstancia presente em quase tudo que nos cerca,
desde 0 movimento de um planeta em torno do Sol, ou de um elétron ao redor do
nucleo, as batidas do nosso coragdo. Periodicidade é uma ideia muito proxima de
oscilacdo (ou vibragdo), outro fato ubiquo, presente nas cordas de um violino que nos
enleva e na corrente alternada que usamos em nossas casas. As fungdes periddicas sdo o
instrumento matematico adequado para descrever todos os fendbmenos periddicos.

Dado o evidente interesse que se tem por entender fatos como os acima citados,
ndo é dificil perceber a importancia das funcdes trigonométricas na Matematica e na
Fisica, principalmente depois que o matematico francés Joseph Fourier mostrou (em
1822), no seu consagrado estudo sobre a transmissdo de calor, que toda funcdo pode,
sob-hipdteses bem razoaveis, ser obtida como soma de uma série cujos termos sdo senos

ou cossenos (“série de Fourier”). Isto foi o ponto de partida da chamada Andlise de
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Fourier ou, mais geralmente, da Analise Harmonica, um ramo central da Matematica
contemporanea.

Dizemos que a fungdo f: IR — IR é par quando se tem f(- t) = f(t) para todo
t € IR e impar se f(- t) = - f(t) paratodo t € IR.

Na secdo de simetria em relacdo aos eixos dos cossenos foi provado que
E(-t) = (cos t, -sent), paratodot € IR. Como E(-t) = (cos (- t), sen (- t)),entdo
cos(-t) = cos(t) e sen (-t) = - sen t. Ou seja, 0 seno € uma funcdo par e 0 cosseno é uma
funcdo impar.

As figuras abaixo mostram os gréaficos de y = cos x e y = sen X, no intervalo
[- 2m, 27].

Funcéo seno

Figura 32
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Funcéo cosseno

Figura 33

Das funcdes seno e cosseno derivam as outras funcfes trigonomeétricas, a saber,

sen x COS X 1 1
tgx= ——, cotlgx = ——, SeCX= —— e C0SSeC X = ——
COS X sen x COS X sen x

Estas funcOes sdo chamadas: tangente, cotangente, secante e cossecante
respectivamente. Destas a mais importante é a tangente. Cumpre observar que tais
funcBes, sendo definidas por meio de quocientes, tém seus dominios restritos aos
nUmeros reais para 0s quais o denominador é diferente de zero.

. < « sen x
Assim, por exemplo, a funcdo tangente, dada pela expressdo, tg x = ——,
COS X

;- . , . ~ ~ s , T
tem como dominio o conjunto dos nimeros reais que nao sao multiplos impares de >

pois cos x = 0 se, e somente se, x=(2k +1)%: k72'+§ ondek €Z.
Assim, o dominio da fungdo x |— tg x € formado pela reunido dos intervalos

[kz—%, k7r+%j, paratodo k € Z.

Em cada um desses intervalos (—% %} por exemplo, a funcdo tangente é

crescente e, na realidade, x — tg x € uma correspondéncia biunivoca entre um intervalo

aberto de comprimento ze a reta inteira IR.
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Funcéo tangente

-V

6o G 4R dn I ¢ &b S bn ¢0.40 b8

- o -

Figura 34

A funcdo tangente, embora ndo esteja definida para todo nimero real IR, pode
ser considerada como uma funcéo periodica, de periodo 7, pois 7 €& 0 menor numero real

positivo tal que tg(x + z) = tg x para todo x no dominio da fung&o.

3. FORMULAS

Nesta secdo estudaremos as formulas da soma de arcos, diferenca de arcos, arco

duplo e arco metade para qualquer nimero real.

3.1. SOMA E DIFERENCA DE ARCOS

Sejam P, Q e R os pontos do circulo trigonométrico associados aos nimeros «,

a+ f, - B, respectivamente (Figura 35).

P = (cos a, sen ) Q = (cos(a + p), sen(a + p)) R = (cos S, - sen ff)
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Os arcos AQ e RP tém a mesma medida, portanto as cordas AO e PR tém medidas

iguais. Aplicando, entdo, a formula da distancia entre dois pontos, temos:

dio= (Xg—Xa)* + (Yo —Ya)

do = (cos (a+ ) — 1)’ + (sen (a+ B) - 0
di=cos’ (a+ fB)—2cos (a+ f) + 1 +sen’ (a+ f)
dio=1+sen’ (a+ f) + cos’ (a+ f) — 2cos (o + f)
dig=1+1-2cos (a+ f)

dig=2-2cos (a+ f)
E também:

dé = (Xp —Xr)” + (Yo — Yr)*

d2, = (cos a - cos f)* + (sen a + sen f)’

d2, = cos® a— 2 cos a.cos 5+ cos® f+ sen” o+ 2sen a.sen S+ sen’ 3
d2, = cos® o+ sen” a + cos? B+ sen® f— 2 cos a.cos B+ 2sen a.sen f3
d2, =1+ 1-2cos a.cos B+ 2sen a.sen f3

d2,=2—2cos a.cos B+ 2sen a.sen f3

Como d},= dg, , temos:

2—-2c0s (a+ f)=2-2cos a.cos S+ 2sen a.sen

—2cos (a+ f)=-2cos a.cos S+ 2sen a.sen S
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E, entdo vem a formula

A) cos (o + ) = cos a.cos B - sen a.sen

B) cos (a— f) =cos (a+ (—f)) = cos acos (—f) — sen asen (— ).
Logo, cos (o — f) = cos a.cos S+ sen a.sen pf.

C) sen (a- f) = cos (%—(a—ﬁ)} = cos [[%—a}rﬂJ ou

sen (a- p) = cos (%—aj .COS - sen (%—a] .Sen p, isto &,

sen (a - f) =sen a.cos S - sen S.cos a.

D) sen (a- f) =sen a.cos [ - sen £.cos o= sen a.cos (-f) - sen (-f).cos «, isto €,
sen (a + f) =sen a.cos B+ sen £.cos o

38
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3.2. ARCO DUPLO E ARCO METADE

A) sen (2a) =sen (a+a) = sen a.cosa + CoS a.sen a.

Logo, sen (2a) = 2.sen a.cos a..

B) Do mesmo modo, cos (2¢) = cos (a + @) = C0S a.COS & — Sen a.Sen a, ou seja,

cos (2a) = cos® o — sen® a.
C) cos (2a) = cos’a — sen’a. Sendo sena + cos’a = 1 entdo cos’a = 1 — cos’a

Logo cos(2a) = cos?a — (1 - cos?a) = cos?a — 1 + cos’a, ou seja,
cos(2a) = 2.cos’a— 1.

1+cos(2a .
Isolando cos a, vem cos a = iJT{j . Escrevendo a = % ,entdo 2a = «
a 1+cos o
Logo cos | — |=%,]——.
5]+

D) cos(2.a) = cos’a — sen’a. Sendo sen’a + cos’a = 1 entéo cos’a = 1 — sen’a
Logo cos(2a) = (1 - sen?a) - sena = cos(2a) = 1 - sen’a - sen’a, ou seja,

cos(2a) =1 - 2.sen‘a

1-cos(2a .
Isolando sen a, vem sen a:iW/T[j . Escrevendo a = % ,entdo 2a = «
a 1+cos «
Logo sen | — :11/—
[2} 2
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CAPITULO 3 - APLICACOES

Este capitulo é dedicado a algumas aplicacGes da trigonometria, aplicacdes sobre
distancias inacessiveis, problemas de mecénica, angulos entre os ponteiros de um
relégio e o problema da estatua. Apresentamos a férmula de Heron para o célculo da
area de quadrilateros e o problema da rampa de skate do tempo minimo.

1. PROBLEMA DE MEDIDAS INACESSIVEIS

Como foi visto no capitulo 1, Aristarco mediu as distancias da Terra a Lua e da
Terra ao Sol. Apresentarei neta secdo mais dois exemplos de medidas inacessiveis. Os

exemplos a seguir foram tirados na integra de [6].

Exemplo 1: Uma empresa de engenharia deve construir uma ponte unindo duas
montanhas, para dar continuidade a uma estrada. O engenheiro tomou como referéncia

uma arvore, conforme figura abaixo. Qual serd o0 comprimento da ponte?

Solucéo:
C
h
20° 24°
A 0 B
10 D P

Figura 36

No triangulo retdngulo ABC, temos que tg20° =

h 0 ou seja, h = (p + 10).tg 20°

No triangulo retangulo ABD, temos que tg 240:H entdo h = p.tg 24°.
Y

Sendo o valor de h igual para as duas equagdes, temos (p + 10).tg 20° = p.tg24.
Resolvendo a equacéo, vem:
(p+10).tg 20° = p.tg 24°
p.tg 20° + 10.tg 20° = p.tg 24°
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p.tg 24° - p.tg 20° = 10.tg 20°
p(tg 24° - tg 20°) = 10.tg 20°
_ 10.g20°
tg24° —tg 20°
Sendo tg 24° ~0,364 e tg 20° = 0,445, temos:

10.0,364 364

= o =22 = 44,79m.,
P=0a45-0364 " opsl "

Calculado o valor de p, encontramos que a ponte terd um comprimento de 44,79 m.
Exemplo 2: Dois meninos que distam 50 m um do outro observam uma pipa no alto
entre os dois, sabendo que um deles vé a pipa sob um angulo de 60° e o outro, sob um

angulo de 30°, determine a altura da pipa.

Solucéo:

30° 60
M X H 50 -

M,

Figura 37

Sabe-se que M;M; mede 50 metros e que M;M, = M;H+ HM,, podemos dizer
que M;H mede x metros e HM é igual a 50 — x metros.

No triangulo M;HP, a tg30° = m, e no triangulo M,HP a tg60° = SEH
X —X

Resolvendo as tangentes e isolando a variavel x, temos:

waoe—PH o YS_PH o VBx
X 3 X 3
tg60° = PH _ 3=PH o py =(50—x).~3 ()
50-x 50-x

Igualando (1) e (2), vem:
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%:(504).\/5 — x=150—3x = x=23. (50 —X) = 4x = 150 =X = 37,5

Substituindo x em (1) ou (2) temos o valor de PH que é a altura da pipa.

_3x J/3.375
3 3

PH = PH = PH=2165,0u

PH =(50-x)4/3 = PH=(50-375)+3 = PH =2165

2. PROBLEMA DE MECANICA

Um problema publicado na Revista do Professor de Matematica, nimero 10, na
secdo “Para que serve?”, intitulado Trigonometria na oficina mecénica, de Pedro
Firmino da Silva, da cidade de Sado Roque, SP.

Deseja-se fazer seis furos na base de uma peca de forma cilindrica, sabendo que
o didmetro da base mede 120 mm e os furos devem ser distribuidos igualmente sobre
uma circunferéncia imaginaria de diametro 100 mm.

Segue ainda escrito no problema que o mecanico sé possuia uma ferramenta e
que ele chamou de altimetro, esta ferramenta é constituida por uma régua que desliza
perpendicularmente em uma barra milimetrada, sendo que esta se fixa na peca.

Para resolver o problema usando tal ferramenta, desenhamos, com a régua
moével, um didmetro da base, sobre ele marcamos os centros dos dois primeiros furos,

que ficardo afastados 100 mm.

Régua movel
perpendicular a
barra

Figura 38
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Podemos imaginar que os furos sdo os veértices de um hexagono regular inscrito
em uma circunferéncia de diametro igual 100 mm, sabendo que o hexagono pode ser

construido com 6 triangulos equilateros iguais, obtendo angulos centrais de 60°.

Figura 39

Desenhando as retas paralelas s e t a reta r, que estd contida sobre o didmetro

desenhado, a uma distancia d de r, calculando o valor de d, temos:

d =50.sen 60° =43 mm

Desde modo, com a régua mdvel desenhamos as retas s e t, sobre as quais
estardo os outros quatro furos. A régua movel, perpendicular a barra fixa, faz
movimentos de translacdo. N&o possivel transladar a barra, que € fixa, giramos o
altimetro em 90°, colocando a barra sobre o didmetro feito no passo anterior.

Imaginamos novamente os triangulos equilateros, podemos medir a distancia e,

dada por:

e =50.s5en30°=25mm

Assim, deslocando a régua mdvel, marcamos 0s centros dos outros quatro furos.
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Figura 40

Entdo, a peca esta pronta para ser furada.

Figura 41

3. PROBLEMA DOS ANGULOS NO PONTEIRO DO RELOGIO

Um problema muito comum, quando comegamos a introduzir a trigonometria no
ensino medio, é exposto no artigo de Antonio Leonardo P. Pastor, na Revista do
Professor de Matematica, numero 11, que trata de angulos e arcos e uma aplicacdo,
calcular o menor angulo entre os ponteiros de um relégio.

Considere por exemplo o problema: Calcular o menor angulo formado pelos
ponteiros de um relogio que marca 5 h 43 min.
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Figura 42

Seja B o angulo que o ponteiro das horas descreve desde as 5 horas até 5 horas e
43 minutos. O mostrador do relégio é dividido em 12 partes iguais de 30° cada. Cada
setor de 30° corresponde a 5 minutos e, portanto, cada minuto corresponde a 6°. Assim,
0 angulo « + S pode ser determinado por contagem direta, e é igual a 18 . 6° = 108°.

Sabendo que uma hora, o ponteiro das horas descreve 60 min e o ponteiro das
horas descreve 30°, logo para cada minuto o ponteiro das horas descreve 0,5°, entdo o
angulo g tem 43 min x 0,5° que resulta em 21,5°.

Se a+ =108°e B =21,5° entdo o= 108° - 21,5° = 86,5°

Em geral, somando inicialmente a medida do angulo que vai da marca da hora
em questdo até a marca dos minutos correspondente, devemos somar ou subtrair o
angulo g (angulo que o ponteiro das horas descreve durante 0s minutos
correspondentes), dependendo do angulo que pede o problema da configuracdo dos
ponteiros e de como efetuamos a medida (orientagdo). Em resumo, a resolucdo do

exemplo se reduz a determinagéo de £.

4. PROBLEMA DO OBSERVADOR DA ESTATUA

Na Revista do Professor de Matematica, nimero 52, escrito por José Luis
Pastore Mestre, encontramos outra aplicacio de angulos na circunferéncia. E um
problema bastante conhecido do matematico Johann Muller ( 1436 — 1476), um dos
maiores matematicos do século XV, conhecido como Regiomontanus, nome dado

devido a sua cidade natal Kdningsberg, que significa Montanha do Rei. O problema é
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datado de 1471 e foi citado no livro “700 Great Problems of Elementary Mathematics

their historyand solution NY”, de autoria de Heinrich Dorrie de 1989. Vejamos:

Figura 43

Suponha uma estatua de altura h sobre o pedestal de altura p. Um homem de
altura m (m < p) enxerga do pé ao topo da estatua sob um angulo «, que varia de acordo
com a distancia d entre 0 homem e a base do pedestal. Determinar d para que o angulo
de visdo « seja 0 maior possivel.

Solucionando o problema, temos:

Marcamos, inicialmente, na figura os pontos A, B e C representado
respectivamente o topo, o pé da estatua e os olhos do observador. Em seguida tragamos
uma reta r que passa por C e é paralela a linha do chdo. Tracamos uma mediatriz no
segmento AB e por fim tragamos a Unica circunferéncia A, com centro nessa mediatriz
do segmento AB, que passa pelos pontos A e B e tangencia a reta r. Marcamos na figura

0 ponto C; como ponto de tangéncia.

Figura 44
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Nota-se que os pontos A e B sdo vértices de um tridngulo inscrito em uma
circunferéncia, entdo o seu centro é um ponto contido na mediatriz do lado AB desse
triangulo. Sendo o terceiro veértice, um ponto de tangéncia com a reta r, basta medir a
distancia da mediatriz a reta r que teremos o comprimento do raio de A. Medindo esse
comprimento a partir dos pontos A e B encontramos o ponto O sobre a mediatriz relativa
ao lado AB. Por esse motivo podemos considerar que a circunferéncia com centro sobre
a mediatriz que contém os pontos A, B e é tangente a reta r € Unica.

Se C percorrer livremente a reta r, qualquer possibilidade para o angulo de visédo
o seré dada por certa localizacdo de C em r. Nosso intuito € provar que « assume o

maior valor possivel quando C coincide com C;.

Figura 45

Seja #a medida do angulo AétB que é maior que o angulo «, medida do angulo ACB
para qualquer posicdo de C diferente de C;, pois sendo D o ponto de encontro do
segmento AC com a circunferéncia A.

No triangulo BCD, temos que a medida do angulo CBD = 7, 0 &ngulo BDC =
180 - S e o0 angulo BCD= ¢, logo a soma dos angulos serd « + y + 180° - g = 180°,
sendo = a+ y, implicando que 5> a.

Uma vez verificado que o angulo AétB é o0 angulo de maximo visual,
determinaremos a distancia d, entre o observador e a base do pedestal, para que esse
angulo seja atingido.

Seja Q o ponto de encontro da reta AB com r, sendo a reta AB e d

respectivamente secante e tangente a circunferéncia A, aplicando poténcia de ponto no

ponto Q encontraremos a distancia d procurada.
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QC#=QB.QA ou d*=(p-m).(p-m+h)
Se a altura m do observador for insignificante em relacdo a altura da estatua e do

pedestal, podemos simplificar a formula para:

d=./p(p+h)

Exemplo: Em outubro de 1931, apds cinco anos de construcdo, foi inaugurado no alto
do morro do Corcovado, o cartdo de visitas do Rio de Janeiro, a estdtua do Cristo
Redentor. A altura total da estatua é 30 m, seu pedestal mede 8 m, e admitiremos um
observador com 1,70 m de altura. A que distancia esse observador deve ficar da base do

pedestal do Cristo Redentor para que o seu angulo de visdo seja 0 maior possivel?

Figura 46

Usando a férmula, obtemos d =./(8-17)(8—17+30) = 15m

5. FORMULA DE HERON PARA QUADRILATEROS

Desde o Ensino Fundamental usamos a formula de Heron para calcular a area de

um triangulo quando conhecemos seus lados.

a+b+c
2

O artigo de Augusto Macedo e Carlos A. Gomes, publicado na Revista do

A=.p.(p-a).(p-b).(p-c),onde p=

Professor de Matematica, nimero 64, apresenta a formula de Heron para quadrilateros.
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5.1. QUADRILATEROS INSCRITIVEIS

Um quadrilatero é inscritivel a uma circunferéncia se a soma dos angulos
opostos desse quadrilatero € igual a 180°.
Um quadrilatero inscritivel ABCD de lados a, b, ¢c e d, tem area dada pela

expressao:

a+b+c+d

A=\(p-a).(p-b).(p—c).(p-d),onde p= 2

B
\ |
D
Figura 47

A seguir apresentaremos a demonstracao dessa formula.
1) Temos a + p = 180°, visto que o quadrilatero é inscritivel. Assim, segue que
sen a =sen S e cos B = - CoS .

Denotando (ACB) e (ACD), as areas dos tridngulos ABC e ACD respectivamente,
e por (ABCD) a area do quadrilatero ABCD, temos.

ab.sena cd.seng

(ABC)= (ACD)=

ab.sena N cd.senf ab.sena N cd.sena (ab+cd)sena

(ABCD)=(ABC)+(ACD)= 5 > > 2 2

Aplicando a lei dos cossenos nos triangulos ABC e ACD, obtemos:

x> = a? + b%*—2abcos « e x> = c?+ d? — 2cdcos A



De cospf = - cosq, segue:

a’+b*—c*—-d?

a? + b? — 2abcos a = ¢ + d* — 2cdcos Be cos a =
2(ab+cd)

Sendo sen® o+ cos® o = 1, podemos escrever sen o= /1-cos’ a , entéo:

a?+b?—c?—d2)
sena=,|1—
2(ab+cd)

(ab+cd)sena

2) Calculo da area: (ABCD )= , sendo

a® +b® —c*-d? _
sena = [1— , temos:
2(ab+cd)

2 2 2 2?2
(ABCD)=(ab+Cd). 1_ a‘+b®-c°—-d
2 2(ab+cd)

(/A\BCD):M_\/:]__[(EI2 +b?% —¢? _SZ )2}
2 4(ab+cd)

(ABCD)Z(ab+cd).\/{4(ab+cd ) —(a? +b22_cz_d2)2}
2 4(ab+cd)

(ABCD):\/(ab+Cd )2 .|:4(ab+Cd )2 —(a2 +b2 _C2 _d2 )2:|

4(ab+cd)?

212 242\ (a2 2 2 4232
(ABCD):\/%.F'(” +2.abcd+cd4) (a® +b? —c? —d )}

(ABCD):\/%.[MaZbZ +8abed +4c?d?)—(a% +b% —¢? —d?)?]

50
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(ABCD)Z\/%-[(Zabﬂcd )? ~(a? +b? —c? —d?)?]

(ABCD):\/%.[(Zab+2cd )+(a? +b? —c? —d?)][(2ab+2cd )~ (a® +b? —c> —d?)]

(ABCD):\/%.[Zab+2cd +a’+b? —c® —d?][2ab+2cd —a® —b? +¢® +d?],

(ABCD)=\/%.[(a2 +2ab+b?)—(c? —2cd +d?)][(c? +2cd +d? )—(a® —2ab+b?)]

(ABCD)=\/%.[(a+b)2 “(c—d)?][(c+d)? —(a-b)?]

(ABCD)=\/%.(a+b+c—d ).(a+b-c+d).(c+d+a-b).(c+d—-a+b)

(ABCD)=\/%.(c+d —a+b).(c+d+a-b).(a+b-c+d).(a+b+c-d),

Note que:
b+c+d—a=a+b+c+d—-2a=2p-2a=2(p-a)
a+c+d—-b=a+b+c+d-2b=2p-2b=2(p-b)
a+b+d-c=a+b+c+d—-2c=2p—-2c=2(p—c)

a+b+c—-d=a+b+c—-d-2d=2p-2d=2(p-d),
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Substituindo, temos:

(ABCD):\/%.Z( p—a)2(p-b)2(p-c)2(p-d)

(ABCD):\/%.M,( 0-a).(p-b).(p-c).(p-d)

(ABCD)=,/(p-a).(p-b).(p—c).(p-d)

5.2. QUADRILATERO QUALQUER

Um quadrilatero ABCD de lados a, b, ¢ e d, tem &rea dada pela expresséo:

(ABCD)=\/( p—a).(p-b).(p—-c).(p—d)—abedcos®@ ,
Sendo 6 a média aritmética das medidas de dois &ngulos opostos do quadrilatero.

Note que, a formula da area do quadrilatero independe dos angulos « e f, basta

que eles sejam angulos de vértices opostos. De fato,

“;ﬂ+“;ﬂ —180° = 2P _1g00 “FF

Como, cos (a;ﬂj = CO0S (1800 — a;ﬂj = - CO0S (a ;ﬂj,temos:

A seguir, passaremos a demonstrar a formula.

No quadrilatero qualquer ABCD, conforme a figura 48:
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Figura 48

+p

Vamos considerar H:aT , OU 20=a+ 3, entdo:

cos (a + ) = cos 260 = cos® @- sen’ §, mas sen® &= 1 — cos’ 6, logo:
cos® @-sen? @=cos? §- 1 + cos? = 2cos® §= 1, entdo:

cos (a+ ff) = 2cos? H- 1

Note que:

absena cd.senf
+ ou

(ABCD)=(ABC)+(ACD)= ;

2(ABCD)= ab.sena + cd senf

Elevando ao quadrado os dois membros, temos

[2(ABCD)J? = (ab.sena + cd seng)’

4(ABCD)? = a’b? sen’a + 2abcdsena.senf+c?d? sen?8 (1)

Aplicando a lei dos cossenos nos triangulos ABC e ACD, obtemos:
x? = a? + b? — 2abcos « e x? = ¢? + d* — 2cdcos S
a’ + b% — 2abcos a = c¢? + d? — 2cdcos 8
2abcos « - 2cdcos = a* + b? — ¢ — d?

a’+b®>—-c?-d?

abcos « - c.cos = >
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Elevando ao quadrado os dois membros, temos:

2

(a2+b2—c2—d2)

(abcos « - cdcos f)? = 7

2

(a2+b2—c2—d2)

a’b’cos® « - 2abc.cos a.cos S+ c’d’cos® f= 7

)

Somando (1) e (2), temos:

a’b%sen® o + a’b’cos? o + 2abcdsen a.sen B - 2abcdcos a.cos S + c’d’sen’ B -
(a2 +b2 _CZ _dZ )2

242 2
c“d“cos” B =
4

+4( ABCD )’

a’b%(sen? a + cos® @) + 2abcdsen a.sen 3 - 2abcdcos a.cos S+ c?d(sen? B+ cos? ) =

_ (a2+b2_c2_d2)2
4

+4( ABCD )2

Sabendo que sen’a +cos® =1, temos:

2 _ (a’+b*—c*-d?)’
4

a’b? + 2abcdsen a.sem S - 2abedcos a.cos S + ¢*d +4( ABCD )?

B= (a® +b*—c*—d?)?

a’b? + cd®+ 2abcdsen a.sem /3 - 2abcdcos .cos .

+4( ABCD Y2

2 2 2 2\2
a2h? + c2d%+ 2abcd(cos .cos - sen asen f) = (& *D _40 —4) | 4 ABCD Y

2 2 2 2\2
a2h? + c*d?+ 2abed(2cos? - 1) = (& +b"—¢—d”) +4( ABCD )?

2 2 2 21\2
a2h? + c*d? — dabedcos? @+ 2abed = (& FP _40 —9°) L 4aBCDY

2 2 2 23\2
a%h? + c?d®+ 2abed — dabedeos? 9= (B =C=d°) 4 agcD Y

2 2 2 2\2
(ab + cd)? — 4abcdcos? 9= (& +D _40 —d) +4( ABCD )’

Dividindo por 4, temos:

(ab+cd )’

2 2 2 21\2
_abcdcos? 9= (24P IGC —4) | (aBCDY

2 2 2 2 23\2
(ABCD)Zz(abJ;Cd) _(a’+b 16(: —d°) _ abcdcos? @
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2 2 2 2 232
(ABCD)2=4(ab12Cd) _(a"+b IGC -d°)” abcdcos? @

4(ab+cd ) (a°+b*-c*-d?)’
16 16

—abcd.cos® @

(ABCD)=\/

(ABCD)z\/%[4(ab+cd ) —(a®+b? —c? —d? )*]-abed .cos 0

(ABCD):J%[(Zab+ZCd Y —(a?+b? —c? —d?)2] - abcd..cos? @

(ABCD)=\/%.[(2ab+2cd )+(a® +b? —c? —d?)||(2ab+2cd )—(a® +b* —¢? —d? )|~ abed .cos® @

(ABCD )=\/%.[2ab+2cd +a’+b? —c? —d?|[2ab+2cd —a? —b? +¢? +d?]-abed .cos® 0

(ABCD)=\/%.[(a2 +2ab+b?)—(c? —2cd +d?)][(c? +2cd +d? )—(a® - 2ab+b? )]-abed .cos? &

(ABCD):\/%.[(a+b)2 —(c—d)?][(c+d)? —(a-b)?]-abed.cos? &

Fatorando por diferenca de quadrados

(ABCD):\/%.(a+b+c—d ).(a+b-c+d).(c+d+a-b).(c+d—a+b)—abcd.cos* &

(ABCD)=\/%.(c+d —a+b).(c+d+a-b).(a+b-c+d).(a+b+c—d)—abcd.cos? &

Note que:
(b+c+d-a)=2(p-a) (a+c+d-b)=2(p-b)
(a+b+d-c)=2(p-c) (a+b+c—d)=2(p-d)
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Substituindo, temos:

(ABCD):\/%.Z( p—-a).2(p-b).2(p-c).2(p—d)—abcd.cos’ &

(ABCD)=\/%.16.( p—a).(p-b).(p-c).(p-d)—abed.cos® @

Simplificando, temos a formula da area do quadrilatero qualquer.

(ABCD)=\/( p—a).(p-b).(p-c).(p—d)—abed.cos’ &

Assim conseguimos demonstrar a formula da area de um quadrilatero qualquer.

6. A RAMPA DE SKATE DO TEMPO MINIMO

O artigo da Revista do Professor de Matematica, nimero 59, de autoria de José
Luiz Pastores Mello, relata uma situacdo problema envolvendo a rampa de tempo
minimo em uma aplicagdo para a construg¢do da rampa em uma modalidade para skate.

Para a confec¢do de uma pista de skate em forma de U, conhecida por Half Pipe.

Essas rampas sdo feitas de compensado naval, um tipo de madeira bastante resistente.

Figura 49

Em geral, a pista € composta por uma parte central plana e dois arcos de

circunferéncia nas laterais, como se vé no projeto indicado na figura 49.
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Figura 50

Em competicBes de vertical, os skatistas sdo avaliados segundo critérios de
criatividade e grau de dificuldade das manobras. Desta forma, quanto menos tempo o
skatista gasta percorrendo a extensdo da rampa, mais tempo lhe sobrara para executar as
manobras aéreas que contam ponto.

Dada a importancia em fazer o percurso da rampa no menor tempo possivel,
poderiamos nos perguntar se a circunferéncia que compde a lateral da rampa € de fato, a
curva do tempo minimo de descida, melhor ainda, qual deve ser a forma da curva para
que o tempo de descida seja 0 menor possivel?

O problema da curva de tempo minimo ligando dois pontos de alturas diferentes
é conhecido como braquistdcrona, termo que vem do grego, brachisto, o mais breve, e
chronos, tempo.

Johann Bernoulli, a que tudo indica, propos esse problema pela primeira vez em
junho de 1690 na revista Acta Eruditorum, fundada por Leibniz. Leibniz resolveu logo
que chegou a redagdo e somente depois de seis meses outros matematicos resolveram,
como o irméo de Johann, Jakob Bernoulli, L’Hospital, Huygen e Newton.

A curva que resolve o problema da braquistocrona ¢ chamada cicloide, nome
dado por Galileu, pois havia se interessado por outras propriedades no inicio de 1600.

A cicloide é a trajetéria descrita por um ponto de uma circunferéncia de raio R

guando essa roda, sem deslizar, sobre uma reta.
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Figura 51

Outro interessante problema que envolve a cicloide como solucdo é o da
tautécrona, ou tempo igual. Se soltarmos duas esferas simultaneamente de alturas
diferentes em uma rampa cicloidal, as duas chegaréo ao ponto mais baixo da rampa no

mesmo tempo.

MODELAGEM MATEMATICA DA RAMPA DE TEMPO MINIMO

Sendo a cicloide a curva do tempo minimo, vamos parametrizar a curva.
Em uma circunferéncia de raio R, que “rola sem escorregar” sobre o eixo das
abscissas, marcamos um ponto P, cuja trajetoria serd uma cicloide. A figura indica a

situacédo descritas sendo (AO, OE) as coordenadas do ponto P.

A

Figura 52

Admitindo que, na situagao inicial, P coincide a origem do sistema de eixos, a
medida do arco PB € igual a &.R e coincide com a medida do segmento OB.

Do triangulo CDP, temos:
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send = % =PC =PD.senf =PC =R.senfe

cos @ = E—g = DC =PD.cosd = DC =R. coséd

Sendo AO = OB — AB ou ainda AO = PB = PC entdo AO = &R — R.senf e
OE=DB-DC = OE =R-R.cosé.

Logo, as coordenadas de P = (X, y) em funcdo do parametro 6, séo:

x=R.(8—-send)
{yz R.(1-cos @)

Um ciclo completo da trajetéria de P inicia com coordenadas (0, 0), atinge
ordenada maxima em (z.R, 2.R) e termina com coordenadas (27z.R, 0).

Do projeto da rampa da figura 50, se substituimos os arcos de circunferéncia por
arcos de cicloide, teremos uma rampa de tempo minimo ligando um ponto de altura
1,60 metro e outro a zero metro, melhorando a eficiéncia da rampa para as competicoes
de vertical.

Equacionando a nova planta de rampa em um sistema de coordenadas, como &

(em radianos) no eixo das abscissas, teremos:

0 087 08w +4 l6a+d4 X

Figura 53

Partindo de uma cicloide como a da figura 51, obtivemos a curva da figura 53 da
seguinte forma:
a) Adotando R = 0,8, a equacdo paramétrica da curva da figura 51 sera:
{x =0.8.(6—send)
y =08.(1-cos @)
b) Fazendo uma reflexdo dessa curva pelo eixo das abscissas, obtém-se uma nova

curva de equagao:



{ x =08.(6—send)
y =-08.(1-cos @)
c) Transladando a nova curva 1,6 unidade para cima, obtém-se uma curva de
equacéo:
{ x =08.(0—send)
y=16-08.(1-cos @)
d) Pelo eixo vertical de simetria da nova curva, translada-se apenas o semicirculo
do lado direito 4 unidades para a direita.
Parametrizando somente as duas curvas indicadas na figura 53, temos:

{ x =08.(6—senb)
y

, para 6 no intervalo [0; =]
=16-08.(1-cos @)

X =4 +08.(6-send) .
, para 6 no intervalo [r; 2n].

y=16 - 08.(1-cos @)

60
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CONCLUSAO

No presente trabalho realizei um estudo das aplicagdes da trigonometria devido a
necessidade de se ter um material de apoio para enriquecer e dinamizar as aulas,
considerando que na abordagem desse tema os problemas de aplicacdo ndo devem ser
deixamos para o final, mas devem ser o motivo e o contexto para que o aluno aprenda
funcBes trigonomeétricas, pois permitem que 0 ensino se estruture através dos muitos
exemplos.

Realizar esse estudo sobre trigonometria contribuiu muito para a minha
formacéo, pois pude me deparar com novos conhecimentos e diversas situa¢fes onde a
trigonometria é aplicada. Exemplo disso foi na secdo formulas, no capitulo um,
apresentei uma maneira de expor as formulas de adicdo de arcos, bem diferente das que
utilizo em sala, utilizando area de triangulos, o que pra mim foi uma novidade, a ideia
de Aristarco que além de perfeita é simples, mostrando que ideias inovadoras nédo
necessitam ser engenhosas.

No capitulo trés apresentei situacdes problemas que sdo resolvidos com um
algebrismo ndo tdo complicado para aplicar a trigonometria em sala de aula, um fato
disso é o problema de medir o menor angulo entre os ponteiros de um reldgio, pois
resolvia de forma longa e complicada e pude aprender uma solu¢do mais clara e
simples.

Outro exemplo que posso citar é a aplicacdo do observador da estatua, que
achava um problema de dificil solucdo para propor aos alunos e que apds o trabalho
pude constatar que sua resolucdo é facil usando apenas relagdes entre lados e angulos de
triangulos. A formula de Heron para o calculo da area do quadrilatero foi pra mim algo
inusitado. O artigo que trata da rampa de skate de menor tempo era um conceito que eu
ndo conhecia que entre varias curvas existia uma de tempo minimo.

Uma relacdo da aprendizagem de Mateméatica com o desenvolvimento de
habilidades e competéncias é a trigonometria, desde que seu estudo esteja ligado as suas
aplicacdes. Especialmente para o aluno que ndo prosseguird seus estudos nas carreiras
ditas exatas, o que devem ser asseguradas sdo as aplicagdes, garantindo a compreensao
da Matemética como ciéncia (BRASIL, PCN Ensino Médio, p.44).
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