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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo fixar o conceito de progressdo aritmética e
geométrica através de atividades envolvendo fractais famosos como, por exemplo, a
curva de Koch, o floco de neve, o triangulo de Sierpinski e arvore bifurcada. Todos
esses fractais sdo introduzidos de forma simples e detalhados. Outro objetivo ndo menos
importante que o primeiro é o de oferecer uma motivacdo para o estudo de progressdes
em nivel de ensino médio. Também é apresentada uma atividade pratica envolvendo
fractais, realizada através de dobraduras. Toda a teoria e atividades estdo em linguagem
simples e acessivel aos professores e estudantes da educacdo basica. Antes das
atividades estdo os aspectos histéricos e a fundamentacdo tedrica sobre sequéncias,
progressdes aritméticas e geomeétricas e posteriormente de fractais. Também ¢é
apresentado o roteiro para construcdo dos quatro fractais citados acima, essa construcdo
é realizada no Geogebra que é um software livre de geometria dinamica. Para finalizar
oferecemos no apéndice os formularios para quem futuramente optar pela aplicacdo

dessas atividades.

Palavras-chave: fractais, progressao aritmética e progressdo geomeétrica.
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1. INTRODUCAO

A Geometria Fractal permite a integracdo de varios campos da matematica e de
outras ciéncias. A ideia de estuda-la deve-se ao fato de ser mais precisa do que a
geometria euclidiana para representar formas da natureza tais como nuvens, montanhas,
mapas, flores, arvores entre outras. Quando incluida no ensino, permite desenvolver o
lado experimental dos alunos de forma a entender a geometria de objetos nao
tradicionais. Este trabalho tem o objetivo principal de fixar e motivar o estudo de

progressdes aritméticas e geométricas através do estudo de fractais.

O ensino das progressdes € atualmente trabalhado fora do contexto de funcgdes,
apenas utilizando formulas prontas e aplicando-as em problemas trabalhados ano ap6s
ano. Nota-se também que esses conceitos ndo sdo abordados a partir de um contexto

historico e ndo tem ligacdo com a realidade dos nossos alunos.

No capitulo 2 faremos um levantamento historico sobre sequéncias, progressoes
aritméticas e geométricas a fim de oferecer uma base historica e conhecer exemplos de
problemas que vem sendo trabalhados desde a antiguidade. Ainda neste capitulo
faremos a introducdo do tema fractais. Que é uma area de conhecimento nova, que

surgiu em meados no século XX.

No Capitulo 3, faremos uma revisdo bibliografica sobre temas ja conhecidos no
ensino médio como sequéncias, progressdes aritméticas e geométricas. Outro nem tanto
difundido que é conhecido como geometria fractal ou fractais. Faremos isso de maneira
breve pois abordaremos o tema apenas utilizando a matematica da educacdo basica, que

€ 0 N0sso maior objetivo.

Apo6s isso, no Capitulo 4, propiciaremos seis atividades relacionando
progressoes, fractais e suas construgdes. Essas atividades visam fixar o conceito de PA e
PG por meio de fractais famosos como por exemplo: a curva de Koch, o floco de neve,
o tridngulo de Sierpinski e a arvore bifurcada. As duas tltimas atividades deste capitulo
envolvem apenas o estudo de sequéncias, relacionando aritmética e geometria. Uma
trata de fractais por meio de dobraduras e a outra sobre soma dos termos de uma PG,
esta Ultima é uma Otima oportunidade para se apresentar o termo série infinita e

trabalhar com a ideia de convergéncia.



As construcdes dos fractais serdo feitas no Geogebra, que é um software livre de
geometria dindmica. Serd feita uma descricdo minuciosa sobre 0s passos a serem

seguidos para a construcao de cada fractal.

Para finalizar, no Apéndice, apresentaremos os formularios com as sugest@es das

atividades envolvendo progressoes e fractais.



2. INTRODUCAO AO ESTUDO DE SEQUENCIAS, PROGRESSAO
ARITMETICA, PROGRESSAO GEOMETRICA E FRACTAIS -
ASPECTOS HISTORICOS

Para iniciarmos o estudo do tema abordado, iremos descrever, de maneira
sucinta, os aspectos historicos relevantes aos temas sequéncias, progressdes aritméticas,

progressGes geométricas e fractais, desde o periodo neolitico até o século XX.

2.1 SEQUENCIAS, PA E PG

As primeiras evidéncias sobre sequéncias numéricas simples aparecem em
desenhos como os da fig. 1, que datam do periodo neolitico, aproximadamente 10 mil

a.C. até cercade 4 mil a.C. [4].

JAVAVA'

A sequéncia acima sugere a soma dos numeros naturais consecutivos (ou

Figura 1

nameros triangulares). Porém, como no periodo neolitico ndo ha documentos, fica
impossivel relacionar desenhos especificos com uma teoria.

No papiro de Ahmes (ou de Rhind), um pergaminho egipcio, escrito na forma de
manual préatico, copiado em 1650 a.C. pelo escriba Ahmes, de um trabalho ainda mais
antigo possui varios problemas de progressfes aritméticas e progressdes geométricas.
Este papiro é uma fonte rica sobre a matematica egipcia antiga, deixando evidéncias
claras de que os Egipcios sabiam fazer a soma dos termos de uma progressdo aritmética

e geometrica.



Por exemplo, o problema 79 diz apenas “7 casa, 49 gatos, 343 ratos, 2041
espigas de trigo, 16 807 hectares de grios”. E presumivel que o escriba estava tratando
de um problema bem conhecido, que em uma das sete casas havia sete gatos, cada um
deles come sete ratos, cada um dos quais havia comido sete espigas de trigo, cada uma
delas teria produzido sete medidas de grdo. O problema evidentemente ndo pedia uma
resposta pratica, que seria 0 nimero de medidas de grdos poupadas, mas a ndo-pratica
soma dos numeros de casas, gatos, ratos, espigas e medidas de grdo, ou seja, a soma
7+49+343+2041+16807 que é a soma dos cinco primeiros termos de uma progressao
geométrica de razdo 7.

Pitagoras (Grécia, 585 a.C. - 500 a.C.) fundou a escola pitagorica, o estudo de
nameros figurados tem origem nos membros mais antigos dessa escola. Esses numeros,
que expressam 0 numero de pontos em certas configuragdes geométricas, representam
uma ligagdo entre a geometria e aritmética. Casos particulares dos nimeros figurados
sd0 0S numeros triangulares, quadrados e pentagonais que representam a soma dos

termos das seguintes progressdes aritméticas respectivamente.

n(n+1)
Numeros Triangulares » T, =1+2+3+..+n= T
1 3 6 10

Numeros quadrados — Q,=1+3+5+7+...+(2n+1) = n

oo oo

1 4 9 16




n(3n-1) . 3n(n-1)
2 2

Numeros pentagonais — P, =1+4+7+..+(3n-2)==

1 5 12 22

Euclides de Alexandria (Grego, 360 a.C. - 295 a.C.) escreveu “Os Elementos ”.
Nenhum outro trabalho, exceto a Biblia, foi tdo usado e estudado, e provavelmente
nenhum exerceu maior influéncia no pensamento cientifico. “Os Elementos” trata de
proporg¢des continuas e progressdes relacionadas. Se temos uma propor¢do continua
a:b=b:c=c:d, entdo a, b, ¢ e d formam uma progressao geométrica. Outros casos sobre
progressdes geométricas também sdo encontrados nos livros IV e IX. Apesar do que se
pensava essa obra ndo trata somente de geometria, contém muito sobre teoria dos
nameros e algebra elementar.

Arquimedes (Grécia, 287 a.C. - 212 a.C.) foi quem aplicou de maneira mais
elegante 0 método da exaustdo e mais se aproximou da atual e verdadeira integracao.
Em um exemplo antigo da quadratura de um segmento parabdlico utiliza a férmula de
soma da série geométrica.

Na tabua de Louvre datada por volta de 300 a.C. foram encontrados 2 problemas
interessantes sobre sequéncia. Um deles afirma que:

1+2+22423+2%+  +28429=2%+2%1,
que é a soma dos 10 primeiros termos de uma progressdo geométrica de razdo 2. Esta
tdbua foi escrita pelos babilénicos, mostrando assim que eles também trabalhavam
sequéncias.

Diofanto de Alexandria (Grécia, 250 a.C.-166 a.C.) publicou em sua obra mais

importante, Aritmética, alguns problemas sobre progressdes aritméticas e geométricas.



Por exemplo, no Problema 7, Livro Ill: encontre 3 nUmeros em progressao aritmética,
sabendo que a soma de dois quaisquer deles & um quadrado.

O Matematico hindu mais importante do século XII foi Bhaskara (1114-1185).
Os problemas da aritmética hindus envolviam geralmente irracionais quadraticos, o
teorema de Pitagoras, progressdes aritméticas e permutacées. O seguinte problema é de
autoria de Bhaskara e esta presente em sua obra mais conhecida, Lilavati, 1150: “Numa
expedicdo para capturar os elefantes do seu inimigo, um rei marchou 2 yojanas no
primeiro dia. Diga, calculador inteligente, a razdo com que sua marcha diaria aumentou,
se ele alcangou a cidade do inimigo a uma distancia de 80 yojanas, em uma semana?

Em 1202, Leonardo de Pisa (Italia, 1170-1250) escreveu um livro denominado
Liber Abacci. Continha muitos problemas, um deles muito conhecido atualmente é o da
sequéncia de Fibonacci, que foi gerada a partir de observactes em relacédo a criacéo de
coelhos. O seguinte problema esta contido no Liber Abacci: “Ha dois homens que
tencionam fazer uma longa viajem, e um ird a 20 milhas por dia. O outro ira,
respeitosamente, 1 milha no primeiro dia, 2 no segundo, 3 no terceiro, e sempre assim,
mais uma milha por dia até que se encontrem. Procura-se, durante quantos dias o
primeiro é perseguido”. Basta procurar o valor de n para que 20n seja menor que
n(n+1)/2. O n procurado é 39, ou seja 0 primeiro homem ¢é perseguido durante 39 dias.
Leonardo também € reconhecido pelo seu papel na introducdo dos algarismos indo-
arabicos na Europa.

Michael Stifel (Alemanhd, 1486-1567), maior algebrista alemdo do séc. XVI.
Em sua maior obra Arithmetica integra, publicada em 1544, na primeira parte dessa
obra Stifel salienta as vantagens de se associar uma PA a uma PG, prenunciando assim,
de quase um seculo, a invencdo dos logaritmos. Este trabalho incluia também o
triangulo de Pascal, mas o aspecto mais importante € seu tratamento dado a nimeros
negativos, radicais e poténcias. A Arithimetica integra constituia um tratamento
completo de algebra até 1544.

John Napier (Escocia, 1550-1617) possuia completo conhecimento da
correspondéncia entre progressdes aritméticas e geométricas, que o levou aos
logaritmos gerando em consequéncia de sua descoberta a construcdo das tabelas de
logaritmos que foram publicadas posteriormente. Essa correspondéncia encontra-se em
[8] pag. 344 e se resume do seguinte modo: associando-se 0s termos de uma progressao
geométrica b, b% b, ..., b™, ..., b".... aos termos da progressio aritmética 1, 2, 3, ..., m,

. N, ..., entdo o produto b™b"=b™" de dois termos da primeira progressio esta

6



associado a soma m+n dos termos correspondentes da segunda progressao. Para manter
os termos da PG suficientemente proximos de modo que se possa usar interpolagdo para
preencher as lacunas entre os termos na correspondéncia precedente, deve-se escolher o
nimero b bem préximo de 1. Com essa finalidade Napier tomou 1-(1/107)=0,9999999
para b. Para evitar decimais, ele multiplicava cada poténcia por 10°. Entdo, se
N=10"(1-1/10")"

Ele chamava de L de “logaritmo” do nimero N. Segue-se que o logaritmo de

Napier de 10" é 0 e o de 107(1-1/0")=0,9999999 é 1. Dividindo-se N e L por 10’

virtualmente se encontrara um sistema de logaritmos na base 1/e, pois

AEAPEWAEE
10 n—o n e

Sobre o célculo diferencial e integral, ja na Idade Moderna, o uso de sequéncias,
séries e progressoes se faz presente na maior parte da teoria.
Como podemos perceber as progressdes aparecem de forma natural desde a

antiguidade até os dias atuais na resolucdo de problemas diversos.

2.2 FRACTAIS

A ideia de estudar a Geometria Fractal se deve ao fato dela ser mais precisa para
descrever as formas da natureza do que Geometria Euclidiana, j& que esta ndo é capaz
de descrever formas como as nuvens, as montanhas, as flores, as arvores entre outras.

Fractal [3] ou geometria fractal € um termo utilizado desde 1975 pelo
matematico Benoit Mandelbrot (1924-2010), matematico polonés que difundiu
amplamente essa geometria. Mandelbrot denominou fractal baseando-se no latim, do
adjetivo fractus, cujo verbo frangere correspondente significa quebrar: criar fragmentos
irregulares, fragmentar.

A geometria dos fractais estd intimamente ligada a uma ciéncia chamada Caos.
As estruturas fragmentadas dos fractais fornecem uma certa ordem ao Caos, razéo esta
dos fractais chegarem a ser considerados linguagem para o Caos, pois buscam padrées
dentro de um sistema que aparentemente é aleatorio.

Inicialmente Mandelbrot usou conceitos de dimensdo para definir fractais: “um
fractal é, por definicdo, um conjunto para o qual a dimensdo Hausdorff-Besicovith

excede estritamente a dimensdo topologica”. Essa definicdo recebeu criticas e nao



agradou nem ao proprio Mandelbrot. Outros autores como por exemplo, K. J. Falconer e
J. Feder tentaram dar uma definicdo formal aos fractais, porém deixaram a desejar.
Atualmente ainda ndo ha uma defini¢do formal para fractais.

A construcdo de fractais demanda processos iterativos, por isso ndo é possivel
sua representacdo fiel, haja visto que tais processos sdo infinitos. Os fractais se
difundiram a partir da década de 80, com o avang¢o da computacdo, o que permitiu

maior precisdo na construcéo deles.



3. FUNDAMENTACAO TEORICA

3.1 SEQUENCIAS NUMERICAS

Uma sequéncia numeérica finita de n termos é uma funcdo cujo dominio € o
conjunto numérico {1, 2, 3, ... , n} e o contra dominio é o conjunto dos nimeros reais
que sdo indicados por ai, ay, ... , an.

Uma sequéncia infinita ¢ uma funcao fN—R. O dominio dessa fungdo ¢ o
conjunto dos nimeros naturais. Os nameros do contradominio sdo indicados por aj, a,,
as, ..., dp,...

Assim f(1)= ay, f(2)= ay, f(3)=as, ..., f(n)=an,...

a1 é o primeiro termo da sequéncia, a, é o0 segundo termo e a, é 0 n-ésimo termo.

Nas proximas secOes estudaremos casos particulares de sequéncias numéricas.

3.2 PROGRESSAO ARITMETICA

No decorrer da historia, o estudo de progressdes aritmeticas (PA) e progressdes
geométricas (PG) fascinou muitos matematicos. Problemas de PA e PG sdo
encontrados, por exemplo, no papiro de Ahmes (ou de Rhind), um pergaminho egipcio,
escrito na forma de manual pratico, copiado em 1650 a.C. pelo escriba Ahmes, de um
trabalho ainda mais antigo. O seguinte problema encontra-se no papiro referido acima:

“Divida 100 paes entre 5 homens de modo que as partes recebidas estejam em
progressao aritmética e que um sétimo da soma das trés partes maiores seja igual a
soma das duas menores”.

A seguir vamos apresentar a definicdo de PA.

Definicdo: Progressdo aritmética é toda sequéncia de numeros na qual a
diferenca entre cada termo (a partir do segundo) e o termo anterior é constante. Essa
diferenca é chamada razdo da progressdo aritmética (PA) e é representada pela letrar.

Teorema 3.1. Se (ay, ay, as, ..., an, ...) € uUMa progressao aritmética de razao r,
entdo a,=a;+(n-1)r, para todo n inteiro e positivo.

Prova: Pela definicdo de progressdo aritmética, temos

az-a1=r

dz-ax=r



ag-az=r

dp-adn-1=r
Somando essas n-1 igualdades, obtemos a,-a;=(n-1)r, isto é,
ap=a;+(n-1)r (1)
O

Observagdo: Se tivéssemos comecando a enumeracdo dos termos por ao,
teriamos a,=ao+nr.

Na férmula (1) do termo geral, que possibilita calcular qualquer termo de uma
PA a partir do primeiro termo e sua razéo, temos que:

e a3, — enésimo termo

e a; — primeiro termo

e I — razdo da progressdo aritmética

e N — namero de termos (até a)

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1: Vamos resolver o problema introdutério do papiro de Ahmes:

Solucdo:

a1 +arx+aszt+as+as=100

aj+ag+r+a;+2r+a;+3r+a;+4r=100

Sai+10r=100— a1+2r=20 (1)
%(aﬁaz +a,)=a,+a; —>1la, —2r=0

Resolvendo o sistema formado pelas equacdes (1) e (I1), temos que:

5 5
173% T 6
5 65 175 230
Resposta: (a1’azia3’a4’as): §’€1201?’T a sequéncia dada

corresponde a quanto cada homem receberd. Observe que esse &€ um problema com

solucdo ndo inteira.

10



Exemplo 2: Quando completou 15 anos, Micheli decidiu comprar um novo
aparelho de telefone celular, mas viu que so tinha R$ 50,00 e decidiu que, a partir do
més seguinte, reservaria R$ 40,00 de sua mesada para adquirir o celular. Os valores
acumulados por Micheli, a partir do més de seu aniversario, formam a seguinte
sequéncia (50, 90, 130, ...). Qual sera a quantia que Micheli tera acumulado ap6s o 6°
més?

Solucdo: Observe que temos de encontrar o 7° termo da sequéncia, haja visto que
Micheli comegou sua “economia” com 50 reais.

ap=a;+(n-1).r

ar=a;+(7-1).40=50+6.40=290

Logo Micheli tera acumulado R$ 290,00 ap6s 6 meses.

Exemplo 3: Determine quantos multiplos de 3 ha entre 100 e 600.

Solucdo: A sequéncia dos multiplos de 3 (0, 3, 6, 9, ...) é uma PA de razéo 3,
mas 0 que nos interessa € estudar a sequéncia entre 100 e 600.

O primeiro maltiplo de 3 maior que 100 é 102, logo a;=102.

O ultimo multiplo de 3 que pertence ao intervalo dado é 597, logo a,=597.

Pelo termo geral, temos:

an=a;+(n-1).r »ay=102+(n-1).3=597—n=166.

Portanto ha 166 multiplos de 3 entre 100 e 600.

Classificacdo de uma progressado aritmética:

A razdo de uma progressao aritmética pode ser um ndmero negativo, zero ou
positivo, assim:

e Se arazdo é negativa a progressao aritmética é dita decrescente;

e Se arazdo é zero a progressao aritmética é dita constante;

e Se arazdo é positiva a progressdo aritmética é dita crescente.

11



3.2.1 INTERPRETACAO GEOMETRICA DE UMA PROGRESSAO
ARITMETICA

Podemos pensar em uma progressao aritmeética como uma funcéo que associa a
cada namero natural n o valor a,, p(n)=a, dado por a,=a;+(n-1)r ou a,=ag+nr ao
comecgarmos a enumeracao dos termos por ao. Ela é definida por uma férmula do tipo da
funcdo afim, com dominio natural. O grafico dessa funcédo é formado por uma sequéncia

de pontos colineares no plano: (0,ap), (1,a1), ..., (n,an), ...

an

A

asg

as

dz

ai

do

v
>

Logo uma sequéncia numeérica € uma progressao aritmética se, e somente se 0s

pontos do plano que tém coordenadas (0,ap), (1,a1), ... , (n,an), ... Sdo colineares.

12



3.2.2 SOMA DOS TERMOS DE UMA PROGESSAO ARITMETICA

Karl Friedrich Gauss (1777-1855) é considerado um dos maiores matematicos
do século XIX. Alemdo de familia muito simples foi uma crianca prodigio. Perto dos
dez anos de idade, conta-se que Gauss surpreendeu seu professor ao responder o valor
da soma (1+2+...+100) em pouquissimo tempo.

Utilizaremos a ideia de Gauss para demonstrar a formula que nos fornece a soma
dos n termos de uma progressao aritmética.

Teorema 3.2. A soma dos n primeiros termos da progressao aritmética (a, ay, ...

,an, ..) éigual a S, =w .

Prova: A soma de seus n termos pode ser escrita por:

Sp=a;taztaszt...+a, ¢))

Escrevendo a soma de tras para a frente, temos:

Sp=an+...+ ax+a; (2)

Fazendo (1)+(2)

2.Sn=(ay+an)+(az+an.1)+...+(an1+az)+(@ar+ay) (3)

Observe que ao passar de uma parcela (parénteses) para a seguinte, a primeira
parcela dentro do parénteses aumenta de r e a segunda parcela diminui de r, 0 que ndo
altera a soma. Portanto todas as parcelas (parénteses) sao iguais a primeira (a;+ap).

Assim de (3)

2.S5,=(a;+an).n

Portanto

O
Na formula (11), que possibilita calcular a soma dos termos de uma PA a partir
do primeiro termo, do Gltimo termo e o nimero de termos, temos que:
Sendo: a; € 0 primeiro termo;
an € 0 enésimo termo;
n é o nimero de termos;
Sp € a soma dos n termos.

Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 1: Vamos calcular a soma 1+2+3+...+100.

Aplicando na formula, temos:

(a, +a,,,)100  (1+100).100
Si0 = =
2
Exemplo 2: Vamos calcular a soma dos 50 primeiros termos da progressdo
aritmética (2, 6, 10, ..., 4n-2, ...).

Solucédo: Nessa PA temos, a;=2 e r=6-2=4

=5050

Devemos calcular 0 asg

asp—=a;+(50-1).4=2+49.4=198

Aplicando a formula, temos:

_ (8, +a5)50  (2+198).50
2

S, = 5000

A soma procurada é 5000.
Exemplo 3: calcular a soma dos primeiros n nimeros impares
1,3,5,..,2n-1,...), com n natural.
Solugdo:
(& +a)n  (@+2n-Hn 2n* *
" 2 2 2

Portanto a soma dos n primeiros niimeros naturais impares é n’,

S
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3.3 PROGRESSAO GEOMETRICA

Enquanto a populagédo humana cresce em progressao
geométrica, a producédo de alimentos cresce em progressao
aritmética.

Thomas Malthus — economista britanico

A taxa de crescimento relativo de uma grandeza é dada pela razdo entre seu

aumento e o seu valor inicial. Assim, uma grandeza que passa de valor a para o valor b
b-a

tem taxa de crescimento relativo igual a

Neste tdpico trataremos de sequéncia que variam com taxa de crescimento

relativo constante. Essas sequéncias sdo chamadas de progressdes geomeétricas.
Definicéo: Progressdo geomeétrica é toda sequéncia numérica, de termos néo
nulos, na qual o quociente entre um termo (a partir do segundo) e seu anterior € uma
constante chamada de razéo q.
Teorema 3.3. Em toda progressdo geométrica (a, ay, as, ... ,an) de razdo g, tem-

se, para todo natural n, a,=a;.q"".

a, a, a, a
Prova: temos —=0 ,—=Q,—=( .., =q.
a1 a2 a3 a‘nfl

Multiplicando essas n-1 igualdades, obtemos al = qn_l

Dai

a,=a.q"" ()
O

Na férmula (111), que possibilita calcular um termo de uma PG a partir do
primeiro termo e sua razéo, temos que:

Chamada de formula do termo geral.

Nesta férmula temos que:

e a,é 0 n-ésimo termo;

e a; € 0 primeiro termo;

e n é o ndmero de termos;
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q é arazdo.

Classificacdo de uma progressao geométrica:

Dependendo da razdo, a PG pode ser classificada em:

Se g>1 e a;>0 entdo a progressao geométrica é crescente;
Se g>1 e a;<0 entdo a progressao geométrica é decrescente;
Se 0<g<1 e a;>0 a progressao geométrica é decrescente;
Se 0<g<1 e a;<0 a progressdo geométrica € crescente;

Se g=1 a progressdo geométrica é constante;

Se g<0 os termos oscilam entre valores negativos e positivos.

Vejamos alguns exemplos.

11

Exemplo 1: A sequéncia (E’g,j ¢ uma PG infinita. Determine a razdo

dessa PG.

Solugéo:

Logo a razdo procurada é

Q

2

a,

§ .

Exemplo 2: A populacdo de um pais é atualmente igual a Py e cresce 3% ao ano.

Qual seré populacéo desse pais daqui a t anos?

Soluc¢do: Como a populagdo cresce 3% ao ano, entdo em cada ano a populacédo €

103% a do ano anterior.

Ap6s t anos a populacio sera Po.(1,03)".
Neste caso temos a PG: Pg; Po.(1,03); Po.(1,03)?; ..., Po.(1,03)% ... de razdo 1,03.
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331 SOMA DOS TERMOS DE UMA PROGRESSAO
GEOMETRICA

Teorema 3.4. A soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica (ay,

az, as, ... ,an, ...) derazdo g # 1 éigual a

Prova:

Sp=a;+a,+as+...+a, e, multiplicando por g, obtemos
g.Sh=ax+az+...+ a,+q.a, subtraindo essas igualdades, obtemos
Sn-gSn=ai-anq=az-a:q", ou seja, Sp(1-q)=ai(1-q").

1-qg-

1-q

Dai, j& que g # 1, temos Sy = &

O

Teorema 3.5. O limite da soma S, dos n primeiros termos da progressao

geométrica (as, az, as, ... ,an , ...) de razdo q tal que |q|<1, éiguala S :ﬁ

Prova: Observemos que o resultado é intuitivo, pois lim_ __q" =0, ou seja

para n suficientemente grande q" tende a zero. Logo

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1: H& uma lenda que diz que um rei perguntou ao inventor do jogo de
xadrez o0 que ele queria como recompensa por ter inventado esse jogo. O inventor
respondeu : “1 grdo de trigo pela primeira casa, 2 graos de trigo pela segunda cada, 4
gréos pela terceira, 8 gréos pela quarta casa, e assim por diante, sempre dobrando a
quantidade a cada nova casa”. Como o tabuleiro de xadrez tem 64 casas (8 linhas por 8
colunas), o inventor pediu a soma dos 64 primeiros termos da seguinte PG (1, 2,4, 8, ...)

de razdo 2.
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qn _ 1 264 _ 1 6
: 1 =1. 21 =2""-1=18446744073709551615
q i —

Sy =&

A recompensa era impagavel, pois a quantia de trigo superava as suas colheitas
nos préximos 2 000 anos.

Exemplo 2: A medida do lado de um triangulo eqilatero é 10 cm. Unindo-se 0s
pontos médios de seus lados obtém-se um segundo triangulo equilatero. Unindo-se os
pontos médios dos lados desse novo triangulo obtém-se um terceiro e assim por diante,
indefinidamente. Vamos calcular a soma dos perimetros de todos esses triangulos.

Solugdo:

Perimetro do primeiro tridngulo — 30

Perimetro do segundo tridngulo — 15

Perimetro do terceiro triangulo — 7,5

Devemos calcular a soma dos termos da PG (30, 15, ...) de razéo 0,5.

l-g .1 1
2 2

Logo a soma de todos os perimetros é igual a 60 cm.

TAVA

18



3.4 FRACTAIS

O objetivo principal de se estudar fractais se deve ao fato dele ser mais preciso
para descrever as formas da natureza do que geometria euclidiana, ja que esta nao é
capaz de descrever formas como as nuvens, as montanhas, as flores, as arvores entre
outros. Benoit Mandelbrot foi o responsavel pelo desenvolvimento desta “Geometria da
Natureza” e implementou 0 seu uso em diversas aplicacdes. A partir desta teoria
descreveu varios dos irregulares e fragmentados modelos que encontramos em nossa
volta através da familia de formas que chamou fractais.

Os fractais possuem uma propriedade especial, eles constituem uma imagem de
si, propria em cada uma de suas partes. Suas partes lhe sdo semelhantes, propriedade
conhecida como auto-similaridade.

Fractais podem ser obtidos através de processos recursivos apresentando
determinadas caracteristicas que por vezes sdo encontradas em formas da natureza.
Essas caracteristicas sdo: auto-semelhanca, escala, complexidade e dimens&o.

Autossemelhanga (ou autossimilaridade): Uma figura é auto-semelhante se
apresenta sempre o mesmo aspecto visual a qualquer escala que seja ampliada ou
reduzida, ou seja, se parte de uma figura se assemelha a figura vista como um todo.

Complexidade infinita: refere-se ao fato de que o processo de geragdo de um
fractal, € recursivo. Isto significa que, quando se executa um determinado
procedimento, no decorrer do mesmo encontra-se como sub-procedimento o proéprio
procedimento anteriormente executado.

Dimensdo: A dimensdo fractal diz respeito a dimensdo espacial, ou seja, ao
espaco que a figura ocupa.

O conceito de dimensdo fractal esta sendo aplicado e calculado atualmente para
linhas, figuras e superficies em diversos campos. Por exemplo, na medicina, para o
diagnostico de cancer, na fabricacdo de antenas, na mineralogia para medir a densidade
dos minerais, na biologia para a analise da rugosidade de fungos e corais, na industria
para a deteccdo de falhas em produtos téxteis, no solo, na chuva, na economia entre

outras areas.
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Como calcular a dimensao fractal:

Observemos as seguintes figuras:

Nas figuras acima ilustramos as divisoes:

De um segmento de reta em cinco pecas;

De um quadrado em nove pecas quadradas congruentes, repartindo o lado em
trés;

De um cubo em oito pecas cubicas, tendo dividido cada aresta em duas.
Cada pequena peca € autossimilar ao todo, assim para cada peca fique igual ao todo
devemos amplia-la por um fator de aumento (coeficiente de proporcionalidade) igual
respectivamentea 5,9 e 8.

Em resumo, o nimero de pe¢as em cada caso € igual:

Ao fator de aumento (5);

Ao quadrado do fator de aumento (3%);

Ao cubo do fator de aumento (2°).

Em geral 0 nmero n de pecas é dado por n=m®, onde m é o fator de aumento e
D a dimensdo.

Como exemplo tomaremos a dimenséo fractal do tridngulo de Sierpinski:

Cada triangulo de um nivel é repartido para o nivel seguinte em 3 triangulos
(desde que o central seja removido), entdo n=3 e cada um pode ser ampliado para se
igualar ao anterior, duplicando-o, logo o fator de aumento é m=2. Usando a mesma
igualdade anterior n=m®, teremos 3=2" e com logaritmos obtemos
_log3
~log2

D =1,585

Portanto a dimensdo fractal do triangulo de Sierpinski é 1,585.
log(ntmero de pegas)  log(n)
log(fator de aumento) log(m)

Logo: Dimenséo =

Portanto a dimenséo fractal do tridngulo de Sierpinski é 1,585.
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4. ATIVIDADES

O objetivo deste capitulo é apresentar algumas atividades que podem ser
trabalhadas em sala de aula, tanto no ensino fundamental quanto no ensino médio. A
maioria das atividades foi elaborada pensando em fixar os conceitos de progressdo
aritmética e progressao geométrica utilizando o uso dos fractais.

Primeiramente vamos tratar de quatro problemas envolvendo fractais em
conjunto progressdo aritmética e progressdo geométrica, nos quatro problemas
elaboramos uma descricdo minuciosa das construcdes dos fractais. O quinto problema
também é um fractal, mas vamos trabalhar de maneira diferente dos quatro problemas
iniciais, nesse vamos trabalhar o fractal abordando-o com dobraduras e assim
relacionaremos 0s conceitos de progressao aritmética e progressao geometrica. No sexto
problema, faremos uso de uma visdo geométrica da soma de infinitos termos de uma
progressao geométrica para fixar o conceito de soma de seus termos.

Na construcdo dos fractais dos quatro problemas iniciais faremos uso do
Geogebra® que é um software de matematica dindmica gratuito e pode ser instalado em
computadores com Windows, Linux e Mac OS. Abrange todos os niveis de ensino, do
basico ao universitario, que combina geometria, algebra, tabelas, graficos, estatistica e
calculo numa Unica aplicagdo. Todas as nossas construgdes estardo disponiveis no

seguinte endereco: http://sites.google.com/site/marciomcprofmat

Nossa intencdo nesse capitulo é mostrar algumas atividades aplicaveis ao ensino
fundamental e ensino médio. Cada uma dessas atividades serd& composta de uma
descricdo sobre como abordar a questdo, com 0s objetivos e 0s pré-requisitos
necessarios para a resolucdo, o ano escolar no qual o problema deve ser abordado, a
duragdo proposta para a realizacdo da atividade. Na sequéncia iremos apresentar a
resolugdo matematica da atividade proposta, com comentarios sobre como finalizar
essas atividades. Em todas as nossas atividades iremos trabalhar com material concreto
em sala de aula e sugerimos que elas também sejam trabalhas em laboratérios

computacionais utilizando o macro do fractal.

! Texto baseado no seguintes sites dos Instituto Geogebra:
www.geogebra.im-uff.mat.br
WWW.pucsp.br/geogebrasp
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As questdes que iremos explorar, na ordem, séo:

Atividades envolvendo fractais:
e Cuva de Koch: Com a curva de Koch faremos uma atividade.
e Floco de Neve: Com o Floco de Neve faremos duas atividades.

e Tridngulo de Sierpinsky: Com o Tridngulo de Sierpinsky faremos duas
atividades.

e Arvore Bifurcada: Com a Arvore bifurcada faremos uma atividade.

e Fractal com Cortes de Papel: Faremos uma atividade.

Atividade envolvendo soma dos termos de uma Progressdo Geométrica

e Somas Infinitas: Faremos uma atividade.
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4.1 Curva de Koch e aplicacfes em PG

Introducéo:

A curva de Koch foi idealizada pelo matematico polonés Helge Von Koch (1870-
1924) e possui a propriedade de ser uma curva limitada possuindo um comprimento
infinito. Este fractal € muito interessante e possui uma relagdo intima com o conceito de
progressao geométrica. Conforme vamos construindo este, tanto a sequéncia de novos
segmentos que vao surgindo, quanto a sequéncia do tamanho dos novos segmentos e
também a sequéncia do comprimento total da curva gerada formam uma progressao
geométrica. Propomos uma atividade baseada nesse fractal e nessas trés sequéncia para
fixar o conceito de progressdo geométrica. Comegamos com uma descricdo da
construcdo da curva de Koch, em seguida apresentaremos a atividade e por fim a
descrigdo passo a passo de como montar 0 macro da curva de Koch no Geogebra.

Construcéo:

1-Considerar um segmento de reta;

2-Dividir o segmento em 3 partes iguais, substituir o segmento central por uma
triangulo equilatero sem base;

3-Repetir cada um dos passos anteriores para cada um dos segmentos da nova

figura.

Nivel 0 (zero) —

/
- /\

/N

Nivel 2 —

%

23



Roteiro da ATIVIDADE 1 (Curva de Koch):

Conteldo:

Progressdo geométrica e fractais.

Objetivos:

O objetivo dessa atividade é reconhecer se uma sequéncia numérica é uma
progressao geométrica e fixar o conceito de PG utilizando a visdo geométrica da
construgdo da curva de Koch. Outro objetivo é trabalhar reconhecimento de padrbes

atraves de sequéncias numéricas, faremos isso ao generalizar para um nivel n qualquer.

Duracéo:

Duas aulas (100 min.)

Publico-alvo:

Alunos do 1° ou 2° ano do ensino médio.

Pré-requisitos:

Progressdo geométrica e nocao de fractal.

Recursos materiais:
Caneta, lapis, borracha, régua, compasso e a folha contendo a atividade

(encontra-se no apéndice deste trabalho).
Problema:

Considerando que o comprimento inicial da curva de Koch seja 1 (uma unidade),

complete a seguinte tabela:
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Nivel N° de segmentos Comprimento de | Comprimento total
cada segmento da curva
0
1
2
3

a) A sequéncia dada pelos valores da coluna “niimero de segmentos”, formam
uma PG, PA ou uma sequéncia qualquer? Justifique.

b) A sequéncia dada pelos valores da coluna “comprimento de cada segmento”,
formam uma PG, PA ou uma sequéncia qualquer? Justifique.

C) A sequéncia dada pelos valores da coluna “comprimento total da curva”,

formam uma PG, PA ou uma sequéncia qualquer? Justifique.

Solugéo:
Nivel N° de segmentos Comprimento de Comprimento total
cada segmento da curva
0 1 1 1

1 4 1 1

- 4=

3 3

2 47 1 2 1
3 3
3 4° 1 4 1
3° 3

N 4" 1 1

n

7 Y

a) A sequéncia formada pelo nimero de segmentos forma a seguinte PG (1, 42,

43 .., 4" ..) onde o primeiro termo é 1 e a razdo é 4.
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b) A sequéncia formada pelo comprimento de cada segmento forma a seguinte

111 1
PG (1.3

1

32 3—3 e 3—n ...) onde o primeiro termo é 1 ea razdo é .

3

c) A sequéncia formada pelo comprimento total da curva forma a seguinte

1 ,1 51 n 1
sequéncia (1, 45,4 3—2 ,4 ? 4 3_” ,..) onde o primeiro termo é 1 e a razdo é

4
3

Construcéo do fractal e do macro utilizando o Geogebra:

Apresentaremos agora um roteiro detalhado para a construc¢do da curva de Koch
no Geogebra.

Primeiramente vamos construir a curva de Koch no nivel zero. Para isso
Seguimos 0S passos:

a) Construir um segmento AB;

b) Construir a partir de A, 3 segmentos de mesma medida;

¥ GeoGebra

Arquivo Editar Exibi pches
N A |
kLAl

» Janela de Algebra %)
Ponto

Ferramentas Jan

.
B
et
» Janela de Visualizagio

2 A=(1.28,086)
5 B=(10.18,074)
= Segmento
2 a=89

€ Circulo dados Centro e Raio ==
Raio
ar la)

OK Cancelar
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%7 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

[E=SE=n )
D < E RSN DE

&

I 9 O &
» Janelade Algebra  [(x] | » Janela de Visualizagio 3]
= Cénica

D Ci(x-1.28) +(y - 0.8¢

2 d:(x-10.48) +(y-0.i
= Ponto

9 A=(1.28,0.86)

9 B=(10.18,074)

9 C=(4.25,082)

J D=(7.21,0.78)
= Segmento

J a=89

c) Tragamos uma circunferéncia com centro em C passando por D em seguida
tracamos uma circunferéncia com centro em D passando por C, as circunferéncias

intersectam em dois pontos, s6 nos interessa o0 ponto superior que chamaremos de E;

77 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

[E=REEE |
DSENECERANDED

» Janelade Algebra  [x) | » Janela de Visualizaga

Iad

2
&
= Cénica
O er(x-1.287 +(y - 0.8¢
O di(x-10.18) + (y- 0.7

7 e(x-4.25F +(y-0.8:
2 f(x-7.217+(y-0.78
= Ponto
2 A=(1.28,0.86)
9 B=(10.18,0.74)
9 C=(4.25,082)
2 D=(7.21,0.78)
J E=(5.76,3.37)
) F=(5.7,1.77)
= Segmento
2 a=89

d) A curva de Koch sera composta pelos segmentos AC, CE, ED e DB.
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£F GeoGebra [olle]=
Arquivo Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda

057 29 8% =) o) [ 23 N [ = Y 0%

» JaneladeAlgebra () | » Janela de Visualizagio ®
Cénica
) €i(x-1.28F +(y - 0.8¢

O di(x-10.48) + (y-0.
D ei(x-4.257 +(y-0.8;
O R(x-7.21P+(y-0.78
= Ponto
9 A=(1.28,0.86)
J B=(10.18,0.74)
2 €=(4.25,0.82)
2 D=(7.21,0.79)
9 E=(5.76,3.37)
) F=(5.7,1.77)
Segmento
2 a=89
9 b=297
2 g=297 X
5 h=297 A i
5 =297 i
9 )=297

Observando a figura acima podemos notar que o segmento CD ndo aparece
como resultado final. Na verdade ele foi construido na cor branca. Caso o leitor queira
fazer um teste podera mudar a cor e observara outro resultado.

Proximo passo € a criagdo do macro. No Geogebra clicar em Ferramenta logo
em seguida em Criar nova ferramenta.

€7 GeoGebra fole=s
Arquivo Editar Exibir OpgBes [Ferramentas| Janela Ajuda

[ [ Configurar Barra de Ferramentas ... [ @e
3 - J
B =+ 5
— 91 . Criaruma Nova Ferramenta .. A L
> JaneladeAlgebrs  [9) | % (] Gerenciar Feramentas &
= Cbnica

) Ci(x-1.28) +(y - 0.8¢
D di(x-1048F + (y- 0.0
D er(x-4.25F +(y-0.8:
O R(x-7.217+(y-0.78
Ponto
2 A=(1.28,0.86)
J B=(10.18,0.74)
9 C=(4.25,082)
2 D=(7.21,079)
P E=(576,3.37)
) F=(5.7,1.77)
Segmento
2 a=89
J b=297
2 g=297
9 h=297 b
4 =297 S
9 |=297
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e Abrir-se-a uma nova janela pedindo os objetos de saida.

73 GeoGebra [=lel=]
Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda
L Er 1 oo
U[ J = [ == .i.v] Objetos Finais | Objetos Iniciais | Nome e icone| on
» Janela de Algebra () | » Janelade ) ) ) 53]
= C&mca Selecione os objetos na Iha-0s de uma lista
O (X -1.28) + (y - 0.8¢ |
o] 1018y 0.
o e:::-l.ZS)‘v’(y(y-o,S; |Segmento b: Segmento [A, C] - E
O f(x-7.217+(y-078 Segmento g: Segmento [C. E]
= Ponto 'Segmento h: Segmento [E, D] L E]
-2 A=(1.28,0.86) [Segmento i: Segmento [D, B] 3
9 B-(10.18,074) Segmento |: Segmento [C, O] =]
: §=$4;:‘- gg;; Ponto C: Ponto de intersecdo de ¢. a
@ E= (5.76,‘3.37) Ponto D: Ponto de intersecdo de d. a -
O F=(57,1.77) ‘
= Segmento < Voltar Préximo > Cancelar
Begmenls (Lebumo> ] [Lcancetsr |
9 b=297
9 g=297
9 h=297 4q
P i=297
9 j=297
Zo, 7 . e e e .
e Préoximo passo e entrar com 0s ObjetOS Inicials.
€ GeoGebra [E&@=]

Arquivo Editar Exiblr OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

| Objetos Finais| Objetos Iniciais | Nome e icone/

¥ Janela de Algebra » Janela de

b SEPEOBRND

= Cénica
~ O ei(x-1.28) +(y-0.8¢

O d:(x-10.18) + (y - 0.
O ei(x-4.257 +(y-0.8:
O f(x-7.217+(y-0.78

= Ponto

A=(1.28,0.86)

B~ (10.18,0.74)

C€=(4.25,0.82)

cCeeeee

3.
F=(57,1.77)
= Segmento

©
b4
o

b=2.97
9=297
h=297
i=2.97
=297

[SESESESASES

Selecione 0s objetos na construcio ou escolha-os de uma lista

-

Ponto A

oo leta)
()
(x]

[Ccumtoarenmes &=

<Voltar | [} _l_?l_in_’_rgg:__? Cancelar

e Ultimo passo sera dar o nome para a nova ferramenta.

€3 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

D SEEPOEENDD0

» Janela de Algebra » Janela de

[ Objetos Finais | Objetos Iniciais| Nome efcone|

= Cénica
O ci(x-1.28) +(y - 0.8¢
O di(x-10187 + (y-0.i
-4.257 +(y-0.81
O fix-7.21F+(y-078
= Ponto

E=(5.76,3.37)
F=(5.7,1.77)
gmento
a=89
b=297
9=297
h=297
i=297
J=297

csuvsuwcosuus

Nome da curva_koch
Nome do comando  curva_koch

Ajuda da

N
% |V! Exibir na Barra de Ferramentas

[ <voltar_] [ concuido | [ cancelar |
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€¥ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
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Ponto
A=(1.28,0.86)
0.

)
D=(7.21,0.78)
E=(5.76,337)
F=(57,1.77)

e Aparecera na parte superior um icone referente a esse macro. Para utilizar

esse macro deve-se primeiro clicar no icone e ap6s isso clicar nas extremidades do

GeoGebra - Info

s
\01 Nova ferramenta criada com sucesso!

segmento. O resultado serd a curva de Koch procurada.
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= Ponto
A=(1.28,0.86)
B =(10.18,0.74)

E=(5.76,3.37)
F=(57,4.77)
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h=2.97
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= Ponto
A=(1.28,0.86)
B~ (10,18, 0.74)
C=(4.25,0.82)
121,0.78)
E=(5.76,3.37)
F=(5.7,1.07)
G =(2.27,0.85)
H=(3.26,0.83)
77,1.7)
.75, 1.67)
K=(5.26, 2.52)
L=(4.27,253)
M=(6.25,251)
N=(6.73,1.64)
0=(7.24,249)
P=(82,0.77)
Q=(9.19,0.75)
R=(8.71,1.62)
mento
9 a=89
o a,=089
2 b=297
5 =099

]
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Curva de Koch de nivel 2
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= Ponto P
2 A=(1.28,0.86)
? A1'(2.94.1,41)

9 A,=(1.07,221)

2 B=(10.18,0.74)
5 B, =(31,112)

5 B,=(69,193)

5 C=(4.25,082)
5 C,=(327,14)

5 C,=(723,192)

9 D=(7.21,078)
2 D,=(3.59,083)

5 D,=(689,1.36)

9 E=(576,3.37)
» E,=(3.92,082)

9 E,=(7.05,107)
O F=(517,1.77)

5 Fy=(376,1.11)
> Fp=(7.22,135)

> 6-(227,085)
5 G, =(442,1.1)

» 6,=(7.54,078)

Curva de Koch de nivel 3

Comentarios finais:

Ao final dessa atividade, o professor pode propor como licdo para casa a
construcdo da mesma tabela, porém agora considerando comprimento inicial da curva
de Koch de 27 unidades.

31



4.2 Floco de neve (de Koch)

Introducéo:

O floco de neve de Koch é uma figura geométrica delimitada por uma area finita
e um perimetro infinito. O nome desse fractal vem de sua semelhanca com as
representacdes geométricas feitas de um floco de neve. Caso o triangulo equilatero
inicial seja substituido por outro poligono regular teremos as chamadas Ilhas de Koch.
No floco de neve temos uma figura regular fechada de perimetro infinito cercando uma
area finita, ou seja, essa area nunca sera maior que a area da circunferéncia circunscrita
ao triangulo equilatero iniciador.

Conforme vamos construindo esse fractal, as sequéncias que vao surgindo como,
por exemplo, nimero de segmentos, comprimento de cada lado, comprimento total da
curva, area de cada triangulo inserido, nimero de triangulos inseridos e area total da
figura formam progressbes geométricas. Propomos duas atividades baseadas nesse
fractal, a primeira € em relacdo a comprimento da curva e a segunda serd em relacéo a
area do fractal. Comegamos com uma descricdo da construcdo da curva de Koch, em
seguida apresentaremos as atividades e por fim a descricdo passo a passo de como
montar o macro do floco de neve.

Construcéo:

1-Considerar um triangulo equilatero;

2-Em cada lado do tridngulo construir a curva de Koch.

AND WS

Nivel 0 (zero) — Nivel 1 — Nivel 2
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Roteiro da ATIVIDADE 2 (floco de neve):

Conteldo:

Progressdo geométrica e fractais.

Objetivos:

O objetivo dessa atividade é reconhecer se uma sequéncia numérica é uma
progressao geométrica e fixar o conceito de PG utilizando a visdo geométrica da
construgdo do floco de neve. Outro objetivo é trabalhar reconhecimento de padrbes

atraves de sequéncias numéricas, faremos isso ao generalizar para um nivel n qualquer.

Duracéo:

Duas aulas (100 min.).

Publico-alvo:

Alunos do 1° ou 2° ano do ensino médio.

Pré-requisitos:

Progressdo geométrica e nocao de fractal.

Recursos materiais: caneta, lapis, borracha, régua, compasso e folha contendo a

atividade (encontra-se no apéndice deste trabalho).

Problema:
Em relagdo aos 3 primeiros niveis do floco de neve (nivel zero, nivel um e nivel
dois) e considerando o comprimento do lado inicial do triangulo como 1 (uma unidade),

complete a seguinte tabela:
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Nivel N° de Comprimento de | Comprimento
segmentos cada lado total da curva

0

1

2

n

a) A sequéncia dada pelos valores da coluna “niimero de segmentos”, formam

uma PA, PG ou uma sequéncia qualquer? Justifique.

b) A sequéncia dada pelos valores da coluna “comprimento de cada lado”,

formam uma PA, PG ou uma sequéncia qualquer? Justifique.

C) A sequéncia dada pelos valores da coluna “comprimento total da curva”,

formam uma PA, PG ou uma sequéncia qualquer? Justifique.
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Solugéo:

Nivel N° de Comprimento | Comprimento
segmentos de cada lado total da curva
0 3.1 1 3
1
1 34 — 3.4.=
3
2 3.42 3% 3.4 3—12
1 1
n 3.4" 3_n 34n 3_n

a) A sequéncia (3.1, 3.4, 3.4%, ..., 3.4", ... formada pelos nimero de segmentos é

uma PG de razdo 4 e primeiro termo 3.

11 1
b) A sequéncia (153—23—”j formada pelos comprimentos de cada lado

é uma PG de razdo g e primeiro termo 1.

1 1 1
c) A sequéncia (3,3-4-5,3-42-3—2,---,3-4 3—,1) formada na coluna

SN

comprimento total da curva é uma PG de primeiro termo 3 e razdo 3
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Roteiro da ATIVIDADE 3 (floco de neve):

Conteldo:

Progressdo geométrica e fractais.

Objetivos:

O objetivo dessa atividade é reconhecer se uma sequéncia numérica é uma
progressao geométrica e fixar o conceito de PG utilizando a visdo geométrica da
construc¢do do floco de neve. Um outro objetivo é calcular érea de tridngulos equilateros

em cada um dos niveis do fractal.

Duracéo:

Duas aulas (100 min.).

Publico alvo:

Alunos do 1° ou 2° ano do ensino médio.

Pré-requisitos:

Progressdo geométrica, propriedades de triangulos equilateros e no¢do de fractal.

Recursos materiais: caneta, lapis, borracha, régua, compasso e a folha contendo

a atividade (encontra-se disponivel no apéndice deste trabalho).

Problema:
Em relacdo aos 3 primeiros niveis do floco de neve (nivel zero, nivel um e nivel
dois) e considerando o comprimento inicial do lado do triangulo como 1 (uma unidade),

complete a seguinte tabela:
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Nivel Area de cada N° de Soma da area
tridngulo triangulos total
inserido inseridos
0
1
2

a) Em seguida calcule a area total da figura até o nivel 3.
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Solugéo:

i _ N° de
) Area de cada triangulo _ )
Nivel o triangulos Soma da area total
inserido S
inseridos

0 3 0 V3
4

—+3.
13 4 43
J3 ., 3 J3

4.3

a) Generalizando o processo percebemos que para o nivel 3 teremos a seguinte

NI S -

soma: ——+3.—— +3.4.—— +3.4°.
4.3 4.3 4.3

Construcao do fractal e do macro utilizando o Geogebra:
A seguir apresentaremos a construcao do floco de neve.

Faremos isso, aplicando a macro-constru¢do da curva de Koch nos lados do

triangulo equilatero. Fazendo isso de forma recursiva obteremos 0s primeiros niveis do

floco de neve.

Para construcdo do triangulo eqilatero inicial utilizamos técnicas de desenho

geométrico no Geogebra.

a) Dado um segmento GH, construimos uma circunferéncia centrada em G e

raio igual ao comprimento do segmento. Repetimos 0 mesmo procedimento para o

ponto H. A interseccdo das duas circunferéncias nos da o ponto | que sera o terceiro

vértice do tridngulo inicial.
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75 curva_koch.ggb
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
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Entrada:

Floco de neve — nivel 0 (zero)

E=llems
&

o P
I

b) Ap6s escondermos os lugares geométricos auxiliares na construcdo e

aplicarmos o macro da curva de Koch nos lados do tridngulo obteremos o seguinte

resultado:

7 curva_koch.ggb
Arquivo Editar Exidir 099655 Ferramentas Janela Ajuda

DENERFCHEANDED
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o

N

Y.

Entrada:

Floco de neve — nivel 1

follolEs
2
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9 &

|
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c) Aplicando novamente o macro da curva de Koch em cada um dos segmentos

do floco de neve (nivel 1), obteremos o nivel 2 ilustrado pela seguinte figura:

77 curva_koch.ggb (= R ]
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda o
‘ NNzl QP = @e
N E NN EENE —~‘ @[] > &
TlLfEHe~ ‘ curva_koch

Ponto, Ponto

Entrada: ®

Floco de neve — nivel 2

Comentarios finais:
Ao final dessa atividade, o professor pode propor como licdo para casa a
construcdo da mesma tabela, até o nivel 2, porém agora considerando comprimento

inicial do tridngulo equilatero como sendo 9 unidades.
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4.3 Triangulo de Sierpinski e aplicacbes em PG

Introducéo:

Waclaw Sierpinski (1882-1969), matematico polonés, apresentou em 1916 a
curva de Sierpinski ou Triangulo de Sierpinski. Existem diferentes processos para a
construgdo do tridngulo de Sierpinski, o mais comum, e 0 que nos interessa, é a
construcdo por remocdo de triangulos, utilizando um triangulo equilatero como figura
inicial. O motivo de sua utilizacdo da-se pela conveniéncia e por questdes estéticas. Este
fato ndo impede que o mesmo seja construido utilizando qualquer outro tipo de
triangulo. Conforme vamos construindo esse fractal vao surgindo varias sequéncias
relacionadas a nimero de triangulos, comprimentos e areas, que formam progressfes
geomeétricas. Propomos duas atividades, uma baseada no comprimento da curva e outra
relativa a area do fractal, com o objetivo de fixar o conceito de progressdo geométrica.
Comecamos com uma descri¢do da construcdo do triangulo de Sierpinski, em seguida
apresentaremos as atividades e por fim a roteiro passo a passo de como montar 0 macro
do fractal no Geogebra.

Construcéo:

1-Considerar inicialmente um triangulo eqilatero;

2-Marcar os segmentos dos pontos médios formando 4 triangulos equilateros;

3-Remover o tridngulo central,

4-Repetir em cada um dos tridngulos nao eliminados o0s passos 2 e 3;

5-repetir o0 passo 4 sucessivamente.

A
AA
A A
AAAA
A A
AA AA
A A A A
AAAAAAAA
Nivel 1 — Nivel 2 — Nivel 3 — Nivel 4
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Roteiro da ATIVIDADE 4 (Triangulo de Sierpinski):

Conteldo:

Fractais e progressdo geomeétrica.

Objetivos:

O objetivo dessa atividade é reconhecer se uma sequéncia numérica é uma
progressao geométrica e fixar o conceito de PG utilizando a visdo geométrica da
construgdo do tridngulo de Sierpinski. Outro objetivo é trabalhar reconhecimento de
padrdes através de sequéncias numéricas, faremos isso ao generalizar para um nivel n

qualquer.

Duracéo:
Duas aulas (100 min.).

Publico-alvo:

Alunos do 1° ou 2° ano do ensino médio.

Pré-requisitos:

Progressao geométrica. Nogao de fractal.

Recursos materiais: caneta, lapis, borracha, régua, compasso e folha contendo a

atividade (esta disponivel no apéndice deste trabalho).
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Problema:
Considerando inicialmente um triangulo equilatero de lado medindo 1 (uma
unidade), complete a seguinte tabela referente aos 4 primeiros niveis do “Tridngulo de

Sierpinski”.

Ndmero | Comprimento do | Perimetro )
] Perimetro
Nivel de lado de cada de cada
) ] ] total
triangulos triangulo triangulo

a) A sequéncia dada pelos dos valores da coluna “nimero de tridngulos”
formam uma PA, PG ou uma sequéncia qualquer? Justifique sua resposta.

b) A sequéncia dada pelos dos valores da coluna “comprimento do lado de cada
triangulo” formam uma PA, PG ou uma sequéncia qualquer? Justifique sua resposta.

€) A sequéncia dada pelos dos valores da coluna “perimetro de cada triangulo”
formam uma PA, PG ou uma sequéncia qualquer? Justifique sua resposta.

d) A sequéncia dada pelos dos valores da coluna “perimetro total” formam uma

PA, PG ou uma sequéncia qualquer? Justifique sua resposta.
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Solugdes:

Compriment
Perimetro
NuUmero de | o do lado de Perimetro
Nivel ) de cada
triangulos cada R total
. triangulo
triangulo
A 0 1 1 -
1 3 3
A : 1 s |,
‘ ‘ 2 2 2
1 3
A
P 3
AAAAAA 3 3’ "3 "3 33'_3
AA  AA 2 2 2
A A A A
AAAAAAAA

a) Observando a sequéncia (1, 3, 3%, 3%, ..., 3", ...) constatamos se tratar de uma

PG de primeiro termo 1 e razéo 3.

(1111
b) Observando a sequéncia | - 5192 3 n
1
uma PG de primeiro termo 1 e razdo E :
3 3 3 3
c) Observando a sequéncia 3151?,—
1
uma PG de primeiro termo 3 e razdo E :

3
d) Observando a  sequéncia (1-3’3-5,32-?,33-

constatamos se tratar de uma PG de primeiro termo 3 e razéo

J constatamos se tratar de

23 ""’F"") constatamos se tratar de

3

3
§,..

43

7
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Roteiro da ATIVIDADE 5 (Triéangulo de Sierpinski):

Conteldo:

Fractais e progressdo geomeétrica.

Objetivos:

O objetivo dessa atividade é reconhecer se uma sequéncia numérica é uma
progressao geométrica e fixar o conceito de PG utilizando a visdo geométrica da
construgdo do triangulo de Sierpinski. Outro objetivo € calcular &rea de triangulos
equilateros e trabalhar reconhecimento de padrfes através de sequéncias numeéricas,

faremos isso ao generalizar para um nivel n qualquer.

Duracéo:
Duas aulas (100 min.).

Publico-alvo:

Alunos do 1° ou 2° ano do ensino médio.

Pré-requisitos:
Propriedades de triangulos equilateros, progressao geométrica e nocédo de fractal.

Recursos materiais: caneta, lapis, borracha, régua, compasso e folha contendo a

atividade (esta disponivel no apéndice).

Problema:
Considerando inicialmente um triangulo equilatero de lado medindo 1 (uma
unidade), complete a seguinte tabela referente aos 4 primeiros niveis do “Tridngulo de

Sierpinski”.
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Nivel

NUmero de

tridngulos

Area de cada

triangulo

Area total

a) A sequéncia dada pelos dos valores da coluna “ntimero de triangulos”

formam uma PA, PG ou uma sequéncia qualquer? Justifique sua resposta.

b) A sequéncia dada pelos dos valores da coluna “area de cada triangulo”

formam uma PA, PG ou uma sequéncia qualquer? Justifique sua resposta.

C) A sequéncia dada pelos dos valores da coluna “area total” formam uma PA,

PG ou uma sequéncia qualquer? Justifique sua resposta.
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Solugdes:

] Ndmero de Area de cada ]
Nivel N N Area total
triangulos triangulo

a) Observando a sequéncia (1, 3, 3%, 3%, ..., 3", ...) constatamos se tratar de uma

PG de primeiro termo 1 e razéo 3.

. AHA A
b) Observando a sequéncia Ao’ 442 3 constatamos se

1
tratar de uma PG de primeiro termo Ay e razao Z .
e 3B 2 A A A
c) Observando a sequéncia (Ao A 42 4° 4"
3
constatamos se tratar de uma PG de primeiro termo A e razao Z :
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Construcéo do fractal e do macro utilizando o Geogebra:

A seguir apresentaremos um roteiro para a construcdo do Tridangulo de
Sierpinski.

a) Construir um segmento AB;

b) Construimos duas circunferéncias, uma centrada em A e com raio igual ao
comprimento do segmento AB e outra centrada em B e com raio igual ao comprimento
do segmento AB. A interseccdo entre as duas circunferéncias nos da o ponto C que sera

o terceiro vértice do triangulo procurado;

77 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

o ol & PAN

(= I ]

.
| e ABC || _2:2
Lt S

)

.
A

) P

Entrada:

Triangulo de Sierpinski — nivel 0 (zero)

c) Em seguida aplicamos a ferramenta para ponto médio de segmento, ja

embutida no Geogebra e construimos o triangulo interior ao triangulo inicial.
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Arquivo Editar Exibir OpcSes Feramentas Janela Ajuda

DEEN = cCFRNTED ?ﬂ
TL#Ee-|O~ s
Entrada:| | @ ;
Triangulo de Sierpinski — nivel 1

ApO0s iSS0 criamos a macro-construcéo;

e Clicar em Ferramenta — Criar Nova Ferramenta;

¢ Inserir objetos finais: os pontos médio e o triangulo;
3 ieipinskiggh ===
Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda —
DEENEUEENDED CH
TlHEe~

<0

e

Objetos Finais | Obletos Inicials | Nome e icone|

Selecione os objetos na construgdo ou escolha-os de uma lista

| -
|

[Ponto E: Ponto médio de AB [E
[Ponto F: Ponto médio de BC
Ponto G: Ponto médio de CA [Z]

ITridngulo pol1: Poligono E, F, G

N
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e Em seguida inserir objetos iniciais: os trés vértices do triangulo;
€3 sierpinski.ggb [E&E==
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
A s 5 Nl OGS
OB Sl E NS E R 26
=
C
%27 Criar uma Nova Ferramenta
| Ovjetos Finais| Obietos Iniciais | Nome e icone|
| Selecione os objetos na COI‘\S"\J@O ou escolha-os de uma lista
oo [a)
Ponto C: Ponto de intersecdo de ¢, d m
x]
4
( < Voltar ] Prédmo > ] Cancelar ]
B

e Por dltimo dar o nome da macro-construcdo, no caso escolhemos
“sierpinski”;

€ sierpinskiggb
Arquivo Editar Exibir Opgbes Feramentas Janela Ajuda

03 [ 4 B¥ o) (] PN [

[=i&i=
[ a:)}’/.%. ) lled
3 ] Qs
TlLHEe~
C
% Criar uma Nova Ferramenta
| Objetos Finais | Objetos niciais| Nome & icone
Nome da ferramenta  sierpinski
Nome do comando  slerpinski
Ajuda da ferramenta
4' / 1] Exibir na Barra de Ferramentas
icone ... 4
[ <vottar ] [ Concluido ] Cancelar
B

Ao clicar na nova ferramenta é sd selecionar os vértices do triangulo
escolhido e a macro-construcdo constroi o préximo nivel do fractal,
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Arquivo Editar Exibir OpgSes Ferramentas Janela Ajuda

DR ER S EFENEEE | e
TlLHe~
4
Triangulo de Sierpinski — nivel 2

77 sierpinskiggb folle s
Pt i O e ke e — —

AL A lofof N+ JBd 0
Tl #E e~ sierpinski

Ponto, Ponto, Ponto
4

Triangulo de Sierpinski — nivel 3

Comentarios finais:
Ao final dessa atividade, o professor pode propor como licdo para casa, a
construcdo da mesma tabela, até o nivel 3, porém agora considerando comprimento

inicial do triangulo equilatero como sendo 8 unidades (2°=8).
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4.4 Arvores bifurcadas e aplicacbes em PA e PG

Introducéo:

Veremos as arvores bifurcadas com angulo de bifurcacdo de 120° e escala de
reducéo > por ser bastante didatica e melhor servir ao nosso propésito. Vale salientar

também o carater estético dessa curva, como poderemos observar mais adiante. As
arvores bifurcadas proporcionam todas as aplicacfes atribuidas anteriormente as outras
curvas. Na construcdo desse fractal notamos, nivel a nivel, o surgimento de varias
sequéncias relacionando nimero de segmentos e comprimento. Essas sequéncias sdo
tipicos exemplos de progressfes geométricas. Propomos uma atividade, baseada no
numero de segmentos e comprimento dos segmentos, com o objetivo de fixar o conceito
de progressdo geométrica. Comegcamos com uma descricdo da construcdo da arvore
bifurcada, em seguida apresentaremos a atividade e por fim a descri¢do passo a passo de
como montar 0 macro do fractal no Geogebra
Construcéo:

1-Iniciamos a curva com um segmento vertical de tamanho L;

1
2-Aplicamos sobre este segmento inicial um fator de reducéo E ;
3-Inserimos dois segmentos de forma bifurcada junto a extremidade superior do
segmento inicial, com angulo de bifurcacdo de 120°e com o tamanho obtido na reducéo
do nivel anterior;

4-Repetimos, indefinidamente, os passos 2 e 3 em cada um dos novos

segmentos.
/\/L \;/\}/ T
: ™ Faa
Nivel 0 — Nivel 1 — Nive2 — Nivel 3 — Nivel 4
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Roteiro da ATIVIDADE 6 (arvore bifurcada):

Conteldo:

Fractais, progressdo aritmética e geométrica.

Objetivos:
O objetivo dessa atividade é reconhecer se uma sequéncia numérica é uma
progressao aritmética ou geométrica e fixar o conceito de PA e PG utilizando a visdo

geomeétrica da construcdo da arvore bifurcada.

Duragéo:
Uma aula (50 min.).

Publico-alvo:

Alunos do 1° ou 2° ano do ensino médio.

Pré-requisitos:

Progressao aritmética e geométrica. Nocado de fractal.

Recursos materiais: caneta, lapis, borracha, régua, compasso e a folha contendo

a atividade (esta disponivel no apéndice).

Problema:

Partindo de um segmento de comprimento 1 (uma unidade), complete a seguinte

1

tabela referente a uma “arvore bifurcada” onde o fator de redugdo é ~ e angulo de

2
bifurcacdo de 120°.
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Comprimento )
] N°de novos | N°total de Comprimento
Nivel de cada novo
segmentos segmentos total da curva
segmento
0
T .
AN
¥ e
N
ﬁ”f 4

a) A sequéncia referente ao nimero de novos segmentos ¢ uma PA ou PG?

Justifique sua resposta.

b) A sequéncia referente ao comprimento de cada novo segmento é uma PA ou

PG? Justifique sua resposta.

c) A sequéncia referente ao comprimento total da curva é uma PA ou PG?

Justifique sua resposta.

d) Para um nivel muito elevado, por exemplo maior que 1000 (mil), o

comprimento de cada novo segmento se aproxima de quanto?
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Solucéo do problema:

N° de Comprimento | Compriment
Ne total de
Nivel Nnovos de cada novo o total da
segmentos
segmentos segmento curva
0 - 1 1 1
1
1 2 1+2=3 — 2
2
: 1
AN 2 22= 1+2+2? — == 3
‘ 22 4
;\)L 1
| 3 23=8 1+2+42%+23 — == 4
2 8
AN 1
X 4 2'=16 [1+2+2%+2°+2' | 5% T 1 5

a) A sequéncia referente ao nimero de novos segmentos (2, 4, 8, 16, ...) € uma PG

de razdo 2 e primeiro termo 2.

b) A sequéncia referente ao comprimento de cada novo segmento
L ¢ uma PG de primeiro termo 1 e raza -
vy e | €UMA e primeirotermo 1 erazdo - .
2'4816 Y primel 280 9

c) Asequéncia(l,2,3,4,5,..) éumaPA derazdo 1 e primeiro termo 1.

d) Para um nivel elevado, o comprimento de cada novo segmento se aproxima de 0

(zero).
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Construcéo do fractal e do macro utilizando o Geogebra:

A seguir apresentaremos um roteiro para a construcgao da arvore bifurcada com
1
escala de reducéo de 5 e angulo de bifurcacdo de 120°.

a) Construir inicialmente um segmento de reta qualquer;

77 GeoGebra ol

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

DSNENRCEFEN

“LEc- M-

DED

Entrada:

Arvore bifurcada nivel 0 (zero)

b) Construimos inicialmente uma circunferéncia centrada no ponto médio do
segmento AB e raio igual & metade do segmento, em seguida outra circunferéncia
centrada em B e mesmo raio da anterior. A intersec¢do dessas duas circunferéncias no
da os pontos D e E. Em D centramos outra circunferéncia com mesmo raio das
anteriores, repetimos o procedimento para 0 ponto E. a interseccdo da segunda
circunferéncia com essas duas Ultimas nos da os pontos F e H. Os segmentos procurados
séo BH e BF.

56



77 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgles Feramentas Janela Ajuda

[E=3 =
O N E o AN TS 0%
TfEc- (- v v
Entrada ©
Arvore bifurcada nivel 1
Ocultando os lugares geométricos auxiliares na construcdo temos a arvore

bifurcada no nivel 1.
7 GeoGeba (=3 =n |
Arquivo Editar Exibir ODQO@S Ferramentas Janela Ajuda .

EI>d A e[ olo] 4N +) o

TLEcr M- e -

F

g

Entrada

Arvore bifurcada nivel 1

Proximo passo € criar a macro-construcédo clicando em Ferramenta e ap0s isso
criar nova ferramenta.

e Clicar em Ferramenta — Criar Nova Ferramenta;

¢ Inserir objetos finais: 0s segmentos e 0s dois pontos das extremidades ;
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€2 awore bifurcada.ggb

[==ir=]

Arquivo Editar Exibir OpcBes Janela Ajuda —
DREFRIEENEED o
TlEe~ |
‘melns Finals | Objetos ai. Nome e icone -
Selecione os objetos na construc3o ou escolha-os de uma lista
¢ -
- = B
== 4
<Voltar Préximo > Cancelar I
Entrada: =
e Em seguida inserir objetos iniciais: as extremidades do segmento;
€3 sivore bifurcada.ggb
SemaosE S SorhenCamofaeytputs e — S—5
D ERERECEEANDE D o
Tl@Eer
opjm Finais' Objetos Inlals Nome e icone -
Selecione os objetos na construgdo ou escolha-os de uma lista £
‘ i | 1
/ e e
L)
=) '
<Voltar | | Prodmo> { Cancelar
A
Entrada: = =]
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e Proximo passo é nomear a macroconstrucao;

€3 arvore_bifurcada.ggb =EeE
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda . @
[ o =) IESl D2 . s, IG
DEENECOEEANTED 06
TlEer
Objetos Finais | Objetos Iniciais| Nome e icone
Nome anvore_bifurcada =
H 3
Nome do comando Ialvore_nmrcada ‘
Ajuda \ |
:% (V| Exibir na Barra de Ferramentas q-
[_<vottar ] [_concluido | [ Cancelar |
A
Entrada: @ |

e Utilizando o macro nos segmentos BF e BH, obtemos o proximo nivel da

arvore;
ymlvoﬁEam vé;l;nirr ;ggiei Feramentas {aneia Auda - - @
DEEFEOHENDED o
e | i
L K
i g ]
|
Ll
A
Entrada: c) ;
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e Utilizando novamente o macro chegamos ao nivel 3 da arvore bifurcada;

77 arvore_bifurcada.ggb o le =4
Arquivo Editar Exibir Op¢les Ferramentas Janela Ajuda 7
| A . * i) ° | .- D‘—«

%1‘ ! / A P G& o/l 4Gl o\ 1 ABC =22 | > @ 1
TlLEe~ arvore_bifurcada
Ponto, Ponto

4
Entrada: €3]

e Aplicando novamente o macro, teremos o nivel 4 da arvore;
€7 awvore bifurcada.ggb (E=3 TN x|
D5 %S o E NS E o9

Tl #He~ arvore_bifurcada
Ponto, Ponto

Entrada: <1} =

Comentarios finais:
Ao final dessa atividade, o professor pode propor como licdo para casa, a
construcdo da arvore bifurcada com escala de reducdo de meio e angulo de bifurcacao

de 120° utilizando régua e compasso.
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4.5 Fractais com cortes de papel

Essa atividade foi adaptada do texto Descobrindo a magia dos fractais com
cortes de papel, publicado na revista Educacdo e Matematica, da associacdo de
Professores de Matematica de Portugal, n® 55, Nov/dez de 1999.

Iniciaremos de forma simples, apresentando as instrucGes para a dobradura e
seus recortes. A seguir faremos alguns questionamentos relativos a atividade, tais como:
area de retangulos, sequéncias, progressdo aritmética e geométrica. Finalizaremos

apresentando a solucéo para as questdes propostas.

Roteiro da ATIVIDADE 7 (fractais com cortes de papel)

Conteudo:

Fractais, fracOes, area de retangulos e progressdes.

Objetivos:
O objetivo dessa atividade € ensinar a ideia intuitiva de fractais e introduzir

noc¢Oes de progressdes. E também trabalhar a ideia de convergéncia e de infinito.

Duracéao:

Trés aulas (150 minutos).
Publico-alvo:
Alunos do ensino médio (1° ou 2° ano). Esta atividade pode facilmente ser

adaptada para o ensino fundamental.

Pré-requisitos:

Fracdes (ideia intuitiva) e calculo da area de retangulos.

Recursos materiais: caneta, lapis, borracha, régua, tesoura e a folha contendo a

atividade (esta disponivel no apéndice).
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Problema:

A partir do modelo abaixo vamos construir o fractal que usaremos na atividade:

- ————— e - — —————— - ———— - —— - = ———— -

Observacdo: esta folha deve ser um retangulo de comprimento igual ao dobro da
largura. O mesmo deve acontecer com os retdngulos no interior da folha.

A seguir apresentaremos as etapas para construgao.

12 Etapa

1-Recorte a moldura da figura;

2-Pinte os quatro retangulos menores de uma mesma cor;

3-Pinte os dois retangulos médios de outra cor (s6 a parte que fica fora dos
retdngulos menores, ja pintados);

4-Pinte o retangulo central, maior, de outra cor (apenas a parte que fica fora do

que ja foi pintado).
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28 Etapa
Todos os cortes serdo feitos apenas na direcdo vertical da folha (direcdo da

lateral maior). Para fazer os primeiros cortes, dobre a folha e corte nos dois tracos que

Il

Para fazer os proximos cortes, dobre a folha como acima (a dobra divide ao meio

aparecem, conforme ilustracdo abaixo:

as laterais dos retangulos médios).

Corte essas laterais
pegando todo papel embaixo

Faca 0 mesmo para os retdngulos pequenos: primeiro 0s que estdo no topo
(como mostra a figura) dobre a folha dividindo cada um ao meio e corte as laterais.

Depois faga 0 mesmo para os dois retangulos pequenos centrais.
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ML/

Corte essas laterais

De agora em diante, vocé deve trabalhar com a folha na posicéo horizontal.

32 Etapa

Faca as dobras. Um jeito pratico de dobrar € o seguinte:
Vinque a folha no meio, formando aproximadamente um angulo reto, e puxe o
retingulo maior de modo que fique saliente. Feche a folha com o retangulo puxado e

vinque bem:

buraco

laterais na
frente '

(a folha deve parecer um livro aberto)
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Abra um pouco a folha vincada e puxe cada retangulo médio, de modo que

fiquem salientes. Feche a folha e vinque bem.

——legenda

Cortar

Dobrar

Faca 0 mesmo procedimento para 0s quatro retdngulos menores: abra um pouco
a folha vincada, puxe os retangulos menores e torne a vincar. O seu cartdo esta pronto.
Repare que, ao abri-lo um pouco, os retdngulos ficam salientes.Veja o modelo pronto

(um pouco mais complicado do que o que vocé fez) e use sua habilidade manual!
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Ap0s construirmos nosso fractal, pense nos seguintes questionamentos:
a) Qual a area inicial (area da folha)?

b) Qual a area do 1° retangulo saliente?

c) Qual a area do 2°retangulo saliente?

d) Qual a area do 3° retangulo saliente?

e) Qual a area do 4° retangulo saliente?

Escreva essa sequéncia de valores — (|, , , , )

f) Essa sequéncia é uma PA ou PG? Justifique sua resposta.
g) Se for uma progressdo escreva sua razéo.

h) Calcule a soma das areas dos retdngulos salientes?
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Solucéo do problema:

No anexo encontra-se um modelo medindo 12x24 cm. O calculo sera baseado

nessa folha modelo.

a)
b)
c)
d)
e)

9)

h)

1

4

288 cm’.
72 cm?.
18 cm?.
4,5 cm?.
1,125 cm?.
Sequéncia — (288; 72; 18; 4,5; 1,125)
1
Essa sequéncia € uma PG de razdo Z e primeiro termo 288.
1
Razdo igual a Z

72+18+4,5+1,125+... =7

Se trata da soma dos termos de uma PG infinita, o primeiro termo é 72 e razéo

, aplicando a formula de soma, temos:

S:i_)sz7_2:7_2:96
1-q 1_1 3
4 4

Comentérios finais:

Para melhorar o efeito, vocé pode fazer uma capa: use uma folha de papel do

mesmo tamanho que a folha inicial (serd melhor se for cartolina). Cole-a por fora, como

se fosse capa. Cuidado: cole nela apenas as partes planas do seu trabalho (néo as

salientes).

Esta atividade pode facilmente ser aplicada nas séries finais do ensino

fundamental, de preferéncia 8° ou 9° ano. E Gtima para introduzir a ideia de fractal e

progressdes. E também para trabalhar a ideia de convergéncia e infinito.
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4.6 As séries infinitas

Essa atividade foi adaptada do texto “séries infinitas”, publicado na Revista do

Professor de Matemética — RPM, da Sociedade Brasileira de Matematica, n° 30.

Introducéo:

As séries infinitas sdo conhecidas desde a antiguidade, a primeira a ocorrer na
Histdria da Matematica é uma série geométrica de razdo 1/4, que aparece no calculo da
area da parédbola feito por Arquimedes. Depois disso as séries infinitas s voltaram a
aparecer na Matematica cerca de 1500 anos mais tarde, no seculo XIV. A ideia de série
infinita aparece quando imaginamos a operacdo de somar parcelas sucessivamente sem
que essa operacdo termine apos um namero finito de parcelas somadas. Apresentaremos
uma atividade, para o célculo de uma série, que sera tratada de forma geométrica e

algebricamente.

Roteiro da ATIVIDADE 8 — Séries infinitas
Conteudo:

Séries infinitas e progressao geométrica.

Objetivos:
O objetivo dessa atividade ¢é apresentar de forma simples a soma dos termos de
uma PG de forma algébrica e geométrica. Outro objetivo é trabalhar a ideia de

convergéncia e infinito.

Pré-requisitos:

Progressao geomeétrica.

Publico alvo:

Alunos do 1° ou 2° ano do ensino médio.

Pré-requisitos:

Progressao geométrica.
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cima.

area 1.

Duracéo:
Uma aula (50 minutos).

Recursos materiais:

Cartolina e tesoura.

Problema:

1 1
Calcular geometricamente a sequinte soma 1+ —+—+—+—+...
g ) 27478 16

Instrugdes para solugdo geométrica:
Recorte um quadrado de 30 cm de lado utilizando cartolina.
Assuma a partir daqui que a area do quadrado seja 2 (duas unidades).

Dividimos esse quadrado ao meio através de sua diagonal, excluindo a parte de

Divida o tridngulo excluido ao meio e encaixe uma metade sobre o tridngulo de
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Divida este ultimo tridangulo excluido ao meio e encaixe na figura restante.

1/4

1/4

Repita o processo por mais duas etapas.

Solucéo do problema:
Dando sequéncia ao processo de construgdo, apds as duas etapas percebemos
que a soma tende a completar o quadrado de area 2. Ou seja estamos calculando a soma

da se uintePGl+l+l+l+i+
g > ats Tt

1/2
1/4

1/8
1 1/16

Resolvendo algebricamente temos:

1 1 1
1+ —+—+—-+—

2 4 16
Szi_izlzz
1-q 1_1 1

2 2

Logo a soma é igual a 2.
Comentarios finais:

Essa atividade é uma 6tima oportunidade para visualizar geometricamente a

soma de uma progressao geomeétrica.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Iniciamos este trabalho com o objetivo principal de provocar nossos alunos com
algo desconhecido, mas com a preocupac¢do de utilizar conhecimentos matematicos
acessiveis aos do ensino médio. Outro objetivo também foi o de fixar os conceitos de
progressdo aritmética e geomeétrica através de alguns fractais famosos como, por
exemplo, curva de Koch, floco de neve, triangulo de Sierpinski e arvore bifurcada.

O conceito Geometria Fractal é relativamente novo se comparado a outros
conceitos da matematica. Em um mundo desprovido de formas geométricas perfeitas,
onde proliferam superficies irregulares, dificeis de representar e medir, a Geometria
Fractal apresenta-se como um meio de tratar aqueles fenémenos até agora considerados
imprevisiveis, aleatorios e andmalos, ou seja, caoticos. Ela também vem se mostrando
uma ferramenta extremamente Gtil para muitas ciéncias como mineralogia, biologia,
ecologia, economia, engenharia, geologia, na industria entre outras. Achamos que no
ensino de matematica na educagdo basica a Geometria Fractal pode contribuir para
motivar e integrar varios topicos matematicos.

Iniciamos nosso trabalho com um levantamento histérico sobre o tema e
posteriormente fundamentamos nossa teoria, apresentando de forma breve as definigoes,
teoremas e propriedades, seguidos de exemplos sobre suas aplicages.

Posteriormente apresentamos as atividades, que vem a ser o objetivo principal de
nosso trabalho. Estas permitem desenvolver a capacidade de investigacdo de nossos
alunos e de certa forma, motiva-los com um tema novo em nivel de ensino médio.
Nossas atividades visam promover a busca de padrdes e regularidades, e em seguida
formular generalizaces em situacOes diversas como, por exemplo, no contexto
numeérico e geometrico. As atividades propostas foram tratadas de forma independente
de suas construcdes, permitindo ao professor aplica-las somente em sala de aula sem o
uso de laboratério se preferir, como também unir sala de aulas e laboratorio e por fim se
ele assim desejar pode ficar somente no laboratorio.

Para finalizar apresentamos no apéndice os formularios das atividades propostas
e um breve comentario sobre os fractais.

Esperamos ter contribuido de alguma forma a todos aqueles que dispuseram de

tempo e paciéncia para a leitura dessa obra.
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6. APENDICE
ATIVIDADE 1 - CURVA DE KOCH

Escola:
Ano: Turma: Data: / /
Aluno(a):

Instrucdes para construcéo da curva de Koch:

1-considerar um segmento de reta;

2-dividir o segmento em 3 partes iguais, substituir o segmento central por uma
triangulo equilatero sem base;

3-repetir cada um dos passos anteriores para cada um dos segmentos da nova
figura.

Nivel 0 (zero) —

Nivel 1 -

Nivel 2 — /\
A A

Considerando que o comprimento inicial da curva de Koch seja 1 (uma unidade),
complete a seguinte tabela:

Nivel N° de Comprimento Comprimento
segmentos de cada total da
segmento curva
0
1
2
3
n

a) A sequéncia dos valores da coluna “comprimento de cada segmento”, esses valores
formam uma PG, PA ou uma sequéncia qualquer? Justifique.

b) A sequéncia dos valores da coluna “comprimento total da curva”, esses valores
formam uma PG, PA ou uma sequéncia qualquer? Justifique.
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ATIVIDADE 2 - FLOCO DE NEVE

Escola:
Ano: Turma: Data: / /

Aluno(a):

Instrugdes para construcéo do floco de neve:

1) Construa um triangulo equilatero;

2) Aplicar a curva de Koch em cada lado de um triangulo equilatero;
3) Aplicar a curva de Koch em cada novo segmento;

4) Repetir 0 passo anterior para cada novo segmento.

AN E I

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

Em relagdo aos 3 primeiros niveis do floco de neve (nivel zero, nivel um e nivel
dois) e considerando o comprimento do lado inicial do triangulo como 1, complete a
seguinte tabela:

Nivel N° de Comprimento de | Comprimento
segmentos cada lado total da curva

0

1

2

n

a) A sequéncia dada pelos valores da coluna “comprimento de cada lado”, formam uma
PA, PG ou uma sequéncia qualquer? Justifique.

b) A sequéncia dada pelos valores da coluna “comprimento total da curva”, formam
uma PA, PG ou uma sequéncia qualquer? Justifique.
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ATIVIDADE 3 - FLOCO DE NEVE

Escola:
Ano: Turma: Data: / /

Aluno(a):

Instrugdes para construcéo do floco de neve:

5) Construa um triangulo equilatero;
6) Aplicar a curva de Koch em cada lado de um triangulo equilatero;

7) Aplicar a curva de Koch em cada novo segmento;
8) Repetir 0 passo anterior para cada novo segmento.

AN

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

Considere o floco de neve até o nivel 2, e partindo de uma lado 1 complete a

seguinte tabela:
Nivel Area de cada N° de Soma da area
triangulo triangulos total
inserido inseridos
0
1
2

Em seguida calcule a area total da figura até o nivel 3.
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ATIVIDADE 4 - TRIANGULO DE SIERPINSKI

Escola:
Ano: Turma: Data: / /
Aluno(a):

Processo de construcdo do tridngulo de Sierpinski:

Passo 1— Considerar inicialmente um triangulo eqiiilatero;

Passo 2— Marcar os segmentos dos pontos médios formando 4 triangulos
equilateros;

Passo 3— Remover o tridngulo central;

Passo 4— Repetir em cada um dos tridngulos ndo eliminados os passos 2 e 3;

Passo 5— repetir o passo 4 sucessivamente.

Observe as seguintes figuras e seus niveis respectivos:

A AAAA
A A

AA AA

&k A A

AAAAAAAA

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel

PARTE 1: Considerando inicialmente um triangulo equilatero de lado medindo
1 (uma unidade), complete a seguinte tabela referente aos 4 primeiros niveis do
“Tridngulo de Sierpinski”.

Numero Comprimento do Perimetro Perimetro
Nivel de lado de cada de cada
A A - total
triangulos triangulo triangulo
0
1
2
3
n
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Observe as sequéncias dos valores das colunas “perimetro de cada triangulo” e
“perimetro total”, classifique cada uma delas em PA, PG ou uma sequéncia qualquer.
Justifique sua resposta.

PARTE 2: Considerando inicialmente um triangulo equilatero de lado medindo
1 (uma unidade), complete a seguinte tabela referente aos 4 primeiros niveis do
“Triangulo de Sierpinski”.

. NGmero de Area de cada .
Nivel < . Area total
triangulos triangulo

Observe as sequéncias dos valores das colunas “drea de cada triangulo” e “area
total”, classifique cada uma delas em PA, PG ou uma sequéncia qualquer. Justifique sua
resposta.
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ATIVIDADE 5 - ARVORE BIFURACADA

Escola:
Ano: Turma: Data: / /
Aluno(a):

A seguir o roteiro para obtermos uma arvore bifurcada (angulo de bifurcacdo
120° e escala de reducéo de meio).

Passo 1 - Iniciamos a curva com um segmento vertical de tamanho L;

Passo 2 - Aplicamos sobre este segmento inicial um fator de reducéo % ;

Passo 3 - Inserimos dois segmentos de forma bifurcada junto a extremidade
superior do segmento inicial, com &ngulo de bifurcacdo de 120°e com o tamanho obtido
na reducdo do nivel anterior;

Passo 4 - Repetimos, indefinidamente, os passos 2 e 3 em cada um dos novos
segmentos.

Observe logo abaixo 0s primeiros niveis da arvore bifurcada.

Nivel zero Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
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Partindo de um segmento de comprimento 1 (uma unidade), complete a seguinte

tabela referente a uma “arvore bifurcada” onde o fator de reducdo ¢ meio e angulo de

bifurcacdo de 120°.

Comprimento

. N°de novos | NC°total de Comprimento
Nivel de cada novo
segmentos segmentos total da curva
segmento
0
1
v\ 9

a) A sequéncia referente ao nimero de novos segmentos € uma PA ou PG?

b)

d)

Justifique sua resposta.

A sequéncia referente ao comprimento de cada novo segmento é uma PA ou

PG? Justifique sua resposta.

A sequéncia referente ao comprimento total da curva € uma PA ou PG?

Justifique sua resposta.

Para um nivel muito elevado, por exemplo maior que 1000 (mil), o

comprimento de cada novo segmento se aproxima de quanto?
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ATIVIDADE 6 - FRACTAIS COM RECORTES DE PAPEL

------

s e bt
.......................
..........

- - -
----------------------
- ————— ———
..........
----------------- -, -
..........

- - - - - p———
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