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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo ser um instrumento de auxilio para o professor de ma-
teméatica da Educagao Bésica, no desenvolvimento de aulas de Aritmética. Contém algumas
aplicagoes de congruéncia, presentes no dia-a-dia, sendo elas: Critério de Divisibilidade, A
Prova dos Noves, Codigo de Barras e Sistema de Identificacao ISBN. Antes das aplicacoes,
foi feito um embasamento tedrico sobre Aritmética Modular. As aplicacoes aqui expostas nao
costumam estar presentes nos atuais livros didaticos da Educacao Basica. No entanto, po-
dem ser tteis para o aprendizado dos alunos, no sentido de servirem como novas ferramentas
de célculo, trazendo agilidade e simplicidade na resolugao de problemas mateméticos. Além
dessas aplicacoes serem interessantes aos olhos dos alunos, a Aritmética Modular é utilizada
na solucao de diversos problemas da atualidade.

Palavras-chave: Aritmética. Divisao Euclidiana. Congruéncia.
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Abstract

This paper aims to be a tool to aid the math teacher of Basic Education in developing lessons
Arithmetic. Contains some congruence applications, present in the day by day, namely: Divi-
sibility Criterion, The Proof of Nines, Barcoding and Identification System ISBN. Before the
application was made on a theoretical basis Modular Arithmetic. The applications presented
here are usually not present in current textbooks of Basic Education. However, it may be
useful for student learning, to serve as new calculation tools, bringing speed and simplicity
in solving mathematical problems. Besides these applications are interesting in the eyes of
the students, the Modular Arithmetic is used in solving various problems of today.

Keywords: Arithmetic. Euclidean Division. Congruence.
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria dos Nimeros é o ramo da matematica que estuda propriedades dos
ntimeros em geral. Ela pode ser dividida em varios campos, sendo um deles chamado Teoria

Elementar dos Numeros, que estuda propriedades dos niimeros inteiros.

Uma das ferramentas importantes da Teoria Elementar dos Numeros é a Aritmé-

tica Modular, que envolve o estudo de congruéncias no conjunto dos nimeros inteiros.

A principal motivacao para a escolha do tema “ Aritmética Modular” para esse tra-
balho foi a sua pertinéncia na solucao de diversos problemas atuais. Muitos desses problemas
estao relacionados ao crescente uso das tecnologias de comunicagao, principalmente a internet,
e vém sendo resolvidos com o auxilio da Aritmética Modular. Duas importantes aplicagoes da
Aritmética Modular sao a Criptografia e os Codigos de Barras. A primeira faz a codificacao
de senhas ou de outros contetidos que necessitem de sigilo absoluto, proporcionando-lhes a
protecao necesséria. Ja os codigos de barras sao usados pelo mundo todo para a identificacao
de produtos, o que facilita muito a organizacao de estoques, além de agilizar o processo de
compras e vendas. Além disso, existem véarios problemas da matematica, os quais podem ter

a sua resolucao agilizada se usarmos em sua solucao propriedades da Aritmética Modular.

O objetivo principal deste trabalho é o de servir como uma ferramenta para o
planejamento de aulas de matemaética, para professores do ensino basico, principalmente os
do ensino médio, que estejam dispostos a utilizar no decorrer de suas aulas, as aplicacoes
de Aritmética Modular aqui contidas, mostrando aos seus alunos que essa Aritmética esti

presente no dia-a-dia e o quanto sao importantes as suas aplicacoes.



A utilizacao de aplicagoes em forma de exemplos, principalmente na introducgao
de alguns conteiidos matematicos, tem sempre como meta, torna-los menos abstratos e mais
interessantes para os alunos, permitindo-lhes reconhecé-los como algo real, aplicavel, que
pode ser usado por eles em situagoes do cotidiano, e nao s6 dentro da sala de aula, durante

as aulas de matematica.

E esperado ainda que, a partir deste trabalho, muitos outros possam surgir, para
completa-lo e enriquecé-lo ainda mais, com outras aplicacoes de Aritmética Modular que
possam ser adequadamente utilizadas nas aulas ministradas por professores de matematica

da Educacao Basica.



Capitulo 2

Aritmética Modular

2.1 Um Pouco da Histo6ria

Muitos problemas, tratados em Teoria dos Niumeros, tém o enunciado de facil
interpretacao, porém existem varios problemas deste tipo em aberto, isto ¢, que continuam

sem solugao.
Para exemplificar, pode-se citar a Conjectura de Golbach, formulada em 1746:

“Todo numero par maior do que 2 pode ser escrito como soma de dois niumeros

primos”.

Um teorema famoso, conhecido como “ O Ultimo Teorema de Fermat”, enunciado

por Pierre de Fermat no século XVII, s6 foi provado em 1995.

Embora nao fosse um matematico por profissdo, Pierre de Fermat (Franga, 1601-
1665) dedicava parte do seu tempo para estudar matemadtica e muito contribuiu para o
desenvolvimento da Teoria dos Numeros. Além disso, Fermat também deu contribuicoes
importantes ao Calculo Diferencial e Integral e & Geometria, por exemplo. Ele costumava
propor diversos desafios para matematicos da época, os quais se empenhavam em soluciona-
los. Seu tltimo desafio, o "Ultimo Teorema de Fermat", logo abaixo, é um exemplo de

enunciado muito facil de se entender:

Teorema: A equacao z" + y"™ = 2™, ndo possui solucao inteira, nao trivial, para n natural,



n > 3.
Observacao: Uma solugao é chamada trivial se z -y - 2 = 0.

Fermat costumava fazer anotagoes sobre seus estudos nas margens de seus livros
e o Unico indicio deixado por ele sobre a prova deste teorema é uma observacao feita em 1637

na sua copia do livro “Aritmética”, do grego Diofanto.

Na margem do Problema 8 do Livro 2 Fermat Escreveu:

“Eu descobri uma demonstracao verdadeiramente maravilhosa disto, que toda

via esta margem nao € suficientemente grande para cabé-la”| 7 |.

A partir dai, o Ultimo Teorema de Fermat se tornou objeto de estudo de muitos
matematicos que tentaram por muitos anos demonstra-lo. Até mesmo, prémios em dinheiro
foram oferecidos aquele que conseguisse tamanha facanha. As tentativas foram muitas, mas

conseguiam no maximo provar o teorema para casos particulares.

Enfim, em 1995, o Ultimo Teorema de Fermat foi demonstrado pelo matematico
inglés Andrew Wiles. Andrew utilizou como base a conjectura Taniyama-Shimura, feita pelos
matematicos Yutaka Taniyama e Goro Shimura. Andrew tinha interesse no teorema desde
os dez anos de idade, porém s6 aprofundou seus estudos, secretamente, sete anos antes da
descoberta. Como recompensa Andrew recebeu um prémio de $50.000 libras da Fundacao
Wolfskhel.

O livro "O Ultimo Teorema de Fermat" de Simon Singh, conta toda a historia do

teorema.

Mesmo ap6s o feito de Andrew Wiles, os mateméticos tentam até hoje desvendar

o mistério de como seria a demonstracao original de Fermat.

Apesar do “ Ultimo Teorema de Fermat” nao ter aplicacdes imediatas, na tentativa
de demonstra-lo foram desenvolvidas muitas ideias e ferramentas matemaéticas que tomaram
rumo proprio e encontraram aplicacoes praticas. Uma aplicagao importante ¢ o uso dessas

ferramentas em Criptografia.



2.2 Principais Conceitos e Teoremas

"Determinar quantas vezes uma parte cabe em outra", "dividir uma quantidade
em partes iguais", sao frases muito comuns nos livros didaticos de matematica da Educacao
Basica, nos capitulos que tratam sobre divisao de niimeros inteiros. Na verdade, essas frases

fazem parte de uma das principais propriedades dos niimeros inteiros, a Divisdo Fuclidiana.

2.2.1 Algoritmo da Divisao

Neste trabalho, considera-se os conjuntos Z dos nimeros inteiros e N dos nimeros
naturais, com suas operagoes de multiplicacao () e adi¢ao (+) e a relagdo de ordem <, com
suas propriedades ja conhecidas. Além disso, considera-se o inteiro 0 como ntimero natural e

o Principio da Boa Ordenacao em N.
Observacao: Principio da Boa Ordenacao.

Todo subconjunto nao vazio X do conjunto N dos nimeros naturais, tem um

menor elemento, isto é, existe my € X tal que my < z para todo x € X.

Proposicao 1. (Divisao Euclidiana em N) Dados dois niimeros naturais quaisquer, a e b,

com a > 0, existem dois inicos ntimeros naturais ¢ e 7, com 0 < r < a, tais que, b = qa + .

Os inteiros r e ¢ sao chamados, respectivamente, de resto e quociente da divisao

de b por a.

Demonstracao:

(Existéncia)
Casoa > b, tem-se g=0er=>b,ouseja,b=0-a+0b, em que 0 < b < a.
Casob=a, tem-se g=1er=0,ouseja,b=1-a+0,em que 0 <0 < a.

Caso a < b, considere a seguinte lista de niimeros, enquanto todas as diferencas

forem nimeros naturais:

b,b —a,b—2a,b—3a,....b —na,... (1)



Essa lista de nimeros naturais é decrescente, logo finita, portanto a lista (1) possui
um menor elemento. Chamando de 7 0o menor elemento da lista (1), entdo existird um nimero

natural ¢, tal que r = b — qa.

b,b —a,b—2a,b— 3a,...,b — qa (iltimo nimero natural da lista).

Como r é um namero natural, 0 < r. Agora basta verificar que r < a.

Suponha que r > a, entao existe um niimero natural ¢, com ¢ < r, tal que r = c+a.
Dati,

r=c+a=b—qga=c=b—qga—a=c=b—(q+1)a.

Mas, se ¢ = b — (¢ + 1)a, entdo ¢ ¢ um elemento da lista (1) menor do que . O

que contradiz a hipotese, pois r é o menor elemento da lista (1), com r = b — qa.
Portanto, b = aq+r com 0 < r < a, o que prova a existéncia de q e r.
(Unicidade)

Sejam b=qga+reb=q¢a+7r,com0<r<ae0<r" <a Suponha,sem perda

de generalidade, que r < 7/, tem-se que:

r<r=0<r—-—r=—da+qa=(q—q)ae

0<r<r<a=0<r-—-r<a.

Dali,

0<(g—¢la<a=0<q—¢<l=¢—-q=0=q=¢

Logo, r = 1.

Portanto, r e ¢ sao tnicos tais que b =qa +r, com 0 < r < a.



Exemplo 1. Escreva a lista (1) para os seguintes valores de a e b:

(i) a =3 e b= 10.
Tem-se a seguinte sequéncia:
10,10 - 3,10 - (2 x 3), 10 - (3 x 3);
10, 7,4, 1
Assim, 10=3-3+4+ 1, ouseja,g=3er=1.
(ii) a=10e b= 3.
Neste caso, como b < a, tem-se:
3=0-10+3,0useja,g=0er=3.
(i) a=2e b=22.
A sequéncia sera:

22,22 -1-2,22-2-2,22—-3-2,22—-4-2,22—-5-2,22—-6-2,22—7-2,22—8-2, 22 —
9.2,22-10-2,22—2-11

ou seja,
22, 20, 18, 16, 14, 12, 10, 8, 6, 4, 2, 0.
Resultando em 22 =11-2+0, 0 que da, g =11 e r = 0.
Sempre que r = 0, isto é, b = qa, diz-se que b é multiplo de a ou que b é divisivel
por a.

Pode-se estender o algoritmo anterior para o conjunto dos nimeros inteiros, con-

forme mostra a seguinte proposicao:



Proposicao 2. (Algoritmo da Divisdo) Sejam a e b nameros inteiros com a > 0, entdo

existem Tinicos r e ¢, inteiros, tais que:

b=qa+r 0<r<a,

em que r é o resto e g é o quociente da divisao de b por a.
Demonstracao:
(Existéncia)

O caso de b ser um nimero natural ja foi estudado na proposicao 1. Analisa-se
agora, como ficariam o quociente e o resto, para a divisao de um nimero inteiro negativo.

Suponha que b < 0, logo, —b > 0.

Da proposicao 1, tem-se que existem tnicos ¢’ e v’ tais que —b = ¢’a + 1/, em que
0 <71’ < a. Dai,

—b=qda+r=>b=—da—r=b=—da-—a+a—1" =

b=(—¢ —-1la+a—-1,0<a—-71"<a

Dessa forma, ¢ = (—¢' — 1), cumpre o papel do quociente, enquanto que r = a —r’

representa o resto da divisao de, b por a.
(Unicidade)

Devido a unicidade de ¢’ e de r’ provada na proposicao 1, fica garantida a unici-

dade de q e 7.

Exemplo 2. Ana, Beto e Carlos, possuem uma conta em conjunto com saldo devedor de
550 reais. Eles querem dividir o valor igualmente e pagar essa divida através de um deposito
em dinheiro no caixa eletrénico. Sabendo que nao é permitido colocar moedas no envelope,
qual sera o saldo da conta apoés os trés terem depositado o mesmo valor, sendo este valor a

menor quantia necessaria para quitar a divida?



Solucao:

Fazendo a divisao euclidiana da divida de 550 reais, por 3, tem-se:

—550 = (—184) -3 +2

Portanto, Ana, Beto e Carlos irao depositar 184 reais cada um e sobrarao 2 reais

de saldo positivo na conta.
Observacao: (Definicdo de niimero par e de niimero impar)

Seja a € Z. Considere a divisao euclidiana de a por 2. Tem-se que a = 2¢ + r em

quer =0our=1.

Dessa forma, diz-se que um nimero natural é par se deixa resto zero na divisao

por 2 e é impar se deixa resto 1 na divisao por 2. Assim,

Z={2q;q€ Z} U{2q+ 1;q € Z} = {ndmeros pares} U {ndmerosimpares} .
Exemplo 3. Prove que o produto de dois niimeros inteiros consecutivos é sempre par.
Solugao:

Considere dois niimeros inteiros consecutivos, n e n + 1. Tem-se que n = 2¢q ou
n=2q+1. Donden(n+1)=2¢(2¢+1)oun=(2¢+1)(2¢+2)=2(2¢+1)(¢+1).

Portanto, o produto de dois nimeros inteiros consecutivos é sempre par.

2.2.2 Divisibilidade

Definicao 1. Sejam a, b € Z. Diz-se que a divide b quando existe q € Z, tal que b = qa.

Notacao:

Caso a divida b, escreve-se: a|b (16-se: a divide b, ou a é um divisor de bou b é

um multiplo de a).
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Caso a nao divida b, escreve-se: a1 b (16-se: a ndo divide b).
Exemplo 4. Tem-se que 5 | 35, pois 35 = 7-5.
Observagao: Se b # 0 e a|b, o inteiro ¢ nas condigoes da defini¢ao é tnico e é denominado
quociente de b por a, indicado por ¢ = g De fato, se b=a-q¢=a-¢ entdo a- (¢—¢') =0,
em que a # 0, e dai ¢ = ¢'.
Quando a = 0 divide b, tem-se que b = 0 e neste caso 0 = 0-¢, para todo ¢ inteiro.
Assim, pela definicao, % é uma indeterminacao.
Exemplo 5. Tem-se que 5| 35 e 7 = %
Proposicao 3. Sejam a, b, ¢ e d nameros inteiros quaisquer. Entao valem:
(i) 1|a,alaealO.
(ii) Se a|beb|c, entao aec.
(iii) Se a|b e c|d, entdo (ac)| (bd).
(iv) Se a|be alc, entdo a|(b+ c).
(v) Se a|b entdo para todo m € Z, tem-se que a| (mb).
(vi) Se a|be alc, entdo para todos m, n € Z, tem-se que a | (mb + nc).
(vii) alb & a| —b< —a|bs —al| —b.
(viii) Se a|be b# 0, entao |a| < |b].
(iz) Se b|a e a|b, entdo a = +b.
(z) Se a|1, entdo a = +£1.

Demonstracao:

(i) Tem-se que, 1]a poisa=1-a, a|a poisa=1-a e por fim, a|0 pois 0 =0-a.



11

(ii) Se a|b e b|c, entdo existem niimeros inteiros q; e ¢o, tais que b = qa e ¢ = gab,

substituindo a primeira equacdo na segunda tem-se, ¢ = (¢2q1)a, logo, a|c.

(#ii) Se a|b e c|d, entao existem nimeros inteiros q; e g, tais que b = qra e d = goc,
multiplicando ordenadamente a primeira e a segunda equacao tem-se, bd = (q2q1)ac, logo,
ac | bd.

(iv) Se a|b e a|c, entdo existem nimeros inteiros ¢; e gq, tais que b = qra e ¢ = gaa, somando

membro a membro as duas equagoes tem-se, b+ ¢ = q1a + gaa = (g2 + ¢1)a, logo, a| (b+ c).

(v) Se a|b entdo existe um nimero inteiro ¢, tal que b = ga, multiplicando a equagao anterior

por um ndmero inteiro m, tem-se que mb = (¢gm)a, logo, para todo m, tem-se que a | mb.

(vi) Se a|b e alc, entdo existem nameros inteiros ¢ e ¢, tais que b = qa e ¢ = @oaq,
multiplicando a primeira equagao por m e a segunda por n, sendo m e n inteiros, tem-se:
mb = ¢gyma e nc = gana, em seguida, somando membro a membro as duas tltimas equacoes,

obtém-se mb + nc = qyma + gena = (@rm + gan)a, logo a | (mb + nc).
(vit)

alb = b=qa,qe€Z < —b=(—qla, (—q) € Z <= b= (—q)(—a), (—q) € Z <
—b=¢q(—a), ¢ € Z.

(viti) Se a|b com b # 0, entao existe um inteiro ¢ # 0 tal que b = qa, logo,

[b] = |qal = [q| - |a] = [al.

(iz) Suponha que b|a e a|b. Se a =0 ou b =0, tem-se, a = b = 0. No caso a,b # 0, tem-se,

pelo item (wviii) desta proposicao, |a| < |b| e |a| > |b| logo, |a|] = |b|, ou seja, a = +b.

(z) Suponha que a|1. Do item (i) desta proposi¢ao, 1 |a para todo a inteiro. Logo, pelo

item anterior (iz), tem-se que a = +1.

Proposicao 4. Sejam a, b, ¢ € Z, tais que a| (b+ ¢). Entao

albsalc.
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Demonstracao:
Suponha que a | (b+ ¢). Entdo, existe um nimero inteiro ¢, tal que b+ ¢ = qa.
(=)

Suponha ainda, que a|b, entdo existe ¢; tal que b = ag;. De b+ ¢ = ga e de
b = aq, tem-se que aq; + ¢ = aq. Dai, ¢ = a(q¢ — ¢1), como ¢ — q; € Z , pode-se concluir que

alc.

A demonstracao da reciproca é analoga.

Exemplo 6. Sejam a, b € Z e n € N. Tem-se que (a —b) | (a™ — b").

Soluc¢ao:

Pode-se escrever,

a" —b"=(a—=b)(a" ' +a" b+ + D).

Logo, (a —0b) | (a™ —b").

Exemplo 7. Sejam a, b € Z e n € N. Tem-se que (a + b) | (a** + p>" 1),

Solucgao:

Pode-se escrever,

a+b=a—(=b).

Segue do exemplo anterior que:

a — (—b) ‘ (a2n+1 - (_b>2n+1) = a4+ b| <a2n+1 + an+1)'
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Portanto, (a + b) | (a***! + p?"+1).

Exemplo 8. Sejam a, b € Z e n € N. Tem-se que a + b| (a** — v*").

Solucao:

Escrevendo, a + b = a — (—b). Tem-se, do exemplo 6 que:
a—(=b)|(a® — (=0*") = a+b| (a®™ — b™).

Portanto, a + b| (a®" — v*").

Exemplo 9. (OBM) Prove que se n é fmpar, entao 8 divide n? — 1.

Solucao:

Suponha n impar, isto é, n = 2k + 1, k € Z. Dai,
n?—1=2k+1)°—1=4k>+4k+1—1=4k(k+1).

Como, k e k + 1, sdo nimeros consecutivos, tem-se do exemplo 3, que 4k (k 4+ 1) =
4.2t =8t,t€Z.

Portanto, 8 divide n? — 1.

Exemplo 10. Mostre que 13|27 + 37,

Solucao:

Escrevendo,
270+ 370 = (22" + (3%)” = 4% 4 9.

Pelo exemplo 7, (a +b) | (a®™ + *" ). Assim, fazendo a = 4, b =9 e n = 17,

segue que:

449 (435 4 9%) = 13270 4 370,
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2.2.3 Maximo Divisor Comum

Seja a um numero inteiro. Indica-se por D(a) o conjunto dos divisores de a. Por

exemplo:
D(18) = {-1,1,-2,2,-3,3,—6,6,—9,9, —18, 18}.
Observe que para qualquer inteiro a # 0, tem-se que D(a) é finito.
Seja m um namero inteiro. Indica-se por Zm o conjunto dos miltiplos de m.
Assim,

Zm = {0,—m,m,—2m,2m,—3m,3m, ...}

que pode ser representado por

Zm ={x-m;x € L}.

Por exemplo:

Z -2 = {.I’ 2,.’17 € Z} = {O, *2727*474a 76, 67}

Defini¢ao 2. Um inteiro d é dito um divisor comum de a e b se d|a e d|b.

Indica-se por D(a,b) o conjunto dos divisores comuns de a e b.

Observacao: Se a e b ndo sdo simultaneamente nulos, o conjunto D(a, b) é finito. De fato,

D(a,b) = D(a) N D(b), onde pelo menos um dos conjuntos é finito.

Definicao 3. Sejam a e b inteiros, nao simultaneamente nulos. Chama-se mdrimo divisor

comum de a e b, indicado por mdc(a, b), o maior de seus divisores comuns. Assim,

mdc(a,b) = MaxD(a,b)



15

Observacoes:

1. Como a # 0 ou b # 0, D(a,b) é finito, assim sempre possui um maior elemento e
mdc(a,b) > 1.

2. Da definicdo, segue que mdc(a, b) = mde(b, a).

Exemplo 11. Encontre os divisores comuns e o maximo divisor comum de:

16 e 24

Primeiramente, determina-se os divisores de 16 e de 24 separadamente:
D(16) = {—1,-2,—4,-8,-16, 1, 2, 4, 8, 16} .

D(24) ={-1,-2,-3,—-4,—6,—-8,—-12,—24, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}.
Em seguida, toma-se os divisores comuns.

D(16,24) = {—1,-2,—4,-8, 1, 2, 4, 8}.

Portanto, mdec(16,24) =8

Observacao: Entre todos os divisores comuns a 16 e a 24 os dois que possuem o maior
modulo, -8 e 8, tém a propriedade de ser multiplo de todos os outros divisores comuns a 16
e a 24.

Exemplo 12. Encontre os divisores comuns e o maximo divisor comum de:
15 e 45

Os divisores de 15 e de 45 sao:

D(15) = {—1,-3,—-5,—15, 1, 3, 5, 15}.

D(45) = {—1,-3,—-5,—15,—45, 1, 3, 5, 15, 45}.

Os divisores comuns a 15 e 45 sao:

D(15,45) = {—1,-3,—5,—15, 1, 3, 5, 15}.
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Portanto, mde(15,45) = 15.

Observacao: Entre todos os divisores comuns a 15 e a 45 os dois que possuem o maior
modulo, -15 e 15, tém a propriedade de ser multiplo de todos os outros divisores comuns a
15 e a 45.

A seguir algumas propriedades do méximo divisor comum, d = mdc(a, b), de dois
numeros naturais a e b, nao simultaneamente nulos, as quais sao consequéncias imediatas da

definicao de mdec.

Se d & o maximo divisor comum de a e b, entao d também é o maximo divisor comum

de ae-b,-aebd e-ae-b

Se a # 0, entdo mdc(a, 0) = a;

mde(a, 1) =1,

al|b< mde(a, b) = a.

Proposicao 5. Considere m um inteiro e Zm o conjunto dos miltiplos de m. Tem-se que:

(i) Se «a, B € Zm, entdao a+ € Zm.
(ii) Se « € Zmea € Z, entdo o - a € Zm.
Demonstracao:

(7) De fato, se a, 5 € Zm, existem z e y, nimeros inteiros, tais que o = xm e § = ym, assim,
a+ f=xzm+ym = (x4 y)m. Portanto, o + 3 € Zm.

(i) De a € Zm, existe um nimero inteiro z tal que o = zm. Multiplicando, « por a tem-se:

a-a=xrma=xam.

Portanto, o - a € Zm.
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Definicao 4. Sejam m e n nimeros inteiros. O conjunto indicado por Zm + Zn é definido
do seguinte modo:
Zm +7Zn ={x+y;, x € Zm,y € Zn}.

Exemplo 13. Observe que m = 1-m+0-n,n=0-m+1-n—m = (—1)-m+0-n,

—n =0-m+ (—1) - n, portanto m,n, —m,—n € Zm + Zn.

Proposicao 6. Sejam m e n niimeros inteiros. Tem-se que:

(i) Se «, B € Zm + Zn, entdo o+ f € Zm + Zn
(i1) Se o« € Zm + Znea € Z, entdo - a € Zm + Zn
Demonstracao:

(i) Suponha que «, § € Zm + Zn, entdo existem z, y, z e w, nimeros inteiros, tais que

a=xm+yne [ =zm—+ wn. Assim,

a+p=zm+yn+zm+wn=(x+z)m+ (y+ w)n.

Portanto, a + 8 € Zm + Zn.

(i1)De « € Zm + Zn exitem ntimeros inteiros z e y tais que o = xm + yn. Multiplicando, «

por a tem-se:

a-a=(xm+ yn)a = xam + yan.

Portanto, o - a € Zm + Zn.

Teorema 1. Sejam m e n inteiros nao simultaneamente nulos. Entao existe um inteiro d > 0
tal que Zm + Zn = Zd.
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Demonstracao:

Considere o conjunto, indicado por J* definido do seguinte modo:

Jt ={x € Zm + Zn;x > 0}.

Como m,n,—m, —n € Zm + Zn, tem-se que J© nao é um conjunto vazio.

Para provar que Zm + Zn = Zd, considere d € J* tal que d é o menor elemento

de J*. Tem-se que d > 0 e existem inteiros r e s tais que d = rm + sn.

Tomando um elemento qualquer de Zd, o qual é da forma xd = z(rm + sn) =
(xzr)m + (zs)n, logo também um elemento de Zm + Zn. Portanto Zd C Zm + Zn.

Por outro lado, tome a € Zm + Zn. Considere a divisao euclidiana de a por d,

a=qd+r,emque 0 <r <d.

Suponha r > 0. Como a, d € Zm + Zn tem-se pela proposicao 6 que r = a—dq €
Zm + Zn e dai, r € JT. Uma contradicao pois r < d e d é o menor elemento de J+.
Concluindo assim que » = 0 e dai ¢ € Zd. Mostrando assim, que Zm + Zn C Zd e a

demonstracao esté concluida.

Proposicao 7. Se m e n sao inteiros, nao simultaneamente nulos e Zm + Zn = Zd, onde
d > 0, entao d = mdc(m,n).

Demonstracao:

Como m,n € Zd= Zm + Zn, d é um divisor comum de m e n. Além disso, como
d € Zd = Zm+Zn, d = rm+ sn, donde todo divisor comum, d’, de m e n divide d, portanto

d é o maior dos divisores comuns de m e n.
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Corolario 1. (Teorema de Bézout) Se d = mdec(m , n), entdo existem niimeros inteiros z e

y, tais que d = mx + ny.

Corolario 2. (Caracterizagao do mdc(a,b)) Sejam a e b nimeros inteiros nao simultanea-

mente nulos, d > 0 é o maximo divisor comum de a e b, se, e somente se:

(i) dlaed]|b
(ii) Se d’ é um namero inteiro tal que d'|a e d'|b, entao d'|d.

A caracterizacao do mdc dada pelo corolario anterior, era utilizada por Euclides

como definicao para o mdc.
Lema 1. (Lema de Euclides) Sejam a, b, n € Z. Entao, mdc(a, b) = mdc(a, b — na).
Demonstracao:

Considerando mdc(a, b — na) = d, segue que d|a e d|b — na. Donde d|na, e
d|b—mna+na. Assim, d|a e d|b.

Se d’ é um divisor comum de a e b, entao d’ divide a e b — na logo, d’ divide d.

Portanto, mdc(a, b) = d.

O algoritmo apresentado a seguir, foi usado por Euclides a mais de dois milénios
e continua sendo até hoje, uma o6tima ferramenta para encontrar o méaximo divisor comum

de dois niimeros inteiros.

2.2.4 Algoritmo de Euclides

Como mdc(a,b) = mdc(a, —b) = mdc(—a,b) = mdc(—a, —b), vamos considerar
a,b>0.
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Para determinar o méaximo divisor comum de dois ntimeros inteiros a,b > 0,
deve-se primeiramente efetuar a divisao euclidiana de b por a. Assim, existem tnicos ¢; e

inteiros tais que b = aq; + 71, 0 < ry < a.

Em seguida, efetua-se a divisao de a por r;. Novamente, existem tinicos ¢, € 79

inteiros tais que a = r1qs + 12, 0 < 1y < 71

Observe que esse processo de divisao ¢ finito, pois a lista de restos é estritamente
decrescente e estd contida no conjunto dos niimeros naturais. O processo continua, até que
se tenha 7, = 0. Como o primeiro resto (0 < r; < a) é menor do que a, nao haveré nessa

sequéncia mais do que a termos. Assim,

b=aq +7r,0<r <a
a="r1q+ 19, 0 <19 <1

ri="12q3+ 13, 0 <13 <1

Tne4 = Tn_3qn-2 + Tp_2, 0 <10 <73
T'n—3 = T'n—2qn—1 + Tn—1, 0 S Tn—1 < Tp—2

Tn—2 = Tn—1qn + Tn, 0 <rp < Tpot

Ilustrando essas divisoes sucessivas, tem-se a seguinte tabela:

q1 | 92 | g3 Gn—1 dn
blal|ri|re| - | Thoo | Tho1 =mde(a, b) |, =0
T | re | 3| Ty n 0

Tabela 2.1: Algoritmo de Euclides



21

Como 1, = 0, tem-se que 7,1 | 7—2, € assim 0 mdc(rp—o,Tpn—1) = rn_1.

Considerando o Lema de Euclides, conclui-se que:

mdc(a, b) = mdc(a, r1) =mde(ry, r2) = mdc(ray, r3) = -+ = mdc(rn—2, Th-1) = Tn1

Definigao 5. Diz-se que dois niimeros naturais a e b, sao primos entre si, se o mdc(a, b) = 1.

Exemplo 14. Cilculo de méximos divisores comuns.

a)mdc(14, 35) = mdc(14, 21 =35 —14) =mdec(14,7=21 —14) =mde(7T=14-7,7) =7
b) mdc(81, 64) = mdc(17, 64) = mde(17, 13) =1

¢) mde(—1,8) =1

d) mde(4a, 7a) = mdc(4a, 3a) = mde(a, 3a) = mdc(a, 0) = a.

Proposicao 8. Dois niimeros inteiros a e b sao primos entre si se, € somente se, existem

nimeros inteiros r e s tais que ra + sb = 1.

Demonstracao:

(=)

Sejam a e b dois inteiros primos entre si, ou seja, mdc(a, b) = 1. Assim, pelo

Teorema de Bézout, existem r, s, nimeros inteiros, tais que ra + sb = 1.
(<)
Seja d = mdc(a, b), entdo d|a e d|b, implica que d| (ra + sb), ou seja, d|1.

Portanto, d = 1.
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2.2.5 Numeros Primos

"Numeros: eles desempenham um papel and-
logo ao dos dtomos na estrutura da maté-
ria. Todos os outros mumeros podem ser ob-
tidos através de produtos dos numeros pri-
mos." (Francisco Cesar Polcino Milies e Sonia
Pitta Coelho).

Definicao 6. Um nimero p € N é chamado numero primo se:
(iy)p>1le

(i) os tinicos divisores naturais de p sao 1 e p.

Proposicao 9. Dados dois primos p e ¢ € um nimero inteiro a qualquer, tem-se que:

(i) Se p|q entao p = q.
(ii) Se p 1 a entdo mdc (a, p) = 1.
Demonstracao:

(i) De g ser primo tem-se que seus unicos divisores positivos sao 1 e ¢. Como p| ¢ segue que

p=1oup=gq, mas p é primo, logo p = q.

(ii) Seja d = mdc(p, a), entdo d|p e d|a. De p ser primo e de d|p, tem-se que d = p ou
d =1, mas por hipdtese p 1 a, entdao d = 1.

Curiosidade: Existem 168 ntimeros primos menores do que 1000. Sao eles:

2,3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101,
103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197,
199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 307, 311,
313, 317, 331, 337, 347, 349, 353, 359, 367, 373, 379, 383, 389, 397, 401, 409, 419, 421, 431,
433, 439, 443, 449, 457, 461, 463, 467, 479, 487, 491, 499, 503, 509, 521, 523, 541, 547, 557,
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563, 569, 571, 577, 587, 593, 599, 601, 607, 613, 617, 619, 631, 641, 643, 647, 653, 659, 661,
673, 677, 683, 691, 701, 709, 719, 727, 733, 739, 743, 751, 757, 761, 769, 773, 787, 797, 800,
811, 821, 823, 827, 829, 839, 853, 857, 859, 863, 877, 881, 883, 887, 907, 911, 919, 929, 937,
941, 947, 953, 967, 971, 977, 983, 991 e 997

Definicao 7. Um niimero natural é composto, se for maior do que um e nao for primo.

Portanto, se um ntimero n é composto, existird um divisor n; de n, tal que ny # 1

e ny # n. Segue que existird um n; e existird um ns, tal que:

n=mny -Ng,coml<n <nel<ny<n.

Proposicao 10. O menor divisor maior do que 1 de qualquer niimero natural, n > 1, é

necessariamente um nimero primo.

Demonstracao:
Sejam n € N, n > 1 e d o menor divisor, maior do que 1, de n.

Se d fosse composto, entdo teria um divisor n’ tal que, 1 < n’ < d. Dai, n’'|n, o

que contraria a escolha de d.

O primeiro matematico a produzir uma tabela de nimeros primos foi Eratdstenes,
no terceiro século a.C.. Para construir tal tabela, ele escrevia inicialmente uma lista com to-
dos os ntimeros, de 1, até o maior nimero, n, que desejasse alcancar. Em seguida, escolhia o
primeiro primo, 2, e eliminava da lista todos os seus miiltiplos. Passava ao ntimero seguinte
que nao fora eliminado e procedia também eliminando todos os seus miltiplos, esse procedi-
mento se repetia até que fossem eliminados todos os miltiplos dos primos p, com p? < n. No
final desse procedimento aparecia a tabela de primos. Este procedimento estabelecido por

Eratostenes, passou a ser chamado de Crivo de Eratdstenes.

O Crivo de Eratostenes é baseado no seguinte Lema:

Lema 2. Todo ntimero composto a > 1, admite um divisor primo p tal que p? < a.
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Demonstracao:

Suponha a > 1 um ntmero composto. Seja p o menor divisor de a, maior do que
1, logo p é primo.

Escrevendo a = p - m. Tem-se p < m e dai p*> < pm = a.

Este lema nos diz que:

Se um ntimero a > 1 nao for divisivel por nenhum primo p, p? < a, entdo ele é

primo.

Como exemplo, para elaborar uma tabela de todos os primos inferiores a 120,

procede-se da seguinte forma:

e Escrevem-se todos os nameros de 2 a 120.

e A seguir, risca-se todos os multiplos de 2, acima de 2, pois nenhum deles é primo. O

segundo nimero nao riscado, é o 3, que é primo.

e Risca-se entao, todos os multiplos de 3, acima de 3, pois nenhum deles é primo. O

terceiro numero nao riscado, é o 5, que é primo.

e Risca-se entao, todos os multiplos de 5, acima de 5, pois nenhum deles é primo. O

quarto niimero nao riscado, ¢ o 7, que é primo.
e Risca-se todos os miultiplos de 7, acima de 7, pois nenhum deles é primo. O quinto

ntimero nao riscado, é o 11, que é primo.

Pronto, ja se tem todos os primos inferiores a 120, sem que seja preciso continuar

o procedimento.

De fato, como 112 = 121 > 120, os possiveis ntimeros compostos nesta tabela,

teriam como divisores, pelo menos um nimero primo p, p < 11, ou seja, 2, 3, 5 ou 7.
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N}
w
|t
|~J

10 | Nameros Primos

11 12 13 14 | 15 | 16 17 18 19 20 | 2;3;5;7;11;13;17,

21 22 23 24 | 25 | 26 27 28 29 30 | 19;23;29;31;37;

31 32 33 34 | 35 | 36 37 38 39 40 | 41;43;47;53;59;

41 42 43 44 | 45 | 46 47 48 49 50 | 61;67;71;73;79;

51 52 53 54 | 55 | 56 57 58 59 60 | 83;89;97;101;

61 62 63 64 | 65 | 66 67 68 69 70 | 103;107;109;113

7 1 72 73 74 75 76 7 78 79 80
81 82 8 3 84 85 86 87 88 8 9 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

m 102 @ 104 | 105 | 106 10,7 108 m 110

111 112 1 13 114 | 115 | 116 117 118 119 120

Tabela 2.2: Crivo de Eratostenes

Proposigao 11. Sejam a, b, ¢ € Z. Se a|bc e mdc(a,b) = 1, entdo a|c.

Demonstracao:

Suponha que a|bc e mde(a,b) = 1. Segue que existem inteiros r e s tais que

ra + sb =1, donde rac 4 sbc = ¢. Como a|a e a|be, tem-se que a | c.

Proposicao 12. (Propriedade fundamental dos nimeros primos) Sejam a, b € Z e p um

niamero primo. Se p|ab, entdao p|a ou p|b.

Demonstracao:

Suponha que p 1 a. Entdo, pela proposi¢do 9, item (ii), mdc(p, a) = 1, assim,

pela proposicao anterior, tem-se que p | b.
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|
A proposicao anterior aparece no livro “Os Elementos VII”, de Fuclides.
Proposigao 13. Sejam n,d € N. Sed > 1 e d|n entdo d f n+ 1.
Demonstracao:
De fato, se d|n + 1, como d |n, teria-se d|1. Isto ndo é possivel pois d > 1.
]
Teorema 2. Existem infinitos nimeros primos.
Demonstracao:
Sejam pq, pa, Ps3, - - -, Ps, 08 § primeiros primos, s € N*. Considere o niimero natural

n=p-p2-ps-...-ps+1>1L

Seja p o menor divisor de n, maior do que 1, logo p é primo.

Como p | p1-p2-ps-. . .-ps+1, usando a proposicao 13, tem-se que p 1 p1-p2-Ps-. . .- Ps.
Logo, p # p;, para todo i = 1,2, ..., s.

Portanto existem infinitos niimeros primos.

2.2.6 Congruéncia Moédulo m

Certamente este é o ponto principal da organizacao de contetidos deste trabalho.
O conceito de congruéncia serd muito importante para o desenvolvimento das aplicacoes
contidas no Capitulo 3, pois além de fazer parte delas, apresenta propriedades essenciais para
o estudo da Aritmética Modular ou Aritmética dos Restos, a qual é presente, de maneira

fundamental, nas aplicacoes que serao apresentadas no proximo capitulo.
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Definicao 8. Sejam a,b,m € Z com m > 1, diz-se que a é congruente a b mddulo m e

denota-se por a = bmodm, se a e b possuirem o mesmo resto ao serem divididos por m.

Exemplo 15. Como 78 =5-15+4+3 e —78 =5 (—16) + 2, tem-se que:

78 = 3modb e —T78 = 2mod 5.

Observacao: Segue do Algoritmo da Divisao que todo inteiro a é congruente moédulo m a

um inteiro 7, tal que 0 < r < m.

De fato, considerando a € Z e a divisao euclidiana de a por m, tem-se:

a=qm+r,onde 0 <r <m.

Como 0 < r < m, o resto da divisao de r por m é exatamente r.
Portanto a = rmod m.

Observacao: Se 0 < ry,ro < m e r;y =19 modm entao r; = ry.

Exemplo 16. 16 = 8 mod 4.

De fato, pois 16 e 8 deixam resto zero quando divididos por 4.

Exemplo 17. 12 = —8 mod 10

Como —8 = —1-10+ 2, tem-se que 12 e —8 deixam resto 2 quando divididos por
10.

Exemplo 18. 30 # 10 mod 6
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De fato, pois na divisao por 6, 30 deixa resto zero, enquanto que 10 deixa resto 4.

A proposicao seguinte traduz congruéncia moédulo m como divisibilidade por m.

Proposicao 14. Dados a, b, m € Z com m > 1 tem-se que a = bmodm, se, e somente se,

m|(b—a).
Demonstracao:
(=)

Suponha que a = bmodm, entao pela definicao de congruéncia, tem-se que a e
b deixam o mesmo resto, r, quando divididos por m. Segue que, existem inteiros ¢, e go, tais
que:

a=gm+reb=gm+r,0<r<m-—1

Dai,

b—a=gm+r—(gm+r)=@gm—gm=(—qa)m=>0b—a= (g2 —q)m = m|(b—a).

(<)

Suponha agora que m | (b — a).

Considerando a divisao euclidiana, tem-se a = ¢ym + 11 € b = ¢em + 79 com
0<ry,rs <m—1. Dai,

b—a=gm+re—(gm+r) = (@—q)m+ry—r

Como m | (b—a) e m| (g2 — q1)m, tem-se que m | ry — ry.

Supondo sem perda de generalidade que r; < r9 e observando que 0 < ry —ry <

m — 1, conclui-se que ry —ry = 0.

Portanto ro = r1, donde a =bmodm.
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As proposigoes 3 (Divisibilidade) e 14 estabelecem as propriedades da congruéncia

modulo m.

Proposicao 15. Sejam a, b, c,

(i) a = amodm.

(i) Se a = bmodm, entao b =

d, m e r, nimeros inteiros, com m > 1 e r > 1. Entao:

amodm.

(iii) Se a = bmodm e b = ¢modm, entdo a = cmodm.

(iv) Se a = bmodm e ¢ = dmodm, entao (a+c) = (b+ d) modm.

(v) Se a = bmodm e ¢=dmodm, entdao ac=bdmodm.

(vi) Se a = bmodm, entao a” = b" modm.

(vit)(a +c¢) = (b+ ¢) modm se, e somente, se a = bmodm.

(viii) Se ab = acmodm e mde(a, m) = 1, entdo b = cmodm.

Demonstracao:

(7) Basta observar que m|(a —a) = 0.

(i) Se a = bmodm, entdao m | (b — a), donde m | (a — b), o que implica que b = amodm.

(#ii) Suponha que a = bmodmeb = ¢modm. Dai, m|(a—b) em|(c—b), donde m | (a—c).

Portanto a = cmodm.

(iv) Suponha que a = bmodm e ¢ = dmodm. Tem-se que m | (b—a) e m|(d — ¢), donde:

m| ((b—a)+(d—c))=b+d— (a+c).

Portanto, a + ¢ = b+ dmodm.
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(v) Suponha que a = bmodm e ¢ = dmodm. Tem-se que m|(b—a) e m|(d — ¢), donde
m|d(b—a)em|a(d—c). Dai, m| (d(b— a) — a(d — ¢)), ou seja, m|(ac — bd).

Portanto, ac = bd modm.
(vi) Suponha que a = bmodm. Aplicando o item (v) desta proposi¢do r — 1 vezes:
a=bmodm

o a=bmodm
r congruencias = a" = 0" modm.

\azbmodm
(vii) a4+c = b+cmodm < m|(a+c— (b+¢)) < m|(a—b) & a = bmodm.

(viii) Suponha que ab = acmodm. Entao,
m | (ac —ab) = m|a(c—b)

Como mdc(a, m) = 1, tem-se necessariamente que m | (¢ — b).

Portanto, b = cmodm.

2.2.7 Aritmética dos Restos

As propriedades das congruéncias podem facilitar muito o calculo do resto de uma
divisao de dois ntimeros inteiros. A determinacao do resto da divisao de 20 por 7 nao intimida
em nada, mas e se a tarefa for descobrir o resto da divisao de 7°° por 11 por exemplo? O que
parecia simples, pode tomar proporcoes gigantescas de dificuldade, se nao forem utilizadas,

para a solucao deste problema, algumas das propriedades supracitadas.

Exemplo 19. Encontre o resto da divisao de 7°° por 11.
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Solucao:

Comece analisando algumas congruéncias modulo 11.

.
7=Tmodll

(1)
72 = 49 =5modl1l (2)
73 =35=2modll (3)
71=5%=25=3modll (4)
7=21=10= — 1modll (5)
70 =(-1)2=1modl1 (6)

Repare que a congruéncia (6) pode ser obtida da congruéncia (5) utilizando-se o

item (vi) da proposigao 15, elevando-a ao quadrado.

Agora basta elevar a congruéncia (6) a quinta poténcia,
(719" = 1P modll < 7° = 1 mod11.

Portanto, o resto da divisao de 7°° por 11 & 1.

Exemplo 20. Encontre o resto da divisao de 52! por 127.

Solucao:

Tem-se que:
52=125= — 2mod127.
Do item (vi) da proposi¢ao 15 e da congruéncia acima, tem-se que:
(53" = (=2)" = —128= — 1=126mod127.

Portanto, o resto da divisao de 52! por 127 é 126.
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Exemplo 21. Determine o resto da divisdo do namero 10* 4 101" 4+ 10" 4+ ... 4+ 10" por
7.

Sabe-se que:

10=3mod7=10>=9=2mod7 = 10" =32 =4mod7 e
,4 = —3mod7
42 = 2mod 7
44 = 4mod T
4° = 2modT
41 = 4mod7

Dessa forma,

1010 =410 = 4 mod 7

101" = (1010)"” = 410 = 4 mod 7.

Continuando tem-se que:

1010 = 1019° = 101° = ... = 109" = A mod 7.

Logo,

101+ 101 410 4. 100" =4 + 4+ 4+ - 44 =400 = 1 mod 7.

~
100 parcelas

Portanto, o resto da divisdo de 101 + 10" +10'° 4 ... + 10" por 7 & 1.

Exemplo 22. Qual ¢é o algarismo das unidades do ntimero 290 4 13167
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Solucao:

Para encontrar o algarismo das unidades de qualquer nimero, basta encontrar
o resto da divisao desse nimero por 10. Por isso, usa-se a congruéncia modulo 10, para

encontrar o algarismo das unidades de 2'%° + 1316,

(252m0d10 (1) ’42£6m0d10 (5)
22=4modl0  (2) 4'=6modl10  (6)
B=2modl0  (3) | 4=dmodl0 ()

L2105 4modl0 (4) \4105 6 mod10  (8)

Dai,
(219)°= 419 = 6mod 10 =21 = 6mod 10. (9)

Agora,

13 =3modl10

132=9mod10

(10)
(11)
13'=1mod10  (12)
13%=1mod10 (13)

Repare que ficou muito facil determinar as congruéncias (11), (12) e (13), ja que

bastou para isso, eleva-las uma a uma ao quadrado para encontrar a seguinte.

Finalmente, basta usar o item (iv) da proposi¢ao 15 nas congruéncias (9) e (13)

para obter que:

2100 4 1316 = 6+ 1 = 7mod 10.

Portanto, o algarismo das unidades do ntimero 2'%° + 1316 ¢ o 7.
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Capitulo 3

Aplicacoes de Congruéncia Para o

Ensino Basico

“O assunto, além de ser intrinsecamente inte-
ressante, tem a wvirtude de mesclar conceitos
e técnicas importantes de Algebra com aplica-
¢oes imediatas na vida real” (Abramo Hefez e
Maria Villela).

Cada uma das aplicacoes de Aritmética Modular que serao citadas neste capitulo
tem sua importancia, seja ela por colaborar com a solucao de algum problema da atualidade,
seja agilizando o processo de resolucao de determinados problemas da matematica do ensino

bésico.

Citaremos aqui aplicacoes de Aritmética Modular que poderao ser utilizadas por
professores de matemética da Educacao Basica, principalmente para aqueles que atuam no

ensino médio, como forma de contextualizar a mateméatica com as necessidades do dia-a-dia.

3.1 Critério de Divisibilidade

Os critérios de divisibilidade que sao encontrados atualmente nos livros didaticos

da Educacao Bésica, consistem de diversas regras, que quando aplicadas a um namero inteiro,



35

permitem determinar se o niimero é ou nao divisivel por um determinado ntimero. A questao
¢, as regras sao tantas, que se torna mais facil o aluno realizar o calculo do que ter que

decorar todas aquelas regras.

A proposta feita aqui, é que seja usada congruéncia (Aritmética dos Restos) para
a deducao das regras ou simplesmente a aplicacao da Aritmética Modular em cada caso

particular, sem se preocupar com as regras.

Dados dois ntimeros inteiros, a e b, como pode-se decidir sobre a divisibilidade

destes niimeros, ou seja, se a | b ou se a1 b? Veja um exemplo bem simples.
Exemplo 23. Verifique se 38 é divisivel por 6, usando congruéncias (Aritmética dos Restos).
Solucao:
Para que o 6 divida 38, deve-se ter o resto da divisao de 38 por 6 igual a zero.
Pode-se escrever, 38 = 3 - 10 + 8.
Tem-se que, 3 = 3mod6.
Multiplicando essa congruéncia por 10 tem-se, 30 = 0mod 6.
Somando 8 a esta ultima congruéncia, tem-se, 38 = 8 = 2mod 6.
Portanto, o resto da divisao de 38 por 6 ¢ 2, logo 6 1 38.
Exemplo 24. Verifique se 230 é divisivel por 2.
Solucao:

Veja que pode-se escrever 230 da seguinte forma:

230 =2-10*+3-10+0.

Aplicando propriedades de congruéncias, tem-se:

2-1024+3-104+0 = 0mod?2.
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Portanto, 230 é divisivel por 2.

Exemplo 25. Generalizando o exemplo anterior. Considere a = a,a,_1 ... ajag escrito na

representacao decimal.

Assim, a = a, - 10"+ a,_1 - 10" 14+ ay-102 4+ a1 - 10 + ag, n € N. Tem-se que:

.
10 = 0mod 2
102 = 0mod 2
10® = 0mod 2
\ 10™ = 0mod 2
Multiplicando uma a uma as congruéncias acima, por a,as,--- ,a, , respectiva-
mente, tem-se que:
(
a; - 10=0mod2

as - 10> =0mod2
as - 103 =0mod2

an - 10" =0 mod2.

Além disso, ag = ag mod 2. Agora somando, todas essas congruéncias, obtém-se

que:

ag+ay-10+ay - 102+ --- + a, - 10" = aymod 2

ou seja,

a = agmod 2.

Assim, um ndmero inteiro a = a,a,_1 ... ajag, € divisivel por dois se, e somente

se, ag for divisivel por dois, passando a ser este um critério de divisibilidade por dois.
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Exemplo 26. Verifique se 36127 é divisivel por 3.

Solugao:

Pode-se escrever 36127 da seguinte maneira:

36127 =3-10"+6-103+1-102+2-10+7

Aplicando a congruéncia modulo 3 e observando que 10 =1mod 3, tem-se que:

32127 = 34+6+1+2+7 = 1mod3.

Portanto, 36127 nao é divisivel por 3 pois deixa resto 1.

Exemplo 27. Generalizando o exemplo anterior.

Considere @ = apap_1 ... @109 = ap - 10" +a,_1 - 10771 -+ +ay - 102 4 a1 - 10 + ao,

n € N . Neste caso, 10 =1mod 3 e dai, usando as propriedades das congruéncias, tem-se que:

ap+a;-10+ay-1024+---+a, - 10" =ap+a, +as + --- + a,mod 3.

ou seja,

a=ayg+a +ay+---+a, mod 3.

Portanto, a = a,a,_1 ... ajag é divisivel por 3 se, e somente se, ag+a;+as+- - -+a,

é divisivel por 3.

Veja mais dois exemplos, agora para encontrar o critério de divisibilidade por 11
e uma vez mais, mostra-se que qualquer critério pode ser determinado usando um tnico

método.

Exemplo 28. Verifique se 234 é divisivel por 11.
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Solucao:

Tem-se que:

234 =2-10°+3-10+4.

Aplicando congruéncia modulo 11 e observando que 10= — 1mod 11, obtém-se

que:

234 =2—-34+4 = 3mod1l.

Portanto, 234 nao é divisivel por 11 pois deixa resto 3.

Exemplo 29. Generalizando o exemplo anterior.

Dado a = apap_1 ... a1ag = ap - 10" +a,_1-10" "1+ +ay-10>+a, - 10+ag, n € N.
Tem-se, neste caso que 10= — 1mod 11. Aplicando as propriedades das congruéncias, segue

que:

ap+a;-10+ay-10>+---+a,-10"=ag—a; +as —az + -+ (—=1)" a,mod 11.

ou seja,

a=ay—a;+ay—az+---+(—1)"a, mod 11.

Portanto, a = a,a,_1 ... ajag é divisivel por 11 se, e somente se, ag — a1 + as —

az + -+ (—=1)"a, é divisivel por 11.

Dessa forma, conclui-se que, para determinar se um ntmero inteiro a é divisivel

por um numero inteiro m, uma boa saida pode ser estudar a congruéncia méodulo m.
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3.2 A Prova dos Noves

A “prova dos noves” ou “regra dos moves fora”, ¢ um método para identificar
erros em operacoes com nimeros naturais. E um exemplo bem simples de aplicacao das

propriedades de congruéncias.

Primeiramente, "tirar os noves fora"de um namero natural n, significa encontrar

o resto da divisao de n por 9.

Por exemplo, para n = 739571, tem-se:

739571 = 7-1043-10°4+9-10*4+5-103+7-10°+1 = 7+34+9+5+7+1 = 14+0+4 = 5mod9.

Outro exemplo,

75932 = 74+54+9+34+2=34+04+5 = 8mod9.

Considere a seguinte conta 737 - 246 = 181302. A regra é a seguinte:

Tire os noves fora dos nimeros envolvidos. Assim,

737 "noves fora"8

246 "noves fora"3

Multiplique 8 - 3 e tire os "noves fora" obtendo 24 = 6 mod9.

Se a conta estiver correta ao tirar os "noves fora'"do resultado, deve ser encontrado

também o nimero 6.
De fato, 181302 "noves fora"é igual a 6.

Resumindo,
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737 = 8
246 = 3
181302 24
T \:f/
5 =

Isto é apenas um indicio de que o resultado esta correto pois, se fossem trocados

dois algarismos, por exemplo, 181203 ao invés de 181302, teriamos depois "dos noves fora"

também o ntimero 6.

Considere que a conta foi feita dando o resultado: "737 - 246 = 181402".
Aplicando a regra:

737"noves fora"8
246 "noves fora"3
3.8 "noves fora"6

181.402 "noves fora "7

Resumindo,

737 = 8
246 = 3
813403 24

7 # 6

Podemos afirmar com certeza que a conta esta errada.

A regra é explicada, usando as propriedades das congruéncias.

De fato:

Sea = a'modm e b = b'modm entao ab = a’ - b modm.

Voltando ao exemplo onde 737 - 246 = 181402
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Como 737 = 8mod9 e 246 = 3mod9, tem-se que 737 - 246 = 3 - 8mod9.

Neste exemplo, 181402 = 3 -8mod9, e dai 7 = 6mod9, o que mostra que a

conta esta errada.

3.3 Codigo de Barras

Uma das aplicacoes importantes e interessantes da Aritmética Modular é aquela
que explica os misteriosos codigos de barras, encontrados por exemplo, nos produtos de um

supermercado.

Numa definicao técnica, o cédigo de barras é uma representacao grafica de dados.
Ele permite uma rapida captacao de dados, proporciona velocidade nas transacoes, precisao
nas informacoes e admite atualizacao em tempo real e tudo isso implica em maior controle,
diminuicao de erros, gerenciamento remoto, garantindo velocidade no atendimento de pedidos

e clientes, além da significativa reducao nos custos.

Tendo em vista todas as vantagens proporcionadas pela inser¢ao dos cédigos de
barras, principalmente na area comercial, fica evidente a motivacao para trabalhar tal assunto

em sala de aula, pois € um bom exemplo da aplicacao de Aritmética Modular.

Os codigos de barras sao hoje utilizados no mundo todo e servem para fazer
identificacoes em diversas areas como, industria, comércio, bancos, bibliotecas, hospitais,

bancos de sangue, correios, transportes, controles de acesso entre outros.

Os primeiros estudos realizados com intuito de criar codigos que facilitassem e
agilizassem os processos de comercializacao de produtos foram feitos em 1952 por Joseph
Woodland e Bernard Silver. Os coédigos criados por Woodland e Silver eram formados por

circunferéncias concéntricas de espessura variavel.

O codigo de barras, no formato de listras verticais alternadas nas cores preta
e branca e com um nimero colocado abaixo das listras, da forma como conhecemos hoje,
foi elaborado pela primeira vez por George J. Laurer ja na década de setenta. O codigo
apresentado por Laurer consistia de 12 digitos (ntimero colocado abaixo das listras) e foi
aceito em 1973 quando recebeu o nome de Codigo Universal de Produtos "UPC" (Universal

Product Code). Estados Unidos e Canada foram os paises que adotaram o cédigo UPC.
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(] I

6 a

Em 1976, Laurer acrescentou um digito ao cédigo, para que dessa forma, fosse

91

Figura 3.3.1: UPC

Ln_

00072

possivel identificar também o pais de origem dos produtos classificados com o codigo de

barras. O novo codigo, com treze digitos, recebeu o nome de EAN-13 (European Article

| | STSPrint Software

4 "891668"326689

Numbering system).

Figura 3.3.2: EAN-13
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Neste trabalho, serao explicados como sao feitos a leitura, o calculo do digito

verificador e a deteccao de erros, para os cddigos de barras EAN-13 e UPC.

3.3.1 Entendendo as Barras

O codigo de barras é uma representacao do nimero no formato de barras, de

forma que uma leitora Optica leia e interprete qual é o ntimero representado.

Os codigos de barras sao formados por sequéncias de barras verticais de cores
alternadas, pretas e brancas, com larguras que variam entre, fina, média, grossa, ou muito
grossa, que identificam o nimero que aparece abaixo das barras. A leitura das barras é feita
através da tabela a seguir, que define como deve-se ler ou interpretar cada uma das barras.

Listras | Finas | Médias | Grossas | Muito Grossas
Branca 0 00 000 0000
Preta 1 11 111 1111

Tabela 3.1: Significado das listras

Os codigos EAN-13 possuem trés blocos de barras um pouco mais compridas
que as outras, cada bloco contendo trés barras, os quais servem de delimitadores e nao sao

interpretados como niimeros.

Os codigos de barras UPC, possuem os mesmos delimitadores que o EAN-13,
representados por barras mais compridas, com a diferenca que o primeiro e o ultimo digito

estao codificados com barras do mesmo comprimento das dos delimitadores.

3.3.2 Entendendo os Numeros e as Barras no UPC e no EAN-13

Considere primeiramente os codigos UPC. Inicialmente é feita a leitura referente
a espessura e a cor das barras, com auxilio da tabela 3.1, sendo que, a cada quatro barras
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serd associada uma sequéncia de 7 digitos entre zeros e uns. Cada digito de 0;1;2;...;9
é representado por uma sequéncia de zeros e uns, conforme a tabela abaixo. O numero
representado pelas sequéncias sera lido por um leitor optico, respeitando a posigao, esquerda
ou direita de cada digito.

Digito | Lado Esquerdo | Lado Direito
0 0001101 1110010
1 0011001 1100110
2 0010011 1101100
3 0111101 1000010
4 0100011 1011100
5 0110001 1001110
6 0101111 1010000
7 0111011 1000100
8 0110111 1001000
9 0001011 1110100
Tabela 3.2: UPC
Exemplo 30. O ntimero 036000 — 291452 sera escrito como:
— —

lado esquerdo  lado direito

0001101 - 0111101 - 0101111 - 0001101 - 0001101 - 0001101 - 1101100 - 1110100
- 1110010 - 1011100 - 1001110 - 1101100

e representado graficamente:

(] I

-b_
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Figura 3.3.3: UPC

A principal diferenca entre os codigos UPC e EAN-13, estd na quantidade de
digitos, ja que o UPC possui 12 algarismos, enquanto que o EAN-13, possui 13.

Para o sistema EAN-13, o mais usado atualmente, deve-se ter a seguinte inter-
pretacao: os primeiros dois ou trés digitos sao usados na identificacao do pais de origem. No
Brasil por exemplo sao trés digitos, 789, que identificam a origem dos produtos fabricados
aqui. Os proximos quatro ou cinco digitos servem para identificar a empresa, enquanto que
0s cinco nimeros seguintes representam o cdédigo do produto, e por fim, o taltimo digito ¢ o

digito verificador, conforme ilustra a figura a seguir retirada de [18].

CODIGO DE BARRAS EAN-13

Centro do Codigo

STSPrint S-uhware_

4 7"891668"326689

Prefixo do Pais Digito Verificador

Codigo da Empresa | Cédigo do Produto

Figura 3.3.4: Codigo de Barras - EAN-13

Como no sistema UPC, no sistema EAN-13 cada digito é representado por uma

sequéncia de zeros e uns. Para que uma mesma leitora possa ser usada nos dois sistemas,
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o primeiro digito que aparece no sistema EAN-13 é determinado pelos 6 digitos seguintes.
Para que isso possa ser feito, é acrescentada mais uma representacao para cada digito do lado

esquerdo, conforme a tabela abaixo.

Digito | Lado Esquerdo (Impar) | Lado Esquerdo (Par) | Lado Direito
0 0001101 0100111 1110010
1 0011001 0110011 1100110
2 0010011 0011011 1101100
3 0111101 0100001 1000010
4 0100011 0011101 1011100
d 0110001 0111001 1001110
6 0101111 0000101 1010000
7 0111011 0010001 1000100
8 0110111 0001001 1001000
9 0001011 0010111 1110100

Tabela 3.3: EAN-13

Ao iniciar a interpretagao das barras do lado esquerdo do codigo, de acordo com
a tabela 3.1, tem-se que, a cada quatro barras, uma sequéncia de sete digitos sera formada
com zeros e uns. Caso tal sequéncia tenha uma quantidade impar de uns, entao deve-se
procurar na tabela 3.3 o algarismo correspondente a tal sequéncia, na coluna referente ao
lado esquerdo (impar), caso contrario, procura-se na coluna lado esquerdo (par). O restante

da leitura, feita do lado direito das barras, é analoga a feita pra o sistema UPC.

Exemplo 31. O namero que aparece na figura 3.2.2 (c6digo EAN-13) é 4-891668-326689.

Tem-se, segundo a tabela 3.1, as seguintes sequéncias de digitos:



Lado Esquerdo

Lado Direito

12 | 8+»0110111 (quantidade impar de uns) 3++1000010
29 | 9+0010111 (quantidade par de uns) 24+1101100
39 | 1++0011001 (quantidade impar de uns) 61010000
49 | 60101111 (quantidade impar de uns) | 10° | 6+>1010000
52 | 6<>0000101 (quantidade par de uns) | 119 | 8++1001000
6° | 8«+0001001 (quantidade par de uns) | 12° | 9++1110100
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A paridade da quantidade de nimeros uns que aparecem na representacao dos

seis primeiros digitos, determinaré o primeiro digito, conforme a tabela abaixo.

Digito Inicial | 19 20 39 40 59 6°
0 Impar | Impar | Impar | Impar | Impar | Impar
1 Impar | Impar | Par | Impar | Par Par
2 Impar | Impar | Par Par | Impar | Par
3 Impar | Impar | Par Par Par | Impar
4 Impar | Par | Impar | Impar | Par Par
) Impar | Par Par | Impar | Impar | Par
6 Impar | Par Par Par | Impar | Tmpar
7 Impar | Par | Impar| Par |Impar| Par
8 Impar | Par | Impar | Par Par | Impar
9 Impar | Par Par | Impar | Par | Impar

Tabela 3.4: Ordem de codificacao EAN-13

No exemplo anterior a sequéncia encontrada foi:

impar, par, impar, impar, par, par

e de acordo com a tabela 3.4, o digito inicial é o 4, o que realmente ocorre.



48

Observacao: Nos dois sistemas, UPC e EAN-13, os digitos tém codificacoes diferentes
dependendo do lado que se encontram, se estiverem do lado esquerdo, iniciam com zeros, se
estiverem do lado direito, iniciam com uns. Isso permite que a leitura mesmo sendo feita de

cabeca para baixo, produzird o mesmo ntmero.

3.3.3 O Digito de Verificacao

Quando algum problema impedir a leitura do codigo, por exemplo, alguma im-
perfeicao na figura das barras, o operador tera que digitar a sequéncia de niimeros do cédigo
e pode ser que ocorram erros. O digito de verificagcao é um recurso para a deteccao de alguns

erros.

Considere aq,as, ..., a2, a3 a sequéncia de digitos de um determinado cédigo de
barras EAN-13. Como j4 foi dito, os primeiros doze digitos servem para identificar o pais
de origem, o fabricante, além de especificar o produto, ou seja, esses digitos ja sao pré
estabelecidos. Nos dois sistemas, EAN-13 e UPC, o udltimo digito, ou digito de verificacao,
serd determinado pelos primeiros digitos, os doze primeiros, no caso do sistema EAN-13 e

pelos onze primeiros digitos, no caso do sistema UPC.

Considere o sistema EAN-13. Chamando de X o décimo terceiro digito e escre-

vendo a sequéncia de digitos em forma de vetor, tem-se o = (ay,as, -+ , a2, X)

O sistema EAN-13, utiliza um vetor fixo, w, chamado vetor de pesos, dado por:

w=(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1).

Calculando o “produto escalar” de ambos vetores, tem-se:

a-w=(ay,a,...,a19, X).(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) = a + 3as + - - - + 3a» + X.

O digito de verificagdo, X € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, é tal que o - w = 0 mod 10.

Caso o codigo seja um UPC, ou seja, tenha 12 digitos, entao a inica modificagao

serd no vetor de pesos que terd uma coordenada a menos e comecara com 3:
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w=(3,1,3,1,3,1,3,1,3, 1,3, 1).

Exemplo 32. Considere o nimero do cédigo de barras da figura 3.3.4 em que X é o digito

de verificacao. Determine o valor de X.

Solugao:

Seja entao, 489166832668X o ntimero referente ao codigo de barras da figura 3.3.4.
Colocando os digitos do c6digo na primeira linha de uma tabela, o vetor de pesos na segunda

linha da mesma tabela e efetuando o produto da primeira pela segunda linha, tem-se:

Digitos do codigo de barras (4| 8 9|16 | 6 |[8]3|2] 6 [6] 8 | X
Vetor de Pesos EAN-13 113 (13|13 |1|3|1]3 |13 |1
Resultado do produto 4124191361889 2|1816|24|X

Deve-setera-w =44+244+9+3+6+184+84+94+2+18+6+24+ X =0mod 10.

Que é o mesmo que 6 + 24 + 6 + 24 + 18 + 24+4+3+8+9+9+18+ X = 0mod 10.

~
=0modl0

Dai,

44+84+94+494+1843+X=124+184+18+3+X=0mod10 = 21 + X =0mod 10
d10
=0mo

O valor do digito de verificagdo X € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} deve ser tal que,
(214 X) = 0mod 10.

Logo, X = 9 é o digito de verificacao para o codigo de barras da figura 3.2.4, e

isso realmente ocorre.

3.3.4 Erros Detectaveis e Nao Detectaveis

Caso, durante a leitura do cédigo de barras, ocorra algum problema com o leitor

6ptico, ou um outro problema que impeca a leitura 6ptica do cédigo, serd necessario que o
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operador realize a leitura manualmente, ou seja, ele tera que digitar os algarismos localizados
logo abaixo do co6digo de barras. Nesse momento, podera ocasionalmente, ocorrer uma "falha
humana" e o niimero digitado pode nao corresponder exatamente ao nimero contido no cdédigo
de barras. Se algum dos algarismos for inserido incorretamente ou fora da ordem certa, é
bem provéavel que o resultado da verificagao nao seja um nimero congruente a zero modulo
dez e entao o processador emitird um sinal sonoro alertando o erro de digitacao. Cabe aqui
ressaltar, que a possibilidade de que uma falha na digitacdo ocorra e nao seja detectada é

muito pequena. Veja a seguir em quais situagoes isso acontece.

Se o operador digitar um tnico algarismo errado, comete um erro chamado de
erro singular, certamente o produto « - w, nao serd congruente a zero modulo dez e entao
o erro sera detectado. Caso o operador digite dois ou mais algarismos de modo errado, ha
possibilidade dos erros se compensarem uns aos outros e o resultado de a - w ser congruente

a zero modulo dez. Nesse caso o erro nao serd detectado.

Além dos erros citados acima, podem ocorrer outros tipos de erros, como por
exemplo a troca da posigao dos algarismos digitados, chamados erros de transposicao. Um
erro de transposicao muito comum, é o erro de transposicao adjacente, que ocorre quando a

ordem de dois niimeros consecutivos ¢ trocada. Nesse caso, o erro pode ou nao ser detectado.

Exemplo 33. Considere o nimero 4891668326689 do codigo de barras da figura 3.3.4. Ve-
rifique em cada caso, se o erro seria detectado, caso o nimero fosse digitado das seguintes

formas:

a) 48916683266 98

Como o codigo é um EAN-13, o vetor de pesos utilizado sera:
w=1(1,31,31,31,3,1,3,1,3,1).

Além disso, o = (4,8,9,1,6,6,8,3,2,6,6,9,8). Assim,

a-w=44+24+94+3+64+184+8+94+6+6+ 18+ 9+ 24 = 144.

Como 144 # 0mod 10, o erro serd detectado.
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b) 489 61 68326689
~—

Neste caso o = (4,8,9,6,1,6,8,3,2,6,6,8,9). Assim,
a-w=44+24+94+184+1+184+84+9+2+18+6+2449 = 150.

Como 150 = 0mod 10, o erro nao serd detectado.

Para as proposicoes a seguir, basta serem feitas demonstracoes para o sistema

EAN-13, pois para o sistema UPC, as demonstragoes seriam anélogas.

Proposicao 16. Uma transposicao adjacente é detectada pelo EAN-13 e pelo UPC, se e

somente se, |a; — a;11| # 5.

Demonstracao:

Seja ay,as, ..., a;, A1, - .., 012, A13, uma sequéncia de digitos pela qual um deter-

minado produto esta identificado no sistema EAN-13. Tem-se que:
a; +3as + ...+ 3a; + a;41 + ... + 3a12 + a13 = 0mod 10 (1)
Suponha que essa sequéncia tenha sido erroneamente digitada da seguinte forma:
A1, A2y eey Qia1, iy - o« 5 A12, Q13-
O erro de transposicao nao sera detectado, se, e somente se:
ay +3as + ...+ 3a;01 +a; + ... + 3ayz + a13 = 0mod 10 (2)
Fazendo (2) - (1) tem-se,
2a; — 2a;41 = 0mod 10 & 2 (a; — a;41) = 0mod 10

Observe que sempre |a; — a;+1] < 9, j4 que a; e a;11580 nimeros entre zero e 9.
Dali,
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2(a; — a;41) =0mod10 < |a; — a; 1| =5

Portanto, conclui-se que o erro por transposicao adjacente serd detectado se, e

somente se, |a; — a;11| # 5.

|
Proposicao 17. Uma transposi¢ao nao adjacente do tipo,
ey @iy Qg 1, Qg2 o+ > e, Q4 2, A1, A - -
nao é detectada pelos sistemas EAN-13 e UPC.
Demonstracao:
Considere ay,as, ..., a;,a;11,Qivo, . . ., a12, a3, UMa sequéncia de digitos pela qual

um determinado produto esta identificado no sistema EAN-13. Tem-se que:

ay+ 3as + ... + a; + 3a;41 + a0 + ... + 3aip + a13 = 0mod 10.

Realizando a verificacao de erro em um c6digo que sofreu uma transposi¢ao nao

adjacente do tipo da do enunciado, tem-se a mesma soma:

a; + 3&2 + ...+ a;12 + 3(11'_;,_1 +a; + ...+ 3&12 + a3 = 0mod 10.

Portanto, os codigos UPC e KAN-13, nao sao capazes de identificar erros de

transposicao nao adjacente das do tipo do enunciado.

Do fato que a = (aq,az, -+ ,a19,a13) e w = (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1), para o
sistema EAN-13, e o = (ay, a9, -+ ,a12) e w = (3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1), para o sistema

UPC, tem-se que, se a; e a; sao dois digitos quaisquer, de um dos dois sistemas, caso a
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diferenca i — j seja par, a; e a; terdao o mesmo peso, um ou trés. Caso a diferenca ¢ — j seja
impar, a; € a; nao terao 0 mesmo peso, ou seja, um tera peso um, e o outro teré peso trés.
Com isto, para a demonstragao do resultado a seguir, basta considerar um dos dois sistemas,

pois para o outro sera analogo.

Proposicao 18. Um erro de transposigao em que dois digitos nao adjacentes a; e a; sao

trocados, nao pode ser detectado pelos sistemas UPC e EAN-13, se a diferenca i—7j for par.

Demonstracao:

Ao realizar o produto escalar a - w, tem-se que os algarismos da posi¢ao par
no sistema EAN-13 (ou respectivamente impar no sistema UPC) sao multiplicados por 3,
enquanto que os outros algarismos sao multiplicados por 1. Portanto, se a variacao de ¢ para

j € par, o fator de multiplicagao, 1 ou 3, nao muda. Logo, o resultado final nao se altera.

Proposicao 19. Um erro de transposicao em que dois digitos nao adjacentes a; e a; sao
trocados, com a diferenca ¢—j impar, serd detectado pelos sistemas EAN-13 e UPC, se e

somente se, |a; — a;| # 5.

Demonstracao.

Considere ay,aq, ..., a;, ...aj, . .., ai2, a13, uma sequéncia de digitos pela qual um

determinado produto esta identificado no sistema EAN-13. Tem-se que:

a1—|—3a2~|—---—|—ai+---—|—3aj+---+3a12+a13EOmole (3)

Sabe-se que ao realizar o produto escalar « - w, tem-se que no sistema EAN-
13, os algarismos da posicao par, sao multiplicados por 3, enquanto que os algarismos na
posicao impar, sao multiplicados por 1. Portanto, se a variacao de ¢ para j é impar, o fator
de multiplicacao, 1 ou 3, muda. Dessa forma, se um codigo sofreu uma transposicao nao

adjacente dos algarismos a; e a; (sendo i—j impar), tal erro sera detectado, se, e somente se:

a1—|-3a2+---—|-aj+---3ai+...+3a12+a13EOmole (4)
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Fazendo (3) - (4) tem-se,
a; — a; + 3a; — 3a; = 0mod 10 & 2(a; — a;) = 0mod 10

Observe novamente, que sempre |a; — a;| < 9, j4 que @; e a; sdo nimeros entre

zero e 9. Dali,
2(a; —a;) =0mod 10 < |a; —a;| =5

Portanto, conclui-se que o erro por transposicao nao adjacente, com a diferenca

i—j impar, serd detectado se, e somente se, |a; — a;| # b.

Foram mostrados alguns erros detectaveis e outros nao detectaveis, envolvendo
a digitagdo de coédigo de barras dos sistemas EAN-13 e UPC. Outros tipos de erros e sua

possivel detecgao podem ser encontrados em [12] e [5 |.

3.4 Sistema de Identificacao ISBN

“Uma lista de niimeros € transmitida e guardada com mais eficiéncia do que uma
lista de nomes. Além disso, as listas de nimeros transpoem a barreira da lingua e dos vdrios
alfabetos da comunidade internacional (pense na facilidade com que podemos encomendar um

livro de um editor japonés sem ter que especificar o titulo do livro em japonés!)”. [16]

O sistema ISBN (International Standard Book Number), criado em 1969 para
a identificacdo numérica de livros, CD-Roms e publicacoes em braille, talvez seja um dos
pioneiros na utilizacao de um digito de verificacao ao final de cada codigo capaz de resolver

o problema dos erros singulares e de transposigao. [14]

Assim como os codigos de barras, o ISBN também é uma representacao gréafica de

dados reconhecida mundialmente. Ele proporciona as bibliotecas, as editoras e principalmente
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aos leitores, utilizarem, onde quer que estejam, uma tnica linguagem (a de numeros), nao

importando de que pais seja o livro ou a origem da pessoa que o solicitara.

Conhecer um sistema tao grandioso como o ISBN, saber como funciona, calcular
o digito de verificagao, ser capaz de detectar um erro de digitagdo, certamente serd uma rica
experiéncia para os alunos do Ensino Bésico, principalmente porque a ciéncia que esta por
tras de tudo isso é a Matemaética, matéria esta, que necessita de conteidos que prendam a

atencao dos alunos.

Os codigos ISBN de livros langados entre 1969 e 2007 possuem dez digitos, os
quais denominamos ISBN-10, ji para as publicagoes feitas apds 1 de janeiro de 2007, os

codigos receberam um acréscimo de trés digitos, sendo chamados agora de ISBN-13.

A seguir serd mostrado como ¢ feito o calculo do digito de verificagdo e a detec-
cao de erros dos ISBN-10, jA que para o ISBN-13 os resultados sao os mesmos que foram

apresentados anteriormente para os codigos de barras, EAN-13.

3.4.1 O Digito de Verificacao

No sistema [ISBN-10 o décimo digito, da esquerda para a direita, é o digito de ve-
rificacao, enquanto que os outros nove algarismos fazem a identificagdo do livro. Esses nove
algarismos sao divididos em trés partes e o nimero de digitos em cada parte pode variar. Da
esquerda para a direita, a primeira parte identifica um grupo nacional ou geografico de edito-
res, no Brasil por exemplo, esse ntimero é o 85. A segunda parte, determina especificamente,
uma editora desse grupo, a FTD por exemplo, possui o niimero 322 para sua identificacao.
Por fim, a terceira parte, identifica um titulo especifico, o livro "Matematica Fazendo a Di-
ferenca, de Bonjorno & Ayrton, para o 7% ano, traz o nimero 5867 como identificacdo da

obra.
O vetor de pesos do ISBN-10 é w = (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1).

Para determinar o digito de verificacdo de um c6digo ISBN-10, a = (ay, az, as, ..., X),
em que X € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} representa o digito de verificagao, deve-se calcular a

soma S:

S=a-w=(ay,as,as,...,X)-(10,9,8,7,6,5,4,3,2,1) = 10a; + 9as + - - - + X,
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e esta soma deve ser congruente a zero modulo onze. Ou seja,

10a; + 9as + - - -+ X = 0mod 11

Observacao: No sistema ISBN-10, se o digito de verificacao encontrado for o niimero dez,

este sera representado pela letra z.

Exemplo 34. Encontre o digito de verificacao de um livro cujo os primeiros nove digitos do
ISBN-10 sao: 85-7056-046.

Solugao:

Tem-se, o = (8,5,7,0,5,6,0,4,6, X). Dai,
S=a-w=1(8,570,5,6,0,4,6,X)-(10,9,8,7,6,5,4,3,2,1) =
804+45+56+0+30+30+0+12+ 12+ X.

Dali,
= 84+1+140-3-3+04+1+14X =-6—-64+2+X =14 Xmodll.
Como, S = 14+ X mod11, entao, para que se tenha, S = 0mod 11, deve-se ter
X =10

Neste caso, o ISBN-10 desse livro é 85-7056-x.

Exemplo 35. Seja X o digito verificador do livro cujo o ISBN-10 é 85-322-5867-X. Determine

o valor de X.

Soluc¢ao:

Neste caso, o = (8,5,3,2,2,5,8,6,7, X). Dai,

S=a-w=(85,3,2,25,86,7X)-(10,9,8,7,6,5,4,3,2,1) =
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=5=80+45+24+144+12+25+ 324+ 18+ 14 + X.

Dai,

S=-8+14+24+3+143-1-44+3+X =2—-2=0modll

Como S = 0mod 11, conclui-se que X = 0.

3.4.2 Deteccao de Erros

Assim como nos sistemas de codigos de barras, no ISBN, ha uma grande preo-
cupagao com a deteccao de possiveis erros. As duas proposicoes a seguir, mostrarao que
erros singulares e de transposicao serao detectados durante a leitura de cddigos do sistema
ISBN-10.

Lembrando que erros singulares, sao aqueles em que ocorre erro na digitacao de
um unico digito. Enquanto que o erro de transposicao, ocorre quando hé a troca na posicao

de dois digitos.

Proposicao 20. Se ocorrer na leitura de um cédigo ISBN-10 um erro singular, entao o erro

sera detectado.

Demonstracao:

Seja a = (ay, as,as,...,a), um coédigo ISBN-10. Tem-se:

S = (al,aQ,--- ,ai,...,alo)-(l(), 9,8,7,6,5,4,3,2,1) = 10a1+9a2+—|—(11 —Z) a;+---+aig.

Suponha que o cédigo tenha sido digitado errado e que no lugar de a;, digitou-se

um outro algarismo, a;, 1 < <10 . Neste caso,

S = (al,ag, ce ,CL;, ce ,alo)-(10,9, 8, 776,5,4,372, 1) = 10a;+9as+- - +(11 - Z) a;—i— -++ap.
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Fazendo S — S’ tem-se:
S—85=(11—i)a; — (11 —i)a, = (11 — i) (a! — a;)

Se o erro nao fosse detectado, entdao, S’ = 0mod11. Dai, de S’ e S serem miuil-
tiplos de 11, a sua diferenca, S — S = (11 — i) (a; — a;) também seria miltiplo de 11, ou
seja, 11| (11 —4) (a} — a;). Como 11 é primo, pela propriedade fundamental, 11| (11 — 1)

ou 111 (a} —a;). O que ndo pode ocorrer, ja que (11 — i) nao é multiplo de 11, pois esta

compreendido entre 1 e 10 e nem (a; — a;), ¢ miltiplo de 11, pois estd compreendido entre

—9e09.

Portanto, o erro sera detectado.

Proposicao 21. Se ocorrer na leitura de um cédigo ISBN-10 um erro de transposicao, entao

o erro seri detectado.

Demonstracao:

Seja a = (a1, a9, ..., @i, - . ., Qj, ..., a19), um codigo ISBN-10. Tem-se:

S = (a1,a9, ..., 0, ..., a4, ...;a10) - (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1) =
10a; +9a2 + -+ (11 —d)a; +--- + (11 = j)aj + - - - + aqo.

Suponha que o cédigo tenha sido digitado errado e que no lugar de a;, digitou-se

a; e no lugar de a;, digitou-se, a;, 1 <14,7 < 10. Neste caso,

S"'=(a,az,....,a5,...,a;,...,a10) - (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1) =
10a +9as +---+ (11 —d)a; +---+ (11 — j)a; + - - - + aqo-

Fazendo S — §’, tem-se:

S—85=11-4)a;— (11 —i)a; + (11 —j)a; — (11 —j)a;, = (¢ — 7) (a; — a;).
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Usando o mesmo argumento da proposi¢ao anterior, necessariamente S’ Z 0mod 11.

De fato, se o erro nao for detectado, ou seja, S’ = 0mod 11, tem-se S’ e S multiplos
de 11, logo a sua diferenca, S—S5" = (i — j) (a; — a;) também serd multiplo de 11. Mas, de 11
ser primo, pela propriedade fundamental, isso ndo pode ocorrer, ja que (i — 7) ndo é multiplo
de 11, pois estd compreendido entre e —9 e 9 e nem (a; — a;) é miltiplo de 11, pois também

estd compreendido entre —9 e 9.

Portanto, o erro serd detectado.
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Capitulo 4

CONSIDERACOES FINAIS

Conclui-se que, por meio da Aritmética Modular (congruéncias), certos problemas

de matematica poderao ser resolvidos de forma agil e eficaz.

Esta ferramenta permitird ao aluno, fazer investigacoes matemaéticas, como por
exemplo: os critérios de divisibilidade. O aluno serd capaz de estabelecer se um ntimero
inteiro a ¢é divisivel por um nimero inteiro m, através do estudo da congruéncia modulo m,

sem precisar decorar regras.

Com a Prova dos Noves, o aluno podera estabelecer calculos mentais com facili-
dade, para verificar a veracidade dos resultados obtidos em operacoes envolvendo niimeros

naturais.

Apresentados como uma aplicacao da Aritmética Modular, no contexto social, os

codigo de barras e o ISBN poderao despertar o interesse do aluno em aprender tal teoria.

Professores de matematica, que atuem principalmente no ensino meédio, poderao
utilizar este trabalho, como um instrumento para o desenvolvimento de aulas de Aritmética.
Para tanto, buscou-se, durante a elaboracao da redacao, utilizar uma linguagem simples e
objetiva. Além disso, o principal objetivo foi colocar aqui aplicacoes de Aritmética Modular,
pouco aproveitadas até entao nas salas de aula, de modo a serem interessantes aos olhos
dos alunos, para que os mesmos ficassem curiosos e interessados em aprender mais sobre
os assuntos das aulas de matematica. Acredita-se também, que motivados por este, outros

trabalhos nessa linha, possam vir a sugerir outras aplicacoes interessantes da Matemdtica



que poderao ser também aproveitadas na Educagao Bésica.
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