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Resumo

Este trabalho fala sobre as matrizes, sua histéria, seu ensino, e suas aplicagoes.
Quanto ao ensino das matrizes, verificou-se um sistema de aprendizagem totalmente
algébrico e com poucos exemplos de aplicagoes. Neste sentido, orientagcdes ao ensino
foram estabelecidas visando subsidiar o trabalho docente na introducao a matrizes com
uma abordagem diferenciada em sala de aula. Para tal, foi apresentado o conteudo
de matrizes por meio de suas definicoes e propriedades. O trabalho apresenta uma
introducao a Otimizacao Linear e estabelece seus principais conceitos. O Problema de
Empacotamento de DAG’s (Directed Acyclic Graphs) € apresentado, seguido de um es-

tudo de técnicas para sua resolugao.

Palavras Chaves: Matrizes - Ensino - Aplicacoes



Abstract

This paper is about matrices, their history, teaching, and applications. Con-
cerning to Matrices teaching, it was verified a totally algebraic learning system and with
a few examples of applications. In this sense, orientations about teaching were set up
aiming subsidize instructor work on matrices introduction as a differentiated approach at
classroom. For this, it was presented the matrices subject by means of definitions and
properties. This work presents an introduction to Linear Optimization and set up their
mainly concepts. DAG’s Packing Problems (Directed Acyclic Graphs) is presented, fol-

lowing an study of techniques for its resolution.

Key Words: Matrices - Teaching - Applications.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A idéia de matriz comegou a aparecer no tempo da china antiga e sua origem
esta intimamenente ligada ao estudo de sistemas lineares.

O surgimento das matrizes se deu a partir da necessidade de se desenvolver
métodos para a resolucao de sistemas lineares, os quais comecaram a serem represen-
tados por tabelas numéricas formadas pelos coeficientes das equacdes que compunham
esses sistemas, essas tabelas deram origem ao que chamamos hoje de matrizes.

Hoje em dia as matrizes sao muito utilizadas para representar dados, permi-

tindo uma visualizacao pratica e com maior clareza das informacdes expostas, além de

11
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facilitar a resolugao de alguns calculos complexos, 0 que podemos considerar ser sua
importancia em varias areas, como na matematica, engenharia, fisica, administracao e
computagao. Elas também permitem o acimulo de informacdes em um pequeno espaco,

geralmente estao presentes em jornais, revistas, livros e internet.

1.1 Histodria das matrizes

Os primeiros indicios de matrizes surgiram no século Il a.c., apesar de existir
alguns indicios no século VI a.c., porém foi no final do século XVII que as ideias foram
estudadas e desenvolvidas até os dias atuais.

Os babilénios estudaram problemas e buscaram técnicas para a resolucao de
um sistema linear de duas variaveis e duas equacodes por volta de 300 a.c. e preservaram
esses problemas em tabletas de argila.

Por volta de 200 a.c. e 100 a.c., os chineses conseguiram chegar bem mais
perto das matrizes. O texto Nove Capitulos da Arte Matematica que foi escrito durante
a dinastia Han contém o primeiro exemplo conhecido de métodos de matriz.

Em 1545, Girolano Cardano encontra uma regra para a solucao de um sistema
de duas equacoes lineares, a regra de Cramer, para a resolugcao de um sistema linear
2x2 e desde entao muitos resultados comegaram a surgir.

No Japao e na europa a ideia de um determinante foi quase simultanea, em
1683 0 matematico Seki kowa (1637-1708) publicou suas ideias e escreveu Método de
resolver os problemas dissimulados que contém métodos matriciais com tabelas da
mesma forma com que foram costruidos os métodos chineses.

E logo depois Gottfried Leibniz (1646-1716), em 1683 que gerou a primeira
aparicao na Europa em uma carta enviada ao marqués de Lhépital, porém dava o nome
de resultante .

Durante o século XVIII, diversos matematicos desenvolveram estudos relaci-
onados aos métodos matriciais e sobre os determinantes, como por exemplo, em 1730

Mclaurin publicou um resultado provando a regra de cramer para calcular determinantes
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de matrizes 2x2 e 3x3. Em 1764 com Bézout surgiram os determinantes de Vander-
monde, e Laplace em 1772 que discutiu a solucao de um sistema de equacodes lineares
usando determinante.

Ja no século XIX Carl Friedrich Gauss utilizou pela primeira vez o termo de-
terminante no seu trabalho Disquisitiones Arithmeticae, em 1801 e no mesmo trabalho
descreve a multiplicacao de matrizes, que para ele era como uma composi¢ao, pois nao
tinha alcancado o conceito de matriz algébrica. No mesmo século Augustin Louis Cau-
chy prova o teorema da multiplicagao de determinantes e da novos resultados sobre o
assunto, vale ressaltar que foi ele quem introduziu a ideia de matrizes semelhantes e
mostrou que elas possuem o mesmo polindmio caracteristico.

A partir de Cauchy outros matematicos como Jacobi, Arthur Cayley, James J.
Sylvester desenvolveram e sistematizaram definicbes e propriedades que sao até hoje
utilizadas, como por exemplo: Sylvester foi o primeiro a usar o termo matriz e a definiu

como um arranjo retangular de termos; Cayley apresentou a inversa de uma matriz.

1.2 Objetivo do Trabalho

Este trabalho tem por objetivo analisar o conteudo de matrizes no Ensino
Médio, sua abordagem, seu ensino e suas aplicagées. O trabalho encontra-se dividido

da seguinte maneira:

Capitulo 2: Ensino de Matrizes
Neste capitulo tem-se uma conjuntura do ensino das matrizes no Ensino Médio.
Apresentam-se os Parametros e Diretrizes Curriculares Nacionais para o ensino
médio, além de analises de livros didaticos do Ensino Médio no que tange o ensino
de matrizes. Encontram-se também orientacdes que podem ser utilizadas em sala

de aula como uma proposta didatica para o Ensino das matrizes.

Capitulo 3: Fundamentacao tedrica das matrizes

Neste capitulo é apresentada uma fundamentacao tedrica as matrizes, com suas
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definicoes, teoremas e propriedades, seguidos de suas eventuais demonstracgoes.

Capitulo 4: Aplicacoes de Matriz em Otimizacao Linear
Neste capitulo € apresentada uma introducao a Otimizacado Linear e o estudo de
seus principais conceitos. Em seguida € explicitado o Método Simplex com sua
fundamentacao tedrica, por fim é apresentado o Problema de Empacotamento de

DAGs (PED) e sao aplicadas técnicas para a solugao do problema.

Capitulo 5: As conclusoes
Neste capitulo se encontram as conclusoes deste trabalho e as indicagbes para

desenvolvimento de trabalhos futuros.



CAPITULO

ENSINO DAS MATRIZES

A educacao no ensino médio tem o compromisso de desenvolver 0s processos
formativos do educando seja na vida familiar, no mundo do trabalho, praticas sociais, den-
tre outros, segundo a Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional - LDB ( 9394/96)
a qual determina os marcos legais para o ensino médio. Na LDB tem-se como maiores
destaques para o ensino médio suas finalidades; a organizacao curricular; e algumas
diretrizes.

Quanto a suas finalidades, o ensino médio tem que permitir ao educando a
consolidacao e o aprofundamento dos conhecimentos provenientes do ensino fundamen-

tal; a preparacgao para o mundo do trabalho e o exercicio da cidadania, o desenvolvimento

15
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do pensamento critico e sua formacao ética. O que deve repercurtir no crescimento do
educando como pessoa humana e o desenvolvimento de competéncias para continuar
seu aprendizado.

No que diz respeito a organizagao curricular tem-se uma proposta nacional
que leva em consideracao as diferentes realidades do brasil. O que deve ajudar o
educando a tornar-se capaz de se adaptar as mais diferentes propostas pedagdgicas
na nossa unidade federativa sem perder o seu foco, ou seja, sem deixar que as com-
peténcias fundamentais exigidas nos alunos do ensino médio deixem de ser alcangadas,
além de permitir uma grande margem de flexibilidade no que diz respeito aos contetidos
e métodos de ensino que melhor potencializem esses resultados.

Olhando para as diretrizes, temos as Diretrizes Curriculares Nacionais para o
Ensino Médio (DCNEM) que propéem uma formagao segundo os principios da contextua-
lizagao e da interdisciplinaridade além de indicar as competéncias e habilidades que se
espera serem adquiridas pelos alunos fazendo com que a escola nao se limite apenas
ao ensino disciplinar, mas sim que a escola desenvolva um trabalho que contribua para
o desenvolvimento dessas competéncias e habilidades.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio - PCNEM
(Brasil, 2002) o ensino da matematica devera proporcionar aos alunos habilidades re-
lacionadas a representacao, comprensao, comunicacao, investigacao, contextualizagao
sociocultural. Visando estes parametros apresentados pelos DCNEM (2000) e PCNEM
(2002) a matematica de hoje tem um aprendizado que se estende além do conteldo
fazendo com que o individuo a associe com o seu cotidiano, ndo querendo formar ma-
tematicos e muito menos estudantes que tenham em sua formagao apenas competéncias
ligadas a este componente curricular.

O professor de matematica no que diz respeito a forma de trabalhar os conteu-
dos, deve procurar o desenvolvimento do pensamento matematico realizado pelo aluno
por meio de processos que gerem uma aprendizagem valorizando sempre o raciocinio
matematico, raciocinio esse que em uma sala de aula deve ser aproveitado ao maximo

pelo professor, que o pode gerar de varias formas tornando estes processos de ensino
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valiosos e muito bem aproveitados.

Alguns exemplos de processos que podem favorecer a compreensao dos alu-
nos sao: perguntas durantes as aulas, situacoes problemas que permitam aos alunos
formular questionamentos, reflexdes, a elaboracdo de hipdteses e assim permitindo-os
retirar conclusdes; apresentacao exemplos e contra-exemplos; situacdes que levem os
alunos a abstrair regularidades, criagcao de modelos e generalizagoes; apresentacao de
propriedades matematicas seguidas de explicagao; apresentacao de formula seguidas
de sua respectiva deducao.

Diante disso espera-se que o professor de matematica ao administrar os conte-
udos durante o ensino médio possibilite ao seu aluno utilizar conteldos da matematica
para: resolver problemas praticos na sua vida, que a interprete a matematica como uma
ciéncia que possui caracteristicas proprias, e que se organiza por meio de teoremas
e demonstragdes. O aluno deve percebé-la como um conhecimento social e historica-
mente construido pelo homem e notar a sua relevancia no desenvolvimento cientifico e
tecnoldgico.

Os conteudos basicos do ensino médio na matematica se dividem em quatro
blocos: Numeros e operagdes; Fungdes; Geometria; Andlise de dados e probabilidade.
No trabalho com esses quatro blocos deve-se sempre buscar a articulagao entre eles,
apesar da divisao.

Nosso objetivo no momento € olhar para o conteddo especifico de "matrizes”
gue no caso encontra-se dentro do bloco de Numeros e Operagées , a qual é geralmente
ensinada no segundo ano do ensino médio. Temos como objetivo realizar uma analise
critica sobre o processo de ensino e aprendizagem de matrizes, para tais informacoes
sera utilizado o livro didatico.

Atualmente, o livro didatico € a principal ferramenta utilizada no Brasil, ja
que sua distribuicao acontece de forma gratuita em todo o d&mbito nacional nas escolas
publicas, € visto como um instrumento didatico-pedagdgico muito forte para o professor,
pois 0 auxilia no trabalho educativo contribuindo para o seu planejamento e execucgao

das aulas, servindo também como um texto de referéncia de saberes profissionais perti-
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nentes ao professor.

Ja para o aluno o livro didatico tem por objetivo consolidar, ampliar, aprofundar
e integrar os conhecimentos. Auxiliando o aluno para desenvolver habilidades e ajuda-lo
na sua formacao social e cultural.

Na secao 2.1 encontram-se trés analises de livros didaticos do ensino médio
referente apenas ao processo de ensino e aprendizagem do contetudo de matrizes logo
apos sera proposta uma nova forma de abordagem para o ensino de matrizes no ensino

médio.

2.1 Analise de livro Didadico |

O livro didatico ainda hoje € o Unico recurso mais utilizado pelos professores,
além de ser um componente da estrutura escolar. Porém, para o livro didatico ser uti-
lizado o professor e/ou pesquisador deve analisar o livro, e esta analise deve ser feita
tanto metodoldgica como conceitual.

Analisar um livro didatico nao é algo tao facil e rapido, os professores devem
ter em mente o que querem observar, ou seja, qual o objetivo desta analise. A analise
dos livros didaticos utilizados nas escolas pode ser um importante indicativo de como
esta o ensino nas escolas, e como pode esta sendo trabalhados os contelidos.

Neste trabalho a analise do livro didatico foi feita com intuito de verificar os
processos metodoldgicos utilizados por autores ao trabalharem com matrizes, tendo em
vista uma possivel atividade didatica com os alunos para que os mesmos possam ter
uma melhor compreensao do conteudo trabalhado.

Nesta secdo serao feitas analises referente ao processo de ensino e aprendi-

zagem do conteudo de matrizes dos seguintes livros:

e Livro 1: Matematica de Paiva, M.(2010)

e Livro 2: Matematica Ciéncia e Aplicacdes (2010) de I. lezzi, Gelson. II. Dolce,

Osvaldo. Ill. Degenszajn, David. IV. Périgo, Roberto. V. Almeida, Nilze de.
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e Livro 3: Matematica: Contexto e Aplicagdes (2010) de Dante, Luiz Roberto.

211 Livro1

O livro € objetivo no que diz respeito ao ensino de matrizes. Sua abordagem
comega por meio de tabelas numéricas retangulares e a partir disto faz uma analogia
com as matrizes. Em seguida mostra: sua definicao, suas formas de representagcoes
e evidencia as matrizes especiais. A cada tépico faz uso de exemplos e um traz um
exercicio resolvido ao final destes topicos e logo ap6s exercicios, o livro segue este
procedimento ao longo do texto.

O conteudo é introduzido por explanacao de uma forma bem pontual, o autor
se preocupa muito com a linguagem presente no texto e deixa-o bem refinado quanto a
linguagem matematica que por sua vez € bem rigorosa. O texto possui clareza, tornando
de facil interpretagcao para o aluno. No todo ndo possui erros conceituais e também nao
faz inducao ao erro.

Os conteudos contidos no livro sdoo bem hierarquizados e muito bem eviden-
ciados pelos recursos graficos, o livro possui algumas leituras complementares, principal-
mente sobre fatos historicos relacionados ao conteddo estudado. O livro tem caréncias
quanto a utilizacao de outros recursos didaticos, como por exemplo, aplicacées com tec-
nologias, nao fazendo muitas referéncias ao contetudo de matrizes.

Na explicacao, a quantidade de exemplos utilizados pelo autor € minima, ape-
sar de estarem em sintonia com o seu respectivo tépico. A cada topico o autor faz o uso
de exercicios resolvidos, tornando mais visivel a utilidade do processo evidenciado no
topico, geralmente o livro traz apenas um exercicio resolvido para exemplificar.

Os exercicios sao voltados para a fixagao das definicoes e propriedades res-
saltadas durante os tdpicos, a maioria destes exercicios ndao € contextualizado no que
diz respeito as outras areas e com o cotidiano, além de nao privilegiarem o uso da
imaginagao e da criatividade dos alunos.

Apesar de o texto ter uma boa articulagao entre as diferentes representacoes
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matematicas como, por exemplo, a lingua materna, a linguagem simbdlica, os desenhos,
as tabelas e etc. O autor nao permite ao aluno estabelecer as relacdes sobre o contetdo
e efetuar generalizagdes, sempre mostra as propriedades de formas expositivas e sem a

participacao do aluno.

2.1.2 Livro 2

O autor inicia sua abordagem com um breve contexto histérico sobre a origem
das matrizes evidenciando sua ligagao com os sistemas de primeiro grau, logo depois
apresenta uma tabela e comenta a praticidade, simplicidade e utilidade de uma tabela
para a representacao de dados, usando esta tabela o autor comega a expor 0 que sao
matrizes e suas representacoes, logo mostra os tipos de matrizes especiais que exis-
tem e a relacao de igualdade e entao apresenta as operagcdes com matrizes, porém as
propriedades das operag¢des nao sao evidenciadas durante seus respectivos tdpicos.

A cada definicao ou exposicao de conceitos tem-se 0 uso constante de exem-
plos e exercicios resolvidos, por fim propde uma secao de exercicios para validar a apren-
dizagem do aluno e um roteiro de trabalho, que possui questoes a serem trabalhadas em
grupo.

Quanto a linguagem utilizada pelo autor, nota-se uma preocupacgao com relacao
a leitura por parte do aluno, na sua grande maioria usa-se a linguagem materna para
mostrar as definigdes, conceitos e procedimentos deixando de dar énfase na linguagem
matematica simbdlica, que por sua vez é exposta apenas nas resolucoes de exemplos e
exercicios resolvidos.

O texto em geral € bem objetivo e claro, nao possui erros conceituais e também
nao faz mencao ao erro, mas o autor ao definir algumas caracteristicas aproveita-se de
palavras cujo significado matematico ndo é explicitado no texto podendo gerar no aluno
a nao compreensao da defini¢ao.

A quantidade de exemplos utilizada pelo autor para cada definicao ou concei-

tos é minima, fato que também ocorre nos exercicios resolvidos, em ambos 0s casos
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tem-se um aluno limitado, pois o autor nao proporciona a interagao do aluno durante sua
sistematizagao.

Nos exercicios propostos a maioria € aplicagao do que € exposto, mas encontra-
se algumas questdes que sao contextualizadas, o autor faz uso dos exercicios para fa-
zer com que o aluno perceba algumas propriedades das operagdes e nao as colocam
em evidéncia deixando para o professor efetuar com os alunos estas conjecturas em
relacdo as propriedades fato que pode passar despercebido dependendo do professor

em questao.

2.1.3 Livro3

O autor inicia com um texto que mostra uma grande utilidade de matriz no dia
a dia, feito isso utiliza uma tabela e a partir dela mostra o que é matriz e a defini, tudo de
uma forma bem direta, aproveitando os exemplos da definicao para identificar a ordem
das matrizes.

Quanto a representacao genérica de uma matriz, é introduzida por meio de
um exemplo seguida da definicdo convencional logo apds propde alguns exercicios. De
maneira bem objetiva expde os de tipos de matrizes especiais e fala sobre a igualdade
de matrizes de uma forma teérica seguindo entao para exercicios.

Ao trabalhar com igualdade de matrizes, o autor inicia com trés exemplos e
logo apos introduz alguns exercicios referentes aos exemplos dados. Em seguida traz
algumas operacoes com matrizes, na operacao de adicao cita duas matrizes e mostra
como funciona o algoritmo seguido de sua definicao, nao comenta as propriedades, as
cita como um trabalho a ser desenvolvido, porém ndao dando muita importancia.

Na operacao de multiplicacao o autor cria um tépico para o algoritmo, porém
tenta explicitar o algoritmo de uma maneira mais compreensivel, sem muitas explicacoes
o0 autor volta ao algoritmo e passa o processo usual, neste caso o autor deixa a critério
do professor tentar uma abordagem diferente para introduzir a multiplicacao de matrizes,

pois o autor deixa claro que este ndo é um topico de facil compreensao.
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Este autor aponta um diferencial em seu livro, pois, diferentemente dos outros
livros analisados, percebe-se que neste o autor traz um topico que trata de equacdes ma-
triciais e outro sobre aplicacoes de matrizes, mas se retém apenas a computacao grafica,
mostrando possiveis casos de aplicagoes diretas como, rotagao, escala, translagao, den-
tre outros.

Quanto ao aspecto grafico o livro € muito estruturado e bem colorido. A
linguagem utilizada pelo autor € clara e objetiva ndo deixando margem a duvidas ou
indugao para o aluno ao erro, também nao foram constatados erros matematicos durante
a analise.

Observou-se que o autor tem a preocupacao de articular conhecimentos no-
vos com conhecimentos prévios dos alunos, um fato ruim € que grande parte das ativi-
dades sao seguidas por teoria gerando um desinteresse ou podendo deixar o conteudo
dificil, nota-se uma auséncia quanto ao uso de exercicios resolvidos e a quantidade de
exemplos no texto € muito baixa. Assim como também existe a necessidade de o profes-
sor estar atento as termologias utilizadas, pois o autor trabalha neste livro com muito o
rigor matematico, o que exige do professor uma analise visando priorizar as termologias

gue considerar indispensaveis a formacgao dos alunos.

2.2 Analise de livro didatico Il

Nesta secao sera feita uma analise dos livros didaticos buscando verificar se
0s mesmos contemplam alguns dos objetivos propostos pelos Parametros Curriculares
Nacionais para o Ensino Médio, os quais estao bem definidos nas competéncias e habi-
lidades que um aluno deve obter com o Ensino Médio.

O conjunto de Competéncias e habilidades deve ser produzido no trabalho
com a Matematica em comum com as outras areas de conhecimento durante esta etapa
de ensino. Este conjunto traz como objetivo da matematica no ensino médio a investigacgao,
expressao e raciocinio, como também tornar possivel a elaboracdo e compreensao de

idéias matematicas.
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A metodologia do professor e/ou do livro € importante, pois se as mesmas
estiverem restritas as definicoes, exemplos e exercicios de fixagao, pouco se garante de
que o aluno tenha compreendido o significado das ideias pertinentes ao ensino deste
conteudo. Visando sanar esta dificuldade no ensino da matematica devemos contemplar
praticas que ajude a diminuir as dificuldades na aprendizagem, praticas que ajudem o
aluno a perceber as ideias e as articulacoes entre os conteludos propostos, e que antes
eram apresentados sem articulagoes.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais-PCN o ensino da matematica,
como um todo € um processo lento e arduo, onde se deve trabalhar a resolugao de pro-
blemas proporcionando aos alunos uma diversidade de situagdes. Situagdes onde se
busca fazer com que os alunos criem conjecturas, percebam as regularidades existentes,
compreendam a generalizacao de padroes, compreendam as estruturas dos algoritmos,
aprimorem as habilidades de organizacao e representacao dos dados, tenham a capaci-
dade de argumentacao, saibam lidar com os elementos fundamentais na formalizagao do
conhecimento matematico seja para efetuar uma leitura ou para interpretar uma situagao
em sala de aula ou na vida real.

Levando-se em conta todas estas consideracoes sobre a importancia da ma-
tematica no Ensino Médio, os PCN estabelecem alguns objetivos para que o ensino da
matematica possa ter significado para o aluno e que resulte em uma aprendizagem real,

sao eles:

e Compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas que permi-

tam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formagao cientifica geral;

e Aplicar seus conhecimentos matematicos a situagdes diversas, utilizando-os na

interpretac@o da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades cotidianas;

¢ Analisar e valorizar informagoes provenientes de diferentes fontes, utilizando ferra-
mentas matematicas para formar uma opiniao prépria que lhe permita expressar-se
criticamente sobre problemas da Matematica, das outras areas do conhecimento e

da atualidade;
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e Desenvolver as capacidades de raciocinio e resolugao de problemas, de comunicagao,

bem como o espirito critico e criativo;

e Utilizar com confianca procedimentos de resolucao de problemas para desenvolver

a compreensao dos conceitos matematicos;

e Expressar-se oral, escrita e graficamente em situacdes matematicas e valorizar a

precisdo da linguagem e as demonstragdes em Matematica;

e Estabelecer conexoes entre diferentes temas matematicos e entre esses temas e o

conhecimento de outras areas do curriculo;

e Reconhecer representagcdes equivalentes de um mesmo conceito, relacionando

procedimentos associados as diferentes representacoes;

e Promover a realizacao pessoal mediante o sentimento de seguranca em relacao
as suas capacidades matematicas, o desenvolvimento de atitudes de autonomia e

cooperacgao.

Deve-se dar uma grande importacia ao desenvolvimento de valores, habili-
dades e atitudes desses alunos, pois sao os objetivos centrais da educacao e podem
possibilitar ou ndo a aprendizagem do aluno.

Ao se olhar para o ensino e aprendizagem do contelido de matrizes, também
se tem alguns objetivos no que diz respeito as competéncias e as habilidades a serem

adquiridas pelos alunos. Pode-se destacadar as seguintes competéncias e habilidades:
e Construir, classificar e operar matrizes.

e Selecionar conjunto de informacgdes sobre fatos reais ou imaginarios na resolucao

de situagoes problemas;

e Ler e interpretar matematicamente textos que envolvam matrizes aplicando es-

tratégias na resolucao de situacdes-problemas;

e Resolver problemas e equagoes que envolvam matrizes.



CAP.2 ¢« ENSINO DAS MATRIZES 25

e Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para a linguagem simbdlica

e vice-versa;

Diante destes objetivos, propde a analise dos livros didaticos aplicando-lhes
uma nota de 0 ou 1 (0 sera quando nao contempla o critério e 1 quando o critério é
contemplado). Segundo os critérios citados a seguir, 0s quais sao retirados dos objetivos

propostos pelos PCN. Os critérios observados para a analise serao:
1. O livro proporciona situacoes favoraveis para a construcao de matrizes.

2. O livro apresenta situagdes problemas nas quais seja necessario compreender as

operacdoes com matrizes para resolvé-las.

3. O livro apresenta situagdes problemas nas quais sao necessarias a leitura e a

interpretacao de textos que envolvem matrizes

4. O livro apresenta problemas nos quais é necessaria a mudanga da linguagem cor-
rente para a linguagem simbdlica, ou vice-versa, para resolvé-los, possibilitando a

elaboragao de estratégias para resolugao do mesmo.
Para tal andlise foram utilizados os seguintes livros:

e Livro 1: Matematica de Paiva, M.(2010).

Livro 2: Matematica Ciéncia e Aplicagées (2010) de I. lezzi, Gelson. Il. Dolce,

Osvaldo. lll. Degenszajn, David. IV. Périgo, Roberto. V. Almeida, Nilze de.

Livro 3: Matematica: Contexto e Aplicacdes (2010) de Dante, Luiz Roberto.

Livro 4: Matematica: Ensino Médio (2010) de I. Diniz, Maria Ignez de Souza Vieira.

[I. Smole, Katia Stocco.

Livro 5: Matematica: Ciéncia, Linuagem e Tecnologia (2010) de Ribeiro, Jackson.

A tabela a seguir mostra o resultados obtidos apds a analise dos livros didaticos

seguindo os critérios para andlise definidos anteriormente.
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Analise dos Livros
Critério 1 | Critério 2 | Critério 3 | Critério 4
Livro 1 1 1 1 1
Livro 2 1 1 1 0
Livro 3 1 1 1 0
Livro 4 1 1 1 0
Livro 5 1 1 1 1

Esta tabela construida € um exemplo de uma matriz do tipo 5 x 4 onde as
colunas sao os critérios analizados e as linhas fazem referéncia a um dos livros que

foram analizados.

2.3 Situacao didatica

Nesta secao serao apresentadas propostas didaticas para serem utilizadas
em sala de aula, visando fornecer ao professor do Ensino Médio um caminho para o
Ensino de Matrizes. Busca-se a todo o momento tornar o aluno um ser ativo, fato que
com o qual torna a aprendizagem para o aluno mais signicativa e prazerosa.

Matematicamente a definicdo de matriz é: sejam m e n dois nimeros inteiros
maiores ou iguais a 1, denomina-se matriz m x n (Ié-se m por n) uma tabela retangular
formada por m.n numeros reais, dispostos em m linhas e n colunas. Em outras pala-
vras temos um agrupamento ordenado de nimeros que se apresentam dispostos em
linha e colunas numa tabela retangular, fato que justifica a grande maioria dos livros do
ensino médio, inclusive os presentes neste trabalho, iniciar o assunto de matriz com al-
guma situacao problema ou analise de dados que envolva tabelas, para somente entao
comecar com a definicdo do que é uma matriz.

A ideia de matriz pode ser iniciada com situagdes do cotidiano do aluno,

situacOes estas que tenham necessidade de representacao e que contenham muitos
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dados. Estas situagées podem ser encontradas em artigo de jornal, revista. Também po-
dem ser dados de empresa, de uma escola, entre outros. Neste sentido, para iniciarmos
a discussao do estudo de matriz neste trabalho, sera utilizado uma situagao problema
comum do dia a dia de uma empresa.

Exemplo: Buscando saber como andava o movimento de sua padaria, o senhor José
em um final de semana, decidiu registrar o numero de fregueses que fizeram compras e

também os separou por periodos (manha, tarde ou noite). Obtendo os seguintes resul-

tados:
Numero de Fregueses
Manha | Tarde | Noite
Sabado 57 110 35
Domingo 77 81 24
Com a tabela criada o senhor José pode obter varios tipos de dados, como
por exemplo:

e quantos fregueses foram atendidos no sabado a noite, basta olhar o nimero que

se encontra na primeira linha e na treceira coluna;

e quantos fregueses foram atendidos no domingo pela manha, basta olhar o nimero

que se encontra na segunda linha e na primeira coluna;

O professor pode comentar que uma tabela deste tipo, em que 0s numeros se
encontram dispostos em linhas e colunas, neste caso, duas linhas e trés colunas formam

uma matriz e que é representada da seguinte forma:

57 110 35
77 81 24

Feito isso, outros itens podem ser observados na representacdo de uma ma-

triz, como sua nomenclatura e a notacao de seus elementos de uma maneira clara e
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sucinta, ja que ainda nao foi formalizada a definicdo de matriz. Para complementar a
situacao, seria muito bom o professor ressaltar por meio de exemplos todos os tipos de
matrizes que existem, porém sem comentar suas peculiaridades. Com isso temos a ne-
cessidade de uma sistematizagao sobre a representagao de uma matriz, no que tange
esta representacao, a matriz geralmente é indicada por uma letra mailuscula e cada um
dos seus numeros sao chamados de elementos ou termos de uma matriz, estes elemen-
tos ou termos sao representados pela mesma letra utilizada para representar a matriz,
porém mindscula, acompanhada de dois indices que indicam, respectivamente, a linha

e a coluna em que o elemento esta localizado, observe a representagao da matriz A do

tipo m x n:
ai; ai2 A1z -+ Aip ai1 iz @13 * -+ A1n
21 Q22 G23 *** A2p 21 Q22 Q23 * -+ U2p
A= (aij)mxn - . i i . . =
Am1 Qm2 Am3 *°° Qmn Am1 Om2 Am3 **° Qmp
A lista ordenada (a1, a2, a3, - -+ , a;,) chama-se a i-ésima linha da matriz, en-
quanto que (a4, asj, as;, - - - , amj) Chama-se a j-ésima coluna da matriz. Esta representa-

cdo pode ser abreviada da seguinte forma: A=(a;;)man, COM 1 <i<m,1<j<mneije
N.

Por certas caracteristicas algumas matrizes recebem nomes especiais, como:
matriz quadrada, matriz triangular, matriz diagonal, matriz identidade, matriz nula, matriz
linha e matriz coluna. Neste caso € comum as matrizes linha e matrizes colunas serem
citadas apenas como casos particulares, porém seria interessante o professor aproveitar
a oportunidade e comentar sobre vetores de uma forma bem compacta, pois para os alu-
nos as matrizes sao ensinadas sem muitas aplicagoes, ou seja, de forma fechada, como
se sO existisse aplicacao para a construcao de tabelas e com esta ferramenta o professor
além de expandir o universo de pensamento do aluno ganha exemplos valiosos para a
consolidagao do assunto pelo aluno, ja que o conteldo de vetores é algo imprescindivel

no ensino superior principalmente no campo computacional.

A adigao de matrizes ao invés de ser tratada como um tépico com a apresentacao
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da definicdo e em sequéncia a resolugao de exercicios, poderia surgir com um pro-
blema que tenha da necessidade de se relacionar dados através da soma e a partir
desta relacao comecar a exposicao do algoritmo (conjunto de processos para efetuar um
calculo) da soma de matrizes.

Exemplo: Uma industria automobilistica produz dois carros de modelos | e Il, nas cores
azul, verde e branco, nos meses de janeiro e fevereiro de um mesmo ano. As tabelas a

seqguir representam a quantidade de producao nestes meses:

Producao de Janeiro Producao de Fevereiro
Modelo | | Modelo Il Modelo | | Modelo Il

Azul 200 190 Azul 220 205

Verde 180 150 Verde 210 170

Branco 120 100 Branco 130 110

De que maneira podemos determinar a producao do bimestre janeiro-fevereiro
desse ano?
Intuitivamente, temos que para determinar a producao do bimestre deve-se

somar os elementos de mesma posicao das duas tabelas, obtendo-se uma nova tabela:

Producao de Janeiro-Fevereiro
Modelo | | Modelo Il
Azul 420 395
Verde 390 320
Branco 250 210

Apos a resolucao do problema, cabe ao professor expor a definicdo da soma
de matrizes. Com o algoritmo compreendido pelo aluno, por que nao fazer com que
os alunos percebam as propriedades relacionadas a esta soma ou até mesmo como o
algoritmo surgiu? Neste caso pode-se usar o software winmat. Este software permite

calculos com matrizes, a edicdo de matrizes e resolucdo de problemas de algebra linear;
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nele pode-se trabalhar em modo real, complexo e inteiro; tem-se a possibilidade de tra-
balhar com matrizes de ordens maiores e um outro fator que contribui € o fato dele ser um
software livre. Pode-se utilizar o software winmat de varias formas, procura-se fazer com
que os alunos percebam o algoritmo da adicdo e sua existéncia. Segue uma possivel
atividade a ser desenvolvida:

Na primeira parte da atividade tem-se por objetivo levar os alunos a construcao
do pensamento sobre o0 algoritmo da soma de duas matrizes, para tal tarefa pede-se que
os alunos construam duas matrizes de ordem 2 e nomeiem-nas, respectivamente, de A
e B. (Figura 2.1)

[{ winmat [real]
Matriz  Calc Ver Ajuda

Arquivo  Editar Misc  Fechar Arquive Editar Misc Fechar

1.00 2.00 —2.00
Z 0 4.00 1.00

a0

] tamanho |2 Xi??— e |B vl

o ZEMDE

7 dleatdrio iEI.D para I1.EI

£ walor diagonal I'I a

" finhas de probabilidades

" colunas de probabilidades

criar | fechar |

Figura 2.1: Matrizes Ae B

Em seguida, solicitar que os alunos calculem a soma das duas matrizes acima

e a nomeie de C com as matrizes na tela (Figuras 2.2) questiona-se o aluno perguntando
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[ i winmat [real]
Matriz  Calc Ver Ajuda

Arquive Editar Misc Fechar Arquive  Editar  Misc  Fechar

100 2l: 200 —2.00
Fe T 2 4.00 1.00

1

-_ Arquive Editar Misc  Fechar

jma

nomear resultado IE vl 1 %ﬂﬁ
6.00

criar | fechar |

i

Figura 2.2: Matriz C soma das marizes A e B

Continua-se com este processo com exemplos de matrizes de ordem iguais
até que seja nitida a captacao do algoritmo pelos alunos e agora cabe ao professor
efetuar a sistematizacao do que foi percebido pelos alunos.

A segunda parte da atividade tem por objetivo levar os alunos a perceber
quando € possivel somar duas matrizes. Pede-se para que construam duas matrizes
quaisquer com o numero de linhas diferente uma da outra, em seguida realize a soma
(Figura 2.3), com o resultado da soma das matrizes na tela questiona-se o aluno per-
guntando o que conseguiram observar quanto a soma dos elementos das matrizes, fato
gue nao vai ocorrer ja que possuem as matrizes ordens diferentes fazendo com que o

programa apresente uma mensagem de incompatibilidade.
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[i winmat [real]
Matriz  Calc Ver Ajuda

Arquive Editar Misc  Fechar Arquivo Editar  Misc Fechar

5.00 3.00 0.00 —-2.00
0.00 -1.00 4.00 6.00
—-2.00

jt+B : ;
imcompativel

nomear resultado |D vl

criar | fechar | oK I

Figura 2.3: Soma de matrizes com ordens diferentes

Pede-se que tente novamente efetuar esta operacao com matrizes de ordens
diferentes fato que os levarao a uma outra incompatibilidade, e a partir disto pergunta-se
por que esta soma nao ocorreu? O que mudou em relagao a atividade anterior quando
se teve o resultado da soma? Uma possivel conclusao apresentada pelos alunos é que
se as matrizes forem de ordens diferentes, algum elemento de alguma das matrizes, nao
teria outro elemento correspondente da outra matriz para se somar, por isso sempre que
se soma matrizes de ordens diferentes nao se tem o resultado. Novamente cabe ao

professor efetuar a sistematizacao do que foi percebido pelos alunos.

Este processo de ensino-aprendizagem facilita muito, pois € um meio alterna-
tivo para se sair do ambiente de sala de aula com quadro negro e giz, e a0 mesmo tempo
torna o aluno um ser ativo, fazendo com que o mesmo gere suas conclusoes. Pode utili-
zar 0 mesmo procedimento para que os alunos consigam perceber as propriedades que

estao envolvidas quando se soma duas ou mais matrizes, como a comutatividade, a as-
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sociatividade, a existéncia do elemento neutro e a existéncia do oposto (simétrico). O
mesmo procedimento pode ser utilizado quando estamos ensinando subtracao de matri-

Zes.

Geralmente, as operacgdes de adicao e subtragao de matrizes sdo bem acei-
tas pelos alunos, porém percebe-se que a maioria dos casos ou exercicios que sao
propostos aos alunos sao casos validos, ou seja, casos onde estas operacdes conse-
guem ser executadas. Seria 6timo trabalhar com os alunos casos onde estas operagdes
nao ocorrem, pois com isso o professor faz com que o aluno reflita se é possivel ou
nao executar estes algoritmos, permitindo ao aluno saber quando aplicar, fato que nao
ocorre com frequéncia proporcionando ao aluno uma ma formulagao de conhecimento,
ja que quando se deparar com uma situacdao onde nao seja possivel executar a soma
ou a diferenca de matrizes 0 mesmo aplicara e consequentemente estara errando. Fato
que torna esta interacao com as tecnologias um fator ainda mais importante, ja com elas,
como mostrado na atividade sugerida acima podemos gerar o conhecimento sem este

possivel equivoco.

Na multiplicagao de um numero real por uma matriz, como se trata de um algo-
ritmo semelhante a multiplicagdo de nimeros reais os livros ndo dao muita importancia
e nota-se que geralmente abordam de forma bem sucinta e os exercicios sao apenas
aplicagcdes. Com o auxilio das tecnologias ganha-se um aliado muito forte, principal-
mente porque essas tecnologias estimulam o aluno a sair da sua posi¢ao de equilibrio,
ja que se trata de um ambiente onde 0 mesmo possui muita destreza. Como ja mostrado
anteriormente com a ajuda do software winmat conseguimos retirar uma aprendizagem
gerada por meio de repeticdo que na maioria das vezes € executada sem o real sen-
tido da operacgao, retirando também a autonomia do aluno, tornando-o um ser passivo
no processo de aprendizagem que geralmente o desmotiva. Utilizando-se do software o
professor consegue lidar com a multiplicagao de um numero real por uma matriz de um
modo estimulante para o aluno. A seguir se encontra uma possivel situacao didatica: o
professor cria uma matriz qualquer e efetua a multiplicacao por um nimero sem que haja

uma precipitacao por parte do professor falando o que esta fazendo (Figura 2.4), logo
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apds isto questiona o aluno, pedindo para que o mesmo compare as duas matrizes e

repasse 0 que conseguiu notar.

ki winmat [real]
Matriz  Calc Ver Ajuda

Arquivo  Editar  Misc  Fechar

5.00 3.00
O =00 =1 .00

= nomear resultado IE 'i

criar | fechar |

Arq_u'n.ro Editar Misc Fechar

10.00000 6.00000
0.00000 —-2.00000
=4 .00000 g§.00000

Figura 2.4: Multiplicacao de um numero real por uma matriz

Espera-se que com este fato o aluno perceba que o comando que o profes-
sor deu faz com que cada elemento da matriz obtida seja o resultado do produto en-
tre numero real utilizado e o elemento da primeira matriz, caso o aluno nao perceba,
pode-se utilizar novamente 0 mesmo processo até que o aluno perceba, vale ressaltar
que o tempo ganho com o auxilio do software € muito grande por isto este processo de
percepcao pelo aluno se torna muito rapido ja que a quantidades de exemplos se torna

abundante fato que difere do quadro negro, com o resultado obtido o professor faz entao
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a sistematizagao e a formalizagao deste procedimento com a turma.

Com estes exemplos na multiplicacao de um numero real por uma matriz o
professor pode questionar a turma perguntando: "Se isso acontece com um numero,
se multiplicar uma matriz pela outra, o que vai acontecer?”Com esta pergunta o profes-
sor consegue relacionar a multiplicagdes de matrizes obtendo um retorno por parte do
aluno, que ao se deparar com esta situacao em um primeiro momento ira construir duas
matrizes e a partir delas efetuar o produto buscando encontrar algum fato que o faca en-
xergar uma semelhanca entre os elementos como ja feito anteriormente na multiplicagao
de um numero real, porém nao ira encontrar esta resposta de forma tao rapida. Com
esta situacao-problema cabe ao professor trazer a nova ferramenta, que neste caso é o
algoritmo da multiplicagdo de matrizes, mostrando como € o algoritmo e de que forma
deve ser feito por meio de exemplos e assim trabalhar com situacdes que levem o aluno
a utilizar este algoritmo. Pode utilizar o mesmo procedimento para que os alunos consi-
gam perceber as propriedades que estao envolvidas quando se multiplica duas ou mais
matrizes.

E comum os livros mostrarem uma situagéo para exemplificar e logo em se-
guida passar a definicao e suas propriedades.

A multiplicagao de matrizes nao € de facil compreensao para os alunos por se
tratar de um algoritmo extenso, deste modo o professor tem que trabalhar com muito mais
exemplos que envolvam multiplicagoes de matrizes para assim expor aos seus alunos a
definicdo de multiplicagao de matrizes, feito isso se trabalham exemplos, porém volta-
se a afirmar que é bom a utilizacao de exemplos onde o algoritmo nao possa ocorrer,
permitindo ao aluno uma reflexao sobre a definigao que foi exposta anteriormente.

Ao utilizamos o software winmat para tal assunto a defini¢cao foi dada antes dos
exemplos, mas possui um sentido diferente, ja que no livro cria-se uma recorréncia de
exemplos para encontrar o algoritmo e na utilizagao do software nao gera esta prioridade.

Vale ressaltar que apds ser definido pelo professor o mesmo fara usos de
exemplos para que os alunos possam assimilar a definicdo. Ja as propriedades da

multiplicagao de matrizes ao invés de serem colocadas como uma lista, porque nao fazer
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com que os alunos percebam-nas criando situagdes para que os alunos possam conjec-
turar estas propriedades por meio do software? E claro que ao término destas conjectu-
ras o professor deve entao fazer um fechamento a respeito, com rigor e utilizando se da

linguagem matematica.

2.4 Consideracoes Finais

Este capitulo mostrou um modo diferente de abordar o conteddo de matrizes
e suas operacoes, mostrando que a tecnologia pode favorecer o processo de aprendiza-
gem dos alunos em relacao ao conceito de matrizes.

Em um ambiente informatizado tem-se a possibilidade de fazer varios expe-
rimentos em pouco tempo, o que dificilmente ocorreria em uma manipulagao concreta,
favorecendo o processo de investigacao do aluno, podendo melhorar sua construcao de
conceitos.

Normalmente as aulas de matematica tém carater estatico, sdo ministradas
em salas de aulas, com aulas tradicionais e com uso de livros. Muitas vezes esses
tipos de aulas fazem com que os alunos nao facam a assimilacao do que € dito pelo
professor tornando a aula um conjunto de simbolos, palavras e desenhos sem quaisquer
significados.

O uso do computador possibilita também a interatividade, a qual concretiza
a acao mental do aluno, mostrando-as na tela do computador, possibilitando que ele
manipule os objetos pensados. Assim, os alunos podem fazer diversas representagoes,
as quais representam diferentes ideias, 0 que possibilita uma melhor exploracao dos

conceitos matematicos.



CAPITULO

FUNDAMENTACAO TEORICA DE
MATRIZ

Este capitulo destina-se a apresentar os conceitos relativos as matrizes, a
definicao de matriz, teoremas e suas respectivas demonstragées. Conceitos estes que

contribuiram para a compreensao do objeto de estudo desta pesquisa.
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3.1 Definicao e Representacao de Matriz

Definicao 3.1. Uma matriz m x n é um conjunto A de mn nudmeros a;; € N, onde i =
l,---,m,ej =1--- ,n Neste caso os numeros a;;, sS40 chamados de entradas ou,
elementos da matriz A e dizemos que A tém m linhas e n colunas ou, que ela é uma

matrizm x n (leia “m por n”).

Uma matriz A com entradas «;; é denotada pelas seguintes formas:

Amxn - (aij)mxn = {aij | 1= 17 ,ym,ej) = L 7’)7,}
ou,
11 Q12 13 - Q1p 11 Q12 Q13 * -+ Q1n
21 Q22 Q23 - U2p Q21 Q22 Q23 *** A2p
Am1 Am2 Qm3 *** Amn Am1 Om2 Qm3 *** Qmn
mXn L 4 mXn

Denotaremos por M,, ., 0 conjunto das matrizes com m linhas e n colunas.

3.2 Tipos de Matrizes

Definicao 3.2. Considere uma matriz m x n, quandon = 1 a matriz é chamada de matriz

coluna.

a1
a21

21

Qm1
-m-m><1

Definicao 3.3. Considere uma matrizm x n, quando m = 1 a matriz é chamada de matriz

linha.

[au aiz2 a1z -+ aln]lxn
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Definicao 3.4. Considere uma matriz (a;;) de ordem m x n, quando m = n a matriz é

a11 Q12 - Qin
, . Qg1 G2z *+* A2n
chamada de matriz quadrada. E sera denotada por A, = | =~ . , heste
An1 Ap2 * - App
4 nXn

caso diz-se que a matriz é quadrada do tipo n x n ou, de ordem n.
Note que ao denotar M,,, 0 conjunto das matrizes m x n, podemos também

considerar que:
e Quando n = 1, dizemos que M,,., € o0 conjunto das matrizes colunas.
e Quando m = 1, dizemos que M, ,, é o conjunto das matrizes linhas.

e Quando m = n, usa-se o simbolo M, para denotar o conjunto das matrizes n x n.
E, nesse caso dizemos que as matrizes sao quadradas ou, M, é o conjunto das

matrizes quadradas.

Definicao 3.5. Uma matriz (a;;) de M, é denominada matriz identidade quando todos
o0s seus elementos a;; = 0 parai # j e a;; = 1 parai = j. E sera denotada por I,, ou

simplesmente por | quando a referencia a respeito de n € bem clara.

Definicao 3.6. Uma matriz (a;;) de M,,., € denominada matriz nula se todos os seus
elementos a;; = 0, ou seja, forem nulos. E sera denotada por O,,, ou simplesmente por

O quando a referencia a respeito de m e n for bem clara.

Definicao 3.7. Uma matriz quadrada ndo nula A = (a;;) é triangular superior (respecti-

vamente triangular inferior) se a;; = 0 para todo i > j (respectivamente a;; = 0 para todo

1<)

Definicao 3.8. Uma matriz ndo nula (a;;) de M, é denominada matriz diagonal, quando
todos os seus elementos a;; = 0 parai # j. E os elementos a;;, comi = j sGo chamados

elementos diagonais.
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3.3 Igualdade e Desigualdade de Matrizes

Definicao 3.9. Considere duas matrizes A = (a;;) € B = (b;;) matrizes de M,,,. AS
matrizes A e B sao ditas iguais se e somente se todos 0s elementos correspondentes

Sdo iguais, ou seja:
A=B&a;j=0by,, paratodoi=1,--- mej=1,---,n

A negacao de A = B é representada por A # B, que significa que A e B sao
de tipos diferentes ou que A e B sao do mesmo tipo, mas pelo menos um elemento de A

difere do elemento de mesma posi¢ao de B.

3.4 Operacoes com Matrizes

3.4.1 Adicao de Matrizes

Definicao 3.10. Considere duas matrizes A = (aij) e B = (b;;) matrizes de M,,x,. A
soma de A com B, denotada por A+B, é a matriz C = (c;;) pertencente a M,,.,, tal que
cij = a;; +bij, coml <i<mel<j<n;nestecaso dizemosque C=A+BouA+B-=
C.

Definicao 3.11. Considere a matriz A = (a;;) de M. Dizemos que a matriz oposta da
matriz A (representada por -A) é a matriz que somada com a matriz A tem como resultado

a matriz nula. Note que ao pegar uma matriz A € M, e « = —1,tem — se (—1)A = —A.

Teorema 3.1. Sejam as matrizes A,B,C € M,,., € sendo O a matriz nula pertencente a
M, .. Entao:

()A+B=B+A

() (A+B)+C=A+(B+C)

(IIA+0=0+A=A

(IV)A+(-A)=(-A)+A=0
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Demonstragao:

() A4+B = (aij)mxn=+ (bij)Jmxn = (@ij+bij)mxn = (bij+ij)mxn = (bij)mxn+ (@i )mxn = B+A
() (A+ B) + C = ((@ij)mxn + (bij)mxn) + (¢i)mxn = (@ij + bij)mxn + (Cij)mxn =

= (i +bij+Cij)mxn = (i) mxnt(0ig+Cij)mxn = (@ij)mxn+((0ij)mxn+(CijJmxn) = A+(B+C)
() A+ O = (aij)mxn + (0ij)mxn = (@ij + 0ij)mxn = (@ij)mxn = A

O + A = (0i)mxn + (@ij)mxn = (0ij + Gij)mxn = (@5j)mxn = A

(IV) A+ (= A) = (aij)mxn + (=i )mxn = (@i = @ij)mxn = (0i)mxn = O

(=A4) + A = (=aij)mxn + (@) mxn = (=055 + @ij)mxn = (0ij)mxn = O

3.4.2 Subtracao de Matrizes

Definicao 3.12. Considere duas matrizes A = (a;;) € B = (b;;) matrizes de M,,x,. A
subtragao ou, diferenca de A e B, denotada por A - B, é a matriz C' = (c;;) pertencente a
M« tal que c¢;j = a;; — b;;, com1l < m el < j <n;neste caso dizemos que C=A-B
ouC=A+(-B).

3.4.3 Multiplicacao de Numero Real por Matriz

Definicao 3.13. Seja A = (a;;)€ M,.«,, € @ numero real. O produto da matriz A pelo

numero « , denotado por oA, é a matriz obtida multiplicando-se cada elemento de A por

a. Isto é:
.11 .12 .13 - A.A1p
.21 .92 (X.A23 -+ (.Qap
ah = o = (@035 )mxn
A.Qm1 XAy A.Qm3 = XAy,

Teorema 3.2. Sejam as matrizes A, B € M,,«,, € o, 5 € R. Entdo:
() «(A+ B) =aA+ aB

() (a«+ B)A = aA + BA

() (af)A = a(BA)
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(IV)1.A=A
Demonstragao:
() a(A+ B) = a((aij)mxn + (bij)mxn) = a(aij + bij)mxn = (a(a@ij + bij) Jmxn = (-0ij)mxn +
(.bij)mxn = (i) mxn + (bij)mxn = €A+ aB
() (a + B)A = (a + B)(aij)mxn = (@ + B)ai)mxn = (aai; + Baij)mxn = (ij)mxn +
(Baij)mxn = (aij)mxn + B(aij)mxn = @A+ A
() (aB)A = (af)(aij)mxn = (@B)aij)mxn = (a(Bij))mxn = a(Baij)mxn = (B(aij)mxn) =
a(BA)
(IV) 1A = 1(aij)mxn = (1aij)mxn = (@ij)mxn = A
No conjunto M,,.,(R) das matrizes reais m por n, onde m e n sS40 nUmeros
naturais dados maiores que zero. Quando definimos a operagao de adi¢ao verificamos
que sao validas as igualdades:
A+B=B+ A
(A+B)+C=A+(B+C)
A+O0O=0+A=A4A
A+ (—A) =(—A)+A=0
E ao multiplicar uma matriz de M,,«,(R) por um namero real verificamos que

também sao validas as igualdades:
(aB)A = a(BA)
(a+pB)A=aA+ BA
a(A+ B)=aA+aB
1.LA=A

Estas igualdades da soma de matrizes e da multiplicacao de uma matriz por
um numero real juntas, formam um par importante de operacdes que caracteriza um
Espaco Vetorial e portanto podemos dizer que o conjunto M,,«,(R) € um Espago Vetorial
sobre R. Os Espacos Vetoriais sao muito importantes, pois sdao os objetos de estudo da

Algebra Linear.
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3.4.4 Multiplicacao de Matrizes

Definicao 3.14. Considere duas matrizes A = (a;j) € Myxn € B = (bij) € M. Para
multiplicar A com B e determinar o produto AB é necessario que n = k quando isso
ocorre AB esta bem definida e ela € uma matriz de M,,,. Sera denotado por{AB);; a

(i,7) -ésima entrada de AB, ela € dada pela seguinte formula:

= Z ity
t=1

Teorema 3.3. Sejam A,B e C matrizes e o« um numero real. Entdo, sempre que 0s
produtos e somas forem definidos:
(l) (AB)C = A(BC)
() A(B+C)=AB + AC
() (A+B) C=AC +BC
(IV) a(AB) = (aA) B = A(aB)
Demonstracao:
(1) Aplicando a definigao 3.12, temos:

! I
- Z (Zt 1 aztbtg) Z aitbtjcjh —

j=1 7j=1 t=1

= Z Zait(btjcjh) = Z At (Zézl(btjcjh)> = [A(BO)]in

=1 j=1 t=1

3

(1) Aplicando a definicao 3.12 e 3.9, temos:

At bt] + Ct]

Mz

AB+C) = [(azt )(bej + Ct]i|

t=1

AB + AC = Z altbtj + Z A3t Ce5 = Z aztbtj + QitCry = Z ¢ bt] + Ct])

t=1

(lll) Aplicando a definigcao 3.12 e 3.9, temos:

n

(A+ B)C = [(au + bi)eyly = D (i + by

t=1
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n

AC+ BC = Z AitCyj + Z bircj = Z itCrj + bipcyj = Z(ait + bi)cy;
t=1 t=1 t=1

t=1

(IV) Aplicando a definigcao 3.12

n

a(AB) = o[AB];; = « (ZL aitbtj> =Y aayby = Y (aay)by = [(aA)B];

t=1

= (0A)B
a(AB) =a[AB|;j =« (Z?:l aitbtj> = Z by = Z ai by = Z a;(aby;)
= [A(aB)];; = A(aB)

Logo a(AB) = (aA)B e a(AB) = A(aB), portanto o(AB) = (aA)B = A(aB).

3.4.5 Matriz Transposta

Definicao 3.15. A transposta de uma matriz A = (a;;) € M,,«, € @ matriz A* = (a;;) obtida
através de troca i-ésima linha de A pela i-ésima coluna de A. O resultado é uma matriz

n x m a ser chamada a matriz transposta, e denotada por A'.

Teorema 3.4. Sejam A e B matrizes e o um numero real. Entao, sempre que 0s produtos
e somas forem definidos:

() (A+ B)!= A"+ B!

(1) (A") = A

() (A)t = At

(IV) (AB)! = B'A

Demonstragéao:
t
(I) (A + B)t = ((aij + bij)mxn> = (aji + b]z)n:cm = (aji)n:cm + (b]z)nzm = Al + Bt
t t
(I/) (At)t = (((aij)mxn)t> - (((]Jﬂ)nxm> = (aij>m><n = A
t

(M) (aA) = ((ozaij)mm> = (aji)nem = (@ji)nam = A’
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(IV) Seja A uma matriz m x n e B uma matriz n x k, queremos provar que os (i,j)-ésima

elemento de (AB)' é igual a (i,j)-ésima elemento de B'A'. Entao:
[ABi; =Y auby; = [(AB)'];; = [ABl;i = ) _ajbu =) buas
t=1 t=1 t=1

Por outro lado [B'A");; = Y"1, ba;;. Comparando isso com a ultima igualdade teremos

o0 resultado desejado.

Definicdo 3.16. Se A é uma matriz quadrada o k-ésima poténcia de A é a matriz A*

obtida pela multiplicacao de A com si k. vezes.

Definicao 3.17. Uma matriz quadrada nao nula A é simétrica quando ela é igual a sua
transposta, ou seja, A é simétrica se, e somente se, A' = A. Assim A é anti-simétrica

quando At = —A.

3.4.6 Traco de uma Matriz

Definicao 3.18. O traco de uma matriz quadrada A = (a;;) é a soma dos elementos

diagonais. Denotaremos o trago de matriz A portr(A). Entdo se A € M,, temos que:
tT(A) = a1 +agsy +az3+ -+ App = Zaii

Teorema 3.5. Sejam A, B € M,, duas matrizes. Entao:

() tr(0) =0

() tr(L,) =m

() tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)

(IV) tr(aA) = atr(A), para todo escalar o € N (V) tr(A?) = tr(A)

(VI) tr(AB) = tr(BA)

Demonstracao:

(Dtr(0) =37 104 =011+ 00+ 404, =0,p0is0; =0Yi=1,2,--- ,n

() tr(1,) =>"" @i = a4+ a2 + -+ + Gy =M, POISa; =1YVi=1,2,---,m
(M) tr(A+ B) =30 (aiy +by) => 0 au + Y by = tr(A) + tr(B)
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(IV) tr(aA) =370 aay = oD a;) = atr(A)
(V) tr(A") = > a; = tr(A), note que os elementos da diagonal da matriz transposta

de A e os elementos da diagonal da matriz A continuam os mesmos.
(VI) tr(AB) = 3201 320y aijbyi = 325 doimy bijazi = tr(BA)

Observacdo: A multiplicacdo das matrizes quadradas nao é uma operacdo comutativa,

ou seja, AB#BA. Porém os tracos de AB e BA s3o iguais.

3.4.7 Matriz Inversa

Definicao 3.19. Uma matriz quadrada A = (a;;) € chamada de inversivel se existe uma
matriz B = (b;;) tal que AB = BA = |, onde | é a matriz identidade. Tal matriz B é unica, a

chamamos de inversa de A e a denotamos por A~1.

3.5 Consideracoes Finais

Este capitulo apresentou a Algebra das matrizes, fazendo uma exposicdo do
conteudo de matrizes de forma gradativa dando énfase a alguns conceitos basicos de
suas principais definicoes, teoremas e propriedades de forma bem objetiva, com o intuito
de subsidiar o professor em seu trabalho, além de uma referéncia para o ensino dos

conceitos aqui expostos.



CAPITULO

APLICACOES DE MATRIZ EM
OTIMIZACAO LINEAR

As matrizes sao muito utilizadas para representar dados gerando uma visualiza-
cao clara e pratica das informagdes, permitindo um grande acumulo de informacdes em
um pequeno espaco, facilitando a resolugcao de calculos complexos, dai a sua importancia
em varias areas. O uso de matrizes vem sendo explorado para a resolucao de proble-
mas do mundo real e a utilizacao destes problemas em sala de aula favorece o ensino da

matematica e mostra a necessidade de se aprender matematica tornando a aprendiza-
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gem mais significativa para o aluno ja que estes problemas sdao exemplos de aplicagdes
praticas dos conceitos abordados durante o ensino médio e que por sua vez estimulam
o estudo e aprofundamento dos conhecimentos por parte do aluno.

Um ramo da matematica onde se tem grande aplicagao de matrizes é na area
da Pesquisa Operacional (PO), que consiste no desenvolvimento de métodos cientificos
de sistemas complexos para a tomada de decisoes visando tornar estas decisdes mais
efetivas e os sistemas mais produtivos, baseados em dados completos, consideracao
todas as alternativas possiveis, previsdes de resultados e estimativas de risco utilizando
as mais modernas ferramentas e técnicas de decisao.

Os métodos de Pesquisa Operacional tém sido largamente aplicados com in-
tuito de obter solugdes para problemas ligados a tomada de decisées em diversas areas
do conhecimento. Exemplos dessas areas sao: Computacao, Matematica, Engenharia,
Medicina, Administracao e Financas (Arenales et.al., 2007). Nessas areas, ha aplicacoes
que possuem diversas variaveis e, com isso, o entendimento do problema e o processo
de tomada de decisao tornam-se extremamente complexos se realizados manualmente.
Por outro lado, a representacao do problema através de modelos matematicos e, por
conseguinte, a resolucado atraves de técnicas de Pesquisa Operacional pode reduzir essa
complexidade e tornar o processo de resolucao bem mais eficiente (Santos, et.al, 2007).

O comeco da atividade chamada Pesquisa Operacional tem sido atribuido as
iniciativas militares da Segunda Guerra Mundial. Por causa do esfor¢o da guerra, existia
uma necessidade urgente de alocar recursos escassos as varias operacoes militares e
as atividades dentro de cada operacao de uma maneira efetiva. Um grande grupo de
cientistas foi reunido para aplicar uma abordagem cientifica a problemas estratégicos e
taticos. Esses cientistas foram chamados a realizar pesquisas (sobre atividades) ope-
racionais militares, dai o nome de sua atividade. A observacao inicial e a formulacao
do problema estao entre os mais importantes passos da solu¢cao de um problema por
Pesquisa Operacional.

O problema de corte, por exemplo, muitas industrias tém que cortar objetos

maiores em objetos menores de tamanhos variados, em geral nao padronizados, tudo
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depende da solicitagao dos clientes. Esse processo de cortar material em geral tem
um grande desperdicio de material indesejavel, surge entao um problema de otimizacao
(problema de corte) onde se cortam objetos para producao de outros em quantidades e
tamanhos desejados, de modo que o desperdicio de material seja minimo.

Com um olhar mais técnico o problema de corte, no que tange sua formulacao
matematica pode ser discriminado e generalizado como o Problema de Corte unidimen-
sional, onde se desejam cortar barras disponiveis de um tamanho padronizado L para
a producao de m tipos de itens com tamanhos [;,[s,--- , [, em quantidades variadas,
b, be, -+, by, respectivamente. Uma maneira particular de se cortar uma barra define o
que se chama de padrao de corte e, a cada padrao de corte 5,5 = 1,2,..., associa um
vetor m-dimensional a; = (a1, as;, - - - , am;), €M que a;; fornece o nimero de itens do tipo
i no padrao de corte j. Veja (Arenales et.al., 2007).

Um vetor a = (ajas -+ - a,,)T representa um padrao de corte se e somente se 0
seguinte sistema € satisfeito: l;a; +lbas+ - - -+la, < L,ondea; > 0,a3 > 0,--+ , a, >0
e inteiros.

Suponha que exista n padroes de corte possiveis para esse sistema. Uma
vez definida o padrao de corte o problema consiste em determinar quantas barras devem
ser cortadas de acordo com cada padrao, de modo que a demanda de cada item seja
atendida, utilizando o menor numero possivel de barras. Define-se a variavel z; como
0 numero de barras cortadas conforme o padrao j. O Problema de Corte pode ser

formulado por:

Minimizar f(xy, e, ,Tpn) =T1 +To+ -+ Ty,
ai a2 Q1n b1
Qa1 ag2 Aon by

z1 + To+ -+ Ty =
aml A2 Qonn by,
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Muitas vezes a integridade pode ser relaxada. Suponha que a demanda é
dada em tonelada, isto €, b, € a quantidade em toneladas demandada para o item de
largura [;. Suponha que cada bobina em estoque mede L cm de largura e seu peso é T
toneladas, de modo que cada centimetro cortado pesa p = % tonelada/cm (p € chamado
de peso especifico linear). Assim, um item de largura [; cm cortado da bobina pesa pl;
toneladas.

Segue que a quantidade em toneladas do item do tipo i produzida pelo padrao

de corte j € pl; a;; toneladas e o modelo acima deve ser alterado para:

Minimizar f(xy,20,...,2,) =21+ To+ -+ + T,
pliay pliays pliayy, by
plaag plaags plaag, by

T + i) + -4 Ty =
plmaml plmam2 plmamn bm
x; >0,7=1,---,n

Substituindo p = £ e deixando T multiplicar cada coluna do modelo, obtem-se:

Minimizar f(xy,z,...,2,) =21+ To+ -+ + T,

[ i [ i [ ] [ ]
Tan Taio Ta1p by
l l l
Fa21 F a2 Fa2n ba
l l l
%aml %amQ %amn bm

L > O?j = 17 e,

Fazendo uma mudanga de variavel, y;, = T'z; toneladas cortadas conforme o

padrao de corte j. Entao temos um modelo equivalente:

Minimizar g(yi, Y2, Yn) = Y1+ Y2+ + Yy
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[ i [ i [ 1 i [ ]
7a11 7012 Ta1p by
l l l
Fag Fag Faap ba
Y+ Ya oot Yn =
l ! l
%a'ml %amZ %amn bm

yjz();]:la y

Exemplo: Uma industria de papel produz bobinas-jumbo de L=400 cm de largura e cada
uma pesa T=1 tonelada. Os jumbos devem ser cortados em bobinas menores nas lar-

guras e quantidades representadas na tabela abaixo, conforme solicitagdes de diversos

clientes:
Dados da Demanda
Larguras (l); | Quantidades (b);

40 cm 5 ton

45 cm 3,5 ton

55 cm 4 ton

60 cm 5 ton
Possiveis padrdes de corte:
ay = (10000)” as = (1800)T
IHEESGEEeEenNyY 0202020
as = (0070)7 as = (1006)”
as = (0440)7 ag = (0043)T
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Utilizando os padrées de corte dado acima, e & = 0,1; 2 = 0,1125; & =

0, 1375;%4 =0, 15, tém-se o seguinte modelo:

Minimizar g(y, Y2, Y3, Y4, Y5, Yes ") = Y1 + Y2+ ys +ya +ys +ys + - -

102 0,1 1z20,1 0 120,1
0 8x0,1125 0 0
Y1+ Yo + Ya + Yat+
0 0 7x0,1375 0
0 0 0 60,15
0 0 5
4201125 0 3,5
Ys + Yo+ =
4 20,1375 4 20,1375 4
0 320,15 5

Y1, Y2, Y3, Ya, Ys, Yo, o+ = 0

4.1 Conceitos Basicos de Otimizacao Linear

Definicao 4.1. O problema de otimizag¢éo linear esta na forma padrdo, quando o mesmo

se encontra da seguinte forma:
Minimizar f(xq,Ta, - ,Tn) = 171 + CoTg + + -+ + CpTp (4.1)

a11T1 + a12T2 + -+ ATy — b1

A21T1 + Q22T + * + + + Aop Ty = b2

Am1T1 + A2l + - -+ + QppTy = bn

r1>0,20>0,--- .2, >0. (4.3)
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A funcao linear f em (4.1), a ser minimizada, é chamada funcéo objetivo, o
sistema de equagodes lineares em (4.2) define as restricbes do problema, juntamente
com as condi¢des de nao negatividade das variaveis em (4.3). Assim, o problema pode

ser escrito equivalentemente em notagao matricial como:

Minimizar f(z)=c'z

Arz =b
x>0
em que:
aip a2 - Qin
o A= | "2 T ™l Eima matriz m x n, chamada matriz dos coeficientes.
Ui Gy - Qo
o CT =(ci,cq,+ -+ ,c,) é 0 vetor de custos
o 27 = (x1,24,--- ,x,) é 0 vetor das varidveis ou incognitas,
o b7 = (by,bs,--- ,b,) € 0 vetor dos termos independentes ou de recursos,
e 07 =(0,0,---,0) é o vetor cujos elementos séo todos iguais a 0.

Neste trabalho denota-se por z” o transposto do vetor z. Outras formas ainda

podem ser utilizadas, tais como:

n

Minimizar f(x1,22, - ,2,) = chxj

J=1

Zajxj:b:sz(),jzl,---,n,

Jj=1
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emque: a; = . j-ésima coluna da matriz A, que sao os coeficientes que multipli-

Definicao 4.2. Uma solugéo (x1,z5--- ,x,) € uma solugdo factivel se satisfazer todas
as restricoes e as condicbées de nao negatividade, o conjunto de todas essas regiées

factiveis é chamado regido factivel.

Exemplo: Considere o seguinte problema de otimizacao linear
Minimizar f(xq,x9,23) = 421 — log — lug

—x1 4+ x5 + 223 = 10
21 + 19 =13
201 +x3=9

1> 0,29 > 0,23 > 0.

Tem-se: m = 3 (trés restricdes) e n = 3 (irés varidveis) e C' = (4,—1,—-1)T é

-1 1 2
o vetor dos custos; A = 2 1 0 | éa matriz dos coeficientes e b = (10,13,9)T é o
2 01

vetor de recursos; As variaveis deste problema = = (z1, z2, 23)T correspondem a um vetor
de trés coordenadas e, portanto, o espaco de possiveis solugdes esta contido no k3. A
solugado z; = 3,2, = 7,23 = 3 é factivel, pois satisfaz todas as restricbes do problema e
possui 0 seguinte valor na funcao objetivo: f(3,7,3) = 2. Porém, ndo se pode afirmar se
essa é a melhor solucao, pois apenas foi encontrado um dos possiveis valores que as

variaveis podem assumir.

Definicao 4.3. Se uma solugdo factivel tem o menor valor de fungao objetivo, dentre

todas as outras, esta solugao é chamada solugao otima e é denotada por (x5, x5, - - | ).

rn



CAP.4 « APLICACOES DE MATRIZ EM OTIMIZAGAO LINEAR

55

Ou seja, tem-se que encontrar uma solugdo factivel que satisfaga f(x%, x5, %) <

n —

flxy, 29, -+, x,), para qualquer solugéo factivel (xy,xo,- - , ).

Existem problemas de otimizacao linear que buscam a maximizagao, ou seja,
procura-se encontrar uma solugao factivel «* = (27, 23, -- - ,z) tal que f(z*) > f(x), para
toda solucao x factivel e quando se depara com eles pode transforma-los para uma forma
equivalente: —f(z*) < —f(x), que € obtida através da multiplicagdo da desigualdade
acima por -1, e logo encontra-se uma solucao factivel z* que minimize — f(z), para toda

solucao z factivel.

Em alguns problemas de otimizacao as restricoes estao na forma de inequacoes,

ao invés de estarem todas na forma de equagdes. Quando se depara com estes casos
0 problema muda para a forma padrao através de novas variaveis. O que leva a duas
vertentes:

Se a restricao ¢ for dada por a;1x1 + apre + -+ + apx, < b; para atingir a
igualdade entre os membros, basta somar do lado esquerdo a uma variavel z;, > 0, que
representa a diferenca existente na inequacao original, e obtemos a;;x1 + apprs + - - +
ai,Tn, + xr = b; ou, se a restricao ¢ for dada por a;1x1 + apre + -+ + a;px, > b; para
atingir a igualdade entre os membros, basta subtrair uma variavel z; > 0, que representa
a diferencga existente na inequacao original, e obtemos a;;x1 + apz2+ - - - + @iy, — x5 = b;.

Estas variaveis sdo chamadas de variaveis de folga, as quais permitem deixar
as restricoes em forma de igualdade, mantendo as condi¢cdes de nao-negatividade.

Exemplo: Considere o problema de otimizagao linear, transformando-o na forma padrao:
Minimizar f(x1,z9,23) = —x1 + loe — b3

1.1'1 —|—2.I'2 —31'3 > 4
2]71 —4$2+JJ3 < —1

1 > 0,29 > 0,23 > 0
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Introduzindo as variaveis de folga:
Minimizar f(xq, 2,3, x4, 25) = —21 + log — 523 + 024 + O
T1+ 209 —3x3 — x4 =4
201 — 4w + a3+ 75 = —1
120,20 20,23 >0,24 > 0,25 > 0.

Além desses casos, ainda existe a possibilidade de haver alguma variavel z;
irrestrita de sinal no problema quando se depara com a transformacao do problema na
forma padrao, a esta variavel da-se o nome de variavel livre. Quando este fato ocorre
pode substituir esta variavel pela diferenca entre duas variaveis nao-negativas e obter
um problema equivalente na forma padrao, ou seja, pode escrever a variavel livre como
r; =z —x;,comz} > 0,z; >0, obtem-se assim um problema com todas as variaveis
nao-negativas.

Resolucao Grafica: Ao representar graficamente os problemas de otimizagao linear
percebe-se muitas propriedade tedricas além de projetar um método para a resolugao,
resolver um problema de otimizacao linear consiste em encontrar uma solugao 6tima.
Desenha-se o espaco de todas as solucdoes factiveis, e logo se identifica qual solugcao

factivel produz o menor valor a fungéao objetivo. Considere um problema de otimizacao

linear na forma genérica:
Minimizar f(xq,x2) = c1m1 + co2
annT + a2y < by

2171 + A22%2 < by

a;171 + ajpre < b;

A1 T1 + Amate < by,

x1 2> 0,290 >0,
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ou em notagcao matricial,

Minimizar f(x) = ¢’

Ar =b
x>0, com z € R

Indica-se o espago de todas as solugdes por S, isto é, S = {z € R?* | Az =
b,z > 0}, utilizando a notagao matricial, a restrigdo é (a’)"z < b;, em que (a’)” = (a;1, ain)

é a linha i da matriz A e a equagdo da reta é (a')’z = b;:
e v € R?tal que (a')Tx = b
e z € R*tal que (a')Tz < b;
e 2 € R?tal que (a')Tz > b;

O gradiente o’ (coeficientes da equacao da reta), que é perpendicular a reta

(a))Tx = b;, aponta para pontos tais que (a‘)Tx > b; (Figura 4.1)

Figura 4.1: O gradiente
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A regiao factivel, que é a interseccado de todas as regides do tipo a'z < b;, com

o primeiro quadrante, pode ser facilmente desenhada (Figura 4.2).

Figura 4.2: Regiao Factivel

Logo é suficiente encontrar na regiao factivel a solugao z* que minimize a
funcdo objetivo f(z). Observando a curva de nivel ¢!z = f* da fungdo f em que
f*= f(z*), observa-se que todo o conjunto S esta do lado para onde o gradiente aponta,
ou seja, para todo = € S, se tem f(z) > f(z*), que é a definicao de uma solugao 6tima

para um problema de minimizacao. A Figura 4.3 ilustra varias curvas de nivel da funcao f.

Figura 4.3: Curvas de nivel da funcao
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A solugao 6tima z* na Figura 4.3 é uma solugao factivel muito especial cha-
mada vértice ou ponto extremo. Nas figuras que ilustram a regiao factivel, & possivel
notar que os vértices sao determinados pela interseccao de (pelo menos) duas retas que
definem a fronteira da regiao factivel (observe que z; = 0 € uma equacgao de reta). Logo
se pode intuir que os vértices sao solucdes de sistemas de equagdes lineares.

Exemplo: Considere o seguinte problema de otimizacao linear

Mazximinizar f(xq,x2) = —11 — 229
T1 422 <6 (4.4)
T — Xy < 4 (4.5)
—x1 + a9 < 4 (4.6)
x1 > 0,29 >0 (4.7)
Na forma padrao
f(x1, 29, 23, 24, 75) = —21 — 229 + 073 + 014 + O3

$1+[E2+l‘3:6

CCl—l’2+SL’4I4

—$1+$2+ZE5:4

X1 207.’,522071'3 207I4 2071"5 20

Plotando as restricdes temos:
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L

Figura 4.4: Restricao (4.7) Figura 4.5: Restricoes (4.4) e (4.7)

vy 4

Figura 4.6: Restricoes (4.5) e (4.7) Figura 4.7: Restricoes (4.6) e (4.7)

Figura 4.8: Regiao Factivel
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4.2 Teoria do Método Simplex

Por conveniéncia, a teoria sera desenvolvida para o problema na forma padrao.
Minimizar f(z)=C"x
Ar=1»
x>0

A idéia de reorganizar as colunas do sistema para encontrar uma solugcao

qualquer é importante para a descricao do método simplex.

Definicao 4.4. Reorganizagdo nas colunas da matriz: A = [BN]| , onde:

B,.xm: matriz basica é formada por m colunas da matriz A e é invertivel,
B = |ap,ap, - -ap,|; B, Ba,- - , B, 880 08 indices basicos das colunas da matriz A que
pertencem a B.

Nixm—my: matriz ndo basica é formada pelas n — m colunas restantes de
A, N = [an,an, ---an, .|, Ni,Na--- N,_,, S0 08 indices das colunas da matriz A que
pertencem a N.

A particdo nas colunas da matriz A é chamada particao basica, em que:

rp
xrx =
TN
B, LN,
‘TBQ xNZ
xg= | |, varidveis basicas e xn = ’ , varidveis ndo basicas.
_me_ _xNNflw_

X
Logo, Ax = b < [BN]. Pl = bou Bxp + Nxy = b, obtém a solugao geral:
Xn

xp =B 'b— B 'Nzy
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Definicao 4.5. Considere uma particao basica A = [B NJ.

T = B~'b

$N:O

A solucéo & assim obtida é chamada solugéo bésica. Se i = B~'b > 0,2

€ uma solucdo basica factivel. Se 2z = B~!'b > 0, a solucdo bésica factivel é nao-
degenerada.
Propriedade 4.1: Considere a regiao factivel S = {z € R" | Az = b,z > 0}. Um ponto
x € S € um vértice de S se e somente se, = for uma solucao basica factivel.
Propriedade 4.2: Se existe uma solucao 6tima, existe uma solugao basica factivel 6tima.
Como conseqliéncia, basta que se procure o 6timo entre todas as solucoes basicas
factiveis. Assim: Determine todas & solugdes basicas factiveis: x;, xq, - - - , zx. Determine
a solugao o6tima z; tal que f(z;) = minimo {f(xy), k =1,2,--- , K}.

O Método Simplex encontra um vértice 6timo, pesquisando apenas um sub-

conjunto dos K vértices de S.

. ~ L. B ~ Xg Ip = B~ >0
Considere uma solugao basica factivel & = em que
XN i’N - O

A funcao objetivo f(x) pode ser expressa considerando a parti¢cao basica:
T
f(@)=C"e = |cheh] | 77| = Chen + Chay = CH(B™"0 — B~ Nay) + Chax
TN
=CLB "~ CLB 'Nay + Chay.

CL : sdo os coeficientes das variaveis basicas na fungao objetivo.
C1 : sé@o os coeficientes das variaveis ndo basicas na fungao obijetivo.
f(#)=CLB b — CLB 'Niy + Chiy = CLB b — CLB'N(0) + CL(0) = CLB~ '

Definicao 4.6. (vetor multiplicador simplex ) \T = CLB~!, utilizando o vetor multiplicador

simplex na expresséao de f(x), temos:

f(x) = f(&)=CpB™'Nay+Clay = f(2) =N Naoy+Cray = f(2)+(Cy = A" N)ay (4.8)
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Definicdo 4.7. (Custos relativos) Os coeficientes C N, = cn, — Aay, das varidveis ndo
basicas na fungao objetivo (4.8) sao chamados custos relativos.

Propriedade 4.3: (Condicao de otimalidade ) Considere uma particao basica A em que
a solugdo basica associada i , e seja A" o vetor multiplicador simplex. Se cy, — X ay, >

0,j=1,2,--- ,n —m, entdo a solugdo basica é otima.

Definicao 4.8. (Estratégia simplex) Chama-se de estratégia simplex a perturbacdo de
uma solucao basica factivel que consiste em alterar as variaveis ndo basicas por:
TNy =€ > 0 .

J=12-- n—m
IN]‘ZO

Definicao 4.9. ( Direcao Simplex ) Chama-se de diregdo simplex o vetor y = B 'ay,., 0
qual fornece os coeficientes de como as variaveis basicas sao alteradas pela estratégia

simplex. Considerando a ndo negatividade das variaveis basicas se tem:

ZEBi:JAZBi—yi&ZO,Z.:l,Q,"' , M.

Assim: Se y; <0, entdo xp, > 0. Se y; > 0, COMO wp, = ip, — ye > 0 entdo e < 2.
~ B . T
Logo & = -+ = minimo {% tal que y; > O} :
Temos i-ésima variavel basica e k-ésima variavel nao basica. O que nos re-

sulta em uma nova particdo, a variavel xy, torna-se basica e a variavel x5, ndo basica.
B = [aBla”' 7aBla"'aBm] —>B: [a'Bla"' aa'NKa”' 7aBm]

N = [aN1>"' sy ANy * 7aNn_m] — N'= [aNn'“ yAByy 7aNn_m]

Pode-se entdo encontrar outra solugao basica melhor a partir daquela em

maos, enquanto a condi¢ao de otimalidade nao for verificada.
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ALGORITMO SIMPLEX

Fase I: Determine uma particao basica factivel A = [B,N]. A rigor, precisa-se de dois
vetores de indices basicos e ndo-basicos: (B, By, -+, By,) € (N1, No, -+, Nyy_p). Os ve-
tores das varidveis basicas e ndo-basicas sao, respectivamente % = (zp,rp, - p,) €
% = (zn N, TN,

Faca iteragao = 1.

Fase Il: inicio da iteragao simplex

A p-1
, - L. rp = B b

Passo 1: calculo da solucao basica:

IN — 0

Passo 2: calculo dos custos relativos

2.1) vetor multiplicador simplex: AT = CL B!

2.2) custos relativos: Cy, = cy, — ATay, j=1,2,---,n—m

2.3) determinagéo da variavel a entrar na base: ¢y, = minimo{¢y,,j =1,--- ,n —m}
Passo 3: (teste de otimalidade ) Se ¢y, > 0, entdo : PARE, pois a solu¢ao na iteragao
atual é 6tima.

Passo 4: (calculo da diregao simplex ) y = B 'ay,,

Passo 5: (determinacao do passo e variavel a sair da base ) Se y < 0, entdo: PARE, pro-

blema n&o tem solugdo 6tima finita, f(z) — —oo. Caso contrario, determine a variavel

T

a sair da base pela razao minima: ¢ = % = minimo { i talque y; > 0,i=1,- - ’m} (a

K
variavel =, sai da base)

Passo 6: troque a L-ésima coluna de B pela k-ésima coluna de N.
A matriz basica nova: B = [ap, --- ap, , Gn, aB,,, - GB,);

Matriz ndo- basica nova: N = [ay, *-- Gy, , B, N,y = N, )

Faca uma nova iteracao retornando ao Passo 1
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Exemplo: Uma fabrica de papel toalha manufatura trés tipos de produtos 1, 2 e 3. A
fabrica recebe o papel em grandes rolos. O papel é cortado, dobrado e empacotado.
Dada a pequena escala da fabrica, o mercado absorvera qualquer produgao a um preco
constante. O lucro unitario de cada produto é respectivamente R$ 1,00, R$ 1,50, e R$
2,00. O quadro abaixo identifica o tempo requerido para operacao ( em horas ) em cada
secao da fabrica, bem como a quantidade de maquinas disponiveis, que trabalham 40

horas por semana. Planeje a producao semanal da fabrica.

Producao da Fabrica
Secao Produto 1 | Produto 2 | Produto 3 | Q?. Maquina
Corte 8 5 2 3
Dobra 5 10 4 10
Empacotamento 0,7 1 2 2

Mazximinizar f(xy,x9,23) = lxy + 1,519 + 223
8x1 + dxg + 223 < 120
ox1 + 1029 4+ 425 < 400
0,7x1 + 1oy + 2253 < 80

€ 20,332 Zoaxi’) 20

Minimizar — f(x1,x9,23) = —1x1 — 1,529 — 223
8xr1 + by + 2253 < 120
o5x1 + 1029 4+ 425 < 400
0,7x1 + 1oy + 2253 < 80

T 2071.2 207x3 ZO
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Forma padrao:
Minimizar — f(xy,22,x3) = —lxy — 1,529 — 225 + 04 + Ox5 + Oxg

8x1 4+ dxo + 223 + x4 + 05 + Ozg = 120

521 + 10z9 + 423 + 0x4 + x5 + Oxg = 400

0,721 + lxg + 223 + 024 + Ox5 + 26 = 80
120,29 20,23 > 0,24 > 0,25 > 0,26 > 0

Fase 1: Basicas: (B, Bs, B3)= (4, 5, 6); Nao basicas: (N, Ny, N3) = (1, 2, 3)

1° lteracao
120
. . ip=B""
Passo 1: (Calculo da solugao bésica) ;g = [400
=0 80

Passo 2: 2.1) vetor multiplicativo simplex, Cp = (Cy, C5,Cs) = (0,0,0), AT = [0 0 0]

2.2) custos relativos (N; = 1, N, =2, N3 = 3),Cy = —1,Ch = —1,5,C5 = —2.

2.3) én, = minimo {éy,,j = 1, ,n—m} (avariavel zy, entranabase) Cy, = —2, K = 3.
A variavel xy, = x5 entra na base

Passo 3: (Teste de otimalidade), C; < 0
2
Passo 4: (Célculo da diregdo simplex) y = B ay,., y = |4
2
Passo 5: ¢ = % = minimo {"”yi tal que y; > 0} (a variavel zp, sai da base)
¢ = minimo {% =120 T8 _ 400 75 _ %} A variavel 25, = ¢ sai da base.

Passo 6: (Atualizagao) nova particao basica, troque a L-ésima coluna de B pela k-ésima
coluna de N. Basicas: (B, Bs, B3) = (4,5, 3);Nao basicas: (N, N, N3) = (1,2,6)
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2° lteracao
40
Passo 1: 25 = | 240

40
Passo 2:

2.1) Op = (0,0, -2); AT =[00 — 1]
2.2) (Ny =1,N, =2, N3 =6)Cy = —0,3;C, = —0,5; C = 1.
2.3) Cy, = —0,5, K = 2. A variavel 2, = z, entra na base

Passo 3: (, < 0
4

Passo 4: y= |8

N =

2

Passo 5: ¢ = minimo {"’% — 40 Zpy _ 240 % = @}. A variavel zp, = z, sai da base
N&o basicas: (Ny, No, N3) = (1,4,6)

49 yoy )
Passo 6: Basicas: (B, Bs, B3) = (2,5, 3);

3° lteracao
10
Passo 1: 25 = [160

35
Passo 2:
2.1) Cp = (—1,5,0,—2); \T = [53F 0 5]
2.2) (N, = 1,Ny =4, N3 = 6)Cy = 35,98;C = %;C’G =1
2.3) Como Cy,, = £ > 0, segue a solugéo atual,

i) 10 T 0
tp=|as| =160 €Zn=|zs | =1]0],
xI3 35 Te 0
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ou
T 0
) 10
R I3 35
xr = = y
Ty 0
T 160
Tg 0
é 6tima.

A funcdo objetivo, escrita em termos das variaveis ndo-basicas, é —f(z) =
(@) +Cnzn, +Cnyn, + Cng g = —85— 1ay + 04 + 0z > —85, paratodo 1 > 0, 24 > 0
e rg > 0. Como os custos relativos das variaveis nao-basicas sao positivos, segue que:
—f(x) > —85 para toda solugao factivel diferente da solugao basica e portanto, a solugao

otima obtida é Unica.

4.3 Problema de Empacotamento de DAGs - PED

Para que seja possivel o estudo de tal problema, primeiramente, é viavel con-
siderar os conceitos basicos da Teoria dos Grafos. Um grafo G(V,A) & definido por um
conjunto de vértices e arestas, onde V € um conjunto nao vazio formado pelos vértices e
A é o conjunto formado pelas arestas que sao as conexoes entre os vértices. Quando es-
tas arestas possuem uma orientagao dizemos que temos um Grafo Dirigido (ou Digrafo).
Ja um Grafo Aciclico Dirigido (DAG) é um grafo dirigido que nao possui um ciclo.

O Problema de Empacotamento de DAGs (Directed Acyclic Graphs) é apre-
sentado como uma variagao do Problema de Empacotamento por Faixas (Strip Pac-
king), onde os elementos a serem empacotados sao considerados retangulos. Os Grafos

Aciclicos Dirigidos sao os itens a serem empacotados sobre um conjunto de elementos
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de processamento denominado Unidades Funcionais (UFs). Ao conjunto de Unidades
Funcionais denomina-se Matriz de UFs (uma matriz quadrada de ordem 4) onde cada
elemento da matriz € uma unidade funcional, representados como um grafo base (con-
junto de vértices e arestas onde um vértice ndo possui conexao e todos 0s outros vértices
sao interligados por conexdes que partem dele). Sobre o grafo base é possivel empaco-
tar diferentes tipos de DAGs. Podem-se combinar os conjuntos de unidades funcionais
para formar um novo conjunto maior para empacotar os DAGs. A altura deste novo con-
junto de unidades funcionais representa o tempo de execugao e a largura representa
a quantidade de recursos disponiveis que podem ser executados simultaneamente. O
objetivo do PED é entao a determinagao do nimero minimo de elementos de processa-
mento para executarem um conjunto de operagdes agrupadas através do DAG.
Dependendo da configuragcdo do hardware (processador) adotado, o grafo
base pode ter uma topologia de interconexao de nds bastante complexa. Por exemplo,
na arquitetura 2D-VLIW utilizada nos experimentos de (Santos, et.al, 2007), o grafo base
representa uma matriz de UFs. Na Figura 4.9 tem-se um modelo de empacotamento de
DAGs, a esquerda existem trés DAGs a serem empacotados e a direita tem-se a matriz

de UFs ja com esses DAGs empacotados.

DAGs = Grafos de entrada Matnz _de UFs = Grafo base

Iéddj ) addl - -

T ™ ﬁ?ﬂ;‘nﬂr‘ﬂ—m‘ﬂ
. 1258

@ () (*) Ean ----.

S— IE!WJMM Register |

- _.Jf a! ,d. a-t A

:'{ _€I;I o @ [_ s 1 1 :
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Figura 4.9: Exemplo de Empacotamento de DAGs
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Note que ao empacotar foi utilizada apenas uma Matriz de UFs, este fato
ocorreu devido as seguintes caracteristicas.

A quantidade de arcos contidos nos vértices desses DAGs é menor do que os
arcos disponiveis em cada né da Matriz de UFs; o nimero de vértices desses trés DAGs
¢ inferior ao niumero de nds da Matriz de UFs; esses DAGs nao tém mais que quatro nds,
gue é o numero de unidades funcionais em cada coluna da matriz.

Existem varias maneiras de como empacotar itens dentro de strips, por isso os
métodos que conseguem resolver esse problema de forma mais eficientes sao estuda-
dos, dentre eles temos 0 método heuristico. O método heuristico € um método formado
por um conjunto de regras ou instrucoes que resultam na solu¢cao de um problema de
forma uma rapida e simples com o menor gasto de energia e esforgo.

Serao utilizados dois métodos heuristicos, o algoritmo First Fit Decreasing
Height (FFDH) e o algoritmo Best Fit Decreasing Height (BFDH), e um modelo ma-

tematico para encontrar uma solugao para o problema de Empacotamento de DAGs.

4.3.1 First Fit Decreasing Height (FFDH)

A heuristica First Fit Decreasing Height (FFDH) € um método que organiza
os retangulos por ordem de altura e inserindo-os dentro de um strip com largura finita e
altura infinita, sem ultrapassar essa largura e sem os retangulos se sobreporem. Vale
ressaltar que o retangulo citado tem a mesma altura e largura que o DAG que esta sendo
representado por ele.

Séao inseridos n retangulos informando respectivamente suas alturas e largu-
ras. Logo estes retangulos sao ordenados em ordem nao-crescente de altura, e depois
sao inseridos no strip comecando do retangulo de maior altura ao retangulo de menor
altura, o método tenta encaixar um retangulo por vez em niveis ja existentes, o nivel é a
altura do primeiro retangulo a ter sido inserido na linha horizontal do strip se encontrando
disposto da esquerda para a direita; ao tentar encaixar o retangulo no primeiro nivel, se a

altura do retangulo for menor ou igual a altura do nivel e a largura do retangulo junto com
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0s outros que se encontrarem inseridos for menor ou igual a largura do strip o retangulo
é inserido naquele nivel, caso falhe uma das observacdes acima o retangulo nao é inse-
rido naquele nivel e passara para o proximo nivel, e isto ocorre de formas sucessivas até
encontrar o espago livre para a insergao do retangulo, caso ndo encontre sera criado um
novo nivel para a inser¢ao do retangulo em questao. Por fim, quando todos os retangulos
forem inseridos o método nos informa o tamanho da altura do strip e a disposicao dos

retangulos ordenados por niveis.

ALGORITMO: First Fit Decreasing Height (FFDH)

Entrada: Um conjunto de itens I.
Saida: Um conjunto de niveis.

1) Ordene os itens de I em ordem nao-crescente de altura;

)
2) Crie um novo nivel vazio. Seja N o conjunto de niveis;
3) paracada: c [ faca
4) Sejan € N, naordem em que foi criado, tal que i caiba em n;
5)  se encontrou n entao
6) Coloque i em n alinhado a esquerda;
7)  senao
8) Crie um novo nivel vazio;
9) Coloque i no novo nivel alinhado a esquerda;
10)  fim
11) fim

12) devolva N.

4.3.2 Best Fit Decreasing Height (FFDH)

A heuristica Best Fit Decreasing Height (BFDH) € um método que tém quase

a mesma forma de funcionamento do método FFDH, ou seja, ordena os retangulos por
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ordem de altura e inserindo-os dentro de um strip com largura finita e altura infinita, sem
ultrapassar essa largura e sem os retangulos se sobreporem, a diferenca é que quando
um retangulo vai ser empacotado, ele procura por um nivel cujo espago restante apos o
empacotamento do retdngulo é o menor possivel, considerando além da altura, a largura

restante do nivel, ou seja, procura empacotar o retangulo onde melhor couber.

ALGORITMO: Best Fit Decreasing Height (BFDH)

Entrada: Um conjunto de itens 1.

Saida: Um conjunto de niveis.

1) Ordene os itens de I em ordem nao-crescente de altura;

2) Seja N o conjunto de niveis. Denote por SN o0 espaco restante para empacotamento
(em largura) do nivel N;

3) paracada: < [ faca

N

Seja N € N tal que SN— largura (i) > 0 € minimo;

ol

se encontrou N entao

(<2}

Coloque i em N alinhado a esquerda;

o N

Crie um novo nivel;

o

)

)

)

) senao
)

) Coloque i neste nivel alinhado a esquerda;
0

—

) fim
11) fim
12) devolva N.
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Para Aplicar estas heuristicas, considere o conjunto de DAGs na Figura 4.10.

Figura 4.10: Conjunto de DAGs

Ao efetuar o célculo das alturas e larguras dos DAGs da Figura 4.10, tém-se a

seguinte lista:

Conjunto de DAGs

i: indice do retangulo

H: altura do retangulo

W: largura do retangulo

Ol N~ |lwW|N

-
o

DD INDIND|ND|W | I
-

—_
—_

—_
N
—_
—_
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Considerando uma faixa(strip) de altura infinita e largura 4 (devido a matriz

de unidade funcional ser de ordem 4), ao aplicar as heuristicas obtém-se os seguintes

resultados:
0 1 2 3 4 5 ] 7 B ] oo
1 3 7 11
1
4 8 12
2
5 g
3
2 s 14 FIRST FIT DECREASING HENSTH
4

Figura 4.11: Empacotamento pela heuristica FFDH

. i 2 3 4 5 6 7 ] g oo
1 3 7 11
1
& B
2
5 g
3
2 12 | & 10 BEST FIT DECREASING HEIGTH
4

Figura 4.12: Empacotamento pela heuristica BFDH

Ao comparar as heuristicas aplicadas nota-se que apesar de nao possuirem
o mesmo modo de agrupamento, a faixa gerada pela heuristica FFDH e a faixa gerada

pela heuristica BFDH possuem a mesma altura, que no caso é 9.
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4.3.3 Modelo Matematico para o Problema do Empacotamento de
DAGs

Tendo como estudo o modelo matematico proposto em (Lee e Sewell, 1999),
0 qual aborda o problema de minimizar a quantidade de espaco desperdicado quando
se corta um conjunto de pecas retangulares de uma unica folha retangular e propée uma
formulacdo matematica para o problema. Segue as seguintes definicdes, as quais serao

usadas no modelo.

I =1,---,nsao os indices dos retangulos.

L,..n = Altura da faixa a ser minimizada

W, = largura da faixa,

=’ = z coordenada esquerda inferior do retangulo R;,
y: = y coordenada esquerda inferior do retangulo R;,
r! = x coordenada direita superior do retangulo R;,
y. = y coordenada direita superior do retangulo R;,
lij—1 se R; esta a esquerda do R;, caso contrario 0,
b;; = 1 se R, esta a cima do R;, caso contrario 0,

L = A altura maxima da faixa

Formulacdo do modelo matematico:

Minimizar L,
v < Wi el (1)
Yty < Linint € 1, (2)
o=t + Wi el, (3)
Y=yt + Liel, (4)
ol <ol +Wo(l —1y)i #j €1, (5)
v <yl +L(1—by)i#jel, (6)
Lij+Li+bi;+by; >1i,5€l,i<y, (7)
Lonins Tyys Y 01, Y, > 0, (8)
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A restricao (1) assegura que R; ndo se sobreponha a margem direita da faixa.
A restricao (2) forca L,,;, para ser tao grande como a borda superior de cada retangulo.
As restricoes (3) e (4) correspondem a execucao de uma adequada relacao entre as
coordenadas do canto inferior esquerdo (z%,y%) e as coordenadas do canto superior
direito (z', ). A restricdo (5) assegura que a margem direita do R; esteja localizado a
esquerda do R;, se [;; for igual a um. A restricdo (6) assegura que R; esteja localizado
abaixo de R;, se b;; for igual a um. A restricao (7) evita que R, sobreponha R;, exigindo
que R; esteja localizado & esquerda do R;, ou R, esteja localizado a esquerda de R;, ou
R, esteja localizado abaixo R;, ou R; esteja localizado abaixo R;. A restricdo (5) pode

ser excluida e a (7) pode ser substituida pela restrigao
b+ by =1Vi#jel:W;+W,; > Wy(10)
A néo negatividade de =’ ey’ - pode ser substituida pelas restricoes
¥y > WiV i # j € 1,(11)
Yy > by LV i+ j € 1.(12)
As restricoes (1) e (2) podem ser substituidas por
al < Wo—1;WNi#jel, (13)

As restricoes (11) e (13) podem ser melhoradas, seja R; um retangulo tal que W;+W,,q. >
Wy, onde W,,... € a largura do maior retangulo. Suponha que para 0 momento em que
os retangulos forem ordenados estejam de tal forma que W; < W, < --- < W,. Seja
j 0 menor dos indices de tal forma que W; + W,;.; > W, e W, + W; > W,. Desde que
Ji=1{j,7+1,--- ,n} \{i}. Entao,

YL s big LY j € 1 Wi+ Winas > Wo, (15)
yi S Lmin — ZjEJi bZ]LJVZ el: VVz + Wmaac > Wo (16)
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As desigualdades sao validas desde que nenhum dos retangulos em J; esteja

localizado lado a lado. Assim o modelo final fica sendo:

Minimizar L,
b+ b =1ViAjel:W,+ W, > W, (1)
> 1WA e, (2)
o < Wy — LWV £ j eI, (3)
Yl > e bigLiV § € 1 Wi+ Winae > W, (4

y'zjt S Lmzn — Z]EJ-; b”LJVZ < ] . VI/Z + Wmaa: > Wo (5

Utilizando o modelo final para modelagem matematica para o Problema de
Empacotamento de DAGs, tem-se a seguinte aplicagao:

Considere a largura da faixa igual a 4 (devido a matriz de unidade funcional ser
de ordem 4) e altura infinita, e o conjunto de DAGs na Figura 4.10 na forma de retangulos.

O objetivo €, usando o modelo matematico proposto, determinar a menor altura da faixa

a ser utilizada.

; s 3 4 5 & 7 & =8 e
1 3 7 12
1
4 8
2
5 9
3
2 6 10 11 5
i MODELO MATEMATICO

Figura 4.13: Empacotamento pelo modelo matematico

Comparando R; com outros R;, tem-se que ele encaixa no comeco da faixa.
Comparando o R, com outros R;, temos que ele encaixa ao lado direito do R;, comple-
tando a largura da faixa, o R3; foi comparado com os R; e encaixou perfeitamente logo
acima do R; no canto esquerdo da faixa, 0 mesmo ocorreu com 0s R, e Rs5, 0S quais

foram empacotados lado a lado, acima do R;, jA 0 Rs foi encaixado ao lado direito do
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Rs acima do R,, completando a largura da faixa, os retangulos R;, Rs € Ry, foram com-
parados com os R; e empacotados acima dos retangulos Rs, R, € Rs, respectivamente.
O retangulo R, foi empacotado exatamente em acima do R, completando a largura da
faixa, o R;; foi comparado com os R; € o melhor local para encaixa-lo foi exatamente
acima do R;, completando a largura da faixa ja o retangulo R;, voltou para o inicio da
faixa sendo empacotado acima do R;.

Encontrando assim as seguintes coordenadas de cada retangulo:
Ry (zp,y1) = (0,0); (2, 5,) = (3,3);

Ry : (27, y7) = (3,0); (a2, ) = (4,2);
Ry : (z1,y7) = (0,3); (3, v2) = (1,5);
Ry: (21,y1) = (1,3); (23, y,) = (2,5);
Rs: (27,y7) = (2,3); (23, v2) = (3,5);
Re: (27,y7) = (3,2); (23, y4) = (4,4);
Ry (x,y1) = (0,5); (w4, 4,) = (1,7);
Rg: (2},y7) = (1,5); (25, va) = (2,7);
Ry : (27,y1) = (2,5); (x3,y2) = (3,7);
Ryo: (zp,y1)) = (3,4); (2., 4,”) = (4,6);
R (op 1) = (3,6); (), 9') = (4,8);
Riy: (z1%,y17) = (0,7); (2,2, 4,7) = (1,8)

Nota-se que a altura necessaria para empacotar o conjunto de DAGs pelo mo-
delo matematico foi 8. Assim comparando as duas heuristicas e 0 modelo matematico
pode-se afirmar que a menor altura necessaria para empacotar este conjunto de DAGs

sera 8. Conforme a Figura 4.13..
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4.4 Conideracoes Finais

Este capitulo apresentou uma introducao a Otimizagao Linear e foram estu-
dados seus principais conceitos basicos. Também foi feita uma descricao do Método
Simplex e sua fundamentacao tedrica. Constata-se a grande importancia das matrizes
na Otimizacao Linear onde se tem uma imensa variedade de operacdes de matrizes
até que se obtenha uma solugao considerada étima, utiliza-se de maneira constante os
conceitos basicos de matrizes em seus eventuais calculos.

O Problema de Empacotamento de DAGs foi apresentado e assim realizado
um estudo de duas heuristicas, First Fit Decreasing Height (FFDH) e Best Fit Decreasing
Height (BFDH), juntamente com um modelo matematico para buscar uma solugdo para

0 problema.



CAPITULO

AS CONCLUSOES

O presente trabalho abordou um contexto histérico sobre o surgimento do con-
ceito de matrizes, e como suas definicdes e propriedades foram surgindo com o passar

do tempo e seus descobridores.

No capitulo 2 foram analisados livros didaticos do Ensino Médio, voltados para
o ensino de matrizes. Ao final, foi proposta uma sequéncia didatica a fim de favorecer o
processo de aprendizagem do aluno em relagao ao conteudo de Matrizes, nesta proposta
é utilizado um software matematico que permite ao professor criar situagcdbes em que o

aluno tenha que realizar investigacoes e levantar conjecturas, possibilitando uma melhor

80



CAP.5 ¢« AS CONCLUSOES

81

compreensao e exploragao dos conceitos trabalhados.

O capitulo 3 é voltado para referenciais tedricos para o estudo de Matrizes,
nele formulou-se uma sintese de definicoes, teoremas e proposi¢coes, com suas respec-
tivas demonstragbes quando cabiveis. Este capitulo teve por objetivo caracterizar uma
construcao teorica sobre matrizes dando assim um subsidio para os professores. Ob-
tendo uma compreensao sobre o objeto de estudo e possiveis situacoes de operacdes
durante o trabalho.

No capitulo 4 faz-se um estudo sobre situagoes onde se pode utilizar matrizes,
tanto na sua formulacao, quanto em sua resolucao, tornando clara a importancia deste
conteldo para o desenvolvimento da ciéncia. Para tal verificacao, fez-se uma abordagem
a Otimizacao Linear estudando seus principais conceitos, por fim um estudo do Problema
de Empacotamento de DAGs buscando uma solugao.

Como trabalhos futuros pode-se realizar um estudo mais profundo da otimizagao
linear analisando outros métodos de solucao, como também efetuar um estudo aprofun-

dado de técnicas para resolver o Problema de Empacotamento de DAGs.
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