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Resumo

Neste trabalho apresentaremos alguns resultados interessantes dentro do campo da Contagem
envolvendo os Coeficientes Bindmiais, Nimeros de Stirling e Nimeros de Euler. Mostraremos
as formulas de recorréncia que determinam esses niimeros especiais, e através delas, as relacoes
que conectam esses nimeros uns aos outros. Também mostraremos seus padroes triangulares
e exemplos de sua aplicacao.

Palavras-chave: Contagem, Recorréncia, Numeros Especiais, Pascal, Stirling, Eulerianos.
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Abstract

We present in this paper interesting results in the field of Couting(conbination e permutati-
ons), envolving the Binomial Coefficients, Stirling Numbers and Eulerian Numbers. We are
showing the recurrence formulas the give us this special numbers, and by them, the relati-
ons that connect this number to each other. We also showing their triangular pattern and
examplos of their applications.

Keywords: Couting, Recurrence, Special Numbers, Pascal, Stirling, Eulerians.
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Capitulo 1

Introducao

A matemaética apresenta, muitas vezes, interessantes e inesperadas coincidéncias que nos
deixam intrigados e curiosos a respeito dessa ciéncia. Fssa caracteristica da matematica atrai

e motiva alunos e professores a ingressarem ou se aprofundarem em seus estudos.

Nosso objetivo nesse trabalho é apresentar alguns niimeros especiais que aparecem em
problemas de contagem. Numeros como os Coeficientes Binomiais, Nimeros de Stirling e
Numeros de Euler produzem padroes curiosos e possuem conexoes surpreendentes. Apesar
de suas definicoes nao terem uma ligacao evidente, observamos varias relacoes curiosas entre

esses niumeros.

A motivacdo para esse trabalho e a escolha desse tema, foram as interessantes coinci-
déncias que pudemos encontrar estudando esses niimeros, suas relagoes e aplicacoes. Essas
coincidéncias, podem ajudar o professor a despertar a curiosidade de seus alunos pelo tema
da contagem, motivando-os a estudar, e até a terem curiosidade por outros campos da ma-

tematica onde também ¢é possivel encontrar esses resultados inesperados.

O objetivo desse trabalho é fornecer informacoes tteis ao professor para que ele possa



aplicar atividades sobre os temas de Contagem e Recorréncia, para que dessa forma, possa

despertar a curiosidade e o interesse de alunos.

Lembramos que esse trabalho inclui alguns exemplos de niimeros com caracteristicas es-
peciais. Existem outros exemplos no campo da combinatoéria que também sao muito curiosos
e interessantes, e esperamos que esse trabalho incentive professores e alunos a pesquisarem a

respeito.



Capitulo 2

Conceltos e Resultados Basicos

2.1 Inducao

Lembraremos nesta secao de uma ferramenta importante, denominada Principio de Indu-
¢ao Matematica (PIM), utilizada nas demonstracoes de fatos envolvendo o conjunto
N ={1,2,3,4,5,- -} dos niimeros naturais. Usaremos a notacdo P(n) indicando uma pro-
priedade relativa aos nimeros naturais.

Exemplo 1 P(n): » (2i—1)=143+5+7+--+(2n—1) =n’

=1

Em palavras: A soma dos n primeiros naturais impares é igual ao quadrado de n. Vamos



verificar esta afirmacgao para alguns valores de n € N:

Observando que Z(Qz —1)=

valores:

=1

3
4
5

n

> (20— 1)

i=1
1=12

14+3=4=2?
1+3+5=9=3
1+34+5+7=16=42

14+34+54+74+9=25=052

n—1
Z(Qi — 1)+ (2n — 1) testaremos a afirmagao para outros
i=1

n

n > (2i-1)

i=1

6 25+11=36=06
7 36+13=49="72
8 49+ 15 =64 = &
9 64+ 17=281=9
10 81+ 19 =100 = 10?

Suponhamos agora, de um modo geral, que a afirmacao é verdadadeira para n = k, isto

k
6, (2i—1) =k
i=1

k+1

A partir desta suposi¢ao vamos calcular 2(22 —1):

k+1

k

i=1

dEi-1)=) 2i-1)+QE+1)-1) =k +2k+1=(k+1)

=1

i=1



Portanto a afirmacao também é verdadeira para n = k + 1. Resumindo:

e Verificamos que a afirmacao é verdadeira para alguns valores de n, comecando pelo

n = 1.

e Provamos que, se a afirmacao é verdadeira para n = k entao também é verdadeira para
n==k+1.
Assim, a partir de n = 1, podemos concluir que a afirmagao é valida para n = 2. A partir
de n = 2, podemos concluir que é valida para n = 3 e assim por diante, concluimos que ¢

valida para todo n natural.

O que acabamos de fazer é denominado Principio da Inducao Matematica, que nos garante
a validade da afirmacao para todo n € N.

n

Exemplo 2 P(n): Zi2:1+22+32+42+---+n =

=1

Em palavras: A soma dos quadrados dos n primeiros naturais é igual a fracdo de nu-
merador 6 e cujo denominador é o produto de trés nimeros, n, seu consecutivo n + 1 e o

consecutivo do dobro de n, 2n + 1.

1.2.3

Passo 1: Paran =1 temos 12 =1 = 5

Passo 2: Suponhamos agora que a afirmacao é verdadeira para n = k, isto é,

k(k +1)(2k + 1)
- .

k
D =142 4444k =
=1

k+1 k+1 k
A partir desta suposicao, vamos calcular Z i%. Observando que Z it = Z P2+ (k+1)2

i=1 i=1 i=1
temos que

Z :Z (h 1) k(k+1>6(2k+1)+(k+1)2.



Dai obtemos

N, k(e D)2k + 1) +6(k+1)2  (k+D(k(k+1)+6(k+1))  (k+1)(2k*+ Tk +6)

ZZQ: 6 - 6 - 6

Como

2k*+Tk+6 = 2k>+6k+4+k+2 = 2(k*+3k+2)+k+2 = 2(k+1)(k+2)+k+2 = (k+2)(2(k+1)+1)

segue que

K, kDR +TE+6)  (k+ D(k+2)2(k+1)+1)
> 1= 6 6

=1

Portanto, a afirmacao também é verdadeira para n = k + 1.

Novamente, a partir de n = 1, podemos concluir que afirmacao é valida paran = 2. A
partir de n = 2, podemos concluir que é valida para n = 3 e assim por diante, concluimos

que é valida para todo n natural.
Enunciamos a seguir o Principio da Indugao Matematica e daremos mais exemplos.

Principio da Indugao Matematica 1 Seja P(n) uma afirmacao relativa aos nimeros

naturais. Se
(1) P(n) é verdadeira paran =1 e
(2) P(k) verdadeira implica que P(k + 1) também é verdadeira, para todo k > 1,

entao P(n) é verdadeira para todo natural n.



Ou de forma mais geral,

Principio da Indugdo Matematica 2 Seja P(n) uma afirmacdo relativa aos ntumeros

naturais. Se
(1) P(n) é verdadeira para n = ng e
(2) P(k) verdadeira implica que P(k + 1) também ¢é verdadeira, para todo k > ny,
entdo P(n) é verdadeira para todo natural n > ny.

Exemplo 3 Considere a sequéncia de Fibonacci, definida de forma recursiva por F; =

I,Fhb=1eapartirden>3, F,=F, 1+ F,_».

Assim,

=R+ F=14+1=2F=R+FHh=2+1=3F=F+FR=3+2=5F=

e assim por diante,obtendo a sequéncia (F,):

(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, - - - - - - )

Vamos provar, usando o Principio da Indugao Matemaética, a seguinte afirmacao:

Para todo natural n, vale que Z F,=F, -1
i=1



Antes da prova, vamos verificar a formula para alguns valores de n:

e Paran=1F=1=F;—-1
[ ] Paran:27F1+F2:2:F4—1
e Paran=3 |+ +F;=4=F—1

L] Paran:4,F1+F2—|—F3+F4:7:F6—1

De fato, funcionou quando n = 1,2, 3 e 4. Passamos agora a prova:

Passo 1: Para n = 1.

1
Y F=FR=1=F-1

=1

k
Passo 2: Suponhamos a féormula véalida para n = k, isto é,z F,=Fy,—1.
i=1

k41 k
Devemos provar que também é valida para n = k+1. Observando que Z F, = Z i+ Fiiq,
i=1 i=1

k+1
ZFi = Fpy2 — 1+ Frp1 = Fyo + Firqpr — 1
i=1
Como, por definicao, Fy.3 = Fiio + Fjy1, concluimos,
k41

ZE:Fk+2—1+Fk+1ZFk+2+Fk+1—1:Fk+3_1

=1

Logo, pelo PIM, a formula é valida para todo natural n.

Existe uma segunda forma de enunciar o Principio, mais conveniente de ser aplicada em

algumas situagoes e que serd ilustrada com um exemplo, apds o enunciado.



Principio da Indugao Matematica 3 Seja P(n) uma afirmagao relativa aos ntimeros

naturais. Se
(1) P(n) ¢ verdadeira paran =1 e

(2) P(n) verdadeira para 1 < n < k implica que P(k + 1) também é verdadeira, entao

P(n) é verdadeira para todo natural n.

Exemplo 4 Vamos provar que, para todo n natural, vale a formula direta (admiravel)
oL (1Hv5) 1 (1-vBY

onde F, I3, F5 ... é a sequéncia de Fibonacci.

Passo 1: Verificando a igualdade paran =1en = 2.

=1="N

i<1+\/5> 1 (1—\/5>:1+¢5—1+\/5

NAUEE AR AUE 2v/5

1145\ 1 (1-VvB\
NG 2 NG 2 N
1+2V5+5-1+2/5-5

45 a

1=F,

Passo 2: Suponhamos que para todo natural 1 < n < k a féormula

1 (1+v5\ 1 [1-v5\ _
FL=—|——| —— seja verdadeira.
VER Vi 2

k+1 k+1
1 (1++/5 1 (1-+/5
Devemos mostrar que Fj 1 = - — )

V5 VAE
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Lembrando que Fj,q = Fj + Fj_1 e usando a hipotese temos que,

no_ L 1+v5) 1 (1-v5)
RN 2 NG 2

1
Logo, Fr = —
080, [g41 \/5 9

todo natural n.

2.2 Contagem

Nesta secao faremos uma rapida recordacao de problemas de contagem. Chegaremos nas

formulas para permutacoes, arranjos e combinagoes usando os principios basicos de Adicao
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e Multiplicacao.

Definigdo 1 Considere N o conjunto dos ntimeros naturais e I,, = {1,2,3,...,n}, onde
n € N. Dizemos que um conjunto A é um conjunto finito e que tem n

elementos quando existe uma funcao bijetiva f : [,, — A.

Neste caso, n é tnico, é denominado o nimero cardinal de A e usaremos a notagao |A| = n.

Uma funcao bijetiva f : I,, - A é denominada fungao de contagem do conjunto A.

Indicando por a; = f(1),a2 = f(2),--- ,a, = f(n) podemos representar o conjunto como

A=A{ay,a9,...,a,}

Exemplo 5 O conjunto das vogais A = {a,e,i,0,u} é finito e |A| = 5.

Exemplo 6 O conjunto dos nimeros naturais N nao é finito. De fato, considere n € N
e uma funcdo f : [, - N. Tomando k = f(1) + f(2) +... + f(n) + 1 temos que k € N e
k¢ {f(1),f(2),...f(n)}. Portanto f nao é sobrejetiva.

Exemplo 7 Suponha que estejam em cartaz 5 filmes e 2 pecas de teatro e que vocé possa

assistir a apenas um dos eventos. Quantas sao as suas opgoes de escolha?

Indicando por A = {F, Fy, F3, Fy, F5} o conjunto de filmes e por B = {P;, P,} o conjunto

de pecas, suas opgoes estarao no conjunto AU B = {Fy, Fy, F3, Fy, F5, Py, Py }.

Claramente vocé terd 5 + 2 = 7 opcoes de escolha.

Este exemplo obedece o principio basico de contagem chamado Principio da Adigao: Se
uma decisao A pode ser tomada de m maneiras diferentes e outra decisao B pode ser tomada

de n maneiras diferentes entdo existem m -+ n maneiras de tomar uma ou a outra deciséo .

Outro enunciado:
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Principio da Adigao Sejam A e B conjuntos finitos com AN B = (). Se |A| = m e

|B| = n, entao |AU B| = m + n.

Exemplo 8 Suponha que estejam em cartaz 4 filmes e 2 pecas de teatro e que vocé possa

fazer dois programas. Quantas sao as suas opgoes de escolha?

Indicando por A = {F}, F,, F3, Fy} o conjunto de filmes e por B = {P;, P,} o conjunto

de pecas, suas opcgoes estarao no conjunto

Ax B={(F,P),(F,B), (Fy, P),(Fy, Py, (Fs, Py), (F3, P), (Fy, P), (Fy, P»)}

Portanto vocé tera 4.2 = 8 opc¢oes de escolha.

Este exemplo obedece o outro principio basico de contagem chamado Principio da Mul-
tiplicacao: Se uma decisao A pode ser tomada de m maneiras diferentes e outra decisao B
pode ser tomada de n maneiras diferentes entao existem m.n maneiras de se tomar a decisao

A seguida da decisao B .

Outro enunciado, onde A x B indica o produto cartesiano do conjunto A pelo conjunto

B:

Principio da multiplicagao Sejam A e B conjuntos finitos. Se |A| = m e |B| = n,

entao |A x B| = m.n.

Os dois principios podem ser estendidos:

(1)Extensao do Principio da Adigao: Sejam Aj, As,... A sdo conjuntos finitos,
disjuntos 2 a 2. Se |Aj| = mq,|As| = ma, ..., |Ar| = my, entdo |A; U Ay U ... U Ag| =

my +mo + ...+ mg.

(2)Extensao do Principio da Multiplicacao: Sejam A, Ay, ... A sdo conjuntos
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finitos com |A1| = my, |As| = ma, ... |Ax| = mg, entdo

|A1><A2><...><Ak\:m1.m2 ..... my.
Exemplo 9 O ntimero de subconjuntos de um conjunto com n elementos é igual a 2".

Considere A = {ay,...a,} um conjunto com n elementos. Para tomar subconjuntos
de A precisamos escolher seus elementos dentre os elementos de A. Assim , para cada
1 < ¢ < n, decidimos se a; pertencerd ou nao a cada subconjunto de A, no caso de a;
pertencer ao subconjunto serd atribuido a este elemento o valor 1, caso contrario o valor 0.

Assim, considerando todas as n-uplas com entradas 1 e 0 obteremos todos os subconjuntos

de A.
Alguns exemplos:

(0,...,0) indicara o conjunto vazio, sem elementos.
——

n

(1,...,1) indicara o conjunto A.
~———

n

(1,0,1,0...,0) indicara o conjunto {ay, as}.

n

Como sao duas as opgoes para cada elemento, o nimero de subconjuntos é igual a

n vezes
Exemplo 10 Quantas funcdes existem de um conjunto A com n elementos em um con-

junto B com m elementos?

Considere f: A — B, onde A = {ay,a9,...,a,} ¢ B={by,ba,...,bp}.

Temos que decidir os valores de f(ay), f(az),..., f(a,) onde cada um pode ser tomado de

m maneiras distintas.
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) R .
Portanto teremos um total de ;n.m ... m = m" funcdes.

nvezes
Exemplo 11 Quantas funcoes injetivas existem de um conjunto A com n elementos em

um conjunto B com m elementos,sendo n < m?
Considere f: A — B, onde A = {ay,aq9,...,a,} ¢ B={by,bs,..., by}
Temos que decidir os valores de f(aq), f(a2), ..., f(an).

Escolhendo o valor para f(ay), o que pode ser feito de m maneiras, como a fungao deve

ser injetiva, sobrarao m — 1 valores para a escolha de f(as).

Escolhidos os valores de f(a;) e f(ag) sobrardo m — 2 valores para a escolha de f(a3) e

assim por diante.
Portanto, existem m(m — 1)...(m — (n — 1)) fun¢des injetivas.

Definicao 2 Uma funcao bijetiva f : A — A, onde A é um conjunto nao vazio, é

denominada uma permutacao de A.

Quando A é finito com n elementos, indicando A = {ay, ..., a,}, uma permutacdo de A

pode ser representada por

a’l 0/2 PR a/n

flar) fla2) - f(an)
ou simplesmente por f(ay) f(az)--- f(a,).

Exemplo 12 Considere A = {1,2,3}. Como |A| = 3, temos um total de 3.2.1 = 6

bijecoes, a saber

123,132,213,231,312e321
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Considerando um conjunto A = {ay,...,a,}, cada bije¢cdo f : A — A estabelece uma

ordenacao de seus elementos. Deste modo, todas as seguintes perguntas :

e Dados n objetos ay,...a,, de quantos modos podemos ordena-los?
e QQuantas bijecoes existem de A em A7

e QQuantas permutacoes de A existem?

tém a mesma resposta, dada pela seguinte proposicao:

Proposicao 1 O namero de permutacoes de A = {ay,...a,} é igual a

nl=nn-1)...1

Prova

O ntmero de fungoes injetivas de um conjunto A com n elementos em um conjunto B
com m elementos, n < m, ém(m—1)...(m—(n—1)). Como A = {ay,...a,}, uma funcdo
f A — A éinjetiva se, e somente se é bijetiva. Portanto, o nimero de bijecées de A, com

n elementos em A ¢ igual a

nn—1)....n—(n—1)=nn-1)...1

n!

Definicao 3 Permutacoes circulares, também chamadas de ciclos, de n elementos sao

permutacoes destes elementos em torno de um circulo.

Usaremos a notacao [f(ay),..., f(a,)] para indicar um ciclo.

Por exemplo, considerando A = {1,2,3} temos 3! = 6 permutacoes de A, a saber:
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123,132,213,231,312e321

Colocando os elementos ao redor de um circulo vemos que

[123] =[231] =[312] e [132] = [213] = [321]

S0e
OO0

Assim, o nimero de permutacoes circulares dos elementos de A é igual a 2.

Proposicao 2 Seja A = {ay,as,...a,} um conjunto com n elementos. O namero de

permutacoes circulares dos elementos de A é igual a

(n—1)!

Prova

O ntmero de permutagdes de n elementos é igual a n!. Nesta contagem cada permutacao

circular foi contada n vezes, portanto o nimero de permutacoes circulares é igual a
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Proposicao 3 Seja A = {ay,as,...a,} um conjunto com n elementos. O nimero de

subconjuntos de A contendo r elementos, r < n, é exatamente

n!
rl(n —r)!
Prova
Indicando por {by, by, - - - , b, } um subconjunto de A com r elementos, temos para a escolha

de b; um total de n possiblidades.

Em seguida, para a escolha de by temos n — 1 possibilidades. Escolhidos b; e by, sobrarao
n — 2 possibilidades para a escolha de az e asim por diante. Teremos entao um total de
n(n —1)...(n — (r — 1)) escolhas. Observando que, uma permutacado de {by, by, - ,b,}
forma o mesmo conjunto, cada subconjunto foi contado r! vezes. Portanto, o nimero total
de suconjuntos com k elementos é exatamente

nn—1)...(n—(r—1))
r!

nn—1)...(n—(r—1)) nn-1)...n—=@r—-1))(n—-r)...1 n!

d n rl(n —r)! rl(n —r)!

Definicdo 4 Para n,r € NU {0}, definimos

n!
m, quando T Sn

r 0, quando 7 >n
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onde observamos que 0! := 1.

n
O simbolo é lido como: combinacao de n elementos tomados r a r, e é igual ao
r

numero de subconjuntos, contendo r elementos, de um conjunto com n elementos.

n n

Quando r < n temos que . De fato, segue diretamente da definicao

T n—r

ou observando que o niimero de subconjuntos, contendo r elementos, de um conjunto com n
elementos é exatamente igual ao ntimero de subconjuntos, contendo n — r elementos, de um

conjunto com n elementos.

Corolario 1 Para todo n € N temos que

n n n
+ +...+ = 2"
0 1 n
Prova
n n n
Basta notar que + +...+ é o numero de subconjuntos do conjunto
0 1 n

A, incluindo o conjunto vazio, portanto igual a 2".

Definicao 5 Arranjos de n elementos tomados r a r, onde n,r € N com r < n, sao todos
os grupos de r elementos distintos, que diferem entre si também pela ordem dos r elementos

que compoem 0s grupos.

Notagao: A] indicard o nimero de arranjos de n elementos tomados r a r.
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Por exemplo, se A = {1,2,3} o nimero de combinagdes de elementos de A tomamos 2 a

3 3!

= ﬁ =3, asaber : {1,2},{1,3} e {2,3}.

2 é igual a
2

Agora o ntimero de arranjos dos 3 elementos tomados 2 a 2 é igual a A2 = 6, a saber:

(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,3),(3,2)

Proposicao 4 Seja A = {aj,as,...a,} um conjunto com n elementos. O nimero de

arranjos de elementos de A tomados r a r, r < n, é exatamente

(n—r)!

Prova

Indicando por (by, b, - ,b,.) um arranjo de A com r elementos, temos para a escolha de

by um total de n possiblidades.

Em seguida, para a escolha de by temos n — 1 possibilidades. Escolhidos b; e by, sobrarao
n — 2 possibilidades para a escolha de a3 e asim por diante. Portanto o niimero de arranjos

de n elementos tomados r a r é igual a

~nnm—-1)...(n—(—-1)n-r)...1  nl
nn—1)...(n—(r—1)) = ). 1 BRG]
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2.3 Recorréncia

Exemplo 13 (A Torre de Hanoi) A torre de Hanoi é um jogo, inventado pelo matemético

Francés Edouard Lucas em 1883, que consiste de:

e uma base onde estao colocadas 3 hastes verticais A, B e C'

e um certo numero de discos de diametros diferentes, furados no centro, que serao colo-
cados nas hastes.
No comeco do jogo os discos estao todos colocados na haste A, em ordem decrescente de

tamanho,o maior embaixo.

O objetivo do jogo é a mudanca de todos os discos da haste A, usando a haste B, para a

haste C, obedecendo as seguintes regras:

e Pode ser mudado sémente um disco de cada vez.

e Um disco maior nunca pode ser colocado sobre um disco menor.

Pergunta: Qual ¢ o niimero minimo de movimentos que devem ser feitos para alcancar

o objetivo do jogo?

Para responder a esta pergunta, primeiramente vamos introduzir uma notagao. Supo-
nhamos que temos uma quantidade de n discos e indicamos por 7, o ntmero minimo de

movimentos necessarios para mudé-los da haste A para a haste C.

Se n = 1, basta um movimento, de A para C', portanto T} = 1.

Se n = 2, temos dois discos na haste A, o menor sobre o maior. Neste caso, mudamos o
menor para a haste B, o maior para a C' e em seguida o menor para a haste C'. Portanto

T, = 3.
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Suponhamos n = 3. Neste caso deixamos o disco maior parado e com 3 movimentos
mudamos os dois menores para a haste B, usando a haste C'. Em seguida, mudamos o maior
para a haste C' e com mais 3 movimentos mudamos os dois menores de B para (', usando a

A. Portanto T3, =3+ 1+ 3 =T1.

Supnhamos n = 4. Fazemos o mesmo procedimento, como no caso anterior, deixamos o
disco maior parado e com 7 movimentos mudamos os 3 menores de A para B. Em seguida
mudamos o maior de A para C' e com mais 7 movimentos mudamos os 3 menores de B para

C, usando a haste A. Portanto T, =7+ 1+ 7 = 15.

Observamos que, em consequéncia das regras do jogo, para que o disco maior possa ser
colocado na haste C' é necessario e suficiente que os n — 1 discos restantes sejam transferidos

para a haste intermediaria.

A tarefa de passar os n — 1 discos menores de A para B, usando a C é equivalente a de

passar n — 1 discos de A para C', usando a B, portanto serao necessarios T,_; movimentos.

Uma vez, trasferidos os discos menores para a B, gasta-se um movimento para a mudanca
do maior para a haste C'. Finalmente transferimos os discos menores para C', sobre o disco

maior, num total de 7,,_; movimentos. Portanto

Ty =1

Tn: n71+1+Tn71:2Tn71+17 Sen22

A Torre de Hanoi é um exemplo do que é chamado de recorréncia. No caso, sabemos o
valor de T} e a partir de n > 2, obtemos o valor de T, recorrendo aos casos anteriores.

Exemplificando, para calcular T% fazemos o seguinte procedimento:

Tr=2Ts+1=202T5+ 1)+ 1=4T5 +3 =4(2Ty+ 1) +3 =874 + 7 =
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=8(2T5 4+ 1) + 7 = 16T3 + 15 = 16(2T5 + 1) + 15 = 32T} + 31 =

=32(271 + 1) +31 =32.3 +31 = 96 + 31 = 127

Assim, podemos calcular T,,, para qualquer valor de n, mas a tarefa serd ardua quando n

for grande.

Se for possivel achar uma férmula explicita para 7T},, que nao dependa dos casos anteriores,

chamaremos esta formula de solucao da recorréncia.

Neste exemplo, observamos que 77 = 1,1, = 3,13 = 7,1, = 15,15 = 31, Ty = 63,17 =

127 e podemos conjecturar que 1, = 2" — 1, paran > 1.
De fato, usando o PIM, provaremos esta afirmacao.
Passo 1 A formula é valida para n = 1.

Passo 2 Suponhamos a formula valida para n = k, isto é, T, = 28 — 1, k > 1. Temos que

Tyi1 = 2Ty + 1, e dai usando a hipdtese de indugao

Tey1 =228 — 1) +1 =21 -1

Portanto, a férmula vale para k + 1.

Exemplo 14 A sequéncia de Fibonacci

F,=F, «+F,> sen>3
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é outro exemplo de recorréncia. Provamos anteriormente, usando o PIM, que

s L (1evB)T 1 (1-45)
v NASE

Apresentamos a seguir uma técnica para a obtencao de solugoes de certas recorréncias e

em seguida daremos como exemplo novamente a recorréncia de Fibonacci.

Definigdo 6 Uma recorréncia para a sequéncia (a,)neny € uma férmula que expressa a,
usando os termos anteriores da sequéncia, a saber, aq,...,a,_1, a partir de um certo indice

no € N. Os valores de ag,aq,...,a,, sao chamados de condi¢oes iniciais.

No exemplo da Torre de Hanoi, a recorréncia é T,, = 2.1,,_1+1 e na sequéncia de Fibonacci

a recorréncia é F,, = F,,_1 + F,,_o.

Uma sequéncia (a, ) é chamada solucao da recorréncia se seus termos satisfazem a equagao

de recorréncia.

Observamos que a equacao de recorréncia juntamente com as condicoes iniciais determi-

nam a solucao da recorréncia.

Definicao 7 Uma recorréncia é dita linear de ordem k, homogénea com coeficientes

constantes em uma variavel se a equacao de recorréncia é do tipo

Gp = C10p_1 + C2Qp_9 + -+ - + Cply_g

onde ¢y, C, ..., Cp SA0 constantes reais.

A recorréncia da sequéncia de Fibonacci é homogénea, linear de ordem 2, enquanto que

a da Torre de Hanoi nao é homogénea.
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Proposigao 9 Sejam c¢; e ¢y niimeros reais tais que o polinomio p(z) = 22 — c;x — ¢y tém

duas raizes reais distintas r; e 5. Entao a sequéncia (a,) é solu¢do da recorréncia

Qp = C10p—1 + C2lp—2

se, e somente se,

ap = 11y + Qory
para n € NU {0} e onde oy, ay sdo constantes reais.

Prova

Suponhamos que a, = ayr? + asry, onde r; e ry sdo as raizes do polinémio p(zr) =

1’2 — C1T — Co.

Segue que

r?—cri—co=0ers—cro—co=0e

n—1 n—1 n—2 n—2
C1ap—1 + Cotp_o = c1(onr] ™ + aory ) + co(arr] " + agry” )

= 0417{‘_2(017“1 + o) + 0427"3_2(017“2 +09) =

= a2 (rd) 4+ aory 2 (r2) = ayr? + aor = ay,

Suponhamos agora que (a,) é solu¢do da recorréncia a, = ¢1a,_1 + C2a,_2 cOm ag = A e

a; = B (condigoes iniciais).

Vamos mostrar que existem constantes reais a; e ay tais que a,, = a1 + aqry, onde 1,

e r9 820 as rafzes do polinomio p(x) = 2% — ¢z — ca.

Temos que A = a1 +as e B = a1 + aors.



Resolvendo o sistema encontramos

B—AT’Q
o) = ——
rr—T2
A—B’I”l
Qg = ————
T —T2

Exemplo 15 Vamos determinar a solucao da sequéncia de Fibonacci

F,=F,1+F,s sen>3

25

Como a recorréncia é homogénea, linear de ordem 2, com coeficientes constantes primei-

ramente encontramos as raizes do polinomio p(x) = z*

145 1-+5

e g =

2 2

1+v5) 1-v5\
Portanto Fn:oq( +2\/_> —l—a2< \/_) )

Como 22 —x — 1 =0, as raizes sdo r; =

2

Podemos definir iy = 0 e ainda teremos Fy = F; + Fj,.

1+v5  1-+/5
9 “+ Qo 9

Segue dai que Fy =a; +ay=0e F1 =y
Resolvend ist t L

esolvendo o sistema encontramos a; = — e « )

1 NG 2 NG

Portanto,

— 1 —Co, onde neste caso ¢; = ¢y = 1.



26

Capitulo 3

Triangulo de Pascal

Neste capitulo, apresentaremos o Triangulo de Pascal, formado pelos Coeficientes Bino-
miais. O Triangulo de Pascal foi definido pelo mateméatico chinés Yang Hui e varias de suas

propriedades foram estabelecidas pelo matematico francés Blaise Pascal.

3.1 Coeficientes Binomiais

Lema 1 (Relagdo de Stifel)

Para todos n,i € N, com i < n vale que

Prova 1

Faremos primeiramente uma prova direta, usando as defini¢oes dos simbolos.
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Temos que

n N nolo n! N n! anl+naln—i+1)
i1 ; (t—Dln—di+ 1) dil(n—1)! illn—i+1)!
nl(n+1)  (n+1)! n+1
il(n —1 I il(n—1 |
illn—i+ 1) dl(n—i+1)! ;
|
Prova 2

Faremos outra prova usando o significado dos simbolos .

Seja A um conjunto com n + 1 elementos. Considere a, arbitrario, um dos elementos de

n+1
Tomando um subconjunto qualquer na tabela que contém todos os subcon-

7
juntos contendo exatamente ¢ elementos existem apenas duas possibilidades : a esté presente

ou a nao esta presente.

Portanto, se somarmos o nimero de subconjuntos que contém a, que sao em nimero

n n
, com 0s que nao contém a, que sao em numero , teremos o resultado

1—1 .
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Teorema 1 (Binomio de Newton) Para todos a,b € R e n € N vale que

Prova

A prova sera feita pelo PIM.

1 1
Passo 1 Paran = 1, temos (a+b)! =a+be al + a'~'b = a+ b, portanto

0 1

a formula é valida.

Passo 2 Suponhamos a féormula valida para n =k > 1, isto é,

k k k k
(a+b)k — ak+ ak—1b+ ak_262+---—|— abk_l—l— bk

Segue que (a +b)* = (a+b)*.(a+b) = (a+b)*.a+ (a+b)*b=

— ak+1+
0
k 2 k—172 k—2 k 27 k-1 k
+ a®b + a” b + a" i 4+ a“b" + ab®+
1 2 3 k—1 k
k k k=172 k—273 21k k| o1k
-+ a"b+ a" 14 a" 4t a?bP 14 abf+br L



Usando agora a relacao de Stifel obtemos

k+1 N kE+1 kE+1

(a+b)*t = a"tt 4 a®b + a" o 4

Portanto, a formula vale para k£ + 1.

Listamos a seguir, para alguns valores de n, a expansao de

n n 1 n 9,9 n
(a+b)" = a" + a" b+ a4+
0 1 2 n—1
(a+0)" =1

(a+b)'=a+b

(a+ b)* = a® + 2ab + b*

(a+b)? = a®+ 3a*b + 3ab® + 1°

(a+0b)* = a* + 4a®b + 6a%V* + 4ab® + b*

(a+b)° = a® + 5a*b + 10ab? + 10a*b> + 5ab* + v°

(a+0)° = a® + 6a®b + 15a*0? + 20a3b> + 15a%b* + 6ab® + b°

29

4 k + 1 bk+1
kE+1
[
n
abnfl 4 bn
n
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3.2 Triangulo de Pascal

Montando uma tabela com os coeficientes destas expansoes obtemos o chamado triangulo
de Pascal, onde a primeira coluna é preenchida sempre com o ntmero 1, o tltimo ntmero
de cada linha também é sempre 1 e observando que somando dois elementos consecutivos de
uma linha obtemos o elemento situado na mesma coluna do segundo e numa linha abaixo

(relagao de Stifel):

0 1 2 3 4 5 6 n
0
0
0
1 1
1
0 1
2 2 2
2
0 1 2
3 3 3 3
3
0 1 2 3
4 4 4 4 4
4
0 1 2 3 4
) ) 5 3 > 5
3
0 1 2 3 4 1
6 6 6 6 6 6 6
6
0 1 2 3 4 5 6
n n n n
n
0 1 2 n
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Substituindo os valores dos coeficientes:

511 5 10 10 5 1
6/1 6 15 20 15 6 1

Deste modo podemos continuar o preenchimento da tabela, considerando a relacao de

Stifel:

01
111 1
211 2 1

5 (1 &5 10 10 5 1

6 |1 6 15 20 15 6 1

711 7 21 35 35 21 7 1

811 & 28 56 70 56 28 8 1

911 9 36 84 126 126 84 36 9 1
10 (1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1




32

Exemplo 16 A dltima linha da tabela acima, por exemplo, nos da o desenvolvimento de

(a+b)* = a'®+10a"b+45a°b*+120a"b*+210a°b*+252a°6°+210a*0°+120ab" +45a%b* +10ab”+b"

Somando os termos de uma linha qualquer deste tridngulo, observamos que:



33

Capitulo 4

Ntiimeros de Stirling

Neste capitulo, definiremos os nimeros de Stirling de Primeira e Segunda Espécie e apre-
sentaremos suas relagoes de recorréncia. Faremos também, como no Triangulo de Pascal, a
construcao de tabelas em forma de triangulos e, usando as relagoes de recorréncia, veremos

como acrescentar linhas na tabela.
Exemplo 17 Comegaremos analisando o seguinte problema:

Uma professora pede para 2 de seus alunos que a ajudem a colorir as bandeiras que serao
utilizadas para a decoracao de uma festa. A professora possui 4 cores de tinta para distribuir
aos seus 2 alunos: Verde, Azul, Laranja e Preto. De quantas maneiras a professora poderéd
distribuir essas cores de tinta para seus alunos (nao se fara distingao entre os alunos, s6
importando a distribui¢do das cores entre eles), de modo que cada um possua pelo menos

uma cor de tinta com a qual possa colorir as bandeiras 7

Em outras palavras, de quantas maneiras é possivel distribuir os 4 elementos de um
conjunto em dois subconjuntos nao vazios. Tomando o conjunto {V, A, L, P} das cores que o

professor distribuira aos alunos, e separando seus elementos em dois subconjuntos nao vazios,
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temos:

{(VIU{A L, Py {AYU{V.L, P {L} U{V A, P}; {P} U{V A, L}
{V;A}U{L,P}; {V,L}U{A, P} e {V,P}U{A, L}
Portanto, existem 7 maneiras diferentes de separar os elementos de um conjunto de 4

elementos em 2 subconjuntos nao vazios.

Com uma relacao muito proxima com os coeficientes binomiais, os Numeros de Stirling,

nome dado em homenagem a James Stirling (1692-1770), sdo de dois tipos: os de primeira

n n
espécies denotados por e os de segunda espécie denotados por

k k

4.1 Numero de Stirling de Segunda Espécie

Comecaremos definindo os nimeros de Stirling de segunda espécie de mais fécil entendi-

mento do que os de primeira espécie.

Definicao 8 Sejam n,k € N, com n > k > 1.

n
O simbolo indicard o nimero de maneiras de escrever um conjunto A, com n

k

elementos, como reuniao de k subconjuntos nao vazios e disjuntos.

Em outras palavras, o nimero de maneiras de distribuir n objetos distintos em k caixas

idénticas, com nenhuma caixa vazia.

Quando k£ = 1 temos apenas uma maneira de distribuir os objetos, todos na mesma caixa,



35

portanto =1.

Quando k£ = n ndés também temos apenas uma maneira, um em cada caixa, portanto

n
=1.

n
Exemplo 18 No exemplo inicial temos A = {V, A, L, P} onde listamos todas as maneiras

de escrever A como reuniao de dois subconjuntos nao vazios e disjuntos.

Portanto, =T.

Exemplo 19 Seja A = {1,2,3,4,5}. Vamos calcular

Queremos distribuir 5 objetos, numerados de 1 a 5, em duas caixas idénticas, com ne-
nhuma caixa vazia. Coloque um dos cinco objetos , por exemplo o objeto de nimero 1,
numa caixa. Precisamos decidir agora sobre os 4 restantes, em qual caixa ficarao. Como sao
duas alternativas, teremos 2* modos de distribuicdo. Eliminando o caso em que os quatro

entram na caixa que esta com o objeto de ntimero 1, deixando a outra vazia, concluimos que

5
= 15.

2

n
Exemplo 20 Seja A = {1,2,...,n}. Vamos calcular . De modo analogo ao exem-
2

plo anterior, queremos distribuir n objetos, numerados de 1 a n, em duas caixas idénticas,
com nenhuma caixa vazia. Coloque um dos n objetos , por exemplo o objeto de niimero 1,
numa caixa. Precisamos decidir agora sobre os n — 1 restantes, em qual caixa ficardao. Como

sao duas alternativas, teremos 2"~ ! modos de distribuicao. Eliminando o caso em que os n—1
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entram na caixa que esta com o objeto de ntimero 1, deixando a outra vazia, concluimos que

n
— 271,71 -1

2

4
Exemplo 21 Seja A = {1,2,3,4}. Vamos calcular . Quando temos mais do
3

que duas caixas ficarda mais complicado repetir o0 mesmo raciocinio feito com duas caixas
porque teriamos de descontar os varios casos onde ficariam caixas vazias. Faremos outro

procedimento que também funcionara no caso geral.
Considerando o objeto de nimero 1 temos exatamente dois casos a considerar:

e O objeto de niimero 1 permanecera sozinho numa caixa

e O objeto de ntumero 1 terd companhia.

[LH2H3.4) [LH3H24) [LH4H2.3)
[12H3H4k [L3H2H4) [L4H 2H3]

4
Portanto = 0.
3
)
Exemplo 22 Seja A = {1,2,3,4,5}. Vamos calcular
3

Queremos distribuir 5 objetos, numerados de 1 a 5, em trés caixas idénticas, com nenhuma
caixa vazia. Faremos o procedimento do exemplo anterior que também funcionari para o

caso geral.
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Considerando o objeto de ntimero 1 temos exatamente dois casos a considerar:

e O objeto de niimero 1 permanecera sozinho numa caixa

e O objeto de ntimero 1 terd companhia.

No primeiro caso temos que distribuir 4 objetos em 2 caixas, num total de =

2
2% —1="1.
4
No segundo caso temos que distribuir 4 objetos em 3 caixas, num total de e depois
3
da distribuicao colocar o objeto de niimero 1 em uma das trés caixas, portanto de 3 modos
distintos.
5 4 4
Assim = + 3.
3 2 3
' 5
Concluimos que =7+36=25
3

Proposicao 6 Para nimeros naturais 1 < k <n e n > 2 vale que

Prova

Considerando A = {1,...,n}, queremos escrever A = A; U AsU, ..., UAy, onde os sub-
conjuntos sao nao vazios e |A| = |A; + |As| + ...+ |Ax|. Novamente os elementos de A serdo

objetos numerados de 1 até n e os subconjuntos A;, A, ... Ay serdo as caixas.
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Considerando o objeto de ntimero 1 temos exatamente dois casos a considerar:

e O objeto de niimero 1 permanecera sozinho numa caixa

e O objeto de ntimero 1 terd companhia.

No primeiro caso temos que distribuir n — 1 objetos em k — 1 caixas, num total de

n—1
k—1
- . . . . n - 1
No segundo caso temos que distribuir n — 1 objetos em k caixas, num total de
k

e depois da distribuicao colocar o objeto de niimero 1 em uma das k caixas, portanto de k

modos distintos.

Assim = + k.
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Vamos colocar os nimeros de Stirling de segunda espécie numa tabela como fizemos com

os coeficientes binomiais:

0 1 2 3 4 5 6
7 3
0
0
0
’ < "
1 1
1
0 1
> < > < ¢
2 2 2
2
0 1 2
0 < > < > < ¢ 3\
3 3 3 3
3
0 1 2 3
> < > < > < > { ¢ 3\
4 4 4 4 4
4
0 1 2 3 4
> < > < > < > { ’ < 7 3
5 5 5 5 5 5
5)
0 1 2 3 4 1
> < ’ > < > { ’ < > <
6 6 6 6 6 6 6
6
0 1 2 3 4 5 6
\ \ ), \ J \ ), \ J




Agora substituindo os valores paran =1,...,6 obtemos:

o 1 2 3 4 5 6
()
0
0
0
9
1
1 1
0
¢ 9
2
2 1 1
0
c S
3
3 1 3 1
0
C S
4
4 1 7 6 1
0
A
)
d 1 15 25 10 1
0
r 9
6
6 1 31 9 65 15 1
0
\

40
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Para manter a relacao de recorréncia definimos =1le " = 0 paran > 0,
0 0
obtendo a tabela:
01 2 4 5 6
01
110 1
210 1 1
3/0 1 3 1
410 1 7 6 1
510 1 10 1
610 1 31 90=15+3.25 65 15 1
Completando a tabela até n = 9 obtemos por exemplo, ! =T7770:
4
01 2 3 5 6 7 8 9
01
110 1
210 1 1
310 1 3 1
410 1 7 6 1
5/0 1 15 25 10 1
6/0 1 31 90 65 15 1
710 1 63 301 350 140 21 1
810 1 127 [966] 1050 266 28 1
910 1 255 3025 7770=966+4.1701 6951 2646 462 36 1
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n
Repetindo a defini¢cao, o nimero de Stirling de segunda espécie, , € o ntimero de

k

maneiras de distribuir n objetos distintos em £ caixas idénticas, com nenhuma caixa vazia.

Agora na proposicao seguinte vamos considerar o problema da distribuicao de n objetos

distintos em k caixas diferentes, com nenhuma caixa vazia.

Proposicao 7 O ntimero de maneiras de distribuir n objetos distintos em £ caixas dife-

rentes, com nenhuma caixa vazia é igual ao nimero de funcoes sobrejetoras f : A — B, onde

A:{al,...,an}eB:{bl,...,bk}.
Prova

Seja f : A — B uma funcao sobrejetora. Segue que, para cada i =1,...k,
k
Y o) ={ae Al fla)=(b)} #0De A= Uf_l(bi). Pensando nos elementos de A como
i=1
objetos e nos de B como sendo caixas, uma maneira de distribuir os n objetos ¢ colocar na

caixa b; os objetos que estao em f~!(b;).

Reciprocamente, a partir de uma distribuicao, definimos f : A — B que associa a cada

objeto da caixa b; o valor b;. Como nao hé caixa vazia f é sobrejetora.

Proposicao 8 Para n > k naturais, o nimero de fungoes sobrejetoras f : A — B, onde

A=A{a,...,a,} e B={by,... by} éigual a
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Prova

e Existem k" funcoes de A em B.

e Deste total subtrairemos as que nao sao sobrejetoras.

Indicando por C; o conjunto das fungoes f : A — B tais que f~(b;) = 0, para cada
1t =1,...k, temos que o conjunto das funcoes que nao sao sobrejetoras é igual ao conjunto

CyU---UC,. Como

CLU- UG =Ci+--+[Ckl = D GG+ ) |GinCNCy| =+

1<i<y 1<i<j<k

e |G|l = (k=1 |C;NCil = (k=2 |[C;NC;NCy| = (k—=3)"---,

concluimos que

k k k k
|CLU- - -UCy| = (k—1)"— (k—2)"+ (k—3)3—--- (=1)*! (k—k)"
1 2 3 k
F . k
ICLU- UG =) (-1) N ECEDE
=1 1

Subtraindo este nimero do total £ obtemos
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A proposicao seguinte estabelece uma férmula para o calculo dos niimeros de Stirling,

usando os coeficientes binomiais.

Proposicao 9 O nimero de maneiras distribuirmos n objetos distintos em k caixas

idénticas, com nenhuma caixa vazia é

Prova

Para obtermos distribuicoes de n objetos distintos em k caixas distintas, com nenhuma
caixa vazia basta encontrarmos as distribuicoes de n objetos distintos em k caixas idénticas,

com nenhuma caixa vazia, e fazer a ordenacao destas caixas. Isto nos dé

K k n
S (ki) = K
=0 1 k
|
Exemplo 23 Vamos calcular usando a féormula acima.
3
5 1 3 3
3 1
5 1 3 3 3
=53 - (3-1)°+ (3-2)°— (3—3)°
3| ¥ 1 2 3
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1 1
= (243 -332 4 3) = ;1150 = 25

4.2 Numeros de Stirling de Primeira Espécie

Exemplo 24 Um anfitriao tem que distribuir 4 convidados em uma mesa. Qual ¢ o

ntimero de maneiras de fazer esta distribuicao?

Este problema equivale a distribuicao de 4 objetos distintos em um circulo, portanto a

pergunta equivalente é: quantos ciclos distintos de 4 elementos existem. Como provamos

4!
anteriormente, existem i 6 ciclos distintos com 4 elementos. A saber:

1,2,3,4],[1,2,4,3],[1,3,2,4],[1,3,4,2], [1,4,2,3],[1,4,3, 2]

Exemplo 25 Um anfitrido tem que distribuir 4 convidados em 2 mesas idénticas, ne-

nhuma vazia. Qual é o nimero de maneiras de fazer esta distribuicao?

Indicaremos o conjunto de convidados que serao colocados nas 2 mesas por A = {1, 2, 3,4}.

Acomodando o convidado ntimero 1, temos duas possibildades:

e O convidado niimero 1 ficard sozinho numa mesa.

e O convidado ntimero 1 terd companhia.

No primeiro caso, teremos que acomodar as 3 pessoas restantes numa mesa. Como o
numero de maneiras de distribuir 3 elementos numa mesa é igual ao ciclos de 3 elementos ,

isto pode ser feito de 2 modos distintos (2, 3,4] ou [2,4, 3] . Assim, neste caso temos 2 modos:

1] U[2,3,4] e [1] U [2,4,3]
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A notagao usada [1] U [2, 3, 4] representa que o convidado de niamero 1 ficard numa mesa
e os de nameros 2, 3, 4 ficardo na outra, em posi¢oes estabelecidas pelo ciclo [2,3,4] . O

simbolo U é usado significando que, reunindo os elementos das duas mesas teremos todos os

C

No segundo caso temos que distribuir as trés pessoas restantes usando duas mesas, o que

convidados.

pode ser feito de 3 modos:

2] U[3,4], [3]U[2,4] e [4] U[2,3].

Agora, neste caso, o convidado nimero 1 podera ocupar uma das mesas de 9 modos:

1,2 U [3,4],[1,3] U [2,4], [1,4] U[2,3], [2] U[L,3,4], [2] U[3,1,4], [3] U[1,2,4], [3] U [2.1,4],
[4]U[1,2,3] ou [4 U [2,1,3]

Portanto o numero de fazer a distribuicao de 4 convidados em duas mesas idénticas
(nenhuma vazia) é igual a 249 = 11.

Exemplo 26 Um anfitriao tem que distribuir 4 convidados em 3 mesas idénticas, ne-

nhuma vazia. Qual é o nimero de maneiras de fazer esta distribuigao?

Usando as notacoes do exemplo anterior, temos 6 maneiras de fazer a distribuicao, a

saber:

U21U[3,4], [1JU3]U[2,4], [1]U4]U[L,2], [2]U[3]U[L, 2], [2]U[4]U[L,3] e [3]U[4] UL, 2]
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Definiremos agora os ntimeros de Stirling de primeira espécie.

Definicao 9 Sejam n,k € N, com n > k > 1.

n
O simbolo indicard o numero de maneiras de arranjar n objetos distintos em

k

k ciclos, ou equivalentemente, o nimero de maneiras de distribuir n pessoas em k mesas

idénticas (nenhuma vazia).

n
Quando k = 1 temos que = (n —1)! (n pessoas em uma mesa) e quando k = n
1
n .
temos que =1 (um tnico modo, uma pessoa em cada mesa).
n

Exemplo 27 Calculamos anteriormente que

Exemplo 28 Tomando uma permutacao de 4 elementos, por exemplo, 1324, onde
f(1) = 1,f(2) = 3,f(3) = 2 e f(4) = 4, podemos representé-la por 3 ciclos, a saber:
[1][2, 3][4] -

Listando todas as permutacoes de 4 elementos representadas pelos seus ciclos temos:

e as escritas usando 1 ciclo, num total de 6, a saber:

[1,2,3,4] = 2341, [1,2,4,3] = 2413, [1,3,2,4] = 3431, [1, 3,4, 2] = 3142

[1,4,2,3] = 4312, [1,4,3,2] = 4123
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e as escritas usando 2 ciclos, num total de 11, a saber:

[1]12,3, 4], [1][2, 4, 3], [2][1, 2, 4], [2][1,4, 2], [3][1, 2,4], [3][1, 4, 2],

[4][1,2, 3], [4][1,3,2],[1,2][3,4],[1, 3][2,4], 1, 4][2, 3]

e as escritas usando 3 ciclos, num total de 6, a saber:

[112[3, 41, [11[3][2, 4], [1][4][2, 3], [21[3][1, 4], [2][4][1, 3], [3][4][1, 2]

e as escritas usando 4 ciclos, uma tnica, a saber:

[1][21[3]4]

Donde obtemos 6 + 11 4+6 +1 = 24 = 4!

Esta interpretacao, de permutacoes escritas usando ciclos, nos da a seguinte igualdade;

A proposicao seguinte estabelece uma relagao de recorréncia para os nimeros de Stirling

de primeira espécie.

Proposicao 10 Para ntimeros naturais 1 < k < n vale que
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Prova

Indicamos o conjunto de n elementos por A = {1,2,...,n}. Seus elementos serao distri-

buidos em k ciclos. Temos duas possibilidades:

e O elemento 1 constitui um ciclo isolado.
e O elemento 1 ficard num ciclo com mais de um elemento.

. . n - 1 . .
O nimero de modos do primeiro caso é , ol seja o numero de maneiras de

kE—1

organizar n — 1 elementos em k — 1 ciclos.

No segundo caso, distribuimos os n — 1 elementos restantes em k£ ciclos e em cada ciclo

temos n — 1 posi¢oes para encaixar o 1, obtendo o namero é

n—1
(n—1)
k
Portanto, somando os dois valores temos:
n n—1 n—1
- +(n—1)
k k—1 k
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Vamos colocar os nimeros de Stirling de primeira espécie numa tabela, onde definimos:

0 n
=1le =0 para n > 0.
0 0
0 1 2 3 4 5 6
0
0
0
1 1
1
0 1
2 2 2
2
0 1 2
3 3 3 3
3
0 1 2 3
4 4 4 4 4
4
0 1 2 3 4
D ) ) ) ) 5
5
0 1 2 3 4 1
6 6 6 6 6 6 6
6
0 1 2 3 4 5 6




Substituindo os valores, obtemos:

0 1 2 3 4 5 6
0|1
1 /0 1
210 1 1
310 2 3 1
0 [6] 6 1
5 10 24 50=6+411 35 10 1
6 |0 120 274 225 8 15 1

Usando a relacao de recorréncia podemos aumentar a tabela, por exemplo:

0 1 2 3 4 5 6 7T 8 9
01
1/0 1
210 1 1
310 2 3 1
410 6 11 6 1
510 24 20 35 10 1

610 120 274 225 85 15 1

710 720 1764 1624 735 175 21 1

810 5040 13068 13132 67Y69 1960 322 28 1
910 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1

51



52

Capitulo 5

Ntmeros de Euler (Niimeros Eulerianos)

Definigao 10 Seja m = mymy ..., uma permutacdo de um conjunto A = {1,2,... n}.
Dizemos que o indice ¢, com 1 < ¢ < n, é um ascendente da permutacao m se m; < T 1.

Quando um indice i é ascencente dizemos que o par (m;, ;1) é uma ascendéncia.

Exemplo 29 Considere A = {1,2,3,4} e a permutagao m = 2314. Temos m = 2, T =
3,m3 = 1 e my = 4, portanto temos dois ascendentes, ¢ = 1 e ¢ = 3, ou, equivalentemente,

duas ascendéncias, (71, m) e (73, m4).

Os nameros de Euler contam os nimeros de permutagoes de um conjunto A = {1,2,...,n}
com k ascendentes. Observamos que uma permutacao de n elementos possuird no maximo
n—1 ascendentes e 0 maximo serd atingido quando a permutacao tiver os elementos dispostos
em ordem crescente, a saber, 12...n. Quando a permutacao tiver os elementos dispostos em

ordem decrescente o nimero de ascendentes sera 0.
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Definicao 11 Sejam n,k € N, com n > k > 0.

n

O nimero de Euler, representado pelo simbolo < >, indicara o nimero de permutagoes

k

de um conjunto de n elementos com k ascendentes.
Exemplo 30 Seja A = {1,2,3}. Temos 6 permutagoes do conjunto A:
123 (com dois ascendentes)
132 (com 1 ascendente)
231 (com 1 ascendente)
213 (com 1 ascendente)
312 (com 1 ascendente)

321 (com 0 ascendente)

3 3 3
Portanto, =1, =4de =1
0 1 2

4
Exemplo 31 Seja A = {1,2,3,4}. Vamos calcular <

, Ou seja, o nimero de permu-
2

tagoes de A = {1,2,3,4} com dois ascendentes.

Acrescentando o ntimero 4 a uma permutacdo de {1, 2,3}, o que pode ser feito de 4 modos,
obtemos uma permutagao de {1,2,3,4}. Por exemplo, tomando a permutagao 231 obtemos

4231, 2431, 2341 e 2314.

Reciprocamente a partir de uma permutacao de {1, 2, 3,4}, retirando o niimero 4 obtemos

uma permutacgao de {1,2,3}.



54

Indicamos por mmyms uma permutacido qualquer de {1,2,3} e analisaremos os pares de

elementos consecutivos (7, ms) e (mg, 73).

obsl1. Se colocarmos o 4 no final da permutacao m w73, adicionaremos um ascendente.
obs2. Se colocarmos o 4 no inicio, nao adicionaremos ascendentes.

obs3. Se colocarmos o 4 entre 7; e m; .1, onde ¢ = 1,2, teremos dois casos:

m; < mM;y1 = nao serao adicionados ascendentes

m; > miy1 = serd adicionado um ascendente

Agora faremos a contagem das permutacoes de {1,2,3,4} com dois ascendentes.

Consideramos todas as permutacgoes de {1,2,3} e separamos por quantidade de ascen-

dentes:

e permutacoes sem ascendentes, a saber, 321. Nao é possivel obter dois ascendentes

acrescentando o 4.

e permutacoes com dois ascendentes, a saber, 123. Para manter a quantidade de ascen-

dentes temos as possiblidades

4123,1423,1243

e permutacoes com 1 ascendente, a saber: 132, 231, 213, 312. Para aumentar um ascen-

dente temos as possibilidades

1324, 1342, 2314, 2341, 4213, 2413, 4312, 3412
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4
Portanto, =11
2

Proposicao 11 Para n > 0 natural vale que:

SO

Prova
Considere m = m7y . .. T, uma permutagio de um conjunto A = {1,2,...,n} com k ascen-
dentes. Considerando todos os pares de elementos consecutivos (my, m2), (72, 73), . . ., (Tp_1, Tn),

temos k ascendéncias e n — 1 — k pares que nao sao ascendéncias. Invertendo os elementos
da permutacao m obtemos 7,7, 1...7 com n — 1 — k ascendéncias e k nao ascendéncias.

Portanto,

A proposicao seguinte estabelece uma relagao de recorréncia para os nimeros Eulerianos.

Proposicao 12 Para n > k£ > 0 naturais vale que:

n n—1 n—1
< >:(k+1)< >+(n—k)< >
k k k—1

Prova

As permutacoes m = mmy ... 7, do conjunto {1,2,...,n} podem ser obtidas do conjunto
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das permutagoes de {1,2,...,n — 1} acrescentando o elemento n, de n modos distintos, em
cada uma delas. As permutagoes de {1,2,...,n} com k ascendéncias podem ser obtidas de
dois modos:

e de uma permutacdo de {1,2,...,n — 1} com k ascendéncias.

e de uma permutacio de {1,2,...,n — 1} com k — 1 ascendéncias.

No primeiro caso, para nao aumentar o nimero de ascendentes, temos que inserir o n

antes do 1 ou entre os dois valores de uma ascendéncia, portanto de £+ 1 modos. Neste caso,

n—1
obtemos o namero (k + 1) < >
k

No segundo caso, para aumentar um ascendente, temos que inserir o n no final ou entre

os dois valores de uma nao ascendéncia, portanto de 1 +n — 1 — k = n — k modos. Neste

n—1
caso, obtemos o nimero(n — k) < >
kE—1

n n—1 n—1
Portanto,< >—(k+1)< >+(n—k)< >
k k k—1

Exemplo 30 Vamos calcular < > usando a relacao de recorréncia.

3

> 4 4
Temos que =4 + 2 =414+2.11=26
3 3 2
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Agora, substituindo os valores para n = 1,...,9 , observamos que a tabela possui uma

simetria como no Triangulo de Pascal:

o 1 2 3 4 > 6 7 8 9
01
111 0

311 4 1 0

411 11 11 1 0

511 26 66 26 1 0

611 57 302 302 a7 1 0

711 120 1191 2416 1191 120 1 0

oo

1 247 4293 15619 15619 4293 247 1 0
911 502 14608 88234 156190 88234 14608 502 1 O

Curiosidade- Os coeficientes binomiais , os nimeros de Stirling e os niimeros de Euler

estao relacionados pelas férmulas seguintes:
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Ao final desse trabalho, pudemos concluir, através dos varios exemplos dados e das con-
sideracoes feitas, que o tema de contagem possui varios resultados interessantes e curiosos,
que poderao despertar o interesse de alunos pelo tema e pela Matemaética. Esse texto mostra
uma caracteristica muito forte da matematica: temas que aparentemente nao estao associados

podem estar relacionados e ligados de maneiras inesperadas.

Lembramos que existem ainda outros niimeros que carregam consigo caracteristicas espe-
ciais e interessantes relacoes, como por exemplo os nimeros Fulerianos de Segunda Ordem,
a Sequéncia de Fibonacci, Numero de Ouro ou Razdo Aurea, os Numeros Harmonicos, e
outros que poderao virar objetos de estudos para professores que queiram buscar atividades

interessantes para incentivar o estudo da mateméatica em seus alunos.
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