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Resumo

Neste trabalho estudamos o Problema do Fluxo Maximo sob a 6tica do paradigma do
paralelismo. O objetivo geral desta dissertacao é discutir os métodos sequenciais e parale-
los para o Problema do Fluxo Maximo em Redes. Uma das contribuigoes deste trabalho
¢ produzir um texto em portugués que trate dos principais algoritmos para o problema.
Outra contribui¢ao relevante é que propomos um novo algoritmo paralelo BSP/CGM que
gasta O(p) rodadas de comunicac¢do para duas classes especiais de grafos. Nos resulta-
dos dos testes realizados em uma maquina paralela tipo Beowulf de 12 nds, observamos
speed-ups superlineares de 1,85 até 107 com uso de classes de grafos especiais.

Palavras-chave: fluxo méaximo, computagao paralela, modelo BSP/CGM



Abstract

We study the maximum flow problem from the perspective of the paradigm of parallelism.
The objective of this thesis is to discuss the sequential and parallel methods to the Prob-
lem of Maximum Flow in Networks. A contribution of this work is to produce a text
in Portuguese, that addresses the main algorithms for the problem. Another important
contribution is to propose a new algorithm parallel BSP/CGM spending O(p) communi-
cation rounds for two special graphs’ class. The results of tests performed on a Beowulf
type parallel machine with 12 nodes, we observed superlinear speed-ups of 1.85 to 107
with the use of special graphs’ class.

Keywords: max-flow, parallel computing, BSP/CGM model
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Introducao

Neste trabalho estudaremos um problema classico da Teoria dos Grafos: o problema
do Fluxo Maximo em Redes. A primeira no¢ao que se pode ter ao se falar em fluxo
em redes pode ser o abastecimento de agua através de um sistema de encanamento,
sistemas de abastecimento de mercadorias em um conjunto de localidades, ou até mesmo
do montante de dados que percorre uma rede de computadores. O Problema do Fluxo
Méximo em Redes corresponde a calcular uma quantidade méxima de unidades de um
produto que passam por esses sistemas. Chamamos de redes um grafo orientado, ou
seja, um conjunto de pontos, que sao os vértices, interligados por arestas orientadas ou
arcos. A cada um desses arcos é atribuido um valor inteiro denominado capacidade do
arco. Esta capacidade é usada para representar restricoes de transferéncia de produto.
Podemos definir fluxo como sendo o montante de algum produto que é transferido de um

determinado ponto a outro.

Apesar de ser um problema fundamental da Teoria de Grafos, o estudo do problema
de fluxo em redes sob a 6tica da computagao paralela é pouco abordado, tendo ainda
menos exemplos para o modelo realistico de computagao BSP/CGM. Devido a variedade
e importancia das aplicagoes do problema associada a ascendente demanda do uso do
paralelismo para incrementar o poder computacional de sistemas de processamento de
dados, é crescente a necessidade de encontrar novas formas de resolver tanto esse como

outros problemas correlatos.

O problema do Fluxo em Redes vem sendo estudado ha muito tempo dentro da Teoria
dos Grafos. Ford e Fulkerson [8] apresentaram o primeiro trabalho resolvendo o problema
com o Algoritmo de Caminhos Aumentantes. Esse algoritmo apresenta complexidade
pseudopolinomial de O(nmU), para um grafo de n vértice e m arcos, onde U é o valor da
maior capacidade de um arco do grafo. Além disso, neste trabalho foram descritos a maior
parte dos conceitos utilizados pelos estudos que vieram depois. Posteriormente, Edmonds
e Karp [7] propuseram uma implementagdo polinomial alterando o algoritmo proposto
por Ford e Fulkerson de forma que a complexidade ficasse em O(nm?). Dinic [6] mostrou
que era possivel melhorar o tempo de resolucao do problema, escolhendo o caminho com o

menor nimero de arcos para enviar fluxo em uma rede rotulada pela distancia dos vértices.
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Esse algoritmo tem complexidade O(n?m). Karzanov [17] introduziu uma nova forma de
calcular o fluxo maximo através de envio de fluxo por caminhos parciais e demonstrou que
esse método é ainda mais eficiente que os apresentados até entao, obtendo um algoritmo
de O(n?). Cheriyan e Maheshwari em [3] mostraram que com esse método escolhendo o

vértice de maior distancia do sorvedouro pode-se obter um algoritmo com a complexidade
de O(n?y/m).

Discutiremos, neste trabalho, os algoritmos acima e analisaremos métodos para para-
lelizar os algoritmos existentes do Problema do Fluxo Méximo em Rede. Este problema
estd entre aqueles de mais dificil paralelizagao, uma vez que os algoritmos conhecidos
possuem caracteristicas intrinsecamente sequenciais. Em termos de Teoria de Comple-
xidade, este problema se encontra na classe dos problemas P-completo, isto equivale a
dizer que todos os problemas da classe P podem ser reduzidos a ele. Uma vez encon-
trado uma paralelizagao eficiente para ele, podemos paralelizar com eficiéncia todos os
problema contidos em P. Entre os estudos anteriores de algoritmos paralelos para o pro-
blema temos: Shiloach e Vishkin [22] em 82 escreveram um algoritmo PRAM que roda
em tempo O(n?logn) com O(n) processadores. Goldberg [24] apresentou em 1991 um
algoritmo PRAM com estruturas de dados mais eficientes e usando menos memoria. Esse
algoritmo roda em O(n*logn) com O(n) processadores. Mais recentemente, em 2005,
Tabirca e Tabirca [24] descreveram um algoritmo de tempo O(n?) usando O(m) proces-
sadores. O objetivo geral desta dissertacao é discutir os métodos sequenciais e paralelos
para o Problema do Fluxo Méximo em Redes. Como objetivos especificos descreveremos
um novo algoritmo paralelo BSP/CGM que gasta O(p) rodadas de comunicagao para duas
classes especiais de grafos. Até onde conhecemos esse é o primeiro algoritmo paralelo no
modelo BSP/CGM para o problema. Nos testes experimentais que realizamos num cluster
com 16 nos obtivemos speed-up superlineares de 1,85 até 107, para as classes especiais de

grafos escolhidos.

Este trabalho esta disposto da seguinte forma: no primeiro capitulo comentaremos
sobre o modelo de computagao paralela PRAM e BSP/CGM. No capitulo seguinte intro-
duziremos conceitos e notagoes necessarias para a definicao e apresentagao dos algoritmos
que seguem nos capitulos seguintes. No terceiro capitulo, demonstraremos o funciona-
mento dos algoritmos Ford-Fulkerson, Edmonds-Karp, Dinic e o push-relabel. Em seguida,
no capitulo 4 vemos as propostas de Anderson-Setubal e Gosh et. al. de paralelismo do
problema, e entao, no capitulo 5 descreveremos um novo algoritmo para resolugao do
problema no modelo BSP/CGM.



1 Computacao Paralela

Na primeira década do atual século, a computagao sequencial encontrou uma barreira
que impede o crescimento exponencial da quantidade de calculos que até entao acontecia,
a barreira fisica do tamanho dos transistores que a tecnologia atual permite. Mas esse
paradigma comecgou a ser quebrado com estudos de paralelismo computacional iniciados
na década de 80. A computacao paralela é o modo de realizar calculos simultaneos, di-
vidindo problemas grandes em subproblemas menores que sao resolvidos paralelamente.
Computador paralelo é o conjunto de processadores organizados sob um determinado
modelo de interconexao que os permitam a coordenacgao das atividades e trocas de infor-
macoes. Os modelos de computacao paralela sao classificados de acordo com o nivel de

paralelismo de instrugoes e de dados. Vamos ver alguns desses modelos a seguir.

1.1 Modelo PRAM - Parallel Random-Access Machine

O modelo PRAM [16] uma extensdo natural do modelo de computacao sequencial
de Von Neumann. Neste modelo temos uma grande quantidade de processadores, cada
um com sua memoria local, executando um programa local e toda a comunicacao é feita
através de troca de dados por uma unidade de memoria global compartilhada. Cada
processador tem um identificador tnico, acessivel localmente. No modelo PRAM todos

os processadores operam de modo sincrono sob o controle de um clock comum.

Um algoritmo desenvolvido para o modelo PRAM devem ser do tipo single instruction
multiple data (SIMD), ou seja, todos os processadores executem o mesmo programa a
cada unidade de tempo, mas sobre dados diferentes. Além do mais, o modelo permite que
diferentes programas possam ser carregados nas memorias locais do processador, contanto

que os processadores possam operar sincronamente.

Existem trés variagoes do modelo PRAM baseados na forma de permissao de leitura e

escrita na memoria compartilhada. O ezclusive read exclusive write (EREW) PRAM que
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nao permite acesso simultdneo a um tnico local de memoria. O concurrent read exclusive
write (CREW) PRAM que permite acesso simultdneo apenas para leitura de instrugoes.
O concurrent read concurrent write (CRCW) PRAM permite acesso simultaneo de leitura

e escrita.

Memoria Compartilhada

I |

P+ P> Ps oo o Pn

Figura 1: Modelo PRAM

1.2 Modelo BSP

O modelo BSP (Bulk Synchronous Parallel Model), como proposto por Valiant [25],
tem como objetivo principal servir de modelo ponte entre as necessidades de hardware e

software na computacao paralela.

1.2.1 O Modelo

O BSP consiste de uma méaquina com p processadores com memoria local, comunicando-
se entre si através de uma rede local gerenciados por um roteador, e com facilidade de
sincronizagao. O algoritmo BSP consiste em uma sequéncia de superpassos globais. Cada

superpasso consiste em trés estagios:

Computagao Concorrente : Neste estagio todos os processadores executam instrugoes

localmente, processando os dados armazenados na memoria local,

Comunicagao : Neste estagio, ocorre a troca de informacgoes entre os processadores.
A comunica¢ao no modelo BSP é realizado em massa, considerando que todas as
agoes de comunicacao de cada superpasso como tnica e assumindo que todas as

mensagens tém o mesmo tamanho;

Barreira de Sincronizagao : E o estagio onde os processadores s6 passam para o pro-
ximo estagio se todos o atinge, fazendo com que eles iniciem o proximo estagio de

computacao concorrente ao mesmo tempo.
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» Tempo

Comunicagdo  Computag&o local  Barreira de Sincronizagéo

= |

Figura 2: Modelo BSP

1.2.2 Custo

O custo da computagao de um algoritmo BSP ¢é determinado por trés fatores: o
custo do processamento mais longo de computagao local, o custo da comunicagao entre

os processadores e o custo da barreira de sincronizacao.

O nimero méaximo de mensagens chegando ou saindo do processador i é denotado po
h. O tempo de entrega da mensagem através da rede é representado por g. Portanto
hg é o custo do processador entregar h mensagens de tamanho 1. Sendo m o tamanho
da maior mensagem transmitida entre os processadores, que obviamente leva um tempo
maior para ser entregue do que uma mensagem de tamanho 1, podemos expressar que o

custo de comunicagao ¢ limitado por mgh.

O custo do estégio da barreira de sincronizagao, que é representado por [, depende da
variacao de tempo de conclusao da computacao local entre os processadores e o custo para
se atingir um estado de consisténcia global em todos os processadores, mas na pratica é

determinado empiricamente.

Sendo w; o tempo de conclusao da computacao local no processador ¢, temos que o

calculo do custo do superpasso é obtido na seguinte férmula:

mamlgigp(wﬁ —+ magjlgigp(mighi) + l (11)

Dada a Equacao 1.2.2 expressado um superpasso e considerando S a quantidade de

superpassos, temos que o custo de um algoritmo BSP é limitado por:
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S S
D (wy) +9 ) (mshy) + S (1.2)

S=

1.3 Modelo CGM

O modelo CGM (Coarse Granularity Multicomputer), proposto por Dehne et.al. [5],
consiste de varios processadores com memoria local, conectados por um meio qualquer de
intercomunicagao, rede de interconexao ou memoria compartilhada. Um algoritmo CGM
alterna computacao local com rodadas de comunicacao global. O termo "granulosidade
grossa" é originado no fato de que o tamanho do problema n ser consideravelmente maior

que o numero de processadores p (n/p> p).

—
Rodada de
Comunicagédo

Rodada de Computagao

Figura 3: Modelo CGM

Uma rodada de computagao junto com uma rodada de comunicagao no modelo CGM
equivale a um superpasso no modelo BSP. O custo de um algoritmo CGM ¢é a soma
dos tempos obtidos em termos do ntmero total de rodadas de computacao local e de
comunicagao. Um algoritmo CGM tem o objetivo de resolver um problema executando a
menor quantidade possivel de rodadas de comunicacao mantendo-se a razao entre o tempo

do melhor algoritmo sequencial e do algoritmo paralelo proporcional a p.

No universo de pesquisa de computacao paralela existem varios outros modelos, mas

por estarem fora do escopo do estudo deste trabalho eles nao foram citados.



2 Problema de Fluxo Mdximo em
Redes

O Problema de Fluxo Maximo (PFM) [8] é um problema de otimizagao combinatoria
cujas aplicagoes praticas podem ser muito vastas. O fluxo em uma rede, intuitivamente,
é a taxa na qual os produtos se movem. Muitos exemplos podem ser tirados de nosso dia
a dia. Rede de telefonia ou rede elétrica, as conexao dos backbones da internet, o fluxo de
trafego de autoestradas e ferrovias e também os classicos encanamentos de agua, esgoto

e gas sao bons exemplos onde podemos observar a aplicagao deste problema.

Neste capitulo comentaremos sobre aplicagoes e exemplos na primeira secao e na se¢ao

seguinte abordaremos superficialmente os conceitos basicos do problema.

2.1 Aplicacoes do Problema de Fluxo Maximo

O Problema do Fluxo Méaximo pode ser aplicado em muitas situagoes. Quando se
imagina um problema que trata da otimizacao ou quantificacao de fluxo por uma rede,
muito provavelmente estaremos tratando do problema de Fluxo Méximo em Redes ou de

uma variagao deste problema. Ilustramos em seguida alguns exemplos de aplicacoes.

Problema do Fluxo Viavel

Suponha um sistema de portos onde navios fazem a transferéncia de mercadorias entre
eles através de rotas pré-determinadas. Suponha que exista um tipo de mercadoria que
esteja disponivel em alguns portos deste sistema. E conhecida a quantidade disponivel
de mercadoria no estoque de cada porto, o montante requerido por outros portos e a
quantidade méxima que pode ser transportado em cada rota. Considere que o montante
de toda a mercadoria que sai de cada porto ¢ menos o que entra em cada porto ¢ seja
a demanda deste porto representado por b(i), deseja-se saber se é possivel atender as

demandas de cada porto usando o suprimento disponivel.
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Para resolver o problema vamos assumir o seguinte cenario. Representemos o pro-
blema em um grafo G = (V, A), onde V serao os portos e A as rotas possiveis entre esses
portos. Sendo assim, assuma que ) ., b(i) = 0. Vamos acrescentar ao conjunto V' dois
vértices, um vértice fonte s e um sorvedouro t. Para cada porto com b(i) > 0 vamos
acrescentar ao conjunto de arcos A um novo arco (s,7) com capacidade b(i), e para cada
porto com b(i) < 0 vamos acrescentar um arco (i,t) com capacidade —b(7). Portanto
agora teremos uma rede N = (V' A’ s,t,¢) onde V' e A’ sdo os conjuntos V e A com
seus respectivos acréscimos. Entao se calcula um fluxo méximo para a rede N. Se todo

(s,i) € A" e todo (i,t) € A’ s@o saturados nesse processo entao existe um fluxo viavel em

G.

Fluxo Maximo DinAmico

O problema de fluxo maximo dindmico é uma variante do Problema do Fluxo Maximo
onde pode ser tirado o seguinte cenario. Em uma guerra entre os paises A e B, suponha
que o general do exército de A tenha decidido langar um ataque macico nas 24 horas a
seguir, usando suas melhores unidades de infantaria baseadas na localizagao s, contra o
inimigo localizado em ¢. O general gostaria de enviar o maior niimero de unidades do
local s até t no periodo de 24 horas, obedecendo a capacidade dos acesso por periodo de

tempo.

No problema do fluxo dindmico, maximiza-se o nimero total de unidades de fluxo que
podem ser enviados de s a t no tempo p enquanto satisfaz a capacidade do arco ¢(i,j) e

do arco de tempo transversal p(i, 7).

Dada uma rede N = (V, A), podemos montar a rede N? da seguinte forma. Faga p
copias de cada vértice 7. O vértice i, na rede de tempo expandido representa o vértice
i original no tempo k. Inclui-se um arco (ix, ;) de capacidade ¢(i,j) na rede de tempo
expandido sempre que (i,5) € A el —k =p(i,j). O arco (ix, j;) na rede NP representa o
potencial movimento das unidades militares entre o vértice ¢ até o vértice j no intervalo
de tempo de k a [. Ainda pode-se reduzir as miltiplas fontes e multiplos sorvedouros com
o acréscimo de uma superfonte s* e um supersorvedouro t*. Resolvendo o fluxo maximo

em NP resolve-se o problema do Fluxo dindmico em N.
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A guerra Fria e o abastecimento Ferroviario do Leste Europeu

Durante os anos de Guerra Fria, no inicio da década de 50 foi formulado um problema
devido ao interesse que o exército dos Estados Unidos tinha sobre a malha ferroviaria do
Leste Europeu e Oeste da Uniao Soviética. T.E. Harris formulou o seguinte: "Considere
uma rede ferroviaria conectando duas cidades através de um ntmero de cidades inter-
mediérias, onde cada ligacao entre cada cidade tenha associado um valor de capacidade
de transporte. Encontre um fluxo maximal de uma dada cidade até outra". T.E. Harris
em conjunto com Gal. F. S. Ross formulou um relatério ([14]) a partir de estudos da
regiao e fotos de satélite sobre as capacidades operacionais de abastecimento da regiao
através dessa malha ferrovidria e formas de interromper o abastecimento dessa regiao pe-
los trilhos. Foi este relatorio que inspirou as idéias de "Fluxo Maximo Corte Minimo"de
Ford-Fulkerson, onde ao descobrir o corte minimo da malha ferroviaria poderia minimizar
os esfor¢os da forgas armadas dos Estados Unidos para desabastecer a regiao, no caso
de um possivel embate com o exército vermelho. Por questoes politica o memorando foi

apresentado apenas em 1955.

Emparelhamento Maximo em Grafo Bipartido

O problema do Fluxo Maximo pode ser usado na resolugao de muitos outros problemas
matematicos e de combinatéria. Um dos exemplos é o Emparelhamento Méximo em grafos
Bipartidos. A solugao se daria da seguinte forma. Insere-se no grafo dois novo vértices,
o vértice fonte s e o sorvedouro ¢, onde s tem um arco que o conecta a cada um dos
vértices do primeiro grupo V) enquanto que ¢ tem um arco conectando-o cada vértice do
segundo grupo V5. Atribui-se como capacidade de uma unidade para cada arco dessa rede
formada. Entao é calculado o fluxo maximo nessa rede. Os arcos que ligam os vértices de

V1 aos de V5 que forem saturados, vao formar o emparelhamento maximo.

2.2 P-Completo

Em complexidade computacional, a classe de complexidade P-completo é um con-
junto de problemas de decisao de grande valia para analisar quais problemas podem ser
resolvidos eficientemente em maquinas paralelas. A classe de complexidade NC é o con-
junto de problemas que podem ser decididos por uma méaquina paralela PRAM em tempo

O(log®n) utilizando O(n*) processadores, onde ¢ e k sdo constantes.
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Um problema de decisao é P-completo se estd em P e todo problema de P pode
ser reduzido a ele em tempo polilogaritmico em uma maquina paralela PRAM usando
um numero polinomial de processadores. Em outras palavras, um problema A estda em
P-completo se para todo problema B em P, existem constantes c, e k tais que B pode

ser reduzido a A em tempo O(log®n) utilizando O(n*) processadores.

A classe P contém os problemas solucionaveis por uma maquina de Turing, ou seja
uma maquina sequencial, e contém a classe NC, que contém os problemas que podem
ser resolvidos eficientemente por uma maquina paralela. Isto é facil de ver, uma vez que
as maquinas paralelas podem ser simuladas por maquinas sequenciais. Uma questao em
aberto é se NC=P. Da mesma forma que se acredita que P é diferente de NP, acredita-se

também que as classes NC e P sao distintas.

A classe P-completo, é composta do problemas provavelmente inerentemente se-
quenciais, ou seja dos problemas nao paralelizaveis. Esta classe é utilizada para estudar
a questao NC=P. Se for encontrada uma paralelizacao eficiente de um problema P-

completo entao teriamos que NC=P.

Entre os varios problemas que podem ser provados ser P-completos podemos citar:

e Problema do Valor do Circuito (CVP): dado um circuito, com as entradas do cir-

cuito, e uma porta saida no circuito, saber se a saida dessa porta é 1.

e Programagao Linear: dada uma matriz A de inteiros de dimensao n X d, um vetor
b de inteiros de tamanho n X 1 e um vetor ¢ de inteiros de tamanho 1 X d, deseja-
se encontrar o vetor rotacional x de tamanho d x 1 no qual Ax < b e cx esta

maximizado.

e Problema do Fluxo Maximo: dado um grafo dirigido N = (V, A, s,t, ¢), onde a cada
arco a associamos uma capacidade inteira positiva c(a), dois vértices s, e ¢ e um
inteiro k, queremos saber se k-ésimo bit do valor de um fluxo maximo da fonte s ao

sorvedouro ¢ é 1.

Uma vez que o Problema do Fluxo Méaximo ¢ P-completo, fica claro a dificuldade
da paralelizagao deste problema, evidenciando as razoes de existirem apenas algoritmos
experimentais para sua solugao paralela, nem mesmo existindo nenhum estudo conhecido

de um algoritmos BSP/CGM para esse problema.
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2.3 Definicoes do Problema

Seja uma rede orientada N = (V| A, s,t, ¢), onde cada arco (i,7) € A esté associado a
uma funcdo de capacidade ¢(i,j) > 0. Além disso, considera-se dois vértices especiais, a
fonte s e o sorvedouro t. Um fluxo vidvel é uma funcao f : V x V — R onde as seguintes

propriedades sao satisfeitas:

—z parat =S

S fGiy= Y f.)=50 paatodoicV —{set}  (21)
j:(Gi)eA Ji(i,5)€A .
z para it =1¢

f(i,7) <e(i,j) para cada (i,7) € A (2.2)

A restrigao 2.1 é a restricao de balanceamento de fluxo e quer dizer que, com excecao
da fonte e do sorvedouro, todo fluxo que entra em um vértice é igual ao que sai dele.
Enquanto que a restricao 2.2, que a restricao de capacidade, diz que o fluxo que atravessa

um arco nao pode exceder sua capacidade.

O Problema do Fluxo Méaximo consiste em encontrar um fluxo viavel de forma que z
tenha valor maximo. Chamamos o valor z de Fluxo na Rede N e abusando da notagao
definimos que f(s,t) = z. Na figura 4 temos um exemplo de fluxo maximo em uma Rede
onde f(s,t) = 17. Associado a cada arco temos os valores entre parénteses separados por

virgula onde o primeiro representa o fluxo que passa pelo arco e o segundo a capacidade

(4,6)
<>< 23:@\
(0.4)

Q (9.9) :‘

méaxima do arco.

(4,4)

(4.4)

Figura 4: Exemplo de Fluxo Méaximo. Nos arcos - (f(i,j),c(i,j))

Neste trabalho vamos supor as seguintes limitagoes para o conjunto de grafos sobre

os quais trabalharemos:
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e O grafo é orientado;

Todas as capacidades sao de valores inteiros nao negativos;

O grafo nao contém caminhos diretos compostos apenas de arcos de capacidades

infinitas;

Sempre que um arco (i, j) pertencer a A, o arco (j,i) também pertenceré;

O grafo nao contera arcos paralelos.

2.4 Fluxos e Cortes

Os primeiros estudos sobre fluxo apresentados pelo o método de Ford-Fulkerson, e
introduzidos em [8], tinham como base trés conceitos importantes, ndo apenas para o
método, mas também para muitos algoritmos de fluxos que vieram depois. Estes conceitos

sao descritos aqui, a saber: redes residuais, caminhos aumentantes e cortes.

Uma vez que a rede N é atravessada por um montante de fluxo, este ocuparé parcial-
mente ou totalmente a capacidade dos arcos da rede. A diferenca entre a capacidade do
arco e a capacidade ocupado pelo fluxo é dado por (i, 7) = ¢(i, ) — f(4,7) + f(j,4), onde
r(i,j) é denominado capacidade residual do arco (i,7). Quando 7(i,j) = 0, diz-se que
(i,7) ¢ um arco saturado e se r(i,j) > 0 diz-se que (7, j) é um arco insaturado. A rede
obtida de N e de um fluxo f, associando um valor 7(i,7) a cada arco, é chamado rede
residual. Dado a rede N mostrada na figura 5a, para calcular a rede residual N; a partir
de um fluxo no valor 3 passando pelo caminho P = (1,2),(2,5), (5,9), (9, 11), substituire-
mos os arcos pertencentes a P por um arco de retorno com capacidade no valor do fluxo
que passa pelos arcos do caminho P e um arco no mesmo sentido ao pertencente a P mas
com capacidade igual a capacidade residual do arco. Como no exemplo da Figura 5b, o
arco (1,2) sera substituido pelos arcos (1,2) com capacidade 5 e (2,1) com capacidade 3.
O mesmo ocorre para todos os arcos de P. O arco cuja capacidade residual é 0 nao sera
representado no grafo residual, constando apenas o arco de retorno com a capacidade no
valor do fluxo. A rede residual Ny pode conter ciclos. Onde em A estd associado um

funcao c(i, j), aos arcos de Ay estao associados a funcéo r(7, j) conforme definido acima.

Seja P um conjunto de arcos pertencentes a Ay que formam um caminho de s a ¢.
Seja x o menor valor da capacidade residual dentre os arcos pertencentes a P. O caminho

P ¢é dito caminho aumentante se x > 0. Dada Ny = (V, Ay, s,t,r) uma rede residual
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(a) Rede com fluxo (b) Rede residual

Figura 5: Exemplo de Rede Residual com f(s,t) =3

derivada de N, onde N é uma rede aciclica como definida anteriormente, |A¢| pode variar

conforme o fluxo nos arcos de A seja aumentado.

Formalmente, seja S um subgrafo de N tal que s € V(S) et &€ V(S). Considere
S um subgrafo de N tal que s ¢ V(S) e t € V(S). Definimos um corte s-t, denotado
por [S,S], como sendo o conjunto de arcos (i,7) tais que i € V(S) e j € V(S). Veja
Figura 6. Definimos também que a capacidade do corte s-t (c[S,S]) por ¢[S,S] =
Z(m)e[&g] c(i,j), que é o montante maximo de fluxo que pode passar do subgrafo S
para o sub-grafo S. A capacidade residual do corte s-t é r[S,S] = > ijye(s.8 T J)-
Consequentemente teremos que o fluxo sobre o corte s-t é o somatério do fluxo que sai
do subgrafo S em direcio a S, menos o fluxo que sai de S em direcio a S, ou seja,
f[S, 8] = E(M)G[S’g] fi,j) — Z(j,i)e[é‘,S] f(4,7). Tendo as definigdes acima pode fazer

algumas observagoes quanto ao fluxo na rede.

Lema 2.1 Euxistindo um fluzo na rede, f(s,t) estard limitado ao valor da capacidade de

qualquer corte que possa ser feito em N.

Esse lema é simples de ser provado, pois para manter as restri¢oes da capacidade dos

arcos, o fluxo f(s,t) também nao pode exceder a capacidade do corte.

Neste ponto chegamos a nossa tultima definicao desta se¢ao, o corte minimo é um
corte s-t onde a soma das capacidades de seus arcos é menor ou igual a qualquer outro

corte s-t existente em N. Portanto temos o seguinte teorema.

Teorema 2.1 Teorema do Fluxo Mdximo Corte Minimo[l] Se fluzo f(s,t) em N

€ mdximo, as sequintes condigcoes sao atendidas:

1. A rede residual Ny nao possui caminhos aumentantes;

2. f(s,t) =[S, S], onde [S,S] é o corte minimo de N.
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(%]

S Corte

c[S,S]=6+9+4+6= 25

Figura 6: Corte s —t e capacidade do corte

Prova:

1. Se existir um caminho aumentante em N entao claramente f(s,t) pode ser aumen-

tado no valor da menor capacidade residual dos arcos deste caminho.

2. Este item precisa ser provado em duas partes:
Conforme o lema 2.1, o corte minimo sera o limitante superior do fluxo f(s,1).

Para efeito de contradi¢ao, vamos supor que existe pelo menos um arco (i, ) €
[S, S] que ndo tenha a capacidade completamente ocupada em uma rede residual ao
ser encontrado o fluxo maximo. Trés situagoes podem ocorrer. Nao existe nenhum
caminho na rede residual onde s alcance . Neste caso ha pelo menos um arco
(u,v) onde v alcanga i na rede residual ou v = ¢ na qual a capacidade é totalmente
ocupada por fluxo, o que significa que c(u,v) < ¢(7,7) o que é uma contradigdo pois
sendo (u,v) € [S,S] e ndo (i,5). No segundo caso é o mesmo do primeiro mas do
lado de j nao alcangar ¢, onde caso exista pelo menos um arco (u,v), onde j alcanga
u ou j = u e possui a capacidade totalmente ocupada por fluxo,impedindo que j
alcance t na rede residual. Isso significa que c(u,v) < ¢(i,7) que também é uma
contradigio pois sendo (u,v) € [S,S] . O terceiro caso é se existe um caminho P
onde ¢ é alcancado por s e j alcanca t na rede residual. Isso significa que o fluxo

pode ser aumentado pelo caminho P, o que é uma contradicao.
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3 Meétodos Sequenciais para o
Problema do Fluxo Mdximo

O problema do Fluxo Méaximo ¢é estudado desde os anos 50 e sao conhecidos algoritmos
sequenciais eficientes para resolugao do problema. Esses algoritmos sao de dois tipos.
Os algoritmos de Caminhos Aumentantes que mantém as restrigoes de balanceamento
de fluxo para todos os vértices, com excecao de s e t, a cada passo de execucao; e os
algoritmos de Preflow-Push que inunda a rede fazendo com que alguns vértices tenham

excessos e aos poucos o algoritmo encontra o balanceamento de fluxo até maximizé-lo.

3.1 Meétodo de Caminhos Aumentantes

Os métodos de caminhos aumentantes foram os primeiros estudados para resolver o
Problema do Fluxo Maximo. Cronologicamente, o algoritmo de caminhos aumentantes
foi apresentado por Ford e Fulkerson em 1962 em [§8], mas o algoritmo nao é polinomial,
ou seja, ele resolve o problema em tempo de O(nmU). Em 1970, Y. Dinic publicou um
algoritmo polinomial para resolu¢io do problema que roda no tempo de O(n?*m) e de
forma independente, em 1972, Edmonds e Karp descrevem seu algoritmo que roda em
O(nm?) apresentando melhoria no método de Ford-Fulkerson. Esses algoritmos serao

vistos a seguir.

3.1.1 Algoritmo de Ford-Fulkerson

O método de Ford-Fulkerson lida iterativamente com a idéia de procurar caminhos
aumentantes na rede residual. A cada iteracao é encontrado um caminho aumentante
de s a t para que se escolha o valor da menor capacidade residual dentre os arcos deste
caminho e aumenta-se o fluxo de todos os arcos do caminho nesse valor. Repete-se essa
operacao até que se encontra uma rede residual onde nao haja um caminho aumentante

ligando s a t.
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Algoritmo 1 Método de Ford-Fulkerson
Entrada: Rede N
Saida: Fluxo méximo para f(s,t) e o fluxo em cada arco de N
f(s,1) < 0;
Enquanto existir caminho aumentante P que ligue s a t faga
F(s,8) = min{r(i, ) | (i, j) € P}
Para Cada arco (i,j) de P faga
atualize a capacidade residual
fim Para
fim Enquanto

O tempo de execucao do algoritmo de Ford-Fulkerson depende de como o caminho
aumentante é escolhido. A anélise se da da seguinte forma. Para que seja escolhido o
caminho aumentante, vamos supor que o algoritmo utilize uma estrutura eficiente que
represente a rede residual da rede N, e nesta seja feita ou uma busca em largura ou
profundidade. O tempo para encontrar um caminho na rede residual ¢ O(n+m) = O(m)
onde |V| =n e |Al = m. Sendo U = f(s,t) onde f(s,t) é maximo, o lago enquanto é
executado no maximo U vezes, pois o valor do fluxo aumenta em pelo menos uma unidade
a cada iteracdo. A atualizacdo dos arcos dentro do lago enquanto é O(n). Portanto a

execugao do método tem o tempo pseudopolinomial de O(nmU).

3.1.2 Algoritmo de Edmonds-Karp

O tempo de execugao do Algoritmo 1 pode ser melhorado escolhendo em cada iteracao
o menor caminho aumentante entre s e ¢ como apresentado por Edmonds e Karp [7]. Dessa

forma, pode-se obter um algoritmo de tempo polinomial de O(nm?).

Com o intuito de enviar fluxo por caminhos aumentantes minimos, identifica-se a
distancia dos vértices com relacao ao sorvedouro. A distancia é, portanto, uma funcao
d:V — Z"U{0}. A fungao de distancia é valida, desde que obedega as seguintes

restricoes:

d(t) = 0 (3.1)

d(i) = d(j) + 1|e(i,j) > 0 para (i,j) € A (3.2)
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Figura 7: Rede residual rotulada com funcao de distancia d(i)

Tendo os valores de distancia das extremidades de um arco (i, j), temos que um arco
é dito arco admissivel se a restrigdo 3.1.2 é atendida, caso contrério, o arco (i,7) é um

arco inadmissivel.

O Algoritmo 2 de Caminhos Aumentantes mais Curtos extraido de [1] usa a fungao
de distancia para descobrir o caminho aumentante mais curto entre s e t para aumentar

o fluxo maximo do grafo .

Primeiramente, o algoritmo calcula as distancias de cada vértice em relacao ao sorve-
douro usando um algoritmo de busca em largura. Entao o algoritmo, a partir das infor-
magcoes de distancia e com o auxilio de uma estrutura que se comporte como uma pilha,
tenta percorrer um caminho partindo de s, avancando para o vértice vizinho através de
arcos admissiveis, tomando o cuidado de guardar a informagao dos vértices anteriores
no caminho na estrutura de pilha. Quando chega a um vértice que nao possua arcos
admissiveis, entao realiza retorno, que aumenta o valor da distancia. Se for encontrado
o vértice sorvedouro, entao se realiza o aumento do fluxo calculando os novos arcos da
rede residual e reinicia-se a busca a partir de s de um outro caminho na rede residual
calculada. Quando o vértice fonte for rotulado com valor igual ao namero de vértices do

grafo, o algoritmo termina.
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Algoritmo 2 Caminhos Aumentantes Mais Curtos
Entrada: Rede N
Saida: Fluxo z e a Rede N com z de fluxo o atravessando
x <+ 0; // x é o fluxo inicial
Calcular a funcao d(i) de cada vértice;
145
Enquanto d(s) < n faga
Se i possui arco admissivel entao
avanca(i)
Se i =1 entao
aumentar _ fluzo()
148
fim Se
Senao
recuar(i)
fim Se
fim Enquanto

1 avancar(i)

selecionar um arco (7, j) admissivel
pred(j) < i
L4 ]

2 recuar(i)
d(i) + min{d(j) + 1 : dentre os arcos (i,j) € A com r(i,j) > 0}
Se i # s entao
i < pred(i)
fim Se

3 aumentar _ fluxo()
identificar a partir dos indices de precedéncia o caminho aumentante
y < min{r(i, j), dentre os arcos do caminho identificado}
rT—rT+y
atualiza a rede residual conforme o aumento de fluxo

O exemplo da figura 8a mostra a instancia inicial do grafo, onde os niimeros sobre os
arcos representam suas respectivas capacidades e os ntimeros sobre os vértices representam
d. A variavel i aponta para o vértice 1. O algoritmo procura um arco admissivel saindo
do vértice 1, arco (1,2) no caso. Entdo i avanga para apontar para o vértice 2 e atribui a
pred(2), 1(Fig. 8b). Repete-se o procedimento para os proximos vértices, 5 e 8(Fig. 8c e
d), quando alcanga o vértice t. Entéao se faz o aumento do fluxo e atualiza o grafo residual
e atribui 1 a variavel ¢, ficando como na figura 8e. Novamente repete-se o procedimento de
avango para os vértices 2 e 5 (Fig. 8f), até que nao seja mais possivel avangar, pois 5 nao

tem mais arcos admissiveis, sendo necessario fazer a operacao de recuo, onde é alterado
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o valor do rétulo de 5 para a menor distancia de um vizinho alcangavel acrescido em 1
(Fig. 9a). E atribuido 2 a variavel 7. O algoritmo encontra apenas o arco (2,6) como
admissivel, portanto i avanga para o vértice 6 e em seguida para o vértice 8 (Fig. 9b),
quando é realizado o aumento e atualizacao do grafo residual(Fig. 9c). E assim, com
avangos e recuos, o grafo realiza os aumentos e atualizagoes dos grafos residuais até que
em dado momento é alterado o valor do vértice fonte para maior que o niimero de vértices

no grafo, terminando o algoritmo.

d(5)=1

d(7)=1

=o | [t [ J2f | ][] =o | [1] [ |2 | [5]
12345678 12345678

=l Ll [ ]]

12 3456738 12 3456178

() ()

Figura 8: Algoritmo de Caminhos Aumentantes Mais Curto

Para a anélise do tempo de execucao deste algoritmo vamos supor que em uma rede

residual Ny com um fluxo f, um arco (4, j) € Ny é critico em um caminho aumentante
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=a [ [ 2] [ [] = L1 122 T8
12345678 12345678

=7 ] [2]2] [9] =17 [ 0] 1] 1] 1] 2[ 4] 6] 6]
12

345678 12 3456738

(c) (d)

Figura 9: Algoritmo de Caminhos Aumentantes Mais Curto

P se a capacidade residual r(i, j) é a menor dentre os arcos de P. A cada aumento pelo
menos um arco em cada caminho deve ser critico, e esse caminho escolhido ¢ sempre o
mais curto em Ny. Depois que ha um aumento de fluxo por P, o arco (i, j) deixa de existir
em Ny até que em outra iteracdo um caminho aumentante P’ tenha (j,4) € P'. Para que
(i,7) volte a existir na rede residual, a distancia d(j) deve ser aumentada. Se no primeiro
momento d(i) = d(j) + 1, para o arco (j,7) pertencer a P’ entao as distancias deverao
atender d(j) = ds(¢) + 1. Isso implica que a distancia de ¢ aumenta a cada vez em, no
minimo, duas unidades. Para se tornar inalcangavel pela fonte em uma rede residual, cada
vértice pode alterar a distancia em até n/2 vezes. Como temos no maximo m — n arcos
que podem se tornarem criticos para alterar a distancia de um vértice, temos que existirao
no méaximo O(nm) caminhos aumentantes. Como a busca por caminhos aumentantes é
por busca em largura ou profundidade, que tem o tempo de O(m), temos que o tempo

total do algoritmo ¢ de O(nm?).

3.1.3 Algoritmo de Dinic

Apresentado por Dinic, o método de construir redes em camadas também usa o con-

ceito de distancia. Enquanto que o algoritmo de Edmonds-Karp realiza uma busca em
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largura para encontrar o caminho mais curto a cada iteragao, o algoritmo de Dinic con-
siste em construir uma rede apenas com caminhos mais curtos possiveis no momento, o
qual é chamado de rede em camadas, e enviar fluxo até que nao seja mais possivel enviar,
para entao construir uma rede N’ de caminhos mais curtos. O algoritmo de Dinic nao cria
arcos reversos em N', como acontece com o algoritmo de Edmonds-Karp. O algoritmo
alterna entre a construcao da rede e envio do fluxo até que a fonte nao esteja mais na

rede em camada.

Dada uma rede N = (V, A, s,t,c) de entrada, temos inicialmente N’, uma rede em
camada, que serd uma copia de N. A partir de uma busca em largura em N’, o algoritmo
calcula a exata distancia entre o sorvedouro e os demais vértices (fig. 10a). Posteriormente
sao eliminados de N’ os arcos nao admissiveis (fig. 10b). A seguir verifica-se quais
vértices nao fazem parte de algum caminho entre s e ¢ e os elimina de N’(fig. 10c). Neste
momento G’ torna-se de fato a rede em camadas, onde cada vértice pode ser agrupado
em um conjunto onde a funcao de distancia os rotula com a exata distancia do grupo até
o sorvedouro. Calculada a rede em camadas, o algoritmo comeca a enviar fluxos da fonte

em direcao ao sorvedouro.

d(1)'

U
(¢) Rede em Camadas é gerada pela exclusdo dos
vértices que nao sao alcangados pela fonte

Figura 10: Rede em Camadas
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Algoritmo 3 Algoritmo de Dinic

Entrada: Rede N
Saida: Fluxo x e a Rede N com z de fluxo o atravessando
z+0
Calcule a rede em camadas
Enquanto For possivel calcular distancia para s faga
148
Enquanto s # bloqueado faga
Se 7 possui arco admissivel entao
avancar (i)
Se =1t entao
aumentar _ fluzo()
14— 5
fim Se
Senao
recuar(i)
fim Se
fim Enquanto
Atualize a rede residual conforme a rede em camadas;
Calcule a nova rede em camadas a partir da nova rede residual
fim Enquanto

1 avancar(i)

selecionar um arco (7, j) admissivel
pred(j) < i
14 ]

2 recuar(i)

estadoli] < bloqueado
Se i # s entao

i < pred(i)
fim Se

3 aumentar _ fluxo()

identificar a partir dos indices de precedéncia o caminho aumentante

y < min{r(i, j), dentre os arcos do caminho identificado}
T—T+y
atualiza a rede residual conforme o aumento de fluxo
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Figura 11: Algoritmo de Dinic: Os vértices sombreados representam vértices bloqueados
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O primeiro passo deste algoritmo é criar a rede em camadas (Fig.10). A partir deste
momento, é semelhante ao Algoritmo de Caminhos Aumentantes. A variavel ¢ é apontada
para o vértice s (Fig. 1la). Entdo é realizada uma operac¢ao de avang¢o sobre um arco
admissivel. E assim segue-se até que se avance até o vértice ¢ (Fig. 11b), ou até que se
avance até um vértice que nao possua arcos admissiveis (Fig.11c), onde neste momento
este vértice é bloqueado e realiza um recuo para um precedente. Como neste algoritmo o
arco (i, j) somente é admissivel se j nao é bloqueado, serao realizados tantos recuos quanto
0 necessario para encontrar um outro caminho, e a cada recuo é realizado outro bloqueio
de vértice ¢ corrente (Fig. 11d e Fig. 11le). No momento que o algoritmo encontra uma
situacao semelhante a figura 11f, onde nao é mais possivel enviar fluxo nesta rede em
camadas, entao recalcula-se uma nova rede em camadas com atualizagao da rede residual

dos arcos dos caminhos aumentados na rede em camada (Figs. 11g e h).

Analisando o algoritmo para verificar a complexidade temos, o algoritmo faz busca em
largura na rede, como ja visto antes, em tempo de O(m). A cada vez em que é calculada
uma nova rede em camadas, a distancia entre s e t deve aumentar em pelo menos uma
unidade da rede calculada anteriormente. Essa distancia pode aumentar no méaximo n
vezes. A cada nova rede em camadas, no méximo n vértices poderao ser bloqueados, o
que significa que haverdao no méximo n aumentos em N’. Portanto temos que o algoritmo

roda no tempo O(n*m).

3.2 Método Push-Relabel

Em contraste com os algoritmos de caminhos aumentantes, o algoritmo de Push-
Relabel [10] ndo encontra caminhos diretos entre s e t para enviar fluxo, mas envia o fluxo

de vértice em vértice até chegar ao sorvedouro. Desta forma, a restrigao de balanceamento

de fluxo, 3. vea F(i:5) = 22 jyea f(4:1) = 0 para todo i € N — {s e t}, pode ndo ser

obedecida nas fases intermediarias, voltando a ser atendida no final.

Para este algoritmo, alguns novos conceitos sao utilizados. Estes sao:
Fluxo excedente do vértice ¢ e(i) ¢é o montante de fluxo recebido de um vértice que
realizou uma operagao push;
Nos Ativos sao vértices i que possuam e(i) > 0;

Relabel operacao de alteracao do rétulo do vértice;
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Push operagao de envio de fluxo excedente através de um arco admissivel para outro

vértice.

O algoritmo comega saturando os arcos que saem do vértice s, ativando seus vi-
zinhos. Posteriormente enquanto houver nés ativos, um né ativo sera selecionado e um
empurrao de fluxo é realizado, enviando fluxo excedente para vértices vizinhos através de
um arco admissivel, ou relabel caso o né ativo selecionado nao possua arcos admissiveis.

O algoritmo termina quando nao houver mais noés ativos.

Algoritmo 3 Algoritmo Push-relabel
Entrada: Rede N
Saida: Fluxo x e a Rede N com z de fluxo o atravessando
Preprocessamento
Enquanto Existir nés ativos faga
Selecionar um noé ativo ¢
Se vértice i possui arco admissivel (7, j) entao
push(i);
Senao
relabel();
fim Se
fim Enquanto

1 Preprocessamento
e(j) < 0, para todo j € V;
Calcular a exata distancia d(i) em relacao a t;
Para todo arco (s,j) € A faga
y < c(s,])
e(j) < e(j) +y
e(s) «<e(s) —y
fim Para
d(s) < n;

2 push(i)
y < min{e(1),r(i,j)};
e(j) < e(j) + v
e(i) < e(i) — y;

3 relabel (i)
d(i) < min{d(j) +1: (i,7) € A(i) e r;; > 0};

O Algoritmo Push-relabel inicia fazendo um pré-processamento sobre o grafo, que con-

siste em calcular as distancias d(i) de cada vértice até o sorvedouro. Atribui ao rétulo da
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fonte a quantidade de vértices do grafo, e os vértices vizinhos da fonte recebem incremento
no fluxo excedente no valor da capacidade do arco, ativando-os, ao passo que a fonte tem o
fluxo excedente subtraido na mesma proporgao (fig. 12b). Entao é selecionado um vértice
ativo e é verificado se existe pelo menos um arco admissivel. Existindo, é selecionado um
para realizar um push para o vizinho na outra ponta do arco, como na figura 12c, enviando
fluxo excedente do vértice 2 para o vértice 5. Neste caso estd sendo realizado um push
saturante sobre o arco (2,5). Entao seleciona-se novamente um vértice ativo, no caso o
vértice 2, verificando novamente se possui um arco admissivel (fig. 12d) e realiza um push
insaturante sobre o arco (2,6), tornando o vértice 2 inativo. E continua, selecionando o
vértice 4, realizando um push saturante sobre o arco (4,6), mas continuando ativo. No-
vamente é selecionado o vértice 4, mas desta vez nao possui arcos admissiveis, portanto
é realizado um relabel do vértice 4 (fig.12e). Apos alguns pushs e relabels o grafo assume
a forma igual ao da Figura 12f. Note que o algoritmo ja encontrou o fluxo maximo, mas

ele continua até que nao exista mais nos ativos.

Analisando a complexidade da implementacao genérica deste algoritmo, é preciso levar
em conta a quantidade de relabel e de pushs. Observando isso podemos tirar algumas

conclusoes.
Lema 3.1 Cada vértice i € V, d(i) < 2n.

Prova: Considere o menor caminho p onde o vértice ¢ alcanca o vértice fonte na rede
residual. Inicialmente o vértice s é rotulado com n para a distancia de t. Considere ainda
que 7 nao pode alcancar ¢ na rede residual. O tamanho de p estara limitado a quantidade
de vértices do conjunto V(N) que é n, ou seja, |p| < n. Portanto d(i) estara limitado a

d(s) + |p|, ou seja, d(i) < 2n.0

Sendo que a cada vez que o algoritmo altera a distancia do vértice i, d(i) aumenta em

pelo menos 1 unidade. Temos a seguinte conclusao.

Lema 3.2 Cada rétulo de distancia aumenta no mdximo 2n vezes. Consequentemente o

niimero de operacdio de relabel é no mdzimo 2n>.

Prova: Aumentando pelo menos uma unidade por incremento, temos a partir do Lema
3.1 que cada vértice realiza no maximo 2n relabels, e como ha n vértices, o nimero de

operacoes de relabel é no méaximo 2n2.0]

Lema 3.3 O algoritmo realiza no mdzimo nm operacoes de push saturante.
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Figura 12: Algoritmo Push-Relabel

Prova: Para um arco (i,j) € A, considere um empurrao saturante de i para j. Apos
um push saturante, r(i,7) = 0, e outro push nao pode ocorrer até que d(j) aumente em
pelo menos duas unidades.Ocorrendo um push saturante em (j,7) apés o aumento de d(j),
para ocorrer outro empurrao saturante em (4, 5), d(i) devera também aumentar em pelo
menos duas unidades. Pelo Lema 3.2, a quantidade de vezes que a distancia dos vértices
podem aumentar é no maximo 2n, que neste caso aumentando de duas em duas é 2n/2,
ou seja n vezes. Como existem m arcos que podem sofrer empurroes saturantes temos

que o nimero maximo ¢ de nm empurroes saturantes.[]

Falta agora contar o nimero de empurroes insaturantes.

Lema 3.4 O nimero de empurrées nio saturantes é no mdzimo 4n? + 2n’m.



3.2 Método Push-Relabel 28

Prova: Para esta prova utilizaremos a fungao potencial que é definida como & =
> icr A(i) onde I é o conjunto de vértices ativos. Inicialmente, apds a fase de preprocessa-
mento ® < 2n? e o valor pode mudar apods cada elevacao de distancia, empurrao saturante
e empurrao insaturante. No término do algoritmo ® = 0. Durante as operagoes de push

e relabel dois casos podem acontecer.

Caso 1 O algoritmo nao consegue encontrar um arco admissivel no qual possa enviar
fluxo a um vizinho. Neste caso, a distancia do vértice ¢ deve aumentar em « unidades
onde a > 1. Esta operacao aumenta ® em no maximo « unidades. Sendo que o
total de aumentos que d(7) sofre através da execugao do algoritmo é limita a 2n, o
total de incremento de ® devido ao aumento dos rétulo de distancia esta limitada

a 2n2.

Caso 2 O algoritmo consegue identificar um arco no qual pode enviar fluxo a um vizinho
realizando um push saturante ou insaturante. Um push saturante sobre o arco(i, j)
pode gerar um novo vértice com excedente positivo de fluxo o que aumenta o nimero
de vértices ativos em 1 e incrementa ® em d(j), que pode ser até 2n por push
saturante, o que significa 2n?m para todos os pushs saturantes. Por outro lado, um
push insaturante sobre (i,j) ndo aumenta |/|. O push insaturante vai decrementar
® em d(7), tornando 7 inativo, a0 mesmo tempo que incrementa ® em d(j) = d(i)—1

se o push ativar j, sendo o total de decremento de ® de pelo menos 1.

Totalizando ® temos entdo no méaximo 2n? inicial e durante o processamentos pode
haver um incremento de mais 2n? +2n?m. Como cada push insaturante decrementa ® em
pelo menos uma unidade e ao término do algoritmo ® = 0, portanto haverd no maximo

4n? 4 2n*m pushs insaturantes.[]

Sumarizando a complexidade temos que em sua implementagao mais genérica, o tempo
requerido para a execugao do algoritmo ¢ de O(n*m). Mas alterando a forma em que se
escolhe a ordem dos vértices que sofrerao push-relabel, pode-se alterar o tempo de exe-
cugao. Processando os vértices ativos em uma ordem FIFO, a complexidade do algoritmo

O(n*). E t do primei t ériices atl i
passa para O(n”). Enquanto que processando primeiramente os vértices ativos com maior

distancia, passa-se a ter uma complexidade de O(n?/m).
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4 Algoritmos para o Problema do
Fluro Mdximo em Redes para
Computacao Paralela

4.1 Algoritmo de Anderson-Setubal

O algoritmo de Anderson-Setubal [2] utiliza um modelo de paralelismo de memoria
compartilhada. FKEsse algoritmo apresenta uma heuristica de rotulacao global que pos-
sibilita bons resultados préticos. Os speed-ups alcancados foram de 4.1 a 7.2 com 16
processadores em véarios tipos de grafos. Este algoritmo é baseado no algoritmo sequen-

cial de push-relabel.

Relembrando o algoritmo de push-relabel, ele encontra o fluxo méximo enviando certas
quantidades de fluxos de vértice em vértice, da fonte em direcao ao sorvedouro. O fluxo é
enviado de um vértice a outro através de arcos admissiveis. Em determinados momentos
da execucao do push-relabel, as operagoes de push nao podem enviar fluxos excedentes
para um vértice adiante, em direcao ao sorvedouro, e precisam voltar alguns vértices para
irem para outra secao do grafo, ou voltar a fonte. Tendo esse contexto em mente, o
algoritmo de Anderson-Setubal propoe que a execugao do algoritmo seja parada em um
determinado momento para recalcular os valores dos rotulos dos vértices da rede residual
daquele instante. Desta forma pode melhorar o tempo de execugao do algoritmo, evitando
muitas idas e vindas de fluxo que estao excedentes no grafo. Essa heuristica foi definida

como rotulacao global.

A rotulacao global é realizada em dois passos: Primeiro faz-se a busca em largura a
partir do sorvedouro e atribui-se ao valor do rotulo de cada vértice a distancia em arcos
dele até o sorvedouro, depois é realizado a busca em largura a partir da fonte, atribuindo
ao rotulo de cada vértice nao alcancado pelo passo anterior o valor da distancia em arcos
dele até a fonte, acrescido em n. O tempo de execugao da rotulagao global torna proibitiva

sua execuc¢ao com muita frequéncia. Portanto para melhorar o tempo total do push-relabel,
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foi sugerido que a rotulagao global iniciaria a cada 2n pushs. Essa estratégia foi proposta
para resolucao do problema em uma maquina de memoria compartilhada, mas ela pode

também melhorar o desempenho de algoritmos sequenciais.

A execucao do push-relabel com a estratégia da rotulagao global precisa exercer um
controle cuidadoso na execugao paralela das operacoes. Ou seja, para ser realizada a
operacao relabel ou a rotulagao global, é preciso que o processador p realize um bloqueio
do vértice no qual a operagao seré realizada. Caso seja realizado um push, o processador
precisa bloquear os dois vértices pontas do arco em que o fluxo serd empurrado. O
processador p deve escolher se realizara uma rotulacao global ou um push-relabel em
um vértice ¢. O bloqueio é uma instrugao atomica para garantir a exclusividade de

manipulacao de um trecho de memoria.

Apenas com o bloqueio descrito acima em uma execugao concorrente pode ocorrer
erros na rotulagao. Os vértices das extremidades do arco em que ocorre um push podem
ter sofridos quantidades diferentes de rotulacoes globais, permitindo que o fluxo tome
um caminho incorreto, possibilitando que o algoritmo termine antes de encontrar o fluxo
méximo. Como no exemplo da figura 13, o processador P; esta fazendo global relabel na
diregdo G1. O processador P; esta enviando fluxo f pelo caminho C;(Fig. 13A). P, pode
criar um caminho alternativo Cy que leve o fluxo f até a fonte(13C). Para resolver esse
problema, o conceito de onda foi criado. Onda significa quantas vezes a rotulagao global
foi realizado em um vértice. Cada vértice possui um valor local para identificar a onda
na qual estd, e existe também um valor global para a onda corrente. Com isso, cada
operacao de push apenas podera ocorrer quando os vértices pontas de um arco estiverem

na mesma onda, ou seja, possuirem os valores locais de onda iguais.

Os processadores modernos tém associados certa quantidade de memoéria cache para
busca rapida de dados na memoria. Se o processador tem parte da estrutura de dados
compartilhada guardado nesta cache e o atualiza, outro processador que também tem
os mesmo dados em sua cache é invalidado e precisa obter uma nova copia atualizada
desses dados. Isso pode causar invalidacao desnecessaria de dados nao compartilhados que
ocupam o mesmo bloco que foi invalidado, gastando tempo na recuperacao destes dados.
Considerando que a atualizacao de vértices ativos é relativamente frequente em varios
processadores, isso pode se tornar um problema. Para evitar isso, pode-se usar a estratégia
de separar uma parte da memoria principal como uma cache local a cada processador.
Nesta cache estarao alocadas duas filas de vértices, in-queue e out-queue, enquanto no

restante da memoria compartilhada ainda existird uma fila global de vértices. O in-queue
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Figura 13: Rotulacao Global vai interferir no envio de fluxo

de cada processador ¢ alimentado com os primeiros b vértices da fila global, enquanto o
out-queue € alimentado com os vértices ativados pelas operacoes de push realizados no
processador. Toda vez que acaba os vértices do in-queue, este é realimentado com outros
b vértices. O out-queue é "esvaziado"mandando seus vértices para a fila global, quando
atinge a quantidade de b vértices. Para a operagao de esvaziar o out-queue é preciso tomar
o cuidado de verificar se o vértice ja esta na fila global ou nao, afim de evitar duplicidade
dos vértices. Para isso, o processador tem de bloquear a fila global para garantir que
nenhum processador carregue dados incorretos dos vértices. Para carregar os vértices no
in-queue, o processador vai bloquear a fila global, garantindo que somente ele vai carregar

aquele conjunto de b vértices.

Nos testes realizado pelos autores dos estudos foram usados um Sequent Symmetry
S81 com 20 processadores 80386 de 16Mhz e 32 MB de memoéria, rodando DYNIX 3.0.
Nesta maquina a largura do barramento de comunicagao entre o processador e a memoria
é de 64 bits. Cada processador tem 64 KB de memoria cache. Com as entradas testadas
foi observado que o algoritmo rodando uma instancia sequencialmente completa a tarefa
em 74.9 segundos, com dezesseis processadores esse tempo cai para 10.4 segundos. Um
speed-up de 7.2. Em outra instancia o tempo sequencial foi de 176.4 segundos enquanto
que a execugao paralela completou em 43.3 segundos, com um speed-up de 4.1. mais

detalhes da implementacgao e resultado podem ser vistos em [2].
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Algoritmo 1 Push — Relabel;

npushs < 0
Enquanto Houver vértices ativos faca
Enquanto inqueue # () e outqueue # FULL faga
v 4— primeiro vértice do inqueue;
Se v possui arco admissivel (v, w) entao
Push;(v,w);
npushs < npushs + 1
Se npushs é igual a duas vezes o nimeros de de vértices entao
ativar o global Relabel
npushs < 0
fim Se
Senao
Relabel;(v)
fim Se
fim Enquanto
Se inqueue = () entao
1nqueue recebe parte da fila de ativos globais;
fim Se
Se outqueue = FULL entao
outqueue é concatenada ao final da fila de ativos globais;
fim Se
fim Enquanto

2 Push;(v,w)

Se wave(v) = wave(w) entao
Processador ¢ bloqueia os vértices v e w
y < min{e(v),r(v,w)};
e(w) + e(w) +y:
e(v)  e(v) = y;

fim Se

3 Relabel;(v)

Processador i bloqueia o vértice v
y < min{d(w) + 1|(v,w) € As};
Se y > d(v) entao

d(v) < y;
fim Se

4 Global Relabel;(v)

Se wave(v) < CurrentWave entao
Processador ¢ bloqueia o vértice v
Se d(v) < CurrentLevel entao

d(v) < CurrentLevel};
wave(v) < CurrentW ave;
fim Se

fim Se
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4.2 Algoritmo Autoestabilizante para o Problema de
Fluxo Maximo

O Algoritmo autoestabilizante para Fluxo Méaximo é uma abordagem baseada nos
algoritmos de caminhos aumentantes e push-relabel. Este algoritmo descrito por Gosh et
al.([11]) trata o problema em um modelo de computagao paralela de memoria distribuida
de granulosidade fina, onde o problema é resolvido em grafos dirigidos aciclicos em uma
rede tolerante a falhas transientes, ou seja, falhas passageiras que impedem a comunicacao

dos nés por um breve periodo de tempo.

O modelo computacional descrito define que para cada vértice i € V(N) \ {s} de
uma rede N ha um processador chamado de processador ¢ que executa o programa as-
sincronamente. Cada arco (i,j) € A(N) corresponde a um link fisico bidirecional entre
os processadores 7 € j. Dessa forma a rede de processos distribuidos tem a mesma forma
da rede N. Cada processador ¢ tem um ntmero fixo de variaveis locais. Essas variaveis
podem ser lidas pelo processador ¢ e por seus vizinhos, mas s6 podem ser escritas por
i. Todos os processadores executam programas idénticos, exceto o processador s que é
sempre inativo. Cada processador executa certas agoes A, 1 < k < 4, que para serem
ativadas aguardam que determinadas condigoes sejam observadas nas respectivas fungoes
de guarda Fj. Cada fungao de guarda Fj é uma funcao booleana cujo valor é definido a
partir das varidveis locais de um processador ou de seus vizinhos em um estado Si. Em
cada acao Ay o processador atualiza algumas variaveis locais. A ordem de execucao das
acoes é arbitréaria, sendo executadas apenas quando a fungao de guarda correspondente

assuma o valor verdadeiro.

A partir deste momento assumiremos as defini¢oes a seguir. Considere uma rede
N = (V, A, s,t,c), onde V é o conjunto de vértices de N e A é o conjunto de arcos do
mesmo grafo, ¢ é a funcao de capacidade atribuido a cada arco pertencente a A e s e t sdao
os vértices fonte e sorvedouro. Sendo um par de vértices {i,j} € V(N) e um fluxo f na
rede N, de acordo com a definigdo no capitulo 2, temos que a capacidade residual (i, j)
é igual a diferenca c(i,j) — f(i,7), onde ¢(7,7) e a capacidade maxima do arco (i,7) se
(1,7) € A(N) ou 0 caso contrario, e f(i,j) é o fluxo que atravessa esse mesmo arco. Para
algum fluxo f em N, o grafo residual de Gy = (Vy, Ay), onde V; = V(N) e (i,j)) € Ay
se e somente se 7(i,j) > 0, e a cada arco (i,7j) associamos um valor positivo de (i, ).
E valido observar que se a rede N é aciclica, o grafo residual resultante, G #, pode ainda

assim ter arcos paralelos entre pares de vértices.
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Para efeito de simplicidade, assumimos que para cada arco (7, j) temos uma variavel
f(i,7) que armazena o fluxo que o percorre na diregao de i para j, onde os processadores
1 e 7 podem ler e escrever. Nao se trata de descumprir o modelo computacional, pois
f(i,7) pode ser o resultado da diferenca de duas variaveis, uma em cada processador.
Ademais para cada processador temos a variavel d(i) que é o valor que o processador i

"acredita"ser o tamanho do menor caminho de s a i em Gjy.

De uma forma geral, o algoritmo realiza em cada processador a execucao de agoes

para atualizar f(i, ) e d(i), sendo trés tipos que atualizam f(i,j) e um que atualiza d(7).

Para cada n6 i € V¢(Gy) \ {s,t} temos a demanda(i) = Oy (i) — I¢(i), onde Of(i) =
Yo fGij) e Ip(i) = > f(j.i) . O processador t se comporta diferentemente dos demais
processadores uma vez que ao longo da execucao, teremos demanda(t) = co. Em cada
no6 i # s, tenta-se reestabelecer a restri¢ao de conservagao de fluxo onde demanda(i) = 0,
seja reduzindo o fluxo entrante caso demanda(i) < 0, ou incrementando o fluxo entrante
ou reduzindo o fluxo que sai do vértices se demanda(i) > 0. De forma simplificada, cada
vértice com demanda positiva tenta puxar fluxo através de um caminho mais curto vindo
de s até ele no grafo residual, ou caso o vértice "acredite"nao haver mais um caminho de

s a até ele, entao ele empurra fluxo excedente através de um arco que sai do vértice.

Neste algoritmo temos quatro fungoes de guarda com suas respectivas agoes associ-

adas:

Funcao de Guarda S1: Cada vértice i calcula sua distancia d(i) examinando as
distancias de seus vizinhos d(j) no grafo residual para todo (j,i) € Ay, escolhendo aquele
de menor valor de distancia. Se o vértice escolhido k£ tem o valor de distancia menor
que o numero de vértices do grafo entao d(i) = d(k) + 1, caso contrario d(i) recebera
como valor o numero de vértices do grafo, que significa que 7 acredita nao haver mais um
caminho entre s e i no grafo residual. Por notac@o definimos que IN (i) = {j|(j,7) € A}
e D(i) = min{d(p) + 1|p € IN(7)}.

Funcgao de Guarda S2: Para qualquer vértice i, onde i # s, se temos demanda(i) <
0, entao diminui-se o valor do fluxo entrante em ¢ no montante do valor absoluto de

demanda(i), independentemente do valor das distancia do vértice predecessor.

Funcgao de Guarda S3: Para qualquer vértice i, onde i # s, se temos demanda(i) >
0 e d(i) < n, sendo n o namero total de vértices na rede N, entdo i tenta buscar fluxo
através de algum arco fornecedor (j,7) € Ay no qual aparente pertencer ao menor caminho

de s a i no grafo residual Gy. Ou seja, identifica-se um arco (j, i) € Ay onde d(j) = d(i)—1,
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incrementa-se o fluxo através desse arco no valor referente ao minimo entre a demanda(i)
e r(j,1). Resumindo através do predicado pull(j,i) as condigoes de incremento de fluxo
em (j,7) temos: pull(j,i) = (demanda(i) > 0) A(d(i) < n) A(d(j) = d(i) — 1).

Funcgao de Guarda S4: Para qualquer vértice i, onde i # s, se temos demanda(i) >
0 e d(i) = n, acredita-se que nao ha caminho de s a ¢ em Gy e portanto a demanda
excedente nao pode ser atendida, sendo necessario diminuir o fluxo que sai do vértice.
Resumindo através do predicado push(i) as condigdes de decremento de fluxo em um arco

que sai do vértice de i temos: push(i) = (demanda(i) > 0) A\(d(i) = n) \(i # t).

Em resumo, temos as seguintes definicoes:

demanda(i) = O (i) — 14(i)

IN(i) = {jl(G,7) € As}

o D(i) = {d(p) + 1p € IN(i)}

pull(j,i) = (demanda(i) > 0) A (d(i) <n) A (d(j) =d(i) — 1)

e push(i) = (demanda(i) > 0) A (d(i) =n) A (i #t).

Para cada estado temos as seguintes fun¢oes de guarda e suas respectivas agoes:

S1 d(i) # min(D(i) Un) — d(i) := min(D(i) Un);
S2 demanda(i) < 0 — Reduce_InFlow(i);
S3 35 € IN(Q) : pull(j,i) — f(j,4) := f(j, 1) + min(demanda(i),r(j,i));

S4 push(i) — Reduce _Out flow(i);

E os seguintes procedimentos:

1 Reduce InFlow(t)
Encontre (k,i) € E dado que f(k,i) > 0;
f(k,i) = f(k,i) — min(—demanda(i), f(k,1));

2 Reduce_Out flow(1)
Encontre (i, k) € E dado que f(i, k) > 0;
fi, k) = f(i, k) — min(demanda(i), f(i,k));
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E valido lembrar que o processador s fica sempre inativo e o processador t executa o

mesmo algoritmo que os demais processadores, contudo, o valor de Oy(t) ¢ fixado em oo.

Nas Figuras 14 e 15 temos um exemplo da execucao do algoritmo. Temos na Figura
14a um estado inicial arbitrario com fluxo inicial f(s,a) = 1, f(a,b) = 0, f(b,t) = 2,
f(s,¢) =0, f(e,d) =1, f(d,t) = 0. Comegando pelo vértice ¢ estando no estado S3,
puxa uma unidade de fluxo do vértice d. Com o vértice a estd no estado S2, a rejeita
o fluxo vindo de s, resultando desses movimentos o grafo da Figura 14b. O vértice ¢
possui demanda positiva, sendo alcancgavel por s, este puxara fluxo de s, veja Figura
(14c). Apods esse movimento, ¢ estd em estado S1, com a distancia ao qual estava de s
no grafo residual diferente de antes, necessitando atualizar a distdncia, mas isso fara com
que d também fique em estado S1. Dessa forma, apds algumas atualizacoes, as distancias
de ¢ e d assumem respectivamente 5 e 4 como pode ser visto na Figura 15a. A seguir
S3 passa a ser observado em b, fazendo com que o vértice puxe fluxo de a, como pode
ser visto na Figura 14e. Dessa forma tornam-se inatingiveis por s os vértices b, ¢, d e
t, ou seja entrando em estado S1, tendo que realizar varios movimentos de alteracao de
distancia até atingirem o valor n, como pode ser visto na Figura 15a. O vértice a puxa
fluxo de s por estar em estado S3(15b) e por fim b reduz o fluxo que sai do vértice em

diregao a t por estar em 5S4, vide Figura 15c.
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Para verificarmos que o algoritmo esté correto, dividimos a prova em duas partes. Na
primeira parte mostraremos que quando a rede estd em um estado final, entao os valores
de fluxo nos arcos constituem um fluxo méximo. Na segunda parte mostraremos que a

quantidade de movimentos é finita, ou seja, que o algoritmo termina.

Definimos como um estado do algoritmo, um conjunto de valores de fluxos atribuidos
nos arcos e de distancias atribuidos aos vértices. O estado final é o estado onde todas
as fungoes de guarda devolvam valor logico falso. Para mostrar a correcao parcial do
algoritmo, é necessario mostrar que se o algoritmo estd em um estado final entao os

valores de fluxo nos arcos constituem um fluxo maximo.

Antes de fazermos esta demonstracao, precisamos da definicao a seguir. Definimos

que um grafo residual Gy esta em estado desejével se:

demanda(i) = 0 para todo i € V' \ {s,t} (4.1)

Para todo i € V' \ ¢

. o comprimento de um caminho minimo entre s e ¢ caso exista um em Gy
d(i) =
n caso contrario

(4.2)

d(t) = n (4.3)

Lema 4.1 Se o algoritmo estd em um estado desejdvel, entao os valores de fluxo dos

arcos constituem o fluro mdximo em N.

Prova: Pela condi¢ao 4.1 temos que no estado desejével o fluxo em N é viavel. Pelas
condicoes 4.2 e 4.3 juntas, temos que nao ha mais caminhos aumentantes em G¢. Como
ja foi visto antes, os fluxos nos arcos pertencentes ao grafo residual, que ja nao possui

mais algum caminho aumentante, constituem um fluxo méximo em N. [

Lema 4.2 Se o algoritmo estd em um estado final, entao os valores dos fluxos nos arcos

implicam que demanda(i) = 0 para todo vértice i € V '\ {s,t}.

Prova: Consideremos que qualquer vértice i € V(N) \ {s,t}. Se a fun¢éo de guarda de

S2 retorna falso, entdo demanda(i) > 0 para todo i. Se d(i) = n, desde que a fungao
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de guarda de S4 retorne falso, teremos demanda(i) < 0. Consequentemente, para todos
os vértices i com d(i) = n, temos demanda(i) = 0. Se d(i) < m, uma vez que S3
retorna falso, ou demanda(i) < 0 ou néo existe j € IN(i) no qual d(j) = d(i) — 1. Mas,
neste tltimo caso S1 deve ser verdadeiro para todo vértice i. Como S1 é falso, teremos
demanda(i) < 0 ainda que d(i) < n. Consequentemente, para todo vértice i com d(i) < n,

demanda(i) = 0.0

Lema 4.3 Se o algoritmo estd em um estado final, entao d(i) € o valor do menor caminho
em arcos desde s até i, caso exista algum em Gy¢. Caso nao exista um caminho de s até

i entdo d(i) = n.

Prova: Vamos considerar que f seja um fluxo em uma rede quando todas as fungoes de
guarda devolvem falso. Considere ainda que o fluxo na rede tem como resultante o grafo

G. Dois casos sao possiveis.

e No primeiro caso temos a inexisténcia de um caminho de s a ¢ no grafo resi-
dual. Suponhamos que d(i) # n. Encontramos uma sequéncia maximal de vértices
To, T1, .., T de forma que 1y, =1, r; € IN(rj41), e d(r;) = d(rj41 — 1) para todo
0 <j < k. Uma vez que i nao é alcancavel por um caminho a partir de s no grafo
residual, nenhum vértice r;, 0 < j < £ sao alcancéaveis por s. Duas situagoes sao

possiveis:

IN(rg) =0 : Se d(i) < n e d(rg) < d(i), temos d(rg) < n. Portanto S1 é

verdadeiro para o vértice ry. Portanto temos uma contradicgao.

IN(r¢) # 0 : Seja g o vértice com o menor valor de d(q) entre todos os vértices em
IN(rp). Como a sequéncia rg, 71, ..., rp ¢ maximal, d(q) # d(ro) — 1. Portanto
também uma contradi¢ao, pois S1 devolveria um valor loégico verdadeiro para

ro pois d(rg) < n.
Portanto temos que qualquer vértice i nao alcangéavel por s deve ter d(i) = n.
e No segundo caso temos ¢ alcangével por s. Seja k o tamanho do menor caminho
entre s e i. Por indu¢do em k vamos mostrar que d(i) = k.
Base: Tendo k = 0, é verdadeiro por defini¢do, pois d(s) = 0.

Passo de indugao: Suponha que todos os vértices que estao a uma distancia de s
menor ou igual a [ tenham o valor de distancia estabelecido corretamente. Considere
que o vértice i estd a uma distancia [ + 1 de s. Assuma que d(i) # [+ 1. Duas

situacoes sao possiveis.
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d(t) > 1+ 1 Se existe algum vértice j € IN (i) com d(j) = [, por indugao S1 vai

devolver verdadeiro, sendo uma contradicao.

d(t) < 1+ 1 Encontrando uma sequéncia maximal de vértices R = r¢, 11, ..., Tk—1, Tk
noqualry, =4, 7; € IN(rj41) ed(r;) = d(rj11)—1 paratodo 0 < j < k, teremos
duas situagoes:

[0 = s| Neste caso existe um caminho de comprimento d() de s até i. Uma
vez que d(i) < [+1, portanto d(i) esta corretamente estabelecido, o que implica
em uma contradi¢ao, pois por hipotese de indugao, 7 estd a uma distancia de
[+ 1 de s.

[ro # s] Uma vez que d(i) < I+ 1 e d(ry) < d(i), temos que d(rg) # n.
Entao ry deve ser alcangavel por s, caso contrario d(rg) = n. Como a sequéncia
R é maximal e ry é alcancavel por s, temos uma contradi¢ao pois S1 devolveria

verdadeiro.

Portanto, d(i) = [ + 1. Com isso completamos o passo de indugdo que mostra que
para todo vértice ¢ alcancavel por s, tendo o menor caminho de s a ¢ de tamanho

k, teremos d(i) = k.

O

Lema 4.4 Se o algoritmo estd em um estado final entao d(t) = n.

Prova: Suponha que d(t) < n. Uma vez que S1 devolve falso para t, entao existe um
w € IN(t) no qual d(w) = d(t) — 1. Uma vez que Of(t) = oo, temos que S3 devolve

verdadeiro para t, o que é uma contradigao. Portanto, d(t) = n.O]

Os Lemas 4.2, 4.3 e 4.4 mostram que o algoritmo estéd em estado final, portanto estéa
também em estado desejavel. Além do mais, o lema 4.1 mostra que o algoritmo estando
em estado desejavel os valores dos fluxo nos arcos constituem o fluxo maximo em N.

Portanto temos:

Teorema 4.1 Quando o algoritmo atinge o estado final, entdo os valores dos fluros nos

arcos constituem o fluro mdximo em N.

A quantidade de movimentos realizados pelo algoritmo é dificil de quantificar, uma

vez que existe certa dependéncia dupla entre os tipos de movimentos. O estudo empirico
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apresentado em [11] mostra que a quantidade de movimentos ¢ da ordem de O(n?). A

seguir daremos um esbog¢o de que a quantidade movimentos ¢ finito.

Se considerarmos que o algoritmo executa os movimentos em uma ordem arbitraria
que terminam em tempos distintos, e colocarmos esses movimentos em uma sequéncia
ordenada pelo momento de término, em certo momento a fungao de guarda S2 é executado
pela tltima vez. Podemos garantir que nao pode ocorrer mais execucao de S2 apos o
momento x, pois S3 e 54 executam em vértices onde a demanda é positiva diminuindo-a
de forma a zeré-la, mas nunca a torna-la negativa, como pode ser visto no algoritmo 4.2,
enquanto que S1 altera apenas d(i). A quantidade de vezes que S2 é executada é finita,
pois em primeiro lugar, a quantidade de vértices com demanda(i) < 0 é finito uma vez
que a quantidade de vértices em N também é, e a quantidade de vértices que podem vir
a ter demanda negativa também ¢ finito, por que cada vértice ¢ com demanda(i) < 0
empurra fluxo em dire¢ao a s passando por um vértice j predecessor a ele num caminho
que vai de s a i, podendo tornar demanda(j) < 0. Como o comprimento do caminho é
limitado pela quantidade de vértices na rede N, e a quantidade de caminhos em que isso
pode acontecer também ¢ limitada, como ja discutido por Ford-Fulkerson em [8], podemos
concluir que o niimero de vezes que S2 tornara um vértice com demanda negativa é finita,

onde podemos concluir que S2 ¢é executado em um namero finito de vezes.

A partir do momento x, quando S2 foi executado pela ultima vez, teremos uma se-
quéncia onde serao executados apenas as fungoes de guarda S1, 53 e S4. Neste momento
o grafo residual possui vértices com demnda(i) # 0 que precisam aumentar o fluxo que
entra (S3) ou diminuir o fluxo que sai (S4). Para os vértices do caso S4, estes ja pos-
suem o valor de distancia d(i) = n, nao executando mais S1. Para todo o vértice i
com demanda(i) > 0 e d(i) < n, o algoritmo encontra capacidade residual nos arcos en-
trante em ¢ suficiente para zerar sua demanda, mas deixando a demanda excedente para

o predecessor de 7 no caminho de s a 7, e sucessivamente até que se puxe fluxo de s.

Primeiro note que cada vértice ¢ pode deixar a demanda positiva de um ou mais vi-
zinhos j através de arcos (j,i) € Gy, mas para efeito de simplicidade, vamos considerar
que é tornado positivo apenas um nd por vez. Seguiremos o mesmo raciocinio da prova
de término de S2, primeiro para o caso de S3. Para cada vértice ¢ com S3 devolvendo
verdadeiro, temos um caminho de s a i. Se todos os arcos que formam esse caminho tem
capacidade maior que a demanda(i), entdo os vértices desse caminho assumem sucessi-
vamente os estados de ativagao da fungao S3 na ordem do percurso de i a s. Se todos

os casos forem assim, podemos concluir que a quantidade de execucao de S3 ¢é finita,
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pois primeiro a quantidade de vértices com demanda positiva é menor que o nimero de
vértices do grafo, portanto finito, e o nimero de caminho da fonte a esses vértices também
é finito, conforme j4 visto nos paragrafos acima, e por fim a quantidade de vértices nesses
caminhos também ¢é limitado ao nimero de vértices no grafo. Concluindo, nessa situagao
S3 ¢ executado em um ntmero finito de vezes. Mas no caso de que algum arcos (k, 1)
pertencente ao caminho de s a i tenha capacidade menor que a demanda(i), (para efeito
de simplicidade esta sendo considerado que os vértices do caminho de [ a ¢ nao tenha
outro arco de entrada além dos que formam o caminho) os vértices do caminho entre [ e
i passarao a "acreditar"que hé sucessivas mudancas de comprimento de caminho até s e
assumirao d(v) = n para o v pertence ao caminho de [ a ¢. Uma vez que d(l) = n entao
S4 passa a devolver verdadeiro em [. E assim sucessivamente no caminho de [ a . Uma

vez que S3 nao ¢ mais executado, nao havera mais mudancas das distancias dos vértices,

portanto se S3 ¢ finito, S1 também seré.

Uma vez que S3 nao é mais executado, com o comportamento parecido com o dos
vértices com demanda negativa, a execucao de S4 ¢ finita, pois a quantidade de vértices @
com demanda(i) > 0 e d(i) = n ¢é finito e a quantidade de vértices nos caminhos de i a ¢
também é. Como a agao de S4 nao altera d(i) do vértice i, S4 somente podera gerar em

outro vértice um estado em que apenas S4 devolvera verdadeiro.

Portanto, a partir dessas observagoes temos que:

Teorema 4.2 Comecando de um estado arbitrdrio, o algoritmo atinge o estado final em

um numero finito de movimentos.

Uma demonstragao detalhada pode ser encontrada em [11].

Os algoritmos apresentados neste capitulo nao se adaptam diretamente ao modelo
CGM, pois o primeiro usa multiprocessamento com memoria compartilhada enquanto

que o segundo trata o problema com processamento paralelo de granulosidade fina.
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5 Algoritmo para o Problema do

Fluro Mdximo em Redes para
modelo CGM

O algoritmo paralelo BSP/CGM desenvolvido neste trabalho foi baseado no algoritmo
autoestabilizante de Gosh et al. apresentado no capitulo 4. O algoritmo satura todos os
arcos da rede e todos os vértices com demanda diferente de zero sao colocados em uma
fila. Cada processador retirara um vértice do inicio da fila atualizara a distancia conforme
informagao local e estabilizaréd o vértice com a operacao referente ao estado em que se
encontre. As alteracoes de fluxo nos arcos cujos vértices pontas estao em processadores
diferentes sao informadas através de mensagens que esses processadores trocam entre si.
O algoritmo terminara assim que nao houver mais vértice com demanda diferente de zero

nas filas dos processadores.

5.1 Classe de Grafos para Entrada

Nos algoritmos para o modelo de processamento BSP/CGM vamos utilizar algumas
classes de grafos usadas por Anderson e Setubal em [2| e Gosh et. al. em [11]. Os grafos

estao descritos a seguir:

Random Level Graphs(RLG) Os vértices estao dispostos em forma de grid retangu-
lar, onde cada vértice de cada linha esta ligado por um arco a outros trés vértices da
linha seguinte. A fonte e o sorvedouro estao fora desse grid. A fonte tem um arco li-
gando a cada vértice da primeira linha do grid, tal como cada vértice da ultima linha
do grid tem um arco ligando-os ao sorvedouro. Esses grafos podem ter instancias
largas, com numero muito grande de vértices em cada linha com uma quantidade
menor de colunas, ou compridas com quantidade de colunas muito maior do que a

quantidade de vértices em cada linha. Na figura 16 ilustramos um exemplo de grafo
RLG.
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Figura 16: RLG

Rmf Graphs(RMF) Também descrito em [2]. E composto por uma sequéncia de
frames conectados entre si em sequéncia, onde cada frame nada mais é que um
grid quadrado de [ x [ vértices. A fonte é um vértice do canto do primeiro frame,
enquanto que o sorvedouro é o vértice do canto do ultimo frame. Cada vértice estéa
conectado aos seus vizinhos no grid do frame e a um vértice escolhido aleatoria-
mente no frame seguinte. Esse grafo pode ter instancias largas, onde o valor de [
é grande em relacao a quantidade de frames, ou compridas, onde a quantidade de
frames é muito maior do que o valor de [. Na figura 17 ilustramos um exemplo de
grafo RMF.

Figura 17: RMF

5.2 Estrutura de Dados

Nesta secao apresentamos o modelo de dados na qual o algoritmo executa. Estao
sendo utilizadas estruturas do tipo registro para representar os vértices, os arcos e a rede.
Definimos como arcos de fronteira os arcos cujos vértices pontas estao em processadores

diferentes, ou seja pelos arcos de fronteira os fluxos passam de um processador a outro.
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Da mesma forma, vértice de fronteira é aquele que possui um arco de fronteira em sua

lista de arcos.

O registro para representar os vértices ¢ composto por um inteiro que € a representacao
numérica do vértice, um inteiro que representa o grau do vértice, um inteiro que representa
a demanda de fluxo, um inteiro para representar o indice de onde esta o primeiro arco no
vetor de arcos e um ponteiro para um né de fila que pode apontar para um né na fila de

demanda.

O registro que representa os arcos é composto por quatro inteiros onde um inteiro
representa a origem do arco, um para o destino do arco, um para representar a capacidade

e um para representar o fluxo que passa pelo arco.

O registro que representa a rede é composto de por um ponteiro para um vetor de
registro de vértices e um ponteiro para vetor de registros de arcos. Também tem um
inteiro que representa o vértice inicial e outro o vértice final do conjunto de vértices
contidos no processador. Além disso, neste registro um inteiro ira representar o tamanho
do conjunto de vértices total e outro representara o tamanho do conjunto local de vértices
no processador. Outros dois inteiros farao o mesmo papel para o numero total local e

local de arcos.

Existe também um registro de fila que é composta por um ponteiro que aponta para o
inicio da fila e um que aponta para o fim. Os ponteiros destes registros apontam para um
registro de n6 de fila em que é composto por um ponteiro para um vértice e um ponteiro
para o proximo n6 da fila. Um vetor de inteiros sera usado para representar as distancias
dos vértices locais mais os vértices vizinhos aos vértices de fronteira que estao em outros

processadores.

Cada processador possuird um registro de rede, um de fila para os vértices com de-
manda nao nula, além de dois vetores de inteiros para transferéncia de alteracao de fluxo

e um vetor de inteiros que representam as distancias dos vértices.

5.3 Descricao do Algoritmo

Os processadores estarao logicamente organizados em sequéncia, lado a lado, onde um
processador 7 s6 pode enviar mensagens para os processadores ¢ + 1 e ¢ — 1 da sequéncia,
com excec¢ao dos processadores 0 e p que sO enviarao e receberao mensagem de uma dire¢ao

apenas.
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A entrada contém a descricao do tipo de grafo, RLG ou RMF, o nimero de vértices
da rede n e o niimero de arcos m. Também sera informado o ntimero de linhas para a rede
do tipo RLG ou tamanho do quadro para a rede do tipo RMF que representaremos por
[ e o nimero de colunas para a rede do tipo RLG ou quantidade de frames para a rede
do tipo RMF que esta representado por c¢. Cada processador possuird localmente lc/p
vértices se a rede for o RLG ou [%¢/p vértices se for RMF. Os arcos estao representados
em duplicidade neste algoritmo estando associados os arcos (i,j) ao vértice i e os arcos
(7,1) associados ao arco j. Ambos possuirao as mesmas informagdes de capacidade e
fluxo. O vetor direcao do arco na rede original N é sempre ¢« — j quando indice de ¢
menor do que o de j. Conceitualmente, um arco da rede residual tem associado a ele o
valor da capacidade residual. Em nosso algoritmo o valor da capacidade residual pode
ser facilmente observada calculando (i, 5) = c(i,7) — f(i,7) se i < j, ou r(4,5) = f(i,7)
se 1> j.

Todos os arcos serao inicialmente saturados. ApoOs a saturacao inicial é calculado o
valor da demanda de fluxo dos vértices que é o somatoério do fluxo dos arcos que saem
menos o somatorio do fluxo dos arcos que entram. A partir desse resultado, caso a
demanda seja diferente de zero serd criado um né de fila apontando para esse vértice e

inserido em uma fila de vértices no qual o algoritmo ir& processar.

Estando todas as demandas dos vértices calculadas é hora de estabiliza-los, ou seja,
igualar o fluxo que entra com o que sai. Retira-se o primeiro n6 da fila e localiza o vértice
correspondente. E atualizado o valor da distancia deste vértice conforme as informacoes
locais de distancia. Verifica-se em qual estado o vértice encontra-se e executa a acao

correspondente. As agoes e os estados sao os mesmos apresentados no capitulo anterior.

Apoés o término do processamento de todos os vértices da fila, é feita a troca das
informacoes referente aos valores dos fluxos nos arcos de fronteira entre os processadores
vizinhos. Cada processador enviard e receberd as mensagens nas duas direcoes, mas em
rodadas alternadas. Dessas mensagens recebidas, cada processador mantera os valores
de fluxo nos arcos de fronteira o valor recebido na mensagem e realizara a alteracao da
demanda e do fluxo nos vértices e arcos locais. Os vértices que ficarem com demanda
diferente de zero serao inseridos na fila de demanda. Nesta mesma troca de mensagem,
também sao atualizadas as distancias dos vértices de fronteira. Atualiza-se a distancia de

todos os vértices a partir da fronteira que teve as distancias atualizadas na mensagem.

Apos a atualizacao dos fluxos nos arcos de fronteira e consequentemente das deman-

das decorrentes das trocas de mensagens, sera verificado se existem vértices que estao
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novamente com demanda diferente de zero. Caso exista, entao seré repetida a fase de
processamento da fila de demanda com a estabilizacao dos vértices com demanda dife-
rente de zero. O algoritmo termina quando nao houver nenhum vértice na fila de vértices

com demanda diferente de zero em todos os processadores.

Algoritmo 3 Algoritmo CGM para PFM
Distribua os vértices entre os processadores;
Sature todos os arcos da Rede;
demanda(i) =3 nea F(67) = 22 nea f(7:9);
Fim .= FALSO,
Enquanto Fim = FALSO para todos os processadores faga
Para todo i | demanda(i) # 0 faca
Se demanda(i) < 0 entao
Encontre (k,i) € E dado que f(k,i) > 0;
f(k,i) = f(k,i) — min(—demanda(i), f(k,1));
Senao
Se demanda(i) > 0) A (d(i) < n) A (d(j) = d(i) — 1 entao
£(.1) == £(io1) + min(demanda(i), r(j,)):
Senao
Se demanda(i) > 0 A d(i) = n entao
Encontre (i, k) € E dado que f(i, k) > 0;
fli k) = f(i, k) — min(demanda(i), f(i, k));
fim Se
fim Se
fim Se
d(i) == min(D(i) Un);
fim Para
Envie o valor dos fluxos nos arcos de fronteira ao vizinho anterior e os valores das
distancias dos vértices de fronteira para os dois vizinhos;
Atualize os valores das distancia dos vértices da fronteira vizinha com os valores
recebidos;
T = flocal(iaj) - fvizinho<i>j);
demanda(i) = x;
flacal(iuj) = fvizinho(i7j);
Se Ai | demanda(i) # 0 entao
Fim :=VERDADFEIRO,
Senao
Fim := FALSO,;
fim Se
fim Enquanto

Nas figuras 18 estao um exemplo simples do algoritmo. O algoritmo calcula a demanda
de cada vértice no processador. Na figura 18a todos os vértices tem demanda igual a
—1. Todos os vértices terao que diminuir o fluxo que entra, onde obtemos a figura 18b.

Terminado o processamento local, os processadores irao informar os valores dos fluxo dos
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arcos de fronteira aos vizinhos correspondentes. No caso P; informa a P; que f(b,c) =1,
figura 18c, alterando o fluxo em (b, ¢) que estd em P;, tornando novamente a demanda do
vértice b negativa, fazendo com que haja uma nova rodada de processamento local para

estabilizar os vértices em P; como visto na figura 18e.

Pi Pi

(5,5 (4,4) @(3,3) (3,3)@&@ @ (1,1)
— — — >

Pi Pi

(3,5 (3.4) @(3,3) (1,3)@&@ @ (1,1)
’D: -D I ’D

pi < P

(3,5 (3,4) @(3,3) (1,3) i 2(1,2) @ (1,1)
— > — | >

Pi Pi

(3,5 (3,4) @(1,3) (1,3)@&@ @ 1,1
o > JR— —>

Pi Pi

(1,5 (1,4) @(1,3) (1,3)@&@ @ (1,1)
— — — >

(e)

Figura 18: Exemplo da execugao do algoritmo BSP/CGM

A corregao deste algoritmo deriva da corregao do algoritmo autoestabilizante de Gosh

et. al. apresentado no capitulo anterior.
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5.4 Cluster

Um cluster ¢ um conjunto de dois ou mais computadores interligados por uma rede,
que trabalham juntos com um propésito computacional em comum como fossem um tnico
computador. O cluster pode ser formado por computadores e equipamentos de redes
comuns, mas para melhora de desempenho pode-se adotar solugoes de comunicacao e

computagao especificas.

Cada computador de um cluster ¢ denominado n6. Todos devem ser interconectados
através de uma rede de qualquer topologia. O sistema operacional usado nos computa-
dores deve ser de um mesmo tipo, isso porque existem particularidades em cada sistema
operacional que poderiam impedir o funcionamento do cluster. Independente do sistema
operacional usado é preciso usar um software que permita a montagem do cluster em si.
Esse software vai ser responsavel principalmente pela distribui¢ao do processamento. O
software trabalha de forma que erros e defeitos sejam detectados, oferecendo meios de

providenciar reparos, mas sem interromper as atividades do cluster.

O cluster utilizado neste trabalho é um Cluster Beowulf de 16 nés, onde cada um é
um IBM System x3200 M2, com processador SMP Intel Xeon X3320 com 4 nucleos de 2,5
GHz, com cada nucleo possuindo memoria cache L2 de 3 MB, e memoria de 1 GB de RAM,
um adaptador Myrinet 10G-PCIE-8B-QP e um adaptador Etherner Onboard. O cluster
também possui um Host com processador Intel Dual E2160 com 2 niicleos 1,80 GHZ, onde
cada nucleo possui memoria cache L2 de 1 MB, e 2 adaptadores Ethernet Offboard. A
interconexao dos nés do Cluster para processamento ¢é feita através de uma rede Myrinet
de 10 Gbps na topologia Fat Tree, e a administracao e o monitoramento sao realizados
por uma rede Ethernet de 100Mbps. Estao instalados o SO Linux/Debian Lenny 2.6.26
versao de 64-bit, o FAI, Open PBS, o MPICH |23], MPICH2|23| e 0 OpenMPI|12].

5.5 MPI(Message Passing Interface)

O MPI é uma especificagao para bibliotecas de passagem de mensagem que imple-
mentam a comunicagao entre os processadores de um cluster. Foi desenvolvido por um
forum internacional aberto consistindo de representantes da industria, académicos e la-
boratorios de governos. Foi rapidamente e amplamente aceito por ter sido cuidadosamente
especificado para permitir maximo desempenho em uma grande variedade de sistemas. As

especificagoes foram definidas para programas em C/C++ e Fortran. O MPI tem como
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vantagem a portabilidade, praticidade, eficiéncia e flexibilidade.

As aplicagbes que utilizam a biblioteca do MPI, precisam inicié-lo através da fungao
MPI _Init e encerrd-lo com MPI Finalize. O MPI ao ser inicializado cria um canal co-
municador entre os processadores, identificando-os no processo. As funcoes utilizadas para
isso sao MPI _Comm__rank e MPI _Comm __size. A comunicagao entre os processadores
através do MPI é feito por chamada de fungoes que "envelopam"as informagcoes que pre-
cisam ser enviadas a outros processadores que por sua vez "desenvelopam"os dados e os
utilizam. As funcoes de envio de mensagem podem ser bloqueantes ou nao bloqueantes.
As fungoes de envio de mensagem sao MPI _Send e MPI Isend. A primeira é o envio
bloqueante e a segunda é o nao bloqueante. As func¢oes de recebimento de mensagem sao
MPI _Recv e MPI _Irecv. Também o primeiro é o recebimento bloqueante e o segundo é
o nao bloqueante. Essas sao os principais comandos dentre as centenas de func¢oes que a

biblioteca tem implementada.

5.6 Testes e Resultados

Foram realizados os teste para 2, 4, 8 e 12 processadores em instancias onde a quanti-
dade de vértices de 22, 213, 2 e 215 vértices. A quantidade de arcos em cada instancia é
de aproximadamente trés vezes o niimero de vértices. Nos testes as classes de grafos tes-
tadas foram restringidas de forma que o corte minimo estivesse no processador de maior
identificador no cluster e as capacidades dos arcos que entram nos vértices sao maiores
que a capacidade dos arcos que saem dele, de forma que o a rede tenha sucessivos cortes
de capacidade crescente. Essa restricao, permite com que o algoritmo apenas reduza o

fluxo que entra nos vértices.

Durante a implementacao observamos dificuldades com relagao a escolha do melhor
caminho devido a forte dependéncia que os algoritmos deste problema carregam. A difi-
culdade era tanto na escolha de qual caminho o algoritmo iria enviar o fluxo com também
a imprecisao das informacgoes das distancias exata dos vértices de fronteira a um referen-
cial na rede, o que nos levou a restringir as classes de grafos escolhidas. Com a restri¢ao
de classes de grafos, tentamos levantar o custo que as recorrentes trocas de fluxos entre

vértices de fronteira e alteracao de distancias oneram no desempenho.

Realizamos os testes com trés instancias para cada tamanho de grafo onde realizamos
quatro testes para cada instancia de onde tiramos a média entre o tempo dos testes. O

tempo observado nos teste estao descritos na 5.6 das instancias do grafo RLG e 5.6 das
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212 213 214 215
130 | 390 | 1130 | 3400
50 | 140 | 380 | 1230
70 | 210 | 160 450
40 | 140 | 190 230
2] 30 110 | 110 160

— 00 > DN

Tabela 1: Tabela de tempo (em décimo de segundos) dos testes dos grafos RLG - ntumero
de vértices X ntimero de processadores
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Figura 19: Grafico de tempo para o grafo RLG - Tempo (em décimos de segundos) X
Ntamero de Processadores

instancias do grafo RMF. Nos gréficos 19 e 21 podemos ver que o tempo estao melhorando
a medida que se aumenta o niimero de processadores. O speed-up foi calculado pela razao
entre o tempo de execucao para determinado nimero de processadores pelo tempo de
execugao da versao sequencial do algoritmo em um processador. Podemos observar o
speed-up crescente como pode ser visto nos graficos 20 e 22. O speed-up observado nos
causa estranhamento por ser superlinear, o que nos leva a uma analise da quantidade de

operacoes que Ocorrem.

A primeira vez que cada vértice é estabilizado, o algoritmo empurra fluxo de volta
a fonte em cada um dos arcos que entra no vértice. Portanto temos no algoritmo se-
quencialmente nk empurroes de volta, onde k é a média do grau dos vértice dividido por

dois. Mas cada vértice pode ser desestabilizado novamente se um vértice vizinho mais

212 213 214 215
320 | 3030 | 5090 | 11830
90 | 770 | 1290 | 2880
30 | 210 | 350 760
20 70 120 230
2120 | 40 70 110

= 00 = DN

Tabela 2: Tabela de tempo (em décimo de segundos) dos testes para instancias do grafo
RMF
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Figura 20: Grafico de Speedup para o grafo RLG - Speed-up x Numero de Processadores
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Figura 21: Gréfico de tempo para o grafo RMF - Tempo (em décimos de segundos) X
Namero de Processadores

proximo ao sorvedouro empurrar fluxo para ele, podendo ocorrer até n/k vezes. Portanto
podera ocorrer O(n?) empurroes. Mas se olharmos na execugio paralela, serdo realiza-
dos na primeira rodada de computagao O((n/p)?) empurrdes. A cada uma das demais
rodadas de computagao subsequentes, temos que cada vértice nao vai mais receber fluxo
de outro vizinho até a proxima rodada de computagao. Portanto teremos apenas O(n/p)
empurroes em cada uma nas rodadas seguintes. Acontecerao p rodadas de computacao
para que o fluxo vindo dos vértices do ultimo processador alcance a fonte. Com essa

restricao de grafos temos que os tempo de computacao e mais de um processador é de
O((n/p)*) + O((n/p)(p — 1)), que significa O((n/p)?) operagdes.

Foi observado também que & medida que os grafos diminuem no niimero de vértices,
o tempo de execucao comega a divergir do comportamento dos grafos com a execucao de
varios processadores. Isso pode ser bem observado na instancia de 2'? vértices do grafo
RMF nos graficos 21 e 22, onde o crescimento do speed-up nao acompanha ao das de-
mais instancias medidas. Esse mesmo comportamento também é observada em instancias
menores das que foram medidas em ambas as classes de grafos. Outra anomalia que pode

ser observada no comportamento do algoritmo pode ser evidenciada na instancia de 24
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Figura 22: Gréfico de Speedup para o grafo RMF - Speed-up x Numero de Processadores

vértices do grafo RLG vista nos grafico 19 e 20. O speed-up observado no teste de 8 proces-

sadores diminui em relacao ao teste com 4 processadores e volta a aumentar comparando

o teste com 12 processadores ao de 8. Esse mesmo comportamento é observado, mas de

forma mais branda, nas instancias de 2'2 e 2'3 vértices do grafo RLG no comparativo dos

teste de 2 e 4 processadores.
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6 Conclusao

Neste trabalho tinhamos o intuito de estudar o problema do fluxo maximo paralelizado
para o modelo BSP/CGM. Para isso estudamos o modelo de computagao paralela PRAM
e o modelo realistico BSP/CGM. Estudamos ainda o conceito do problema do Fluxo
Méximo e suas aplicagoes. Vimos a dificuldade da implementacao paralela pelo fato do
problema P-completo. Estudamos a implementacao dos algoritmos de Ford-Fulkerson,
Edmond-Karps e Dinic que sao baseados no método de caminhos aumentantes, e estu-
damos também o algoritmo do método de Push-Relabel. Estudamos ainda o algoritmo de
Anderson-Setubal para a solu¢ao do problema em paralelo em uma maquina no modelo
PRAM. E por fim estudamos também o algoritmo de Gosh et. al. para tratar o problema

do fluxo maximo em uma méquina paralela distribuida de granulosidade fina.

Realizamos a implementagao de um algoritmo BSP/CGM para tratar o problema do
fluxo maximo em uma méquina paralela. Observamos a dificuldade na defini¢ao do critério
de escolha do arco para realizar a operacao, o que nos levou a restringir nossos estudos a
duas classes de grafos, para as quais realizamos testes e obtivemos speed-up superlinear.

Os speed-ups obtidos foram de 1,85 até 107 para as classes de grafos escolhidas.

Sob essa observacao podemos direcionar futuros estudos em algoritmos que evitam o
uso da distancia como critério de selecao de arco. Nesse estudo sugiro o estudo do método
citado em [24], apresentado por Tabirca e Tabirca. Também podemos orientar trabalhos

futuros na diregdo proposta em [18] sobre fluxo em grafos planares.
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